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Streszczenie

mgr in». Agnieszka Lenartowicz

Analiza d¹wigarów powierzchniowych z uwzgl¦dnieniem anizotropii

materiaªowej, tªumienia i oddziaªywania o±rodka zewn¦trznego

Sªowa kluczowe: pªyty cienkie, cz¦sto±ci drga« wªasnych, lepkospr¦»yste tªumiki

drga«, obci¡»enie krytyczne, metoda elementów sko«czonych, metoda ró»nic sko«-

czonych, metoda elementów brzegowych, metoda roju cz¡stek, metoda kontynuacji,

analiza losowa

Przedmiotem niniejszej dysertacji jest analiza statyki, dynamiki oraz statecz-

no±ci prostok¡tnych d¹wigarów pªytowych speªniaj¡cych gªówne zaªo»enia hipotezy

Kirchho�a-Love'a. Przyj¦to, »e badane pªyty charakteryzuj¡ si¦ staª¡ lub zmienn¡

sztywno±ci¡. Ponadto w przypadku staªej sztywno±ci rozwa»ono kwesti¦ anizotropii

materiaªowej.

Zasadnicz¡ cz¦±¢ rozprawy rozpocz¦to od rozdziaªu po±wi¦conego zagadnieniu

statyki pªyt. Zawarto w nim opis post¦powania, które nale»y zastosowa¢, aby wy-

znaczy¢ warto±ci przemieszcze« pionowych pªyt w uj¦ciu metody elementów sko«czo-

nych (MES) oraz metody ró»nic sko«czonych (MRS). Zamieszczono równie» szczegó-

ªowe zasady sprowadzania równania deformacji pªyty izotropowej o zmiennej sztyw-

no±ci do ukªadu równa« ró»nicowych, zgodnie z metodologi¡ MRS. Zawarte w roz-

dziale wyprowadzenia stanowiªy baz¦ do zagadnie« przedstawionych w dalszej cz¦±ci

rozprawy, a wi¦c dotycz¡cych wyznaczania cz¦sto±ci drga« wªasnych oraz obci¡»e-

nia krytycznego pªyt o staªej lub zmiennej grubo±ci, ustalonej zgodnie ze wst¦pnie

zaªo»on¡ funkcj¡.

Znaczn¡ cz¦±¢ rozprawy po±wi¦cono analizie dynamicznej pªyt, w ramach której

rozwi¡zywano zadania drga« wªasnych pojedynczej pªyty oraz ukªadów dwóch pªyt

zanurzonych w pªynie. Zastosowano autorskie procedury obliczeniowe korzystaj¡ce

z metod elementów sko«czonych i ró»nic sko«czonych oraz metody elementów brze-

gowych (MEB). Rozwa»ono tak»e dynamik¦ pªyt spoczywaj¡cych na wi¦zach lep-

kospr¦»ystych, gdzie odpowiedni nieliniowy problem wªasny, utworzony przy u»yciu

metodologii MES, rozwi¡zano zgodnie z zasadami metody kontynuacji. Zastosowa-

no równie» pomocniczo metod¦ podprzestrzennych iteracji, aby zredukowa¢ problem
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wªasny do zagadnienia o mniejszym wymiarze. Wi¦zy (tªumiki) lepkospr¦»yste opisa-

no za pomoc¡ dwóch modeli: klasycznego i uªamkowego, przy czym w drugim z nich

wykorzystano rachunek pochodnych niecaªkowitego rz¦du. W rozprawie rozwi¡za-

no równie» zadanie optymalnego rozmieszczenia ustalonej liczby tªumików lepko-

spr¦»ystych na powierzchni pªyty w celu uzyskania maksymalnego efektu tªumienia

wybranej postaci drga«. Aby rozwi¡za¢ tak sformuªowany problem, posªu»ono si¦

algorytmem optymalizacji metod¡ roju cz¡stek (PSO).

W pracy przeprowadzono tak»e analiz¦ losow¡ dla zagadnie« dynamicznych pªyt

wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga« oraz ukªadów pªyt zanurzonych caªko-

wicie w pªynie. Odpowiednie momenty losowe wyznaczano przy u»yciu trzech alter-

natywnych metod probabilistycznych: metody póªanalitycznej, uogólnionej metody

perturbacji stochastycznej oraz metody symulacyjnej Monte-Carlo.

Na zako«czenie gªównych rozwa»a« wykonano analiz¦ stateczno±ci pªyt obci¡»o-

nych w swej pªaszczy¹nie w celu wyznaczenia warto±ci obci¡»e« krytycznych odpo-

wiadaj¡cych kilku wybranym postaciom utraty stateczno±ci. Zagadnienie rozwi¡zano

numerycznie zgodnie z zasadami metody ró»nic sko«czonych. Tematyka ta stanowi

naturalne dopeªnienie caªo±ci rozwa»a«.

W±ród najwa»niejszych oryginalnych elementów niniejszej dysertacji mo»na wy-

ró»ni¢ propozycj¦ autorskich metod caªkowania numerycznego maj¡cych na celu

wyznaczenie macierzy sztywno±ci oraz macierzy bezwªadno±ci pªyty dla potrzeb wy-

konania jej analizy dynamicznej. Ponadto opracowano autorskie procedury oblicze-

niowe pozwalaj¡ce rozwi¡za¢ nieliniowe zadanie analizy dynamicznej pªyt spoczywa-

j¡cych na wi¦zach lepkospr¦»ystych oraz wyznaczy¢ optymaln¡ lokalizacj¦ ustalonej

liczby tych wi¦zów na powierzchni pªyty. Opracowane procedury umo»liwiªy tak»e

wykonanie analizy statyki, dynamiki i stateczno±ci pªyt o zmiennej grubo±ci. Do-

konano równie» poª¡czenia wybranych metod numerycznych spo±ród MES, MRS

i MEB w zadaniach interakcji pªyta�ciecz. Aby rozwi¡za¢ nieliniowy problem wªa-

sny dla pªyt z wi¦zami lepkospr¦»ystymi, u»yto w algorytmach metod¦ kontynuacji.

W zagadnieniu tym uwzgl¦dniono tak»e podej±cie losowe.

Autorskie procedury obliczeniowe w zakresie analizy statycznej, dynamicznej

i stateczno±ci pªyt opracowano w ±rodowisku Octave, a na potrzeby analizy losowej

u»yto ±rodowisko programistyczne Maple.
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The subject of this dissertation is the static, dynamic and stability analysis

of rectangular plate girders ful�lling the main assumptions of the Kirchho�-Love

hypothesis. It was assumed that the tested plates were characterized by constant or

variable sti�ness. Furthermore, in the case of constant sti�ness plates, the issue of

material anisotropy was considered.

The main part of the dissertation began with a chapter devoted to the issue

of plate statics. It describes the procedure to be used to determine the values of

vertical displacements of plates using the �nite element method (FEM) and the

�nite di�erence method (FDM). Detailed rules for reducing the deformation equation

of an isotropic plate with variable sti�ness to a system of di�erence equations, in

accordance with the MRS methodology, are also included. The derivations included

in the chapter constituted the basis for the issues presented in the further part of

the thesis, i.e. those related to determining the natural frequency and the critical

load of plates with constant or variable thickness, determined in accordance with

the initially assumed function.

A signi�cant part of the thesis was devoted to the dynamic analysis of plates, in

which the problems of natural vibrations of a single plate and systems of two plates

immersed in a �uid were solved. Proprietary calculation procedures based on the

�nite element and �nite di�erence methods as well as the boundary element method

(BEM) were used. The dynamics of plates resting on viscoelastic constraints was

also considered, where the corresponding nonlinear eigenproblem, generated using

the FEM methodology, was solved according to the principles of the continuation

method. The subspace iteration method was also used as an auxiliary method to

reduce the eigenvalue problem to a lower-dimensional problem. Viscoelastic constra-

ints (dampers) were described using two models: classical and fractional, the latter
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of which used fractional derivative calculus. The thesis also solved the problem of

optimally distributing a �xed number of viscoelastic dampers on the plate surface

in order to obtain the maximum damping e�ect for the selected vibration mode. To

solve this problem, the particle swarm optimization (PSO) algorithm was used.

The paper also performed a random analysis for dynamic problems of plates equ-

ipped with viscoelastic vibration dampers and plate systems completely immersed

in a �uid. The corresponding random moments were determined using three alter-

native probabilistic methods: the semi-analytical method, the generalized stochastic

perturbation method and the Monte-Carlo simulation method.

At the end of the main considerations, an analysis of the stability of the plates

loaded in their plane was performed in order to determine the values of critical loads

corresponding to several selected modes of stability loss. The problem was solved

numerically according to the principles of the �nite di�erence method. This topic is

a natural complement to the overall considerations.

Among the most important original elements of this dissertation, one can highli-

ght the proposal of original numerical integration methods allowing to determine the

sti�ness matrix and the inertia matrix of the plate for the purposes of its dynamic

analysis. In addition, proprietary computational procedures were developed to solve

the nonlinear problem of dynamic analysis of plates resting on viscoelastic constra-

ints and to determine the optimal location of a �xed number of these constraints

on the plate surface. The developed procedures also enabled the analysis of statics,

dynamics and stability of plates with variable thickness. Selected numerical methods

from FEM, FDM and BEM were also combined in plate��uid interaction problems.

In order to solve nonlinear eigenproblems for plates with viscoelastic constraints,

the continuation method was used in the algorithms. A random approach was also

taken into account in this issue.

Proprietary calculation procedures for static, dynamic and plate stability analysis

were developed in the Octave environment, and the Maple programming environ-

ment was also used for random analysis.
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Wykaz skrótów i oznacze«

Wa»niejsze skróty

AEM � metoda równa« równowa»nych (ang. the analog equation method),

MCS � metoda symulacyjna Monte-Carlo stosowana w analizie losowej

(ang. Monte-Carlo simulation method),

MEB � metoda elementów brzegowych,

MES � metoda elementów sko«czonych,

MPS � metoda pasm sko«czonych,

MRS � metoda ró»nic sko«czonych,

PSO � metoda roju cz¡stek (ang. the particle swarm optimization method),

SAM � metoda póªanalityczna sªu»¡ca do obliczania momentów losowych

(ang. semi-analytical method),

SPT � uogólniona metoda perturbacji stochastycznej (ang. generalized

stochastic perturbation method).

Wa»niejsze oznaczenia

Podrozdziaª 3.1

w = w(x, y) � funkcja ugi¦cia pªaszczyzny ±rodkowej pªyty Ω ⊂ R2,

p = p(x, y) � funkcja obci¡»enia pªyty w jednostkach siªy na jednostk¦ po-

wierzchni,
D � macierz kwadratowa o wymiarze 3 × 3 zawieraj¡ca sztywno±ci

pªyty na zginanie i skr¦canie,
E � moduª Younga materiaªu pªyty izotropowej,

ν � wspóªczynnik Poissona materiaªu pªyty izotropowej,

H � staªa grubo±¢ pªyty,

Ew, E0 � moduª Younga odpowiednio wªókien i osnowy materiaªu pªyty

ortotropowej (wªóknokompozytowej),
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νw, ν0 � wspóªczynnik Poissona odpowiednio wªókien i osnowy materiaªu

pªyty ortotropowej (wªóknokompozytowej),
mw, m0 � udziaª obj¦to±ciowy wªókien i osnowy w materiale pªyty orto-

tropowej (wªóknokompozytowej),
A, B � dªugo±¢ i szeroko±¢ pªyty prostok¡tnej,

H = H(x, y) � funkcja grubo±ci pªyty okre±lona na obszarze Ω = [0, A]× [0, B],

D = D(x, y) � funkcja sztywno±ci na zginanie pªyty izotropowej o zmiennej gru-

bo±ci.

Podrozdziaª 3.2.1

plQ4 � prostok¡tny element sko«czony 4-w¦zªowy opisany w [1],

lel � liczba elementów sko«czonych typu plQ4 dyskretyzuj¡cych po-

wierzchni¦ pªyty,
Ωe � powierzchnia pojedynczego elementu sko«czonego e, przy czym

e = 1, 2, 3, . . . , lel,
wi, ϕix, ϕiy � stopnie swobody w i-tym w¦¹le (i = 1, 2, 3, 4) elementu sko«czo-

nego plQ4 (przemieszczenie translacyjne oraz dwa obroty wzgl¦-

dem osi odpowiednio x i y),
we
i � wektor przemieszczenia i-tego w¦zªa (i = 1, 2, 3, 4) elementu

sko«czonego e typu plQ4,
we(x, y) � wielomian czwartego stopnia sªu»¡cy do aproksymacji funkcji

ugi¦cia pªyty w dowolnym punkcie elementu sko«czonego e,
α1�α12 � wspóªczynniki wielomianu we(x, y) okre±lonego wy»ej,

we � wektor przemieszczenia elementu sko«czonego e typu plQ4,

N e
i (x, y) � funkcje ksztaªtu pojedynczego elementu sko«czonego e typu

plQ4 odpowiadaj¡ce kolejnym jego stopniom swobody, przy

czym i = 1, 2, 3, . . . , 12,
Ne � wektor zawieraj¡cy wy»ej okre±lone funkcje ksztaªtu pojedyn-

czego elementu sko«czonego e typu plQ4,
Ke � macierz sztywno±ci o wymiarze 12× 12 pojedynczego elementu

sko«czonego e typu plQ4,
B � macierz pochodnych drugiego rz¦du z funkcji ksztaªtu pojedyn-

czego elementu sko«czonego plQ4,
(ξi, ηj) � punkty caªkowania nale»¡ce do obszaru [−1, 1] × [−1, 1], stoso-

wane w niestandardowej metodzie caªkowania numerycznego,
wij � wagi stosowane w niestandardowej metodzie caªkowania nume-

rycznego,
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|J (ξi, ηj)| � jakobian przeksztaªcenia obszaru Ω w obszar [−1, 1]× [−1, 1],

m× n � wymiary siatki MES dyskretyzuj¡cej pªyt¦ prostok¡tn¡ umiesz-

czon¡ w pró»ni (liczba elementów sko«czonych dziel¡cych od-

powiednio poziom¡ i pionow¡ kraw¦d¹ pªyty),
hi � szeroko±ci elementów sko«czonych w kierunku poziomym

(i = 1, 2, 3, . . . ,m),
kj � szeroko±ci elementów sko«czonych w kierunku pionowym

(j = 1, 2, 3, . . . , n),
K � globalna macierz sztywno±ci pªyty,

w � globalny wektor przemieszcze« w¦zªowych pªyty,

f � globalny wektor obci¡»e« w¦zªowych pªyty,

fe � wektor obci¡»e« w¦zªowych pojedynczego elementu sko«czone-

go e typu plQ4,
Pw � globalny wektor siª skupionych dziaªaj¡cych na pªyt¦, przyªo-

»onych bezpo±rednio do w¦zªów siatki MES,
Qe

0 � wektor siª w¦zªowych elementu sko«czonego e pochodz¡cych od

obci¡»enia rozªo»onego, przypadaj¡cego w jego obr¦bie; warto-

±ci wektora zale»¡ od funkcji ksztaªtu elementu,
h× k � wymiary podobszarów prostok¡tnych skªadaj¡cych si¦ na re-

gularn¡ siatk¦ MES.

Podrozdziaª 3.2.2

m× n � wymiary siatki MRS naªo»onej na powierzchni¦ ±rodkow¡ pªyty

prostok¡tnej,
h× k � wymiary podobszarów prostok¡tnych skªadaj¡cych si¦ na re-

gularn¡ siatk¦ MRS,
(xi, yj) � wspóªrz¦dne pojedynczego w¦zªa siatki MRS, przy czym i =

1, 2, 3, . . . ,m+ 1 oraz j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1,
wij � przybli»ona warto±¢ przemieszczenia punktu pªyty o wspóª-

rz¦dnych (xi, yj),
wi±1,j±1 � przybli»ona warto±¢ przemieszczenia punktu pªyty o wspóª-

rz¦dnych (xi ± h, yj ± k),(
∂w
∂x

)
ij
,
(
∂w
∂y

)
ij

� przybli»one pochodne funkcji przemieszczenia pionowego pªyty

w punkcie (xi, yj), wyra»one przy pomocy ró»nic centralnych,
(α1)ij�(α13)ij � wspóªczynniki przy niewiadomych przemieszczeniach w otocze-

niu punktu (xi, yj) wyst¦puj¡ce w ró»nicowej postaci równania

ugi¦cia pªyty izotropowej o zmiennej sztywno±ci,
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Dij � warto±¢ dokªadna funkcji sztywno±ci pªyty w punkcie

(xi, yj),(
∂D
∂x

)
ij
,
(
∂D
∂y

)
ij

� przybli»one pochodne funkcji sztywno±ci pªyty w punkcie

(xi, yj), wyra»one przy pomocy ró»nic centralnych,
(Mx)ij, (My)ij � przybli»one warto±ci momentów zginaj¡cych w punkcie

(xi, yj), wzgl¦dem osi odpowiednio x oraz y, wyra»one przy

pomocy ró»nic centralnych,(
Q̄x

)
ij
,
(
Q̄y

)
ij

� przybli»one warto±ci zast¦pczych siª poprzecznych w punk-

cie (xi, yj), wzgl¦dem osi odpowiednio x oraz y, wyra»one

przy pomocy ró»nic centralnych,
(ϕx)ij, (ϕy)ij � przybli»one warto±ci k¡tów obrotu pªyty w punkcie (xi, yj),

wzgl¦dem osi odpowiednio x oraz y, wyra»one przy pomo-

cy ró»nic centralnych,
Rij � przybli»ona warto±¢ reakcji naro»a pªyty w punkcie

(xi, yj), wyra»ona przy pomocy ró»nic centralnych,
∆ � macierz operatorów ro»nicowych, tzn. macierz ukªadu rów-

na« ró»nicowych zast¦puj¡cego równanie ugi¦cia pªyty

o zmiennej sztywno±ci,
w � wektor niewiadomych przemieszcze« w¦zªów siatki MRS,

p � wektor obci¡»enia przypadaj¡cego na poszczególne punkty

siatki MRS,
Ai, Bj, Ck, Dj, Ek � macierze-bloki tworz¡ce blokow¡ struktur¦ macierzy ∆,

przy czym i = 1, 2, 3, . . . , n + 1; j = 1, 2, 3, . . . , n; k =

1, 2, 3, . . . , n− 1,
H1, H2 � odpowiednio maksymalna i minimalna grubo±¢ pªyty o li-

niowo zmiennej grubo±ci w jednym kierunku.

Dodatek A

Obowi¡zuj¡ oznaczenia do podrozdziaªu 3.2.2 z poni»szym uzupeªnieniem:

βi, γj, ϕk � oznaczenia pomocnicze stosowane przy wyprowadzaniu

macierzy operatorów ró»nicowych dla pªyty swobodnie

podpartej na dwóch przeciwlegªych kraw¦dziach, gdzie

i = 1, 2; j = 1, 2, 3, 4, 5; k = 1, 2, 3, 4,
ϕ′1 � oznaczenie pomocnicze stosowane przy wyprowadzaniu

macierzy operatorów ró»nicowych dla pªyty utwierdzonej

na dwóch przeciwlegªych kraw¦dziach,
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β′i, γ
′
j, ϕk, ϕ

′
l � oznaczenia pomocnicze u»ywane przy wyprowadzaniu ma-

cierzy operatorów ró»nicowych dla pªyty podpartej wspor-

nikowo na lewej kraw¦dzi, gdzie i = 1, 2; j = 1, 2, 3, 4, 5;

k = 5, 6, 7, . . . , 24; l = 5, 6, 7, . . . , 10.

Podrozdziaª 4.1

K � globalna macierz sztywno±ci pªyty,

q � globalny wektor przemieszcze« w¦zªów siatki MES,

F � globalny wektor obci¡»e« pªyty,

t � zmienna czasowa,

we � liczba w¦zªów siatki MES dyskretyzuj¡cej powierzchni¦ pªyty,

ns � liczba stopni swobody pªyty ustalana wedªug zasad MES,

M � globalna macierz bezwªadno±ci (mas) pªyty,

C � macierz tªumienia konstrukcyjnego pªyty,

q̈(t), q̇(t), q(t) � zale»ne od zmiennej czasowej t wektory odpowiednio: przy-

spieszenia, pr¦dko±ci i przemieszcze« uogólnionych w¦zªów

pªyty,
F(t) � zale»ny od zmiennej czasowej t wektor obci¡»e« zewn¦trznych

pªyty,
t0 � chwila pocz¡tkowa,

q̇0, q0 � wektory odpowiednio pr¦dko±ci i przemieszcze« uogólnionych

w¦zªów pªyty w chwili pocz¡tkowej,
qa,i � i-ty wektor wªasny, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , ns,

ωi � i-ta cz¦sto±¢ drga« wªasnych, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , ns,

λi � i-ta warto±¢ wªasna, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , ns,

Q � macierz wektorów wªasnych o wymiarze ns × ns,
L � diagonalna macierz warto±ci wªasnych o wymiarze ns × ns

albo macierz trójk¡tna dolna w rozkªadzie Choleskiego,
H � macierz symetryczna w standardowym problemie wªasnym,

I � macierz jednostkowa,

mi � warto±¢ masy skupionej w i-tym w¦¹le siatki MES przy zaªo-

»eniu granulacji masy w pªycie, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , we,
ρ � g¦sto±¢ materiaªu pªyty,

Ai � pole powierzchni pªyty przypadaj¡ce na i-ty w¦zeª siatki

MES, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , we,
H � grubo±¢ pªyty,

A, B � dªugo±¢ i szeroko±¢ pªyty prostok¡tnej,
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ne � liczba elementów sko«czonych dyskretyzuj¡cych powierzchni¦

pªyty zgodnie z zasadami MES,
Me � macierz bezwªadno±ci pojedynczego elementu sko«czonego

wchodz¡cego w skªad siatki MES dyskretyzuj¡cej pªyt¦,
Nm � macierz pochodnych cz¡stkowych pierwszego rz¦du z funkcji

ksztaªtu charakteryzuj¡cych element sko«czony,
ρ̄ � macierz zale»na od g¦sto±ci materiaªu pªyty.

Podrozdziaª 4.2

p(x, y) = B(x, y) � intensywno±¢ obci¡»enia siªami bezwªadno±ci w punkcie pªyty

o wspóªrz¦dnych (x, y),
m � masa pªyty na jednostk¦ powierzchni wyra»ona w kg/m2 albo

liczba podobszarów siatki MRS wzdªu» poziomej kraw¦dzi

pªyty,
n � liczba podobszarów siatki MRS wzdªu» pionowej kraw¦dzi

pªyty,
w(x, y, t) � przemieszczenie pionowe punktu pªyty o wspóªrz¦dnych (x, y)

w chwili t,
pij = Bij � obci¡»enie pªyty siªami bezwªadno±ci, przypadaj¡ce na punkt

pªyty o wspóªrz¦dnych (i, j) = (xi, yj), gdzie i = 1, 2, 3, . . . ,m

oraz j = 1, 2, 3, . . . , n,
mij � masa cz¦±ci pªyty przypadaj¡cej na w¦zeª (i, j) siatki MRS,

Aij � pole powierzchni cz¦±ci pªyty przypadaj¡cej na w¦zeª (i, j)

siatki MRS,
wij(t) � przemieszczenie pionowe punktu (i, j) pªyty w chwili t,

Wij � amplituda drga« punktu (i, j) pªyty,

m̃ij � iloraz masy oraz pola powierzchni cz¦±ci pªyty przypadaj¡cej

na w¦zeª (i, j) siatki MRS ,
M � diagonalna macierz bezwªadno±ci pªyty,

W � wektor amplitud pªyty w w¦zªach siatki MRS.

Podrozdziaª 5.1

N � liczba podobszarów cieczy dyskretyzuj¡cych powierzchni¦

pªyty zgodnie z zasadami MEB,
c× d � wymiary siatki podobszarów cieczy dyskretyzuj¡cej pªyt¦

zgodnie z zasadami MEB,
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h1 × k1 � wymiary prostok¡tnych podobszarów cieczy tworz¡cych siat-

k¦ regularn¡, dyskretyzuj¡c¡ pªyt¦ zgodnie z zasadami MEB,
S � pole powierzchni pojedynczego podobszaru cieczy wspóªtwo-

rz¡cego siatk¦ regularn¡, dyskretyzuj¡c¡ pªyt¦ zgodnie z za-

sadami MEB,
ϕ = ϕ(x, t) � potencjaª pola pr¦dko±ci pªynu,

x � wektor poªo»enia punktu w przestrzeni,

κ � wspóªczynnik ±ci±liwo±ci cieczy,

a0 � pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w cieczy,

ω = ωRe + iωIm � cz¦sto±¢ koªowa drga« wªasnych cieczy ±ci±liwej (liczba zespo-

lona, przy czym dla pªynu nie±ci±liwego ωIm = 0),
w = w(x, t) � przemieszczenie normalne powierzchni ±rodkowej pªyty,

w̃(x) � amplituda przemieszczenia punktu pªyty,

∆pn � amplituda wypadkowego wektora ci±nienia hydrodynamicz-

nego w punkcie (xn, yn) na powierzchni Sn pªyty,
ρc � g¦sto±¢ cieczy otaczaj¡cej pªyt¦,

H � macierz kwadratowa o wymiarze N × N wyznaczana w celu

otrzymania macierzy bezwªadno±ci cieczy otaczaj¡cej pªyt¦,
P � siªy hydrodynamiczne dziaªaj¡ce na powierzchni¦ pªyty,

Mc � macierz bezwªadno±ci (mas) cieczy otaczaj¡cej pªyt¦,

S � macierz diagonalna o wymiarzeN×N zawieraj¡ca na gªównej

przek¡tnej pola powierzchni podobszarów cieczy otaczaj¡cej

pªyt¦,
xp, xk, yp, yk � wspóªrz¦dne punktów naro»nych n-tego podobszaru cie-

czy wzgl¦dem lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych o pocz¡tku

w punkcie m, u»yte w celu wyznaczenia elementu Hmn ma-

cierzy H,
W � macierz zawieraj¡ca w kolejnych kolumnach wspóªrz¦dne

punktów naro»nych podobszarów cieczy w ukªadzie global-

nym, przyj¦tym w lewym dolnym naro»u pªyty,
Sr � macierz zawieraj¡ca w kolejnych kolumnach wspóªrz¦dne

punktów kolokacji podobszarów cieczy w ukªadzie globalnym

pªyty,
t � macierz powi¡za« dla podobszarów cieczy, o wymiarze 4×N ,

zawieraj¡ca w kolejnych kolumnach numery w¦zªów naro»-

nych podobszarów cieczy,
hn � gª¦boko±¢ poªo»enia n-tego podobszaru cieczy poni»ej po-

wierzchni swobodnej pªynu.
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Podrozdziaª 5.2

M, Mpc � macierz bezwªadno±ci ukªadu pªyta�ciecz,

Mc � macierz bezwªadno±ci (mas) cieczy otaczaj¡cej pªyt¦,

Mp � macierz bezwªadno±ci pªyty,

c× d � wymiary siatki podobszarów cieczy dyskretyzuj¡cej pªyt¦ zgodnie

z zasadami MEB,
h1 × k1 � wymiary prostok¡tnych podobszarów cieczy skªadaj¡cych si¦ na

regularn¡ siatk¦ dyskretyzuj¡c¡ pªyt¦ zgodnie z zasadami MEB,
m× n � wymiary siatki MES dyskretyzuj¡cej pªyt¦,

Ke, Me
p � macierz sztywno±ci oraz konsystentna macierz bezwªadno±ci po-

jedynczego elementu sko«czonego dyskretyzuj¡cego pªyt¦ zgodnie

z zasadami MES,
n1 � liczba elementów sko«czonych w kierunku pionowym, liczona w cz¦-

±ci pªyty niezanurzonej w pªynie,
A � wymiar poziomy pªyty zanurzonej w pªynie,

B � wymiar pionowy pªyty zanurzonej w pªynie, mierzony w cz¦±ci oto-

czonej ciecz¡,
B1 � wymiar pionowy pªyty zanurzonej w pªynie, mierzony w cz¦±ci znaj-

duj¡cej si¦ w pró»ni,
H � grubo±¢ pªyty,

k2 � pionowy wymiar elementu sko«czonego dyskretyzuj¡cego po-

wierzchni¦ pªyty zanurzonej w pªynie, mierzony w cz¦±ci znajduj¡-

cej si¦ w pró»ni.

Podrozdziaª 5.3

M � macierz bezwªadno±ci ukªadu pªyta�ciecz,

∆ � macierz operatorów ró»nicowych wedªug metodologii MRS,

c× d � wymiary siatki podobszarów cieczy dyskretyzuj¡cej pªyt¦ zgodnie

z zasadami MEB,
h× k � wymiary podobszarów skªadaj¡cych si¦ na regularn¡ siatk¦ dyskre-

tyzuj¡c¡ pªyt¦ zgodnie z zasadami MRS,
m× n � wymiary siatki MRS dyskretyzuj¡cej pªyt¦,

m1 � liczba podobszarów siatki MRS w kierunku pionowym, liczona

w cz¦±ci pªyty w pró»ni,
A � wymiar poziomy (pionowy) pªyty zanurzonej caªkowicie (cz¦±ciowo)

w pªynie,
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B � wymiar pionowy (poziomy) pªyty zanurzonej caªkowicie

(cz¦±ciowo) w pªynie,
A1 � wymiar pionowy pªyty zanurzonej w pªynie, mierzony

w cz¦±ci znajduj¡cej si¦ w pró»ni,
A2 � wymiar pionowy pªyty zanurzonej w pªynie, mierzony

w cz¦±ci znajduj¡cej si¦ w cieczy,
H � grubo±¢ pªyty.

Podrozdziaª 6.1

ρc � g¦sto±¢ cieczy otaczaj¡cej ukªad pªyt,

ci × di � wymiary siatki podobszarów cieczy dyskretyzuj¡cej i-t¡

pªyt¦ ukªadu zanurzonego caªkowicie w pªynie (i = 1, 2),
Ai ×Bi ×Hi � wymiary geometryczne i-tej pªyty ukªadu zanurzonego caª-

kowicie w pªynie (i = 1, 2),
hi × ki � wymiary podobszarów cieczy dyskretyzuj¡cych i-t¡ pªyt¦

ukªadu zanurzonego caªkowicie w pªynie (i = 1, 2),
l1 � odlegªo±¢ mi¦dzy pªytami stanowi¡cymi ukªad zanurzony

caªkowicie w cieczy (l1 < 0, je±li rzuty pªyt nachodz¡ ma

siebie),
l2 � przesuni¦cie dolnej kraw¦dzi pªyty prawej wzgl¦dem dolnej

kraw¦dzi pªyty lewej w ukªadzie dwóch pªyt zanurzonych

caªkowicie w pªynie,
l3 � odlegªo±¢ mi¦dzy pªaszczyznami pokrywaj¡cymi si¦ z po-

wierzchniami ±rodkowymi pªyt stanowi¡cych ukªad zanu-

rzony caªkowicie w pªynie,
Mu,c � macierz bezwªadno±ci cieczy otaczaj¡cej ukªad dwóch pªyt,

Su � macierz diagonalna zawieraj¡ca pola podobszarów cieczy

dla kolejnych pªyt stanowi¡cych ukªad zanurzony caªkowi-

cie w pªynie,
Si � macierze zawieraj¡ce warto±ci pól powierzchni podobsza-

rów cieczy i-tej pªyty w ukªadzie zanurzonym caªkowicie

w pªynie (i = 1, 2),
Hu � macierz kwadratowa o wymiarze (c1d1+c2d2)×(c1d1+c2d2)

wyznaczana w celu otrzymania macierzy bezwªadno±ci cie-

czy Mu,c,
H11, H12, H21, H22 � podmacierze o wymiarach odpowiednio: c1d1×c1d1, c1d1×

c2d2, c2d2× c1d1, c2d2× c2d2 skªadaj¡ce si¦ na macierz Hu,
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Wi � macierz zawieraj¡ca w kolejnych kolumnach wspóªrz¦dne

punktów naro»nych podobszarów cieczy i-tej pªyty (i = 1, 2)

ukªadu zanurzonego caªkowicie w pªynie w globalnym ukªa-

dzie wspóªrz¦dnych przyj¦tym w lewym dolnym naro»u wy-

suni¦tej najbardziej na lewo pªyty,
Sri � macierz zawieraj¡ca w kolejnych kolumnach wspóªrz¦dne

punktów kolokacji podobszarów cieczy i-tej pªyty (i = 1, 2)

ukªadu zanurzonego caªkowicie w pªynie w globalnym ukªa-

dzie wspóªrz¦dnych okre±lonym jak wy»ej,
ti � macierz powi¡za« o wymiarze 4× cidi dla podobszarów cie-

czy, zawieraj¡ca w kolejnych kolumnach numery w¦zªów na-

ro»nych podobszarów cieczy dla i-tej pªyty ukªadu zanurzo-

nego caªkowicie w pªynie,
xp,i, xk,i, yp,i, yk,i � wspóªrz¦dne punktów naro»nych podobszaru cieczy o nu-

merze n lub n′, gdzie n = 1, 2, 3, . . . , c1d1 oraz n′ =

1, 2, 3, . . . , c2d2, wzgl¦dem lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych

o pocz¡tku w ±rodku podobszaru cieczy o numerzem lubm′,

gdzie m = 1, 2, 3, . . . , c1d1 oraz m′ = 1, 2, 3, . . . , c2d2, u»yte

w celu wyznaczenia elementów podmacierzy Hij skªadaj¡-

cych si¦ na macierz Hu (i, j = 1, 2).

Podrozdziaª 6.2

Ku � macierz sztywno±ci ukªadu dwóch pªyt zanurzonych caªko-

wicie w pªynie,
Ki � macierz sztywno±ci i-tej pªyty (i = 1, 2) ukªadu otoczonego

caªkowicie pªynem,
Mu � macierz bezwªadno±ci ukªadu dwóch pªyt zanurzonych caª-

kowicie w pªynie,
Mu,p � macierz bezwªadno±ci ukªadu dwóch pªyt znajduj¡cych si¦

w pró»ni, maj¡ca wymiar 3(we1 + we2)× 3(we1 + we2),
Mu,c � macierz bezwªadno±ci cieczy otaczaj¡cej ukªad dwóch pªyt,

Mi � macierz bezwªadno±ci i-tej pªyty (i = 1, 2) ukªadu zanurzo-

nego caªkowicie w pªynie,
wei � liczba w¦zªów siatki MES dyskretyzuj¡cej i-t¡ pªyt¦ (i =

1, 2) ukªadu otoczonego caªkowicie pªynem,
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M11, M12, M21, M22 � podmacierze o wymiarach odpowiednio: c1d1 × c1d1,

c1d1 × c2d2, c2d2 × c1d1, c2d2 × c2d2 skªadaj¡ce si¦ na

macierz Mu,c.

Podrozdziaª 6.3

∆u � macierz operatorów ró»nicowych wyznaczona dla ukªadu

dwóch pªyt zanurzonych caªkowicie w pªynie,
∆i � macierz operatorów ró»nicowych wyznaczona dla i-tej

pªyty (i = 1, 2) ukªadu otoczonego caªkowicie pªynem,
Mu � macierz bezwªadno±ci ukªadu dwóch pªyt zanurzonych

caªkowicie w pªynie,
Mu,p � macierz bezwªadno±ci ukªadu dwóch pªyt znajduj¡cych

si¦ w pró»ni, maj¡ca wymiar 3(we1 +we2)×3(we1 +we2),
Mu,c � macierz bezwªadno±ci cieczy otaczaj¡cej ukªad dwóch

pªyt,
Mi � macierz bezwªadno±ci i-tej pªyty (i = 1, 2) ukªadu zanu-

rzonego caªkowicie w pªynie,
mi × ni � wymiary siatki MRS dyskretyzuj¡cej i-t¡ pªyt¦ ukªadu

zanurzonego caªkowicie w pªynie (i = 1, 2),
ci × di � wymiary siatki podobszarów cieczy dyskretyzuj¡cej i-t¡

pªyt¦ ukªadu zanurzonego caªkowicie w pªynie (i = 1, 2),
hi × ki � wymiary podobszarów cieczy zde�niowanych dla i-tej

pªyty ukªadu zanurzonego caªkowicie w pªynie (i = 1, 2).

Podrozdziaª 7.1

m � liczba elementów Maxwella wchodz¡cych w skªad tªumika

lepkospr¦»ystego opisanego uogólnionym modelem reolo-

gicznym,
kj � parametr sztywno±ci j-tego elementu (Maxwella lub Ke-

lvina) tªumika lepkospr¦»ystego, gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m,
cj � parametr tªumienia j-tego elementu (Maxwella lub Ke-

lvina) tªumika lepkospr¦»ystego, gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m,
α � parametr przyjmuj¡cy warto±ci z przedziaªu (0, 1], cha-

rakteryzuj¡cy uªamkowy element Kelvina lub uªamkowy

element Maxwella wchodz¡cy w skªad tªumika lepkospr¦-

»ystego opisanego modelem uªamkowym,
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kd � parametr sztywno±ci uªamkowego elementu Maxwella,

cd � parametr tªumienia uªamkowego elementu Maxwella,

u(t) � caªkowita siªa panuj¡ca w tªumiku lepkospr¦»ystym, b¦d¡ca

funkcj¡ czasu t,
uj(t) � siªa w j-tym elemencie wchodz¡cym w skªad tªumika lepko-

spr¦»ystego, gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m,
ud(t) � siªa w uªamkowym elemencie Maxwella wchodz¡cym

w skªad tªumika lepkospr¦»ystego opisanego modelem uªam-

kowym,
νj � iloraz wspóªczynnika sztywno±ci kj i wspóªczynnika tªumie-

nia cj dla j-tego elementu Maxwella wchodz¡cego w skªad

tªumika lepkospr¦»ystego, gdzie j = 1, 2, 3, . . . ,m,
νd � iloraz wspóªczynnika sztywno±ci kd i wspóªczynnika tªumie-

nia cd dla uªamkowego elementu Maxwella wchodz¡cego

w skªad tªumika lepkospr¦»ystego opisanego modelem uªam-

kowym,
∆q(t) � wzgl¦dne przemieszczenie tªumika równe ró»nicy przemiesz-

cze« jego ko«ców,
Dα
t (·) � pochodna uªamkowa rz¦du α wzgl¦dem czasu t z wyra»enia

b¦d¡cego funkcj¡ czasu,
ūj(s), ūd(s), ū(s) � przeksztaªcenie Laplace'a funkcji odpowiednio: uj(t), ud(t)

oraz u(t),
∆q̄(s) � przeksztaªcenie Laplace'a funkcji ∆q(t),

Kr, Cr(s), Gr(s) � oznaczenia pomocnicze u»yte w celu opisania

L-transformaty caªkowitej siªy wyst¦puj¡cej w tªumiku

lepkospr¦»ystym.

Podrozdziaª 7.2

T0 � temperatura referencyjna, w której ustalono parametry tªu-

mika lepkospr¦»ystego,
k̄j � parametr sztywno±ci j-tego elementu (Maxwella lub Kelvi-

na) tªumika lepkospr¦»ystego ustalony w temperaturze re-

ferencyjnej T0, gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m,
c̄j � parametr tªumienia j-tego elementu (Maxwella lub Kelvina)

tªumika lepkospr¦»ystego ustalony w temperaturze referen-

cyjnej T0, gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m,
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kj � parametr sztywno±ci j-tego elementu (Maxwella lub Kelvina) tªu-

mika lepkospr¦»ystego ustalony w temperaturze T ró»nej od tem-

peratury referencyjnej, gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m,
cj � parametr tªumienia j-tego elementu (Maxwella lub Kelvina) tªu-

mika lepkospr¦»ystego ustalony w temperaturze T ró»nej od tem-

peratury referencyjnej, gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m,
λ � cz¦sto±¢ wymuszonych drga« harmonicznych wykonywanych

przez tªumik lepkospr¦»ysty,
∆Q � amplituda wzgl¦dnego przemieszczenia tªumika ∆q(t),

U , Uj � amlituda odpowiednio caªkowitej siªy w tªumiku oraz siªy w j-tym

elemencie tªumika, gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m,
i � jednostka urojona,

K ′(λ) � moduª sztywno±ci dynamicznej (moduª zachowawczy),

K ′′(λ) � moduª tªumienia (moduª stratno±ci),

K∗(λ) � moduª zespolony,

αT � funkcja przesuni¦cia,

C1, C2 � staªe wyznaczane do±wiadczalnie w celu okre±lenia postaci funkcji

przesuni¦cia αT .

Podrozdziaª 7.3

M � globalna macierz bezwªadno±ci pªyty,

C � macierz tªumienia konstrukcyjnego pªyty,

K � globalna macierz sztywno±ci pªyty,

q(t) � wektor przemieszcze« ugólnionych w¦zªów pªyty,

f(t) � wektor obci¡»enia wynikaj¡cy z oddziaªywania tªumików na pªyt¦,

nd � liczba tªumików przymocowanych do pªyty,

fr(t) � wektor oddziaªywania r-tego tªumika na pªyt¦, gdzie r =

1, 2, 3, . . . , nd,
q̄(s) � przeksztaªcenie Laplace'a funkcji q(t),

f̄(s), f̄r(s) � przeksztaªcenie Laplace'a funkcji odpowiednio f(t) oraz fr(t),

ns � liczba stopni swobody pªyty,

Lr � macierz lokalizacji r-tego tªumika, gdzie r = 1, 2, 3, . . . , nd,

L � macierz lokalizacji ukªadu nd tªumików zamocowanych do pªyty,

ωi � i-ta cz¦sto±¢ drga« wªasnych, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , ns,

γi � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia i-tej postaci drga« wªa-

snych, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , ns.
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Podrozdziaª 7.3.1

κ � parametr homotopii przyjmuj¡cy warto±ci z przedziaªu [0, 1], sto-

sowany w metodzie kontynuacji,
h1(q̄(s), s) � skrótowe oznaczenie nieliniowego problemu wªasnego opisuj¡cego

równanie ruchu pªyty wyposa»onej w podpory lepkospr¦»yste,
h2(q̄(s), s) � równanie normalizuj¡ce, wykorzystywane w metodzie kontynu-

acji,
s

(k)
i , q̄(k)

i � k-te przybli»enie i-tej warto±ci wªasnej oraz i-tego wektora wªa-

snego, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , ns,
δs(k), δq̄(k) � k-ty przyrost warto±ci wªasnej oraz wektora wªasnego sªu»¡cy do

wyznaczenia k-tego przybli»enia i-tej warto±ci wªasnej oraz i-tego

wektora wªasnego w nieliniowym problemie wªasnym,
ε1, ε2 � dokªadno±ci oblicze« warto±ci wªasnej i wektora wªasnego w me-

todzie kontynuacji,
µi, ηi � odpowiednio cz¦±¢ rzeczywista i cz¦±¢ urojona i-tej cz¦sto±ci drga«

wªasnych ωi.

Podrozdziaª 7.3.2

X � macierz kwadratowa o wymiarze ns× ns zawieraj¡ca w kolejnych

kolumnach wektory wªasne: q̄1, q̄2, q̄3, . . . , q̄ns
stanowi¡ce rozwi¡-

zanie peªnego nieliniowego problemu wªasnego,
Γ � macierz diagonalna o wymiarze ns × ns zawieraj¡ca na gªównej

przek¡tnej kolejne warto±ci wªasne: s1, s2, s3, . . . , sns stanowi¡ce

rozwi¡zanie peªnego nieliniowego problemu wªasnego,
m̃ � wymiar zredukowanego nieliniowego problemu wªasnego, przy

czym m̃� ns,
Xj � macierz o wymiarze ns × m̃ zawieraj¡ca w kolejnych kolumnach

wektory wªasne: q̄(j)
1 , q̄

(j)
2 , q̄

(j)
3 , . . . , q̄

(j)
m̃ stanowi¡ce j-te przybli»e-

nie rozwi¡zania zredukowanego nieliniowego problemu wªasnego,
Γj � macierz diagonalna o wymiarze m̃ × m̃ zawieraj¡ca na gªównej

przek¡tnej kolejne warto±ci wªasne: s(j)
1 , s

(j)
2 , s

(j)
3 , . . . , s

(j)
m̃ stano-

wi¡ce j-te przybli»enie rozwi¡zania zredukowanego nieliniowego

problemu wªasnego,
ε1, ε2, ε3 � dokªadno±ci oblicze« warto±ci wªasnej i wektora wªasnego w me-

todzie podprzestrzennych iteracji.
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Podrozdziaª 8.1

nd � liczba tªumików zamocowanych do powierzchni pªyty,

np � liczba cz¡stek wchodz¡cych w skªad roju utworzonego zgodnie

z metod¡ PSO,
ns � liczba otocze«, tzn. liczba niezale»nych zbiorów np potencjal-

nych poªo»e« nd tªumików,
Xi, Vi � odpowiednio wektor poªo»enia oraz wektor pr¦dko±ci i-tej

cz¡stki roju, czyli zbioru nd tªumików lepkospr¦»ystych,
m× n � wymiary siatki MES dyskretyzuj¡cej pªyt¦,

h× k � wymiary podobszarów prostok¡tnych skªadaj¡cych si¦ na re-

gularn¡ siatk¦ MES,
�XX� � macierz pomocnicza do algorytmu PSO, tworzona w ±rodo-

wisku Octave, zawieraj¡ca w kolejnych wierszach odpowiednio

numeracj¦ oraz wspóªrz¦dne w¦zªów wewn¦trznych siatki MES,
{Ot}l � ci¡g tzw. macierzy otoczeniowych maj¡cych wymiar 3nd × np,

gdzie l = 1, 2, 3, . . . , ns oraz ka»da z macierzy zawiera w kolej-

nych kolumnach numery w¦zªów siatki MES i ich wspóªrz¦dne

x oraz y odpowiadaj¡ce poªo»eniom nd tªumików skªadaj¡cych

si¦ na kolejne cz¡stki roju,
{Vt}l � ci¡g macierzy maj¡cych wymiar 3nd × np, przy czym l =

1, 2, 3, . . . , ns oraz ka»da z macierzy zawiera w kolejnych ko-

lumnach numery w¦zªów siatki MES oraz wspóªrz¦dne vx oraz

vy odpowiadaj¡ce pr¦dko±ciom nd tªumików skªadaj¡cych si¦

na kolejne cz¡stki roju,
X

(t+1)
i � poªo»enie i-tej cz¡stki roju w (t+ 1)-szym kroku czasowym,

V
(t+1)
i � pr¦dko±¢ i-tej cz¡stki roju w (t+ 1)-szym kroku czasowym,

L
(t+1)
1,i ,L

(t+1)
2,i � macierze diagonalne o wymiarze 2nd×2nd zawieraj¡ce na prze-

k¡tnej gªównej liczby losowe z przedziaªu [0, 1],
c1, c2 � wspóªczynniki uczenia (kognitywny i socjalny) wykorzystywa-

ne w metodzie PSO,
w � waga inercji (miara bezwªadno±ci) ruchu cz¡stki roju w meto-

dzie PSO,
p

(t)
i � najlepsze poªo»enie i-tej cz¡stki roju spo±ród chwil czasowych:

0, 1, 2, . . . , t, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , np,
p

(t)
g � najlepsza globalna pozycja zbioru nd tªumików w zakresie ca-

ªego roju w rozpatrywanym otoczeniu, wybrana spo±ród chwil

czasowych: 0, 1, 2, . . . , t,
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M � globalna macierz bezwªadno±ci pªyty,

K � globalna macierz sztywno±ci pªyty,

C � globalna macierz tªumienia konstrukcyjnego pªyty,

γi � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia i-tej postaci drga«,

ωi � i-ta cz¦sto±¢ drga« wªasnych pªyty,

k0, c0, kj, cj, α � parametry tªumików lepkospr¦»ystych obja±nione w oznacze-

niach do podrozdziaªu 7.1,
∆t � przyrost czasowy w algorytmie PSO,

niter � maksymalna przyj¦ta liczba iteracji w algorytmie PSO,

{Gt}l � ci¡g wektorów stanowi¡cych kolumny z macierzy {Ot}l odpo-
wiadaj¡ce najwi¦kszym warto±ciom funkcji celu dla kolejnych

otocze« o numerze l = 1, 2, 3, . . . , ns,
{Pt(t)}l � ci¡g macierzy zawieraj¡cych w kolejnych kolumnach najlep-

sze poªo»enia poszczególnych cz¡stek roju w ka»dym z otocze«

o numerze l = 1, 2, 3, . . . , ns w kroku czasowym t.

Podrozdziaª 9.1

p � liczba parametrów projektowych, od których zale»¡ obliczane

charakterystyki dynamiczne ukªadu,
υj � j-ty parametr projektowy, gdzie j = 1, 2, 3, . . . , p,

gυj(x) � g¦sto±¢ normalnego rozkªadu prawdopodobie«stwa j-tego pa-

rametru projektowego υj b¦d¡cego zmienn¡ losow¡,
µ � warto±¢ ±rednia charakteryzuj¡ca rozkªad normalny gυj(x),

σ � odchylenie standardowe charakteryzuj¡ce rozkªad normalny

gυj(x),

α � wspóªczynnik zmienno±ci (wariancji) zmiennej losowej b¦d¡cy

ilorazem jej odchylenia standardowego i warto±ci ±redniej,
N � liczba elementów zbioru warto±ci, które mo»e przyjmowa¢ roz-

patrywany (zmienny losowo) parametr projektowy albo licz-

ba wygenerowanych losowo warto±ci parametru projektowego

zgodnie z rozkªadem normalnym o znanych parametrach,
Γj � zbiór warto±ci przyjmowanych przez j-ty parametr projektowy

b¦d¡cy zmienn¡ losow¡,
ωi,j = ωi(υj) � wielomianowa zale»no±¢ funkcyjna mi¦dzy i-t¡ cz¦sto±ci¡ drga«

wªasnych i j-tym parametrem projektowym,
n � zaªo»ony stopie« wielomianu ωi(υj),
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Ci,k � wspóªczynniki wielomianu ωi(υj) aproksymuj¡cego zale»no±¢ i-tej

cz¦sto±ci drga« wªasnych od parametru projektowego υj, przy

czym k = 0, 1, 2, . . . , n,
A×B ×H � wymiary pªyty, odpowiednio: dªugo±¢, szeroko±¢ i grubo±¢,

c � odlegªo±¢ mi¦dzy dwiema pªytami stanowi¡cymi ukªad zanurzony

caªkowicie w pªynie,
E � moduª Younga materiaªu pªyty,

νp � wspóªczynnik Poissona materiaªu pªyty,

ρp � g¦sto±¢ materiaªu pªyty,

ρc � g¦sto±¢ cieczy otaczaj¡cej pªyt¦,

k0 � staªa elementu spr¦»ystego w tªumiku lepkospr¦»ystym,

kd, cd, αd � staªe charakteryzuj¡ce uªamkowy element Maxwella w tªumiku

lepkospr¦»ystym,
T0 � temperatura referencyjna, w której ustalono parametry tªumika

lepkospr¦»ystego,
T � temperatura otoczenia pªyty,

v1 � wektor zawieraj¡cy zmienne projektowe pªyty wyposa»onej w lep-

kospr¦»yste tªumiki drga«,
v2 � wektor zawieraj¡cy zmienne projektowe ukªadu dwóch pªyt zanu-

rzonych caªkowicie w pªynie,
∆ωi

∆υj
� znormalizowany gradient wra»liwo±ci i-tej cz¦sto±ci drga« wªa-

snych na losowe zmiany parametru projektowego υj,
ῡj � warto±¢ ±rednia parametru projektowego υj,

ω̄i � ±rednia warto±¢ i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych, tj. odpowiadaj¡ca

±redniej warto±ci parametru projektowego ῡj,
E (ωi) � warto±¢ oczekiwana i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych zale»nej od lo-

sowo zmiennego parametru projektowego υj,
σ2 (ωi) � wariancja i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych zale»nej od losowo zmien-

nego parametru projektowego υj,
α (ωi) � wspóªczynnik zmienno±ci i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych zale»nej

od losowo zmiennego parametru projektowego υj,
µm (ωi) � m-ty moment centralny i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych zale»nej od

losowo zmiennego parametru projektowego υj,
β (ωi) � sko±no±¢ i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych zale»nej od losowo zmien-

nego parametru projektowego υj,
κ (ωi) � kurtoza i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych zale»nej od losowo zmien-

nego parametru projektowego υj,
βFORM � miara niezawodno±ci pierwszego rz¦du i-tej cz¦sto±ci drga« wªa-

snych ωi,
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H(ωi) � entropia wzgl¦dna i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych obliczana na

podstawie teorii Bhattacharyya,
βH � miara bezpiecze«stwa i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych wyznacza-

na przy pomocy entropii wzgl¦dnej.

Podrozdziaª 10.1

Nx, Ny � obci¡»enie ±ciskaj¡ce lub rozci¡gaj¡ce pªyt¦, dziaªaj¡ce w jej

pªaszczy¹nie wzdªu» kierunku osi odpowiednio x oraz y,
Nxy � obci¡»enie dziaªaj¡ce w pªaszczy¹nie pªyty, stycznie do jej kra-

w¦dzi,
A, B � dªugo±ci boków pªyty prostok¡tnej,

D = D(x, y) � funkcja sztywno±ci pªyty,

w = w(x, y) � funkcja ugi¦cia pªyty,

p̄(x, y) � funkcja obci¡»enia pªyty rozwa»ana w analizie jej stateczno±ci,

N∗x , N
∗
y , N

∗
xy � obci¡»enie porównawcze (referencyjne) rozwa»ane w analizie

stateczno±ci pªyty, dziaªaj¡ce w jej pªaszczy¹nie odpowiednio

wzdªu» kierunku osi x, osi y lub stycznie do kraw¦dzi,
α � iloraz obci¡»enia Ny przez obci¡»enie Nx, przy czym α > 0,

β � iloraz obci¡»enia Nxy przez obci¡»enie Nx, przy czym β > 0,

λx � dodatni parametr wskazuj¡cy, ile razy obci¡»enie krytyczne Nx

pªyty jest wi¦ksze od obci¡»enia porównawczego N∗x ,
m× n � wymiary regularnej siatki MRS pokrywaj¡cej powierzchni¦

±rodkow¡ pªyty prostok¡tnej w analizie jej stateczno±ci,
h× k � wymiary podobszarów prostok¡tnych skªadaj¡cych si¦ na re-

gularn¡ siatk¦ MRS,
(xi, yj) � wspóªrz¦dne pojedynczego w¦zªa siatki MRS, przy czym i =

1, 2, 3, . . . ,m+ 1 oraz j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1,
wij � przybli»ona warto±¢ przemieszczenia punktu pªyty o wspóª-

rz¦dnych (xi, yj),
wi±1,j±1 � przybli»ona warto±¢ przemieszczenia punktu pªyty o wspóª-

rz¦dnych (xi ± h, yj ± k),
p̄ij � przybli»ona warto±¢ funkcji obci¡»enia pªyty p̄(x, y) w punkcie

o wspóªrz¦dnych (xi, yj),
∆ � macierz operatorów ró»nicowych,

w � wektor niewiadomych przemieszcze« w¦zªów siatki MRS,

p̄ = −λx∆G � wektor obci¡»enia pªyty w poszczególnych w¦zªach siatki MRS

wyznaczany w analizie jej stateczno±ci,
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∆
(x)
G , ∆

(xy)
G , ∆

(y)
G � macierze blokowe takie, »e ∆

(x)
G + ∆

(xy)
G + ∆

(y)
G = ∆G,

A, B, C, D, E � macierze-bloki wchodz¡ce w skªad wy»ej okre±lonych macie-

rzy: ∆
(x)
G , ∆

(xy)
G , ∆

(y)
G .

Podrozdziaª 10.2

lx, ly � dªugo±ci boków pªyty prostok¡tnej mierzone wzdªu» osi od-

powiednio x oraz y,
H1, H2 � odpowiednio maksymalna oraz minimalna grubo±¢ pªyty

o liniowo zmiennej sztywno±ci,
H � staªa grubo±¢ pªyty,

Ñcr � obci¡»enie krytyczne pªyty wyra»one w notacji bezwymia-

rowej,
E � moduª Younga materiaªu pªyty,

ν � wspóªczynnik Poissona materiaªu pªyty,

Nx, Ny, Nxy � obci¡»enie pªyty dziaªaj¡ce w jej pªaszczy¹nie, odpowiednio

wzdªu» kierunków osi x i y oraz stycznie do kraw¦dzi,
m× n � wymiary regularnej siatki MRS pokrywaj¡cej powierzchni¦

±rodkow¡ pªyty prostok¡tnej w analizie jej stateczno±ci,
h× k � wymiary podobszarów prostok¡tnych skªadaj¡cych si¦ na re-

gularn¡ siatk¦ MRS.

Podrozdziaª 11.1

γ1 � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia pierwszej postaci

drga«,
H � grubo±¢ pªyty (staªa lub liniowo zmienna)

H1, H2 � odpowiednio maksymalna oraz minimalna grubo±¢ pªyty

o liniowo zmiennej grubo±ci H, tzn. H2 ≤ H ≤ H1,
ω

(1)
1 /ω

(2)
1 � iloraz pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych wyznaczonych

dla pªyty o liniowo zmiennej grubo±ci (H2 ≤ H ≤ H1) oraz

dla odpowiadaj¡cej jej pªyty o staªej grubo±ci (H = H2),
Ncr,1/Ncr,2 � iloraz pierwszych obci¡»e« krytycznych wyznaczonych dla

pªyty o liniowo zmiennej grubo±ci (H2 ≤ H ≤ H1) oraz dla

odpowiadaj¡cej jej pªyty o staªej grubo±ci (H = H2).





Wprowadzenie do podj¦tej tematyki bada«

Tematem niniejszej dysertacji doktorskiej jest analiza pªytowych d¹wigarów po-

wierzchniowych stanowi¡cych wa»ny element konstrukcji budowlanych i in»ynier-

skich. Rozprawa obejmuje zagadnienia z zakresu statyki, dynamiki i stateczno±ci

pªyt cienkich, dla których przyjmuje si¦ grubo±¢ nie przekraczaj¡c¡ 0,1 dªugo±ci

krótszego boku. Rozpatrywane d¹wigary powierzchniowe mog¡ by¢ w ogólno±ci wy-

konane z materiaªów anizotropowych tj. takich, które wykazuj¡ ró»ne wªa±ciwo±ci

zale»nie od kierunku obserwacji. Ponadto w niniejszej pracy uwzgl¦dniono przypadek

umieszczenia badanych elementów konstrukcyjnych w ró»nych o±rodkach zewn¦trz-

nych, np. w cieczy. Rozpatrzono równie» sytuacj¦ wyposa»enia pªyt w dodatkowe

elementy sªu»¡ce pasywnej redukcji drga«, do których nale»¡ tªumiki (wi¦zy) lepko-

spr¦»yste.

Motywacj¦ do podj¦cia bada« nad niniejszym tematem stanowi ch¦¢ opracowa-

nia autorskich procedur obliczeniowych usprawniaj¡cych projektowanie nietypowych

d¹wigarów powierzchniowych, np. wykonanych z materiaªów anizotropowych lub

wyposa»onych w elementy tªumi¡ce drgania. Procedury te mog¡ sªu»y¢ efektyw-

nej analizie statyki, dynamiki i stateczno±ci prostok¡tnych d¹wigarów pªytowych.

Opracowane algorytmy umo»liwiaj¡ ponadto wybór ró»nych wariantów numerycz-

nych metod obliczeniowych w celu ustalenia metody optymalnej dla rozpatrywanego

przypadku.

Wa»n¡ kwesti¡ w projektowaniu elementów pªytowych jest optymalne zabez-

pieczenie ich przed niekorzystnymi skutkami drga«. Zagadnienie to przyj¦to jako

gªówn¡ motywacj¦ do tego, aby opracowa¢, w ramach niniejszej rozprawy, proce-

dury obliczeniowe pozwalaj¡ce ustali¢ optymaln¡ lokalizacj¦ elementów tªumi¡cych

drgania na powierzchni pªyt.

W wielu zagadnieniach in»ynierskich zwi¡zanych z procesem projektowania kon-

strukcji istotn¡ rol¦ odgrywaj¡ zdarzenia losowe. Warto±ci parametrów projekto-

wych, maj¡cych wpªyw na ko«cowy dobór elementów konstrukcyjnych, cz¦sto zmie-

niaj¡ si¦ w sposób losowy. T¡ problematyk¦ uznano jako motywacj¦ do tego, aby na

zako«czenie rozwa»a« nad zjawiskami dynamicznymi w pªytach przeprowadzi¢ do-

datkowe badania z zastosowaniem numerycznego aparatu probabilistycznego przy

rozwi¡zywaniu nieliniowych problemów wªasnych.
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Podsumowuj¡c powy»sze rozwa»ania, mo»na stwierdzi¢, »e teoria d¹wigarów po-

wierzchniowych jest zagadnieniem na etapie ci¡gªego rozwoju, wymagaj¡cym wpro-

wadzania uzupeªnie« oraz procedur obliczeniowych usprawniaj¡cych ich skuteczn¡

analiz¦.

Niniejsza praca skªada si¦ z jedenastu rozdziaªów. W rozdziale pierwszym omó-

wiono aktualny stan wiedzy zwi¡zanej z tematyk¡ pracy. Dokonano przegl¡du naj-

wa»niejszych pozycji literaturowych z zakresu teorii d¹wigarów powierzchniowych

oraz analizy dynamiki i stateczno±ci elementów konstrukcyjnych. Przedstawiono

równie» prace naukowe obejmuj¡ce zagadnienia dynamiczne w wybranych typach

konstrukcji budowlanych z uwzgl¦dnieniem obecno±ci o±rodka zewn¦trznego oraz

elementów pasywnej redukcji drga«. Zestawiono te» wiedz¦ dotycz¡c¡ zastosowania

metod probabilistycznych w mechanice konstrukcji.

W rozdziale drugim sformuªowano pytania skªadaj¡ce si¦ na gªówny problem ba-

dawczy oraz postawiono kilka hipotez badawczych. Przedstawiono koncepcj¦ rozwi¡-

zania problemu w postaci zada« szczegóªowych oraz podano kryteria umo»liwiaj¡ce

wery�kacj¦ hipotez. Omówiono równie» istot¦ nowo±ci poszukiwanego rozwi¡zania

problemu badawczego.

W rozdziale trzecim przedstawiono istotne informacje z zakresu analizy statycz-

nej prostok¡tnych pªyt cienkich. Ta tematyka nie jest wiod¡ca w niniejszej rozprawie,

jednak zawarto j¡ w celu pªynnego przej±cia do tematu zasadniczego, jakim jest dy-

namika pªyt. W rozdziale opisano dwie metody numeryczne stosowane w analizie

statycznej, do których nale»¡ metoda elementów sko«czonych (MES) oraz metoda

ró»nic sko«czonych (MRS). Podstawy teoretyczne sªu»¡ce wyznaczaniu przemiesz-

cze« punktów pªyty zgodnie z MES s¡ znane i w pracy przedstawiono je skrótowo.

Bardziej szczegóªowo zaprezentowano wyprowadzenia bazuj¡ce na MRS i pozwala-

j¡ce uzyska¢ ukªad równa« ró»nicowych, z rozwi¡zania którego otrzymuje si¦ prze-

mieszczenia punktów nale»¡cych do dyskretnego zbioru w¦zªów siatki pokrywaj¡-

cej powierzchni¦ ±rodkow¡ pªyty. Rozdziaª zako«czono przykªadami numerycznymi

obejmuj¡cymi zagadnienia wyznaczania ugi¦¢ w pªytach o wybranych schematach

podparcia i obci¡»enia przy zastosowaniu MES oraz MRS. Wzi¦to pod uwag¦ pªyty

o staªej i zmiennej grubo±ci.

W rozdziale czwartym rozwa»ono tematyk¦ drga« wªasnych pªyt prostok¡tnych

umieszczonych w pró»ni. Dynamika pªyt stanowi wiod¡cy temat niniejszej rozpra-

wy, st¡d te» kontynuowano go przez kolejne rozdziaªy, tj. od pi¡tego do dziewi¡tego.

Rozdziaª czwarty rozpocz¦to od przedstawienia istotnych wyprowadze«, przy u»yciu

metodologii MES lub MRS, które podano w celu otrzymania odpowiedniego uogól-
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nionego problemu wªasnego. W zaprezentowanych pod koniec rozdziaªu przykªadach

numerycznych wyznaczano cz¦sto±ci oraz postacie drga« wªasnych wybranych pªyt

o staªej lub zmiennej grubo±ci, bior¡c pod uwag¦ ró»ne schematy ich podparcia.

Rozdziaª pi¡ty po±wi¦cono zagadnieniu dynamiki cienkich pªyt prostok¡tnych

zanurzonych w pªynie. Stanowi on kontynuacj¦ gªównego w¡tku niniejszej dyserta-

cji. Rozpocz¦to go od wprowadzenia teoretycznego, w którym omówiono metod¦

elementów brzegowych (MEB), bior¡c pod uwag¦ kwesti¦ budowy macierzy bez-

wªadno±ci pªynu. Nast¦pnie zaprezentowano metodyk¦ wyznaczania charakterystyk

dynamicznych pªyt zanurzonych caªkowicie lub cz¦±ciowo w pªynie. Zastosowano

dwie kombinacje metod numerycznych: MES i MEB oraz MRS i MEB. W rozdziale

zamieszczono równie» przykªady numeryczne, w których przeprowadzono analiz¦

drga« wªasnych wybranych pªyt otoczonych pªynem, maj¡cych staª¡ lub zmienn¡

grubo±¢.

Rozdziaª szósty dotyczy analizy dynamicznej ukªadu dwóch prostok¡tnych pªyt

cienkich zanurzonych caªkowicie w pªynie. Na wst¦pie opisano sposób wyznacza-

nia macierzy bezwªadno±ci pªynu otaczaj¡cego ukªad dwóch pªyt przy zastosowaniu

MEB i zaªo»eniu, »e ich powierzchnie ±rodkowe zawieraj¡ si¦ w jednej pªaszczy¹nie

lub w dwóch pªaszczyznach równolegªych. W dalszej cz¦±ci rozdziaªu opisano meto-

dyk¦ okre±lania cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu dwóch pªyt zanurzonych caªkowicie

w pªynie. Podobnie jak w rozdziale pi¡tym, zastosowano dwie kombinacje metod nu-

merycznych: MES�MEB oraz MRS�MEB. Na zako«czenie rozdziaªu zaprezentowano

przykªady numeryczne, w których analizowano otoczone pªynem ukªady pªyt o staªej

lub zmiennej grubo±ci.

W rozdziale siódmym przeprowadzono analiz¦ dynamiczn¡ pªyt cienkich wypo-

sa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga«. Rozwa»ono drgania wªasne tªumione pªyt

spoczywaj¡cych na podporach (wi¦zach) lepkospr¦»ystych, przy ustalonych warun-

kach podparcia na kraw¦dziach. Rozdziaª rozpocz¦to od opisu modelu tªumika lep-

kospr¦»ystego, przy czym rozwa»ono dwa modele: uogólniony Maxwella oraz uªam-

kowy. Nast¦pnie opisano zale»no±¢ od temperatury parametrów tªumika, zgodnie

z zasad¡ proporcjonalno±ci cz¦stotliwo±ciowo-temperaturowej. Przedstawiono tak»e

równanie ruchu pªyty wyposa»onej w lepkospr¦»yste tªumiki drga« oraz zaprezento-

wano wyprowadzenie pozwalaj¡ce sprowadzi¢ je do nieliniowego problemu wªasnego

przy u»yciu transformaty Laplace'a. Podano podstawy teoretyczne dwóch metod

numerycznych: kontynuacji i podprzestrzennych iteracji, pozwalaj¡cych ten problem

rozwi¡za¢. Rozdziaª zako«czono przykªadami numerycznymi, w których wyznaczano

cz¦sto±ci drga« wªasnych oraz bezwymiarowe wspóªczynniki tªumienia wybranych
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pªyt wyposa»onych w ustalon¡ liczb¦ tªumików lepkospr¦»ystych, z uwzgl¦dnieniem

wpªywu temperatury. Do opisu deformacji pªyt zastosowano metod¦ elementów

sko«czonych. W badaniach analizowano wyª¡cznie pªyty o staªej grubo±ci.

Rozdziaª ósmy stanowi kontynuacj¦ tematyki zwi¡zanej z dynamik¡ pªyt wypo-

sa»onych w wi¦zy (tªumiki) lepkospr¦»yste. Rozwa»ono w nim kwesti¦ optymalne-

go rozmieszczenia ustalonej liczby tªumików lepkospr¦»ystych na powierzchni pªyty

w celu maksymalizacji efektu tªumienia wybranej postaci drga«. Do tak sformuªo-

wanego zagadnienia zastosowano metaheurystyczny algorytm optymalizacyjny na-

zywany metod¡ roju cz¡stek (ang. Particle Swarm Optimization Method, PSO). Na

pocz¡tku rozdziaªu przedstawiono teoretyczne podstawy zastosowanej metody opty-

malizacyjnej. Nast¦pnie zaprezentowano przykªady numeryczne, w których przepro-

wadzono badania maj¡ce na celu optymalne rozmieszczenie zadanej liczby tªumików

na powierzchni pªyt o ustalonych warunkach podparcia na kraw¦dziach. W przykªa-

dach przyj¦to bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia pierwszej postaci drga« jako

funkcj¦ celu.

Rozdziaª dziewi¡ty jest ostatnim z zakresu analizy dynamicznej pªyt cienkich.

O ile wcze±niej badania prowadzano w uj¦ciu deterministycznym, to w tym roz-

dziale dokonano przej±cia na poziom probabilistyczny, tzn. uwzgl¦dniono losowo±¢

wybranych parametrów projektowych maj¡cych wpªyw na warto±ci kilku pocz¡t-

kowych cz¦sto±ci drga« wªasnych analizowanych ukªadów. Na pocz¡tku rozdziaªu

przedstawiono teoretyczne podstawy stochastycznej metody elementów sko«czonych

stosowanej w analizie probabilistycznej. Nast¦pnie zamieszczono kilka przykªadów

numerycznych, w których rozwa»ano dynamik¦ pªyt w uj¦ciu losowym. W przy-

kªadach wzi¦to pod uwag¦ pªyty wyposa»one w lepkospr¦»yste tªumiki drga« oraz

ukªady dwóch pªyt zanurzonych caªkowicie w pªynie.

Rozdziaª dziesi¡ty dotyczy analizy stateczno±ci prostok¡tnych pªyt cienkich o sta-

ªej lub zmiennej grubo±ci. Tematyka ta nie jest wiod¡ca w niniejszej rozprawie,

jednak stanowi naturalne dopeªnienie rozwa»a« z zakresu analizy dynamicznej. Za-

równo w analizie drga« wªasnych, jak i w badaniach stateczno±ci szukane charakte-

rystyki pªyt otrzymuje si¦ w wyniku rozwi¡zania odpowiedniego uogólnionego pro-

blemu wªasnego. Rozdziaª rozpocz¦to od teoretycznych wyprowadze« prowadz¡cych

do sformuªowania postaci tego problemu, którego rozwi¡zanie umo»liwia wyznacze-

nie warto±ci obci¡»e« krytycznych oraz postaci utraty stateczno±ci pªyt. Aparatem

badawczym stosowanym w niniejszym rozdziale byªa metoda ró»nic sko«czonych.

Rozdziaª zako«czono przykªadami numerycznymi, w których wyznaczano parame-
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try stateczno±ci pªyt podpartych na obwodzie, przy ró»nych przypadkach obci¡»enia

dziaªaj¡cego w ich pªaszczy¹nie.

W rozdziale jedenastym zawarto analiz¦ i interpretacj¦ wyników bada« pod k¡-

tem odpowiedzi na pytania badawcze oraz oceny poprawno±ci postawionych hipotez

badawczych. Dokonano tak»e podsumowania i zestawiono wnioski ko«cowe z pracy,

dziel¡c je na poznawcze, metodyczne, aplikacyjne oraz prognostyczne.

Na zako«czenie dysertacji podano zestawienie literatury przydatnej w celu pod-

j¦cia studiów nad rozwa»anym tematem oraz skorowidz wybranych poj¦¢ wyst¦pu-

j¡cych w rozprawie.





1. Analiza stanu wiedzy i omówienie

informacji ze ¹ródeª

Klasyczna teoria d¹wigarów powierzchniowych, tj. pªyt i powªok stosowanych

jako elementy konstrukcji budowlanych, w zakresie ich analizy statycznej, jest zna-

na i dost¦pna w literaturze ogólnej. Podstawowe informacje z tej tematyki zawarto

np. w pracach [1]�[3]. Aby ustali¢ posta¢ deformacji pªyty przy zadanym obci¡-

»eniu, mo»na zastosowa¢ zamieszczone w tych pozycjach wyprowadzenia i wzory

analityczne. Dotycz¡ one jednak tylko typowych schematów obci¡»enia oraz pod-

parcia pªyt i pozwalaj¡ wyznaczy¢ przemieszczenia jedynie w charakterystycznych

punktach ich powierzchni. W celu okre±lenia przybli»onej postaci deformacji pªyty

jako caªo±ci, przy niestandardowych warunkach podparcia lub obci¡»enia, stosu-

je si¦ znane metody numeryczne. Do najwa»niejszych nale»¡: metoda elementów

sko«czonych (MES), metoda ró»nic sko«czonych (MRS) oraz metoda elementów

brzegowych (MEB). W wybranych zadaniach alternatyw¡ mo»e by¢ metoda pasm

sko«czonych (MPS), która ª¡czy technik¦ MES z podej±ciem analitycznym. Wie-

dz¦ z zakresu teoretycznych podstaw wymienionych metod numerycznych zesta-

wiono w dost¦pnej literaturze ogólnej. W niniejszej pracy w ramach analizy sta-

tycznej utworzono modele obliczeniowe pªyt zgodnie z metodologiami MES oraz

MRS. Z matematycznymi podstawami MES mo»na zapozna¢ si¦, korzystaj¡c np.

z prac [4]�[6]. Zastosowanie MES w mechanice konstrukcji zostaªo obszernie opisane

w pozycjach [1, 7]. Natomiast podstawy MRS w odniesieniu do analizy konstrukcji

przedstawiono w [8]. Alternatywn¡ i skuteczn¡ metod¦ numeryczn¡ wykorzystywan¡

w analizie pªyt cienkich, obok MES i MRS, stanowi MEB, która jest gªównym narz¦-

dziem u»ytym w pracy [9]. Natomiast zadanie statyki pªyt cienkich spoczywaj¡cych

na podªo»u spr¦»ystym typu Winklera zostaªo w efektywny sposób rozwi¡zane za

pomoc¡ MPS w pozycji [10].

Wiod¡ca tematyka niniejszej rozprawy obejmuje zagadnienie analizy dynamicz-

nej prostok¡tnych pªyt cienkich. Dynamika konstrukcji budowlanych stanowi te-

mat wielu bada«, a dost¦pna literatura jest bardzo obszerna. Problematyka drga«

wªasnych i wymuszonych w strukturach pr¦towych, strunowych, pªytowych i po-

wªokowych zostaªa szczegóªowo opisana w pracy [11]. Autorzy prac [12]�[14] prze-

prowadzili analiz¦ dynamiczn¡ pªyt cienkich o zmiennej grubo±ci przy zastosowa-
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niu metody elementów brzegowych oraz tzw. metody równa« równowa»nych (ang.

the Analog Equation Method, AEM). W niniejszej pracy analiza tego typu zostaªa

wykonana przy u»yciu aparatu metody ró»nic sko«czonych, stosuj¡c odpowiednie

równanie deformacji pªyty, które mo»na wyprowadzi¢ przy wykorzystaniu zaªo»e«

teorii spr¦»ysto±ci. Odpowiednie wyprowadzenia zawarto w pracach [12]�[14]. Wpªyw

masy pªynnego o±rodka spr¦»ystego (powietrza i wody) na cz¦sto±ci i postacie drga«

wªasnych pªyt zostaª zbadany w pracach [15]�[22]. Autorzy pracy [23] przedstawili

nieliniowe drgania belek Timoshenki w uj¦ciu metody elementów sko«czonych poª¡-

czonej z metod¡ ró»nic sko«czonych. W pracach [9, 24] zaprezentowano analiz¦ drga«

wªasnych pªyt caªkowicie lub cz¦±ciowo zanurzonych w wodzie przy u»yciu peªnego

podej±cia MEB z uwzgl¦dnieniem zmody�kowanego (uproszczonego) sformuªowania

warunków brzegowych. W niniejszej dysertacji ta tematyka zostaªa opisana przy za-

stosowaniu dwóch kombinacji metod numerycznych, MES�MEB oraz MRS�MEB,

przy czym MEB u»yto jedynie do budowy macierzy bezwªadno±ci pªynu otaczaj¡-

cego pªyt¦, a wyniki oblicze« opublikowano w pracach [25, 26]. Problem interakcji

konstrukcji i pªynu byª przedmiotem wielu analiz zawartych np. w [27]�[29]. Zo-

staª on np. zbadany analitycznie w pracy [21]. Zagadnienie wyznaczania macierzy

bezwªadno±ci pªynu z u»yciem teorii potencjaªu i bezpo±redniego podej±cia MEB

szczegóªowo opisano np. w pozycjach [17, 19].

Wa»n¡ problematyk¦ omawian¡ w niniejszej pracy stanowi analiza drga« wªa-

snych pªyt wyposa»onych w elementy pasywnej redukcji drga«, do których nale-

»¡ tªumiki (wi¦zy) lepkospr¦»yste. Mocowanie do pªyt tych elementów ma na celu

zmian¦ charakterystyk dynamicznych powstaªych w ten sposób ukªadów, gªównie

cz¦sto±ci drga« wªasnych, i tym samym zmniejszenie ich podatno±ci na wpªywy

dynamiczne. Badanie konstrukcji wyposa»onej w tªumiki drga« stanowi przedmiot

wielu prac oraz publikacji naukowych. Informacje teoretyczne dotycz¡ce elementów

pasywnej redukcji drga« zawarto np. w monogra�i [30]. W pracy [31] rozwa»one zo-

staªy drgania ram ±cinanych z uwzgl¦dnieniem wpªywu temperatury na parametry

tªumików zamocowanych do konstrukcji. Autorzy pracy [32] zbadali zachowanie si¦

materiaªu lepkospr¦»ystego pod wpªywem wzrostu temperatury.

W niniejszej dysertacji rozwa»ono bardziej szczegóªowo drgania wªasne prosto-

k¡tnych pªyt cienkich wyposa»onych w ustalon¡ liczb¦ tªumików (wi¦zów) lepkospr¦-

»ystych zamocowanych jednym ko«cem do powierzchni pªyty oraz drugim ko«cem

do sztywnego podªo»a. Wyniki bada« opublikowano w pozycji [33]. W prowadzonych

w rozprawie analizach przyj¦to, »e parametry tªumików lepkospr¦»ystych zale»¡ od

temperatury zgodnie z zasad¡ proporcjonalno±ci cz¦stotliwo±ciowo-temperaturowej,
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co zostaªo omówione mi¦dzy innymi w pracach [31, 32, 34, 35]. W przypadku analizy

dynamicznej pªyt wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga« nale»y wyznaczy¢

rozwi¡zanie równania ruchu pªyty (równanie chwilowej równowagi dynamicznej),

które ma posta¢ nieliniowego problemu wªasnego. Problem tego typu mo»na roz-

wi¡za¢ np. przy pomocy metody kontynuacji opisanej szerzej w pracach [36]�[39].

Metoda ta zostaªa u»yta np. w zadaniach dynamiki belek wielowarstwowych, co

zaprezentowano w [40, 41], oraz w dwuwymiarowych ramach ±cinanych z tªumikami

lepkospr¦»ystymi [39, 41]. W pracy [41] wzi¦to pod uwag¦ metod¦ kontynuacji w po-

ª¡czeniu z metod¡ podprzestrzennych iteracji u»ytej w celu zredukowania wymiaru

nieliniowego problemu wªasnego.

W niniejszej dysertacji pojedynczy tªumik lepkospr¦»ysty opisano przy pomo-

cy uogólnionego modelu Maxwella lub, alternatywnie, modelu uªamkowego. Opis

pierwszego z nich mo»na znale¹¢ mi¦dzy innymi w pracach [42]�[44]. W uªamko-

wym modelu tªumika lepkospr¦»ystego wykorzystuje si¦ pochodne niecaªkowitego

rz¦du (uªamkowe, frakcyjne) w celu opisu jego parametrów materiaªowych. Wie-

dz¦ teoretyczn¡ dotycz¡c¡ matematycznych podstaw tych pochodnych zawarto np.

w pracy [45]. Pochodne uªamkowe znajduj¡ zastosowanie praktyczne mi¦dzy inny-

mi do modelowania wªa±ciwo±ci mikrostruktur. Autorzy pracy [46] dokonali analizy

sejsmicznej konstrukcji z tªumikami lepkospr¦»ystymi opisanymi modelem uªamko-

wym. Z kolei w pracy [47] zastosowano pochodne frakcyjne w celu przeanalizowania

stochastycznej odpowiedzi sejsmicznej tego typu ukªadów. Pochodne niecaªkowitego

rz¦du zostaªy u»yte równie» w [48], aby zbada¢ stochastyczn¡ odpowied¹ wielo-

wymiarowego ukªadu nieliniowego wyposa»onego w tªumiki lepkospr¦»yste opisane

przy pomocy modelu uªamkowego. W pracach [45, 49, 50] zbadano ten model wi¦-

zów lepkospr¦»ystych, wykorzystuj¡c tzw. podej±cie �peªnej pami¦ci�, tzn. operator

uªamkowy zarz¡dza pami¦ci¡ od chwili pocz¡tkowej do chwili bie»¡cej. Takie po-

dej±cie mo»na uogólni¢ przez u»ycie tzw. �krótkiej pami¦ci�, czyli ograniczonej do

konkretnego przedziaªu czasowego (skala dªugo±ci czasu), co zostaªo zaprezentowane

w [45, 51, 52].

W wielu konstrukcjach in»ynierskich wyposa»onych w tªumiki lepkospr¦»yste wy-

maga si¦, aby ich liczba byªa ograniczona, a rozmieszczenie speªniaªo pewne z góry

narzucone warunki. Istotn¡ kwesti¡ staje si¦ wówczas ustalenie optymalnej loka-

lizacji elementów tªumi¡cych drgania zamocowanych do konstrukcji. W niniejszej

dysertacji podj¦to si¦ rozwi¡zania zadania optymalnego rozmieszczenia okre±lonej

liczby tªumików (wi¦zów) lepkospr¦»ystych na powierzchni pªyty w taki sposób, aby

docelowo uzyska¢ maksymalny efekt tªumienia wybranej postaci drga« powstaªego
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ukªadu. Problem optymalnej lokalizacji tªumików w konstrukcjach budowlanych jest

cz¦stym przedmiotem bada«, jednak przewa»nie odnosz¡ si¦ one do modeli ramo-

wych, gªównie ram ±cinanych. Opis tych analiz zawarto np. w pracach [53]�[63].

W niniejszej rozprawie, w celu ustalenia najkorzystniejszego poªo»enia tªumików na

powierzchni pªyt, zastosowano metaheurystyczny algorytm optymalizacyjny nazy-

wany metod¡ roju cz¡stek (ang. particle swarm optimization method, PSO). Metoda

ta znajduje szerokie zastosowanie praktyczne w rozwi¡zywaniu ró»nego rodzaju za-

da« optymalizacyjnych i stanowi przedmiot wielu prac naukowych. Algorytm PSO

zostaª utworzony w 1995 roku jako wynik bada« prowadzonych przez Kennedy'ego

i Eberharta, które opublikowano w pracy [64]. Jest to stochastyczny algorytm opar-

ty na obserwacji zachowania si¦ np. w¦druj¡cego stada ptaków. Pozwala on okre±li¢

przybli»one rozwi¡zanie ró»nych zada« optymalizacyjnych. Istot¦ metody PSO oraz

jej zastosowanie w problemach optymalizacyjnych konstrukcji opisano w pracy [65],

gdzie autorzy zbadali wpªyw wspóªczynników algorytmu na rozwi¡zanie zadania

optymalizacji struktury kratowej. Algorytm PSO wykazuje wra»liwo±¢ na warto±ci

przypisanych do niego tzw. parametrów steruj¡cych. Wyniki bada« wpªywu tych

parametrów na efektywno±¢ metody PSO zaprezentowano w pracach [66]�[68]. Do

omawianej metody optymalizacyjnej wprowadzono wiele mody�kacji, których opis

mo»na odnale¹¢ w pracach [69]�[74]. Spójn¡ prezentacj¦ ±cie»ki rozwoju oraz aktu-

alny stan wiedzy o metodzie PSO zawarto w publikacji [75]. W niniejszej rozprawie

zastosowano klasyczny wariant tej metody, opisany w pracy [65], a wyniki prowa-

dzonych bada« opublikowano w pozycji [76].

Analiza dynamiczna konstrukcji z uwzgl¦dnieniem zjawisk losowych stanowi przed-

miot wielu bada«. W niniejszej pracy tematyka ta zostaªa przedstawiona pod koniec

rozwa»a« z zakresu dynamiki pªyt cienkich. Problematyk¦ mechaniki stochastycznej

szeroko opisano mi¦dzy innymi w pracach [77, 78]. Podstawow¡ metod¡ numeryczn¡

stosowan¡ w tego typu zagadnieniach jest stochastyczna metoda elementów sko«-

czonych, która zostaªa u»yta mi¦dzy innymi w kontek±cie analizy zginania cienkich

pªyt prostok¡tnych w [79]. Bior¡c pod uwag¦ niepewno±ci parametrów geometrycz-

nych, analiz¦ zginania tych pªyt mo»na równie» przeprowadzi¢ przy wykorzystaniu

stochastycznej metody elementów sko«czonych i transformacji falkowej [80]. Stocha-

styczna MES byªa tak»e efektywnie stosowana w analizie odpowiedzi dynamicznej

pªyt kompozytowych wykonanych z kompozytu gra�t-epoksyd [81]. Inne badania

z tej problematyki mo»na te» znale¹¢ w pracach [82, 83]. Interesuj¡cy, naukowy

i in»ynierski problem modelowania ªopaty ±migªa przedstawiono w pracy [84]. Cho-

cia» autorzy tej pracy nie u»yli typowego podej±cia losowego, to jednak wykonali
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analiz¦ histogramu odchyle« bª¦dów obróbki, które mog¡ mie¢ charakter losowy.

Kompleksowy przegl¡d niektórych deterministycznych i stochastycznych metod u»y-

wanych w dynamice zawarto w pracy [85]. W niniejszej dysertacji rozwa»ono odpo-

wied¹ probabilistyczn¡ w zagadnieniu drga« wªasnych cienkich pªyt prostok¡tnych

spoczywaj¡cych na lepkospr¦»ystych podporach. Wyniki przeprowadzonych bada«

opublikowano w pracy [86], gdzie rozwa»ono uogólniony model Maxwella w opi-

sie tªumików lepkospr¦»ystych. W publikacji tej nie uwzgl¦dniono analizy entropii

wzgl¦dnej, natomiast zawarto j¡ np. w pracach [87, 88].

Analiza losowa dynamiki pªyt cienkich wyposa»onych w tªumiki lepkospr¦»yste

opisane modelem uªamkowym stanowi przedmiot kolejnych bada« prowadzonych

w dysertacji i opublikowanych w [89]. Zadania brzegowe uwzgl¦dniaj¡ce pochodne

frakcyjne maj¡ istotne znaczenie w mechanice, jednak rzadko s¡ one rozwi¡zywane

z niepewno±ciami natury losowej [90]. W zagadnieniach tych problemy odnosz¡ce

si¦ do stochastycznej linearyzacji mog¡ by¢ rozwi¡zywane metodami pozwalaj¡cymi

na mniejszy nakªad obliczeniowy, do których wª¡cza si¦ metod¦ póªanalityczn¡ oraz

uogólnion¡ metod¦ perturbacji stochastycznej [78, 91, 92].

W niniejszej rozprawie, przy pomocy procedur obliczeniowych uwzgl¦dniaj¡cych

efekty losowe, okre±lano postacie tzw. funkcji odpowiedzi wi¡»¡cych badane cha-

rakterystyki dynamiczne pªyt (cz¦sto±ci drga« wªasnych) z wybranym ¹ródªem nie-

pewno±ci (parametrem projektowym). Przy pomocy tych funkcji wyznaczano na-

st¦pnie, ze wzgl¦dnie du»¡ dokªadno±ci¡, kilka pierwszych momentów losowych dla

wybranych cz¦sto±ci drga« wªasnych badanych ukªadów, stosuj¡c dwie wspomniane

wcze±niej metody stochastyczne (póªanalityczn¡ oraz uogólnionej perturbacji stocha-

stycznej), a tak»e metod¦ symulacyjn¡ Monte-Carlo [92]. Uwgl¦dniono równie» en-

tropi¦ wzgl¦dn¡ zgodnie z modelem Bhattacharyya [93], któr¡ porównywano z mia-

r¡ niezawodno±ci pierwszego rz¦du [94]. Podobnego typu badania przeprowadzono

w publikacji [95], gdzie wzi¦to pod uwag¦ ró»ne warianty podparcia badanych pªyt

przy pomocy wi¦zów lepkospr¦»ystych.

W dysertacji rozwa»ano tak»e kwesti¦ losowo±ci wyst¦puj¡cej w ukªadach dwóch

pªyt cienkich zanurzonych caªkowicie w pªynie, przy czym analiz¦ dynamiczn¡ w uj¦-

ciu deterministycznym prowadzono przy u»yciu kombinacji metod numerycznych

MES�MEB oraz MRS�MEB. T¡ tematyk¦ w nieco szerszym kontek±cie, kªad¡cym

wi¦kszy nacisk na MEB, przedstawiono w pracy [96].

Pod koniec dysertacji przedstawiono rozwa»ania z zakresu analizy stateczno±ci

cienkich pªyt prostok¡tnych. Tematyk¦ t¡ uj¦to w rozprawie ze wzgl¦du na analogie

wyst¦puj¡ce w procedurach obliczeniowych mi¦dzy zagadnieniami dynamiki oraz
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stateczno±ci pªyt. Najwa»niejsze informacje odno±nie teorii stateczno±ci elementów

pªytowych zawarto w [2, 97], a zadania zawieraj¡ce liniowe oraz nieliniowe zagad-

nienia z tej tematyki, w uj¦ciu metody równa« równowa»nych w poª¡czeniu z MEB,

rozwi¡zywano w pracach [98]�[101]. Z kolei w pozycjach [102]�[104] przedstawiono

koncepcj¦ rozwi¡zywania zada« ze stateczno±ci pªyt cienkich wraz z przykªadami

liczbowymi, gdzie zastosowano MEB. Analiza stateczno±ci spawanych d¹wigarów

stalowych poddanych zginaniu oraz dziaªaniu siª ±cinaj¡cych zostaªa przeprowa-

dzona w pracy [105] w uj¦ciu MES oraz MEB. W niniejszej rozprawie zagadnienie

stateczno±ci w odniesieniu do pªyt cienkich zostaªo rozwa»one zgodnie z metodologi¡

MRS oraz zaprezentowane w [106].

Podsumowuj¡c omówiony powy»ej stan wiedzy zwi¡zanej z tematem niniejszej

dysertacji, mo»na wymieni¢ kilka istotnych elementów, które wymagaj¡ uzupeªnie-

nia. S¡ to:

1. wyznaczenie charakterystyk dynamicznych d¹wigarów powierzchniowych (pªyt)

zanurzonych w pªynie w uj¦ciu kilku alternatywnych kombinacji metod nume-

rycznych wraz z analiz¡ porównawcz¡,

2. szczegóªowy opis rozwi¡zania równania ruchu pªyty o zmiennej sztywno±ci w uj¦-

ciu metody ró»nic sko«czonych,

3. analiza dynamiczna elementów pªytowych (dwuwymiarowych) wyposa»onych w lep-

kospr¦»yste tªumiki drga« z uwzgl¦dnieniem wpªywu temperatury,

4. zastosowanie probabilistycznego aparatu numerycznego w zagadnieniach dyna-

micznych wymagaj¡cych rozwi¡zywania nieliniowych problemów wªasnych,

5. opracowanie autorskich procedur obliczeniowych umo»liwiaj¡cych przeprowadze-

nie analizy statycznej, dynamicznej oraz stateczno±ci pªyt cienkich.

W kolejnych rozdziaªach rozprawy podj¦to si¦ wypeªnienia wy»ej przedstawio-

nych luk:

1. Wyznaczono charakterystyki dynamiczne cienkich pªyt prostok¡tnych oraz ich

ukªadów zanurzonych w pªynie w uj¦ciu dwóch kombinacji metod numerycznych

MES�MEB oraz MRS�MEB. Wykonano ponadto analiz¦ porównawcz¡ uzyska-

nych wyników (rozdziaªy 5�6).

2. Przedstawiono szczegóªowy opis rozwi¡zania równania ruchu pªyty o zmiennej

sztywno±ci w uj¦ciu metody ró»nic sko«czonych (rozdziaªy 3�4, rozdziaª 10, do-

datek A).
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3. Przeprowadzono analiz¦ dynamiczn¡ elementów pªytowych wyposa»onych w lep-

kospr¦»yste tªumiki drga« z uwzgl¦dnieniem wpªywu temperatury oraz optymal-

nej lokalizacji (rozdziaªy 7�8).

4. Wykonano analiz¦ dynamiczn¡ pªyt wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga«,

bior¡c pod uwag¦ uj¦cie losowe (rozdziaª 9).

5. W celu przeprowadzenia analiz statyki, dynamiki i stateczno±ci pªyt u»yto w ni-

niejszej rozprawie autorskich, wzgl¦dnie prostych procedur obliczeniowych przy-

gotowanych w ±rodowisku oprogramowania Octave.





2. Problem badawczy i cel pracy

Problematyka niniejszej dysertacji mie±ci si¦ w obszarze nauk technicznych obej-

muj¡cych zagadnienia mechaniki konstrukcji w uj¦ciu deterministycznym i probabi-

listycznym (losowym) z zastosowaniem metod numerycznych.

Przedmiotem prowadzonych bada« s¡ cienkie pªyty prostok¡tne speªniaj¡ce hi-

potez¦ Kirchho�a-Love'a. Zakªada si¦, »e ich maksymalna grubo±¢ nie przekracza

0,1 dªugo±ci krótszego boku. Ponadto przyj¦to, »e w obr¦bie badanej pªyty grubo±¢

mo»e zmienia¢ si¦ zgodnie z ustalon¡ funkcj¡.

W ramach podejmowanego problemu badawczego mo»na wyró»ni¢ nast¦puj¡ce

podobszary zagadnie« specjalistycznych:

• analiza statyczna pªyt prostok¡tnych o staªej lub zmiennej grubo±ci,

• analiza drga« wªasnych pªyt prostok¡tnych b¡d¹ ich ukªadów o staªej lub zmien-

nej grubo±ci, umieszczonych w pró»ni lub zanurzonych w cieczy,

• analiza drga« wªasnych pªyt prostok¡tnych wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªu-

miki drga« w uj¦ciu deterministycznym i losowym,

• analiza stateczno±ci pªyt prostok¡tnych o staªej lub zmiennej grubo±ci.

W celu wykonania powy»szych analiz obliczano przemieszczenia pionowe, a tak»e

wyznaczano charakterystyki dynamiczne (cz¦sto±ci drga« wªasnych i/lub bezwymia-

rowe wspóªczynniki tªumienia) lub obci¡»enia krytyczne dla okre±lonych d¹wigarów

pªytowych. W wi¦kszo±ci prowadzonych bada« rozwi¡zywano metodami numerycz-

nymi odpowiednie liniowe i nieliniowe zagadnienia wªasne.

Gªównym celem rozprawy jest rozwi¡zanie ni»ej opisanego problemu badawcze-

go oraz udowodnienie poprawno±ci hipotez badawczych przedstawionych w dalszej

cz¦±ci niniejszego rozdziaªu.

Problem badawczy pracy mo»na sformuªowa¢ w postaci kilku pyta«:

1. W jaki sposób umieszczenie d¹wigarów pªytowych w ró»nych o±rodkach zewn¦trz-

nych, wyposa»enie w lepkospr¦»yste elementy tªumi¡ce drgania lub anizotropowa

struktura wpªywaj¡ na ich charakterystyki dynamiczne?

2. Jak dobór metod numerycznych spo±ród MES, MRS i MEB wpªywa na efektyw-

no±¢ procedur obliczeniowych w analizie statycznej i dynamicznej pªyt?

3. W jaki sposób temperatura otoczenia wpªywa na charakterystyki dynamiczne

pªyt wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga«?
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4. Czy istnieje mo»liwo±¢ doboru optymalnej lokalizacji sko«czonej liczby tªumików

lepkospr¦»ystych na powierzchni pªyty i jakie zastosowa¢ w tym celu kryterium?

5. Jak przedstawiaj¡ si¦ charakterystyki dynamiczne, a tak»e obci¡»enie krytyczne

pªyt o liniowo zmiennej grubo±ci w porównaniu z pªytami o staªej grubo±ci?

6. Które parametry projektowe pªyty, wpªywaj¡ce na jej charakterystyki dynamicz-

ne, s¡ szczególnie wra»liwe na zjawiska losowe?

W celu udzielenia odpowiedzi na powy»sze pytania, skªadaj¡ce si¦ na problem

badawczy, rozwi¡zywano w niniejszej rozprawie nast¦puj¡ce zadania szczegóªowe:

1. wyznaczenie cz¦sto±ci drga« wªasnych dla pªyt umieszczonych w pró»ni, zanu-

rzonych w cieczy, wykonanych z ró»nych materiaªów lub wyposa»onych w lep-

kospr¦»yste tªumiki drga«, a nast¦pnie sformuªowanie odpowiednich wniosków

pozwalaj¡cych ustali¢ wpªyw wymienionych czynników na warto±ci rozwa»anych

charakterystyk dynamicznych,

2. wykonanie powy»szych analiz przy zastosowaniu ró»nych metod numerycznych

spo±ród MES, MRS i MEB oraz sformuªowanie wniosków odno±nie ich efektywno-

±ci na podstawie analizy zbie»no±ci metod oraz porównania uzyskanych wyników

z rozwi¡zaniami zawartymi w dost¦pnej literaturze,

3. wyznaczenie w sposób gra�czny zale»no±ci wybranej cz¦sto±ci drga« wªasnych od

temperatury otoczenia dla pªyty wyposa»onej w lepkospr¦»yste tªumiki drga«,

4. wyznaczenie optymalnej lokalizacji ustalonej liczby tªumików lepkospr¦»ystych

na powierzchni pªyty przy zastosowaniu metody optymalizacyjnej roju cz¡stek,

zakªadaj¡c bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia pierwszej postaci drga« jako

funkcj¦ celu,

5. wyznaczenie cz¦sto±ci drga« wªasnych/obci¡»enia krytycznego dla wybranych

pªyt o staªej oraz zmiennej grubo±ci, a nast¦pnie ustalenie odpowiedniej zale»-

no±ci mi¦dzy otrzymanymi wielko±ciami dla obu przypadków geometrii pªyt,

6. wyznaczenie znormalizowanego gradientu wra»liwo±ci odpowiadaj¡cego wybra-

nym parametrom projektowym pªyty oraz stwierdzenie, dla których parametrów

osi¡ga on najwi¦ksz¡ warto±¢ dodatni¡ oraz najwi¦ksz¡ warto±¢ ujemn¡.

W pracy postawiono kilka hipotez badawczych, których sªuszno±ci dowodzono

w trakcie prowadzonych bada«:

1. Charakterystyki dynamiczne pªyt lub ich ukªadów zanurzonych w cieczy otrzy-

mane przy u»yciu metod numerycznych MRS�MEB s¡ bli»sze wynikom anali-
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tycznym lub uzyskanym zgodnie z metodologi¡ MEB [9] w porównaniu z opisem

MES�MEB.

2. Dla temperatury otoczenia bliskiej referencyjnej jej wpªyw na charakterystyki

dynamiczne pªyt wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga« jest znacz¡cy.

3. Istnieje optymalne rozmieszczenie ustalonej liczby tªumików lepkospr¦»ystych na

powierzchni pªyty pozwalaj¡ce uzyska¢ maksymalny efekt tªumienia wybranej

postaci jej drga« wªasnych.

4. Odpowied¹ dynamiczna konstrukcji (pªyty) jest szczególnie wra»liwa na geome-

tryczne parametry projektowe.

Ponadto przyj¦to nast¦puj¡ce kryteria pozwalaj¡ce uzasadni¢ poprawno±¢ powy»-

szych hipotez:

1. wyznaczenie cz¦sto±ci drga« wªasnych dla wybranych pªyt lub ich ukªadów zanu-

rzonych w cieczy przy u»yciu dwóch kombinacji metod numerycznych (MES�MEB

i MRS�MEB), a nast¦pnie wykazanie, »e warto±ci cz¦sto±ci uzyskane za pomoc¡

kombinacji MRS�MEB s¡ bli»sze wynikom analitycznym lub otrzymanym zgod-

nie z metodologi¡ MEB w porównaniu z opisem MES�MEB,

2. wyznaczenie zale»no±ci wybranej cz¦sto±ci drga« wªasnych od temperatury oto-

czenia dla pªyty wyposa»onej w tªumiki lepkospr¦»yste oraz wykazanie istotnej

zmiany badanej cz¦sto±ci (przynajmniej o 10%), w porównaniu z pªyt¡ bez tªu-

mików, w przypadku temperatur otoczenia bliskich temperaturze referencyjnej,

3. wykazanie, »e zastosowanie metody optymalizacyjnej roju cz¡stek wraz z kryte-

rium maksymalizacji warto±ci bezwymiarowego wspóªczynnika tªumienia wybra-

nej postaci drga« pozwalaj¡ uzyska¢ optymalne rozmieszczenie ustalonej liczby

tªumików lepkospr¦»ystych na powierzchni pªyty,

4. wyznaczenie znormalizowanego gradientu wra»liwo±ci dla przyj¦tego zbioru pa-

rametrów projektowych analizowanej pªyty oraz wykazanie, »e osi¡ga on naj-

wi¦ksz¡ warto±¢ dodatni¡ oraz najwi¦ksz¡ warto±¢ ujemn¡ dla parametrów geo-

metrycznych.

Istot¦ nowo±ci poszukiwanego rozwi¡zania problemu badawczego mo»na przed-

stawi¢ w kilku ni»ej opisanych aspektach:

1. Zaproponowano autorskie metody caªkowania numerycznego w celu wyznaczenia

macierzy sztywno±ci i macierzy bezwªadno±ci pªyty dla potrzeb wykonania jej

analizy dynamicznej.

2. Opracowano autorskie procedury obliczeniowe pozwalaj¡ce:



64 2. Problem badawczy i cel pracy

• rozwi¡za¢ zadanie interakcji z pªynem pªyty lub ukªadu pªyt,

• rozwi¡za¢ nieliniowe zadanie analizy dynamicznej pªyty z zamocowanymi

do jej powierzchni lepkospr¦»ystymi tªumikami drga«, uwzgl¦dniaj¡c wpªyw

temperatury,

• wyznaczy¢ optymaln¡ lokalizacj¦ ustalonej liczby tªumików lepkospr¦»ystych

na powierzchni pªyty,

• wykona¢ analiz¦ stateczno±ci pªyty o zmiennej grubo±ci.

3. Dokonano poª¡czenia ró»nych metod numerycznych spo±ród MES, MRS, MEB

w zadaniach np. interakcji pªyta�ciecz.

4. Rozwi¡zywano nieliniowe problemy wªasne przy u»yciu metody kontynuacji, z za-

stosowaniem numerycznego aparatu probabilistycznego.

Procedury obliczeniowe sªu»¡ce przeprowadzeniu analizy statycznej, dynamicznej

i stateczno±ci pªyt opracowano przy wykorzystaniu metodologii MES, MRS i MEB

w ±rodowisku oprogramowania Octave. Do analizy probabilistycznej, w zakresie wy-

znaczania momentów losowych, zastosowano dodatkowo ±rodowisko Maple.
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Niniejszy rozdziaª dotyczy tematyki wyznaczania ugi¦¢ w pªytach prostok¡t-

nych o ró»norakich warunkach podparcia i obci¡»enia. Stanowi on w dysertacji rol¦

wst¦pn¡ (przygotowawcz¡) do gªównej tre±ci pracy, jak¡ jest analiza dynamiczna

pªyt. W ramach analizy statycznej zastosowano dwie metody numeryczne � metod¦

elementów sko«czonych (MES) oraz metod¦ ró»nic sko«czonych (MRS). Pierwsz¡

z wymienionych metod uznano w niniejszej pracy za bardziej odpowiedni¡ do pro-

wadzenia analiz dla pªyt anizotropowych o staªej grubo±ci, natomiast drug¡ � do

bada« pªyt izotropowych o zmiennej grubo±ci.

Na pocz¡tku rozdziaªu przedstawiono krótkie wprowadzenie teoretyczne do te-

matu analizy statycznej pªyt. Nast¦pnie omówiono zastosowane metody numeryczne

wraz z przedstawieniem niezb¦dnych wyprowadze« pozwalaj¡cych na opracowanie

odpowiednich algorytmów komputerowych. Na zako«czenie podano wyniki oblicze«

numerycznych, które porównano z wynikami zawartymi w literaturze. W prezen-

towanych przykªadach przyj¦to, »e pªyty wykonane s¡ z materiaªu izotropowego,

a wi¦c wykazuj¡cego jednakowe wªa±ciwo±ci niezale»nie od kierunku obserwacji.

3.1. Wprowadzenie teoretyczne

Do analiz, których wyniki przedstawiono w tym rozdziale, stosowano modele pªyt

speªniaj¡cych gªówne zaªo»enie hipotezy Kirchho�a-Love'a, nazywanych dalej pªy-

tami cienkimi. Zgodnie z tym zaªo»eniem �odcinek prostopadªy do nieodksztaªconej

powierzchni ±rodkowej pªyty pozostaje prostoliniowy, niewydªu»ony i prostopadªy

do powierzchni odksztaªconej� [107]. W prowadzonych badaniach wzi¦to pod uwag¦

cienkie pªyty prostok¡tne. Przez pªyt¦ nale»y rozumie¢ �d¹wigar powierzchniowy

pªaski ograniczony dwiema powierzchniami o maªej krzywi¹nie� [107]. Grubo±ci roz-

patrywanych pªyt nie powinny przekracza¢ 0,1 dªugo±ci ich krótszego boku. Ponadto

zakªada si¦ maªe ugi¦cia pªyt, nie przekraczaj¡ce 0,2 ich grubo±ci.

Podstawowym elementem analizy statycznej pªyt jest okre±lenie ich deformacji

(ugi¦¢) pod wpªywem dziaªaj¡cego obci¡»enia. W teorii pªyt cienkich przyjmuje si¦

jako model obliczeniowy powierzchni¦ ±rodkow¡ pªyty, tzn. pªaszczyzn¦ równo odda-

lon¡ od jej powierzchni zewn¦trznych, odpowiednio dolnej oraz górnej [107]. W ta-

kim modelu pomija si¦ prac¦ pªyty po kierunku jej grubo±ci, a deformacj¦ mo»na
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w przybli»eniu okre±li¢ na podstawie warto±ci pionowych przemieszcze« wybranych

punktów nale»¡cych do powierzchni ±rodkowej.

W procedurach obliczeniowych dotycz¡cych pªyt o staªej grubo±ci przyj¦to, »e

s¡ one wykonane z materiaªu anizotropowego, czyli takiego, który posiada ró»ne

wªa±ciwo±ci zale»nie od kierunku obserwacji. Przykªadem mo»e by¢ materiaª wªókno-

kompozytowy zªo»ony z warstw zawieraj¡cych wªókna uªo»one pod ró»nymi k¡tami.

Równanie ró»niczkowe ugi¦cia pªyty anizotropowej przedstawia si¦ nast¦puj¡co [1]:

D11
∂4w

∂x4
+ (2D12 + 4D33)

∂4w

∂x2∂y2
+D22

∂4w

∂y4
+ 4D13

∂4w

∂x3∂y
+ 4D23

∂4w

∂x∂y3
= p, (3.1)

gdzie w = w(x, y) jest funkcj¡ ugi¦cia pªaszczyzny ±rodkowej pªyty Ω zawartej w R2,

p = p(x, y) jest funkcj¡ obci¡»enia, aDij (i, j = 1, 2, 3) s¡ skªadowymi macierzy kwa-

dratowej D o wymiarach 3×3 zawieraj¡cej sztywno±ci pªyty na zginanie i skr¦canie.

Dla materiaªów izotropowych niezerowymi elementami tej macierzy s¡:

D11 = D22 = D =
E ·H3

12(1− ν2)
,

D12 = D21 = Dν,

D33 = 0, 5(1− ν)D,

(3.2)

gdzie E oraz ν s¡ odpowiednio moduªem Younga i wspóªczynnikiem Poissona ma-

teriaªu pªyty, a H jest jej grubo±ci¡. Z kolei dla wªóknokompozytowych materia-

ªów ortotropowych, tzn. skªadaj¡cych si¦ z wªókien i osnowy oraz wykazuj¡cych

zmienne wªa±ciwo±ci w dwóch prostopadªych kierunkach, niezerowymi elementami

macierzy D s¡:

D11 =
E1H

3

12(1− ν12ν21)
, D22 =

E2H
3

12(1− ν12ν21)
,

D12 = D21 =
E2ν12H

3

12(1− ν12ν21)
, D33 =

GwG0

m0Gw +mwG0

, (3.3)

gdzie:

E1 = mwEw +m0E0, E2 =
EwE0

m0Ew +mwE0

,

ν12 = mwνw +m0ν0,

Gw =
Ew

2(1 + νw)
, G0 =

E0

2(1 + ν0)
.

(3.4)

W powy»szych wzorach przyj¦to nast¦puj¡ce oznaczenia:

Ew, E0 � moduª Younga odpowiednio wªókien i osnowy,
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νw, ν0 � wspóªczynnik Poissona odpowiednio wªókien i osnowy,

mw, m0 � udziaª obj¦to±ciowy odpowiednio wªókien i osnowy w materiale [1].

W niniejszej pracy przybli»one rozwi¡zanie równania (3.1) wyznaczono przy zasto-

sowaniu metody elementów sko«czonych.

W przypadku pªyty izotropowej o zmiennej grubo±ci okre±lonej funkcj¡ H(x, y)

odpowiadaj¡ca funkcja sztywno±ci na zginanie wyra»ona jest wzorem:

D(x, y) =
E ·H(x, y)3

12(1− ν2)
. (3.5)

Równanie ró»niczkowe opisuj¡ce zadanie zginania pªyty o sztywno±ci wedªug powy»-

szego wzoru przedstawia si¦ nast¦puj¡co [12]:

D · ∇4w + 2 · ∂D
∂x
· ∇2∂w

∂x
+ 2 · ∂D

∂y
· ∇2∂w

∂y
+∇2D · ∇2w+

− (1− ν)

[
∂2D

∂x2
· ∂

2w

∂y2
+ 2 · ∂

2D

∂x∂y
· ∂

2w

∂x∂y
+
∂2D

∂y2
· ∂

2w

∂x2

]
= p(x, y),

(3.6)

przy czym zakªada si¦, »e funkcja H(x, y) wyst¦puj¡ca we wzorze (3.5) okre±lona jest

na obszarze Ω = [0, A]× [0, B], gdzie A i B s¡ odpowiednio dªugo±ci¡ i szeroko±ci¡

pªyty prostok¡tnej. W niniejszej pracy równanie (3.6) rozwi¡zano w sposób przybli-

»ony przy u»yciu metody ró»nic sko«czonych. Wyst¦puj¡ce w równaniu operatory

de�niuje si¦ nast¦puj¡co:

∇2w =
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
, (3.7)

∇2∂w

∂x
=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
∂w

∂x
=
∂3w

∂x3
+

∂3w

∂x∂y2
, (3.8)

∇2∂w

∂y
=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
∂w

∂y
=

∂3w

∂x2∂y
+
∂3w

∂y3
, (3.9)

∇4w =
∂4w

∂x4
+ 2 · ∂4w

∂x2∂y2
+
∂4w

∂y4
. (3.10)

3.2. Omówienie metod obliczeniowych

W niniejszym podrozdziale omówiono dwie metody numeryczne � metod¦ ele-

mentów sko«czonych oraz metod¦ ró»nic sko«czonych jako podstawowe narz¦dzie

u»yte w celu przeprowadzenia analizy statycznej prostok¡tnych pªyt cienkich, czyli

wyznaczenia ugi¦¢ w wybranych punktach ich powierzchni ±rodkowej. Przedstawio-

no sposób rozwi¡zywania, wspomnianymi metodami numerycznymi, równa« (3.1)

oraz (3.6). Ponadto opisano kolejno±¢ post¦powania prowadz¡c¡ do wyznaczenia

postaci deformacji wybranych pªyt prostok¡tnych obci¡»onych na powierzchni i za-

mocowanych na ró»ne sposoby.
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3.2.1. Metoda elementów sko«czonych

W celu opisania deformacji pªyty nale»y podzieli¢ jej powierzchni¦ ±rodkow¡ Ω

na sko«czon¡ liczb¦ elementów Ωe (e = 1, 2, 3, . . . , lel) takich, »e

Ω =

lel⋃
e=1

Ωe, gdzie Ωei ∩ Ωej = ∅ dla i 6= j.

W niniejszej dysertacji zastosowano elementy sko«czone typu plQ4 opisane np. w [1].

Pojedynczy element sko«czony przedstawiono na rysunku 3.1.

Rysunek 3.1. Element sko«czony 4-w¦zªowy typu plQ4: numeracja w¦zªów (po lewej), stop-

nie swobody w w¦zªach (po prawej)

Element sko«czony typu plQ4 charakteryzuje si¦ czterema w¦zªami rozmiesz-

czonymi w jego punktach naro»nych. W i-tym w¦¹le (i = 1, 2, 3, 4) okre±la si¦ trzy

stopnie swobody, którymi s¡ przemieszczenie pionowe wi oraz dwa k¡ty obrotu wzgl¦-

dem osi x i y kartezja«skiego ukªadu wspóªrz¦dnych: ϕix, ϕiy. W w¦¹le o numerze i

mo»na zatem okre±li¢ 3-elementowy wektor przemieszczenia:

we
i = [wi ϕix ϕiy]

T , i = 1, 2, 3, 4, (3.11)

gdzie

ϕix =
∂w

∂y
oraz ϕiy = −∂w

∂x
. (3.12)

W celu okre±lenia stopni swobody w dowolnym punkcie elementu sko«czonego do-

konuje si¦ aproksymacji funkcji ugi¦cia przy pomocy wielomianu dwóch zmiennych

czwartego stopnia o nast¦puj¡cym wzorze:

we(x, y) = α1 + α2x+ α3y + α4x
2 + α5xy + α6y

2 + α7x
3+

+ α8x
2y + α9xy

2 + α10y
3 + α11x

3y + α12xy
3,

(3.13)

gdzie α11 6= 0 lub α12 6= 0.

Pole przemieszcze« w obr¦bie pojedynczego elementu mo»na zapisa¢ te» w nast¦pu-

j¡cej postaci wektorowej:

we(x, y) = Newe, (3.14)



3.2. Omówienie metod obliczeniowych 69

gdzie:

we = [we
1 w

e
2 w

e
3 w

e
4]T , (3.15)

Ne = [N e
1 (x, y) N e

2 (x, y) N e
3 (x, y) . . . N e

12(x, y)] . (3.16)

We wzorze (3.16) funkcje N e
i (x, y), gdzie i = 1, 2, 3, . . . , 12, nazywa si¦ funkcjami

ksztaªtu elementu sko«czonego e. Zakªada si¦, »e s¡ one postaci (3.13), gdzie nie-

znane wspóªczynniki wyznacza si¦ przez rozwi¡zanie odpowiedniego ukªadu równa«.

Ka»da i-ta funkcja ksztaªtu odpowiada jednostkowej warto±ci i-tego stopnia swobo-

dy elementu sko«czonego i zerowej warto±ci pozostaªych stopni swobody. Dokªadne

wzory wszystkich funkcji ksztaªtu zawarte s¡ w pracy [1].

Zgodnie z metodologi¡ MES macierz sztywno±ci pojedynczego elementu sko«-

czonego plQ4 o polu powierzchni A wyznacza si¦ z nast¦puj¡cego wzoru [1, 5]:

Ke =

∫
V

BTDB dV = H

∫
A

BTDB dA, (3.17)

gdzie D jest macierz¡ okre±laj¡c¡ sztywno±ci pªyty na zginanie i skr¦canie, a B jest

macierz¡ zawieraj¡c¡ pochodne funkcji ksztaªtu, okre±lon¡ nast¦puj¡co:

B = [Bij]3×12 =

[
∂2

∂x2

∂2

∂y2
2
∂2

∂x∂y

]T
Ne. (3.18)

Caªk¦ (3.17) mo»na obliczy¢ analitycznie. Wzory na kolejne elementy keij macierzy

Ke, gdzie i, j = 1, 2, 3, . . . , 12, podano w pracy [1]. Caªki z wyra»e« macierzowych

mo»na te» wyznacza¢ numerycznie, stosuj¡c np. caªkowanie metod¡ Gaussa. W ni-

niejszej pracy podj¦to prób¦ zastosowania niestandardowych, autorskich metod caª-

kowania numerycznego b¦d¡cych pewn¡ mody�kacj¡ metody Gaussa [25]. Zgodnie

z takim podej±ciem caªka z funkcji f(x, y) po obszarze Ω jest w przybli»eniu równa

sumie iloczynów warto±ci tej funkcji f (ξi, ηj) w kolejnych punktach caªkowania,

przyj¦tych wag wij dla ka»dego punktu (ξi, ηj) oraz jakobianu |J (ξi, ηj)| przeksztaª-
cenia obszaru Ω w obszar [−1, 1]× [−1, 1]. Mo»na zatem zapisa¢, »e∫

Ω

f(x, y)dΩ ≈
∑
i,j

wijf (ξi, ηj) |J (ξi, ηj)| . (3.19)

Punkty caªkowania mo»na rozmie±ci¢ na obszarze [−1, 1]×[−1, 1] na kilka sposobów,

które przedstawiono na rysunku 3.2. S¡ one ±rodkami geometrycznymi przedstawio-

nych podobszarów. Wówczas wagi wij odpowiadaj¡ce kolejnym punktom caªkowania

s¡ równe polu powierzchni podobszarów przypadaj¡cych na te punkty.

W niniejszej pracy przyj¦to podziaª pªyty na elementy sko«czone typu plQ4

w sposób przedstawiony na rysunku 3.3. Globalna numeracja w¦zªów w elementach
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Rysunek 3.2. Lokalizacja punktów caªkowania b¦d¡cych ±rodkami geometrycznymi utwo-

rzonych podobszarów [25]

sko«czonych dyskretyzuj¡cych pªyt¦ przebiega pocz¡wszy od jej dolnej kraw¦dzi

w kierunku od strony lewej do prawej. Wedªug tej samej reguªy ponumerowano te»

kolejne elementy sko«czone. Siatk¦ elementów sko«czonych przyj¦to w ten sposób,

»e kraw¦d¹ poziom¡ pªyty podzielono na m cz¦±ci o szeroko±ciach: h1, h2, h3, . . . , hm,

a jej kraw¦d¹ pionow¡ na n cz¦±ci o szeroko±ciach: k1, k2, k3, . . . , kn. Ka»demu i-temu

w¦zªowi odpowiadaj¡ stopnie swobody (kolejno: przemieszczenie translacyjne w,

obrót ϕx wzgl¦dem osi x, obrót ϕy wzgl¦dem osi y) o numerach odpowiednio:

3i − 2, 3i − 1, 3i. Przykªadowo w¦zªowi o numerze 10 odpowiadaj¡ stopnie swo-

body o numerach 28, 29 i 30. Zdyskretyzowana pªyta skªada si¦ z mn elementów

sko«czonych, posiada (m+ 1)(n+ 1) w¦zªów oraz 3(m+ 1)(n+ 1) stopni swobody.

Problem analizy statycznej pªyty polega na wyznaczeniu warto±ci wszystkich

w¦zªowych stopni swobody, a wi¦c niewiadom¡ jest globalny wektor przemieszcze«

w¦zªowych postaci:

w =
[
w1, ϕ1x, ϕ1y, w2, ϕ2x, ϕ2y, . . . , w(m+1)(n+1), ϕ(m+1)(n+1),x, ϕ(m+1)(n+1),y

]T
.

(3.20)

Aby wyznaczy¢ powy»szy wektor, nale»y rozwi¡za¢ ukªad równa« algebraicznych,

który mo»na macierzowo zapisa¢ nast¦puj¡co:

Kw = f, (3.21)
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Rysunek 3.3. Podziaª pªyty prostok¡tnej na elementy sko«czone czterow¦zªowe typu plQ4

gdzieK jest globaln¡ macierz¡ sztywno±ci pªyty otrzyman¡ przez agregacj¦ macierzy

sztywno±ci Ke kolejnych elementów sko«czonych (e = 1, 2, 3, . . . ,mn), co mo»na

symbolicznie zapisa¢ w postaci:

K =
mn∑
e=1

Ke. (3.22)

Agregacja macierzy sztywno±ci polega na wst¦pnym utworzeniu macierzy K jako

zerowej o wymiarach 3(m + 1)(n + 1) × 3(m + 1)(n + 1) i nast¦pnie dodawaniu

do niej kolejnych macierzy elementowych Ke w taki sposób, »e wiersze i kolumny

odpowiadaj¡cych im stopni swobody odpowiadaj¡ tym samym stopniom swobody

w macierzy globalnej.

Macierz K wyznaczona przy pomocy wzorów (3.17) oraz (3.22) jest macierz¡

osobliw¡. Oznacza to, »e rozwi¡zania ukªadu (3.21) nie mo»na wyznaczy¢ w spo-

sób jednoznaczny. Aby dla tego ukªadu istniaªo jednoznaczne rozwi¡zanie, nale»y

do macierzy K wprowadzi¢ warunki brzegowe zale»ne od sposobu podparcia pªyty.

Po odpowiedniej mody�kacji ze wzgl¦du na warunki podparcia macierz K staje si¦

macierz¡ nieosobliw¡. Warunki brzegowe dla poszczególnych kraw¦dzi pªyty prosto-

k¡tnej mog¡ by¢ nast¦puj¡ce:

• kraw¦d¹ utwierdzona � w w¦zªach kraw¦dzi wyst¦puj¡ zerowe przemieszczenia

i k¡ty obrotu, tzn. (wi, ϕix, ϕiy) = (0, 0, 0) dla w¦zªa i nale»¡cego do kraw¦dzi,

• kraw¦d¹ swobodnie podparta dolna lub górna � w w¦zªach kraw¦dzi wyst¦puj¡

zerowe przemieszczenia i k¡ty obrotu wzgl¦dem osi y, tzn. (wi, ϕiy) = (0, 0) dla

w¦zªa i nale»¡cego do kraw¦dzi,
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• kraw¦d¹ swobodnie podparta lewa lub prawa � w w¦zªach kraw¦dzi wyst¦puj¡

zerowe przemieszczenia i k¡ty obrotu wzgl¦dem osi x, tzn. (wi, ϕix) = (0, 0) dla

w¦zªa i nale»¡cego do kraw¦dzi.

W celu uwzgl¦dnienia odpowiednich warunków brzegowych w macierzy K nale»y

wypeªni¢ zerami jej wiersze i kolumny zwi¡zane z zeruj¡cymi si¦ stopniami swobody

oraz wstawi¢ warto±¢ 1 na przek¡tnej gªównej w wyzerowanych wierszach.

W równaniu (3.21) wektor f o wymiarze 3(m + 1)(n + 1) × 1 jest globalnym

wektorem obci¡»e« w¦zªowych pªyty otrzymanym przez agregacj¦ wektorów fe siª

w¦zªowych kolejnych elementów sko«czonych, tzn.

f =
mn∑
e=1

f e = Pw −
mn∑
e=1

Qe
0, (3.23)

gdzie:

Pw � globalny wektor siª skupionych pªyty, przyªo»onych bezpo±rednio do w¦zªów

siatki MES,

Qe
0 � wektor siª w¦zªowych elementu e, powstaªy w wyniku dziaªania obci¡»enia

rozªo»onego przypadaj¡cego w jego obr¦bie, obliczany przy u»yciu poni»szego wzoru

zale»nego od funkcji ksztaªtu:

Qe
0 = −

∫
Ωe

(Ne)T p dΩe. (3.24)

We wzorze (3.24) funkcja p = p(x, y) okre±la obci¡»enie rozªo»one na powierzchni

rozpatrywanego elementu sko«czonego [1].

Po wyznaczeniu wektorówQe
0 dla poszczególnych elementów sko«czonych (w spo-

sób analityczny lub numeryczny) dokonuje si¦ ich agregacji analogicznie jak w przy-

padku macierzy K. Po otrzymaniu wektora f ze wzoru (3.23) nale»y uwzgl¦dni¢

w nim warunki podparcia pªyty przez zast¡pienie zerami elementów odpowiadaj¡-

cych zeruj¡cym si¦ stopniom swobody w pªycie. Znaj¡c macierz sztywno±ci K i glo-

balny wektor obci¡»e« f, mo»na rozwi¡za¢ ukªad równa« (3.21) oraz wyznaczy¢ szu-

kany wektor przemieszcze« w¦zªowych pªyty w. Przy pomocy tego wektora mo»liwe

jest odczytanie warto±ci interesuj¡cego przemieszczenia w konkretnym punkcie pªyty

lub gra�czne przedstawienie postaci jej deformacji. Ukªad równa« (3.21), z uwagi na

znaczn¡ liczb¦ niewiadomych, rozwi¡zuje si¦ przewa»nie metodami numerycznymi

przy pomocy odpowiednich procedur obliczeniowych opracowanych w ±rodowisku

dost¦pnego oprogramowania. W niniejszej pracy posªu»ono si¦ autorskimi algoryt-

mami utworzonymi w ±rodowisku Octave.
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3.2.2. Metoda ró»nic sko«czonych

W niniejszej pracy metod¦ ró»nic sko«czonych (MRS) u»yto w celu wyznaczenia

postaci deformacji pªyty o zmiennej sztywno±ci opisanej funkcj¡ (3.5). Przy u»yciu

tej metody numerycznej wyznaczono przybli»one rozwi¡zanie równania (3.6) w w¦-

zªach wcze±niej utworzonej siatki pokrywaj¡cej powierzchni¦ pªyty.

W celu zastosowania metody ró»nic sko«czonych do analizy statycznej pªyty

prostok¡tnej jej powierzchni¦ ±rodkow¡ podzielono na identyczne podobszary pro-

stok¡tne o bokach równolegªych do osi ukªadu wspóªrz¦dnych. W ten sposób utwo-

rzono siatk¦ MRS zªo»on¡ z prostok¡tnych podobszarów posiadaj¡cych wymiary

∆x×∆y = h×k. Pªyt¦ o wymiarach A×B z naªo»on¡ na ni¡ siatk¡ przedstawiono

na rysunku 3.4. Przyj¦to, »e ka»dy bok pªyty podzielono na m cz¦±ci po kierunku

Rysunek 3.4. Pªyta prostok¡tna z naªo»on¡ siatk¡ MRS

osi x oraz na n cz¦±ci po kierunku osi y. W¦zªy siatki MRS maj¡ wspóªrz¦dne (xi, yj),

gdzie i = 1, 2, 3, . . . ,m+ 1 oraz j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1. Wówczas boki siatki posiadaj¡

wymiary h× k, gdzie:

h =
(xm+1 − x1)

m
=
A

m
,

k =
(yn+1 − y1)

n
=
B

n
.

(3.25)

Aby przeprowadzi¢ analiz¦ statyczn¡, na obszarze Ω = [0, A] × [0, B] nale»y

wyznaczy¢ przybli»one warto±ci funkcji ugi¦cia pªyty w = w(x, y) na siatce punk-
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tów (xi, yj). Przyj¦to nast¦puj¡ce oznaczenia:

xi±1 = xi ± h,

yj±1 = yj ± k,

wij ≈ w(xi, yj),

wi±1,j±1 ≈ w(xi ± h, yj ± k).

(3.26)

Z powy»szych oznacze« wynika, »e wij jest przybli»eniem warto±ci w(xi, yj).

W celu uzyskania przybli»onego rozwi¡zania równania (3.6) metod¡ ró»nic sko«-

czonych nale»y wyst¦puj¡ce w równaniu pochodne cz¡stkowe zast¡pi¢ przybli»aj¡-

cymi je ilorazami ró»nicowymi. Korzystaj¡c ze skróconego zapisu, zgodnie ze wzo-

rami (3.26), ró»nice centralne1 w punkcie (xi, yj) przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co [8]:(
∂w

∂x

)
ij

=
wi+1,j − wi−1,j

2h
, (3.27)

(
∂w

∂y

)
ij

=
wi,j+1 − wi,j−1

2k
, (3.28)

(
∂2w

∂x2

)
ij

=
wi+1,j − 2wij + wi−1,j

h2
, (3.29)

(
∂2w

∂y2

)
ij

=
wi,j+1 − 2wij + wi,j−1

k2
, (3.30)

(
∂2w

∂x∂y

)
ij

=
wi+1,j+1 − wi+1,j − wi−1,j+1 + wi−1,j−1

4hk
, (3.31)

(
∂3w

∂x3

)
ij

=
wi+2,j − 2wi+1,j + 2wi−1,j − wi−2,j

2h3
, (3.32)

(
∂3w

∂y3

)
ij

=
wi,j+2 − 2wi,j+1 + 2wi,j−1 − wi,j−2

2k3
, (3.33)

(
∂3w

∂x2∂y

)
ij

=
2(wi,j−1 − wi,j+1) + wi+1,j+1 + wi−1,j+1

2h2k
+

− wi+1,j−1 + wi−1,j−1

2h2k
, (3.34)

1 Ró»nicami centralnymi nazywa si¦ ilorazy ró»nicowe przybli»aj¡ce pochodn¡ funkcji f(x)

w wybranym punkcie x0, w których wykorzystuje si¦ warto±ci funkcji f zarówno po prawej, jak

i lewej stronie punktu x0 (»ródªo: https://www.if.pw.edu.pl/~agatka/numeryczne/wyklad_06.pdf,

dost¦p: 30.05.2025).
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∂3w

∂x∂y2

)
ij

=
2(wi−1,j − wi+1,j) + wi+1,j+1 + wi+1,j−1

2hk2
+

− wi−1,j+1 + wi−1,j−1

2hk2
, (3.35)(

∂4w

∂x4

)
ij

=
wi+2,j − 4wi+1,j + 6wij − 4wi−1,j + wi−2,j

h4
, (3.36)(

∂4w

∂y4

)
ij

=
wi,j+2 − 4wi,j+1 + 6wij − 4wi,j−1 + wi,j−2

k4
, (3.37)

(
∂4w

∂x2∂y2

)
ij

=
4wij − 2(wi,j+1 + wi+1,j + wi,j−1 + wi−1,j)

h2k2
+

+
wi+1,j+1 + wi+1,j−1 + wi−1,j−1 + wi−1,j+1

h2k2
. (3.38)

Po podstawieniu wzorów (3.27)�(3.38) do równania (3.6) otrzymuje si¦ nast¦puj¡c¡

jego posta¢ ró»nicow¡ dla punktu (xi, yj):

(α1)ij wij + (α2)ij wi−1,j + (α3)ij wi,j−1 + (α4)ij wi+1,j + (α5)ij wi,j+1+

+ (α6)ij wi−1,j−1 + (α7)ij wi−1,j+1 + (α8)ij wi+1,j−1 + (α9)ij wi+1,j+1+

+ (α10)ij wi−2,j + (α11)ij wi,j−2 + (α12)ij wi,j+2 + (α13)ij wi+2,j = pij.

(3.39)

W równaniu ró»nicowym (3.39) poszczególne wspóªczynniki (αl)ij wyra»aj¡ si¦ na-

st¦puj¡cymi wzorami dla l = 1, 2, 3, . . . , 13:

(α1)ij = 2Dij

(
3

h4
+

4

h2k2
+

3

k4

)
+

+ 2(1− ν)

[
1

k2

(
∂2D

∂x2

)
ij

+
1

h2

(
∂2D

∂y2

)
ij

]
+

− 2

[(
∂2D

∂x2

)
ij

+

(
∂2D

∂y2

)
ij

](
1

h2
+

1

k2

)
, (3.40)

(α2)ij = −4Dij

(
1

h4
+

1

h2k2

)
+ 2

(
∂D

∂x

)
ij

(
1

h3
+

1

hk2

)
+

− 1− ν
h2
·
(
∂2D

∂y2

)
ij

+
1

h2

[(
∂2D

∂x2

)
ij

+

(
∂2D

∂y2

)
ij

]
, (3.41)

(α3)ij = −4Dij

(
1

k4
+

1

h2k2

)
+ 2

(
∂D

∂y

)
ij

(
1

k3
+

1

kh2

)
+

− 1− ν
k2
·
(
∂2D

∂x2

)
ij

+
1

k2

[(
∂2D

∂x2

)
ij

+

(
∂2D

∂y2

)
ij

]
, (3.42)
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(α4)ij = −4Dij

(
1

h4
+

1

h2k2

)
− 2

(
∂D

∂x

)
ij

(
1

h3
+

1

hk2

)
+

− 1− ν
h2
·
(
∂2D

∂y2

)
ij

+
1

h2

[(
∂2D

∂x2

)
ij

+

(
∂2D

∂y2

)
ij

]
, (3.43)

(α5)ij = −4Dij

(
1

k4
+

1

h2k2

)
− 2

(
∂D

∂y

)
ij

(
1

k3
+

1

kh2

)
+

− 1− ν
k2
·
(
∂2D

∂x2

)
ij

+
1

k2

[(
∂2D

∂x2

)
ij

+

(
∂2D

∂y2

)
ij

]
, (3.44)

(α6)ij =
2Dij

h2k2
− 1

hk2

(
∂D

∂x

)
ij

− 1

kh2

(
∂D

∂y

)
ij

− 1− ν
2hk

·
(
∂D

∂x∂y

)
ij

, (3.45)

(α7)ij =
2Dij

h2k2
− 1

hk2

(
∂D

∂x

)
ij

+
1

kh2

(
∂D

∂y

)
ij

+
1− ν
2hk

·
(
∂D

∂x∂y

)
ij

, (3.46)

(α8)ij =
2Dij

h2k2
+

1

hk2

(
∂D

∂x

)
ij

− 1

kh2

(
∂D

∂y

)
ij

+
1− ν
2hk

·
(
∂D

∂x∂y

)
ij

, (3.47)

(α9)ij =
2Dij

h2k2
+

1

hk2

(
∂D

∂x

)
ij

+
1

kh2

(
∂D

∂y

)
ij

− 1− ν
2hk

·
(
∂D

∂x∂y

)
ij

, (3.48)

(α10)ij =
Dij

h4
− 1

h3

(
∂D

∂x

)
ij

, (3.49)

(α11)ij =
Dij

k4
− 1

k3

(
∂D

∂y

)
ij

, (3.50)

(α12)ij =
Dij

k4
+

1

k3

(
∂D

∂y

)
ij

, (3.51)

(α13)ij =
Dij

h4
+

1

h3

(
∂D

∂x

)
ij

. (3.52)

We wzorach (3.40)�(3.52) przyj¦to, »e

Dij = D(xi, yj) =
E ·H(xi, yj)

3

12(1− ν2)
=

E ·H3
ij

12(1− ν2)
. (3.53)

Z kolei pochodne cz¡stkowe funkcji sztywno±ci pªyty D(x, y), wyst¦puj¡ce w powy»-

szych wzorach, mo»na obliczy¢ przy wykorzystaniu przybli»onych wzorów ró»nico-

wych, stosuj¡c jeden z dwóch ni»ej przedstawionych wariantów:

1. wyznaczenie pochodnej funkcji H(x, y) przy wykorzystaniu wzoru na pochodn¡

funkcji zªo»onej:(
∂D

∂x

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂(H3)

∂x

)
ij

=
E

12(1− ν2)
· 3H2

ij ·
(
∂H

∂x

)
ij

=

=
EH2

ij

4(1− ν2)
· Hi+1,j −Hi−1,j

2h
, (3.54)
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∂D

∂y

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂(H3)

∂y

)
ij

=
E

12(1− ν2)
· 3H2

ij ·
(
∂H

∂y

)
ij

=

=
EH2

ij

4(1− ν2)
· Hi,j+1 −Hi,j−1

2k
, (3.55)

(
∂2D

∂x2

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂2(H3)

∂x2

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
[
∂

∂x

(
3H2 · ∂H

∂x

)]
ij

=

=
E

12(1− ν2)
·

[
6H ·

(
∂H

∂x

)2

+ 3H2 · ∂
2H

∂x2

]
ij

=

=
E

4(1− ν2)
·

[
2Hij ·

(
Hi+1,j −Hi−1,j

2h

)2

+

+ H2
ij ·

Hi+1,j − 2Hij +Hi−1,j

h2

]
, (3.56)

(
∂2D

∂y2

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂2(H3)

∂y2

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
[
∂

∂y

(
3H2 · ∂H

∂y

)]
ij

=

=
E

12(1− ν2)
·

[
6H ·

(
∂H

∂y

)2

+ 3H2 · ∂
2H

∂y2

]
ij

=

=
E

4(1− ν2)
·

[
2Hij ·

(
Hi,j+1 −Hi,j−1

2k

)2

+

+ H2
ij ·

Hi,j+1 − 2Hij +Hi,j−1

k2

]
, (3.57)

(
∂2D

∂x∂y

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂2(H3)

∂x∂y

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
[
∂

∂x

(
3H2 · ∂H

∂y

)]
ij

=

=
E

12(1− ν2)
·
[
6H · ∂H

∂x
· ∂H
∂y

+ 3H2 · ∂
2H

∂x∂y

]
ij

=

=
E

4(1− ν2)
·
[
2Hij ·

Hi+1,j −Hi−1,j

2h
· Hi,j+1 −Hi,j−1

2k
+

+ H2
ij ·

Hi+1,j+1 −Hi+1,j−1 −Hi−1,j+1 +Hi−1,j−1

4hk

]
. (3.58)

2. wyznaczenie pochodnej funkcjiH(x, y) bezpo±rednio z odpowiednich wzorów ró»-

nicowych: (
∂D

∂x

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂(H3)

∂x

)
ij

=

=
E

12(1− ν2)
·
H3
i+1,j −H3

i−1,j

2h
, (3.59)



78 3. Analiza statyczna pªyt prostok¡tnych(
∂D

∂y

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂(H3)

∂y

)
ij

=

=
E

12(1− ν2)
·
H3
i,j+1 −H3

i,j−1

2k
, (3.60)

(
∂2D

∂x2

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂2(H3)

∂x2

)
ij

=

=
E

12(1− ν2)
·
H3
i+1,j − 2H3

ij +H3
i−1,j

h2
, (3.61)

(
∂2D

∂y2

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂2(H3)

∂y2

)
ij

=

=
E

12(1− ν2)
·
H3
i,j+1 − 2H3

ij +H3
i,j−1

k2
, (3.62)

(
∂2D

∂x∂y

)
ij

=
E

12(1− ν2)
·
(
∂2(H3)

∂x∂y

)
ij

=

=
E(H3

i+1,j+1 −H3
i+1,j−1 −H3

i−1,j+1 +H3
i−1,j−1)

12(1− ν2) · 4hk
. (3.63)

W przykªadach numerycznych prezentowanych w niniejszej pracy zastosowano pierw-

szy z omówionych wy»ej sposobów obliczania przybli»onych pochodnych cz¡stko-

wych funkcji D(x, y).

W niniejszym rozdziale analizowano pªyty prostok¡tne o trzech rodzajach wa-

runków podparcia:

1. pªyta podparta na caªym obwodzie (podparcie swobodne lub utwierdzenie),

2. pªyta podparta na dwóch przeciwlegªych kraw¦dziach (obie kraw¦dzie s¡ pod-

parte swobodnie lub utwierdzone),

3. pªyta utwierdzona na jednej kraw¦dzi.

Uwzgl¦dnienie warunków brzegowych dla danej kraw¦dzi pªyty polega na przyj¦ciu

zerowych przemieszcze« pionowych, momentów zginaj¡cych, siª poprzecznych lub

k¡tów obrotu na tej kraw¦dzi, zale»nie od sposobu jej podparcia. Przy pomocy ró»nic

centralnych (3.27)�(3.35) mo»na zapisa¢ nast¦puj¡ce przybli»one wzory na reakcje,

siªy wewn¦trzne i k¡ty obrotu w pªycie w punkcie (xi, yj):

• momenty zginaj¡ce:

(Mx)ij =

[
−D

(
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2

)]
ij

≈ −Dij

(
wi−1,j − 2wij + wi+1,j

h2
+

+ ν
wi,j−1 − 2wij + wi,j+1

k2

)
, (3.64)
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(My)ij =

[
−D

(
∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2

)]
ij

≈ −Dij

(
wi,j−1 − 2wij + wi,j+1

k2
+

+ ν
wi−1,j − 2wij + wi+1,j

h2

)
, (3.65)

• siªy poprzeczne:

(Q̄x)ij =

[
−D

(
∂3w

∂x3
+ (2− ν)

∂3w

∂x∂y2

)]
ij

=

≈ −Dij

[
wi+2,j − 2wi+1,j + 2wi−1,j − wi−2,j

2h3
+ (2− ν)

2(wi−1,j − wi+1,j)

2hk2

+ (2− ν)
wi+1,j+1 + wi+1,j−1 − wi−1,j+1 − wi−1,j−1

2hk2

]
, (3.66)

(Q̄y)ij =

[
−D

(
∂3w

∂y3
+ (2− ν)

∂3w

∂x2∂y

)]
ij

=

≈ −Dij

[
wi,j+2 − 2wi,j+1 + 2wi,j−1 − wi,j−2

2k3
+ (2− ν)

2(wi,j−1 − wi,j+1)

2h2k

+ (2− ν)
wi+1,j+1 + wi−1,j+1 − wi+1,j−1 − wi−1,j−1

2h2k

]
, (3.67)

• k¡ty obrotu:

(ϕx)ij =

(
∂w

∂y

)
ij

≈ wi,j+1 − wi,j−1

2k
, (3.68)

(ϕy)ij =

(
−∂w
∂x

)
ij

≈ −wi+1,j − wi−1,j

2h
, (3.69)

• reakcja naro»a pªyty:

Rij =

[
−2(1− ν)D

∂2w

∂x∂y

]
ij

=

≈ −2(1− ν)Dij
wi+1,j+1 − wi−1,j+1 − wi+1,j−1 + wi−1,j−1

4hk
. (3.70)

Na rysunku 3.5 przedstawiono w sposób gra�czny trzy przypadki podparcia pªy-

ty. Dla ka»dego brzegu badanej pªyty nale»y zapisa¢ odpowiednie warunki brzegowe

w postaci ró»nicowej:

1. warunki brzegowe dla brzegu swobodnie podpartego

a) lewego/prawego

(xi ∈ {0, A}, yj ∈ [0, B]⇒ i ∈ {1,m+ 1}, j ∈ {1, 2, 3, . . . , n+ 1})
• zerowe przemieszczenie pionowe:

wij = 0, (3.71)



80 3. Analiza statyczna pªyt prostok¡tnych

Rysunek 3.5. Trzy przypadki podparcia pªyty: podparta na obwodzie (a), podparta na

dwóch przeciwlegªych kraw¦dziach (b), zamocowana wspornikowo na jednej kraw¦dzi (c)

• zerowy moment zginaj¡cy wzgl¦dem osi x:

(Mx)ij = 0⇒ wi+1,j = −wi−1,j, (3.72)

b) dolnego/górnego

(xi ∈ [0, A], yj ∈ {0, B} ⇒ i ∈ {1, 2, 3, . . . ,m+ 1}, j ∈ {1, n+ 1})
• zerowe przemieszczenie pionowe:

wij = 0, (3.73)

• zerowy moment zginaj¡cy wzgl¦dem osi y:

(My)ij = 0⇒ wi,j−1 = −wi,j+1, (3.74)

2. warunki brzegowe dla brzegu utwierdzonego

a) lewego/prawego

(xi ∈ {0, A}, yj ∈ [0, B]⇒ i ∈ {1,m+ 1}, j ∈ {1, 2, 3, . . . , n+ 1})
• zerowe przemieszczenie pionowe:

wij = 0, (3.75)

• zerowy k¡t obrotu wzgl¦dem osi y:

(ϕy)ij = 0⇒ wi+1,j = wi−1,j, (3.76)

b) dolnego/górnego

(xi ∈ [0, A], yj ∈ {0, B} ⇒ i ∈ {1, 2, 3, . . . ,m+ 1}, j ∈ {1, n+ 1})
• zerowe przemieszczenie pionowe:

wij = 0, (3.77)

• zerowy k¡t obrotu wzgl¦dem osi x:

(ϕx)ij = 0⇒ wi,j−1 = wi,j+1, (3.78)
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3. warunki brzegowe dla brzegu swobodnego

a) lewego/prawego

(xi ∈ {0, A}, yj ∈ [0, B]⇒ i ∈ {1,m+ 1}, j ∈ {1, 2, 3, . . . , n+ 1})
• zerowy moment zginaj¡cy wzgl¦dem osi x:

(Mx)ij = 0,

wi+1,j − 2wij + wi−1,j = −ν h
2

k2
(wi,j−1 − 2wij + wi,j+1)

⇓

wi+1,j = −wi−1,j + 2

(
1 + ν

h2

k2

)
wij − ν

h2

k2
(wi,j−1 + wi,j+1) , (3.79)

• zerowa zast¦pcza siªa poprzeczna wzgl¦dem osi x:

(
Q̄x

)
ij

= 0,

wi+2,j − 2wi+1,j + 2wi−1,j − wi−2,j = −(2− ν)
h2

k2
[2 (wi−1,j − wi+1,j) +

+ wi+1,j+1 + wi+1,j−1 − wi−1,j+1 − wi−1,j−1]

⇓ wzór (3.79)

wi+2,j = wi−2,j − 4

[
1 + (2− ν)

h2

k2

]
wi−1,j+

+

[
6ν(2− ν)

h4

k4
+ 8

h2

k2
+ 4

]
wij + 2(2− ν)

h2

k2
(wi−1,j−1 + wi−1,j+1) +

−4

[
h2

k2
+ ν(2− ν)

h4

k4

]
(wi,j−1 + wi,j+1) + ν(2− ν)

h4

k4
(wi,j−2 + wi,j+2) ,

(3.80)

b) dolnego/górnego

(xi ∈ [0, A], yj ∈ {0, B} ⇒ i ∈ {1, 2, 3, . . . ,m+ 1}, j ∈ {1, n+ 1})
• zerowy moment zginaj¡cy wzgl¦dem osi y:

(My)ij = 0,

wi,j+1 − 2wij + wi,j−1 = −ν k
2

h2
(wi−1,j − 2wij + wi+1,j)

⇓

wi,j+1 = −wi,j−1 + 2

(
1 + ν

h2

k2

)
wij − ν

k2

h2
(wi−1,j + wi+1,j), (3.81)
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• zerowa zast¦pcza siªa poprzeczna wzgl¦dem osi y:

(
Q̄y

)
ij

= 0,

wi,j+2 − 2wi,j+1 + 2wi,j−1 − wi,j−2 = −(2− ν)
k2

h2
[2(wi,j−1 − wi,j+1) +

+ wi+1,j+1 + wi−1,j+1 − wi+1,j−1 − wi−1,j−1]

⇓ wzór (3.81)

wi,j+2 = wi,j−2 − 4

[
1 + (2− ν)

k2

h2

]
wi,j−1+

+

[
6ν(2− ν)

k4

h4
+ 8

k2

h2
+ 4

]
wij + 2(2− ν)

k2

h2
(wi−1,j−1 + wi+1,j−1)+

−4

[
k2

h2
+ ν(2− ν)

k4

h4

]
(wi−1,j + wi+1,j) + ν(2− ν)

k4

h4
(wi−2,j + wi+2,j),

(3.82)

4. warunki brzegowe dla punktowo podpartego naro»a pªyty

(xi ∈ {0, A}, yj ∈ {0, B} ⇒ i ∈ {1,m+ 1}, j ∈ {1, n+ 1})
� zerowe przemieszczenie pionowe:

wij = 0, (3.83)

5. warunki brzegowe dla swobodnego naro»a pªyty

(xi ∈ {0, A}, yj ∈ {0, B} ⇒ i ∈ {1,m+ 1}, j ∈ {1, n+ 1})
� zerowa reakcja naro»a:

Rij = 0,

wi+1,j+1 = wi+1,j−1 + wi−1,j+1 − wi−1,j−1.

Warto±¢ wi−1,j+1 mo»na zapisa¢ przy u»yciu wzoru (3.81), a warto±¢ wi+1,j−1,

korzystaj¡c ze wzoru (3.79). Wówczas:

wi+1,j+1 = −wi−1,j−1 +

[
−wi−1,j−1 + 2

(
1 + ν

h2

k2

)
wi,j−1 − ν

h2

k2
(wi,j−2 + wij)

]
+

+

[
−wi−1,j−1 + 2

(
1 + ν

k2

h2

)
wi−1,j − ν

k2

h2
(wi−2,j + wij)

]
=

= −3wi−1,j−1 + 2

(
1 + ν

k2

h2

)
wi−1,j + 2

(
1 + ν

h2

k2

)
wi,j−1+

−ν k
2

h2
wi−2,j − ν

(
h2

k2
+
k2

h2

)
wij − ν

h2

k2
wi,j−2.

(3.84)
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Równanie pªyty w postaci ró»nicowej (3.39) nale»y zapisa¢ dla wszystkich punk-

tów pªyty b¦d¡cych w¦zªami siatki MRS przedstawionej na rysunku 3.4. Poszcze-

gólne równania wyznacza si¦ pocz¡wszy od punktu (i, j) = (1, 1), kieruj¡c si¦

wzdªu» dolnej kraw¦dzi pªyty a» do punktu (i, j) = (m + 1, 1). Nast¦pnie prze-

chodzi si¦ do poziomu j = 2, pisz¡c równania od punktu (i, j) = (1, 2) do punktu

(i, j) = (m + 1, 2). Post¦puj¡c dalej w takim porz¡dku, pod koniec zapisu równa«

ukªadu dochodzi si¦ do punktu (i, j) = (m + 1, n + 1). Otrzymuje si¦ w ten sposób

ukªad (m+1)(n+1) równa« z (m+1)(n+1) niewiadomymi przemieszczeniami w¦zªów

siatki MRS. Przy zapisie pojedynczego równania dla punktu (i, j) wykorzystuje si¦

przemieszczenia w 13 punktach znajduj¡cych si¦ w jego otoczeniu. Rozmieszczenie

tych punktów wraz z odpowiadaj¡cymi im wspóªczynnikami (αl)ij, potrzebnymi do

utworzenia kombinacji liniowej z rozwa»anymi przemieszczeniami zgodnie ze wzorem

(3.39), przedstawiono gra�cznie na rysunku 3.6.

Rysunek 3.6. Zbiór 13 punktów u»ytych do zapisu równania ugi¦cia pªyty w postaci ró»-

nicowej (3.39) dla wybranego punktu (i, j) siatki MRS wraz ze wskazaniem odpowiednich

wspóªczynników (αl)ij , przez które mno»one s¡ przemieszczenia w kolejnych punktach zwi¡-

zanych z punktem (i, j) [25]

Ostatecznie, bez uwzgl¦dniania warunków brzegowych, otrzymuje si¦ dla rozpa-

trywanej pªyty ukªad równa«, który mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cej postaci macie-

rzowej:

∆ ·w = p. (3.85)
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Macierz ∆ ukªadu równa« (3.85), nazywana dalej macierz¡ operatorów ró»nicowych,

ma struktur¦ macierzy blokowej 5-przek¡tniowej:

∆ =



A1 B1 C1

D1 A2 B2 C2

E1 D2 A3 B3 C3

E2 D3 A4 B4 C4

. . . . . . . . . . . . . . .

En−3 Dn−2 An−1 Bn−1 Cn−1

En−2 Dn−1 An Bn

En−1 Dn An+1


(n+1)×(n+1)

(3.86)

Poszczególne macierze-bloki skªadaj¡ce si¦ na macierz (3.86) s¡ macierzami 1-, 3- lub

5-przek¡tniowymi, a ich elementy stanowi¡ wspóªczynniki (αl)ij wyra»one wzorami

(3.40)�(3.52) i zapisane dla odpowiednich punktów (i, j) siatki MRS. Poszczególne

macierze-bloki o wymiarze (m+ 1)× (m+ 1) przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co:

• macierze Aj (j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1)

� S¡ to macierze 5-przek¡tniowe powstaªe w wyniku zapisu równa« ukªadu (3.85)

dla punktów j-tego poziomu siatki MRS pokrywaj¡cej pªyt¦.

� W macierzach tych i-ty wiersz (i = 1, 2, 3, . . . ,m+ 1) zawiera wspóªczynniki

(αl)ij przy niewiadomych przemieszczeniach wi−2,j, wi−1,j, wij, wi+1,j, wi+2,j

punktów wyst¦puj¡cych w obr¦bie powierzchni pªyty.

� Macierze maj¡ struktur¦ pokazan¡ poni»ej:

Aj =



(α1)1j (α4)1j (α13)1j

(α2)2j (α1)2j (α4)2j (α13)2j

(α10)3j (α2)3j (α1)3j (α4)3j (α13)3j

(α10)4j (α2)4j (α1)4j (α4)4j (α13)4j

. . . . . . . . . . . . . . .

(α10)m−1,j (α2)m−1,j (α1)m−1,j (α4)m−1,j (α13)m−1,j

(α10)m,j (α2)m,j (α1)m,j (α4)m,j

(α10)m+1,j (α2)m+1,j (α1)m+1,j


(m+1)×(m+1)

.

(3.87)

• macierze Bj (j = 1, 2, 3, . . . , n)

� S¡ to macierze 3-przek¡tniowe powstaªe jako efekt zapisu równa« ukªadu (3.85)

dla punktów j-tego poziomu siatki MRS pokrywaj¡cej pªyt¦.

� W macierzach tych i-ty wiersz (i = 1, 2, 3, . . . ,m+ 1) zawiera wspóªczynniki

(αl)ij przy niewiadomych przemieszczeniach wi−1,j+1, wi,j+1, wi+1,j+1 punk-

tów znajduj¡cych si¦ w obszarze pªyty.



3.2. Omówienie metod obliczeniowych 85

� Struktur¦ macierzy pokazano poni»ej:

Bj =



(α5)1j (α9)1j

(α7)2j (α5)2j (α9)2j

(α7)3j (α5)3j (α9)3j

. . . . . . . . .

(α7)m,j (α5)m,j (α9)m,j

(α7)m+1,j (α5)m+1,j


(m+1)×(m+1)

. (3.88)

• macierze Cj (j = 1, 2, 3, . . . , n− 1)

� S¡ to macierze diagonalne utworzone na podstawie równa« ukªadu (3.85)

zapisanych dla punktów j-tego poziomu siatki MRS pokrywaj¡cej pªyt¦.

� W macierzach tych i-ty wiersz (i = 1, 2, 3, . . . ,m+ 1) zawiera wspóªczynniki

(αl)ij przy niewiadomych przemieszczeniach wi,j+2 punktów mieszcz¡cych si¦

w obszarze pªyty.

� Macierze maj¡ ni»ej pokazan¡ posta¢:

Cj =



(α12)1j

(α12)2j

(α12)3j

. . .

(α12)m,j

(α12)m+1,j


(m+1)×(m+1)

. (3.89)

• macierze Dj (j = 1, 2, 3, . . . , n)

� S¡ to macierze 3-przek¡tniowe odnosz¡ce si¦ do równa« ukªadu (3.85) zapi-

sanych dla punktów j + 1-szego poziomu siatki MRS pokrywaj¡cej pªyt¦.

� W macierzach tych i-ty wiersz (i = 1, 2, 3, . . . ,m+ 1) zawiera wspóªczynniki

(αl)ij przy niewiadomych przemieszczeniach wi−1,j−1, wi,j−1, wi+1,j−1 punk-

tów zlokalizowanych w obr¦bie powierzchni pªyty.

� Struktur¦ macierzy mo»na zapisa¢ jak poni»ej:

Dj =



(α3)1j (α8)1j

(α6)2j (α3)2j (α8)2j

(α6)3j (α3)3j (α8)3j

. . . . . . . . .

(α6)m,j (α3)m,j (α8)m,j

(α6)m+1,j (α3)m+1,j


(m+1)×(m+1)

. (3.90)
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• macierze Ej (j = 1, 2, 3, . . . , n− 1)

� S¡ to macierze diagonalne utworzone na podstawie równa« ukªadu (3.85)

zapisanych dla punktów poziomu o numerze j + 2 w obr¦bie siatki MRS

pokrywaj¡cej pªyt¦.

� W macierzach tych i-ty wiersz (i = 1, 2, 3, . . . ,m+ 1) zawiera wspóªczynniki

(αl)ij przy niewiadomych przemieszczeniach wi,j−2 punktów mieszcz¡cych si¦

w obszarze pªyty.

� Macierze maj¡ poni»sz¡ posta¢:

Ej =



(α11)1j

(α11)2j

(α11)3j

. . .

(α11)m,j

(α11)m+1,j


(m+1)×(m+1)

. (3.91)

Wektor niewiadomych w ukªadzie równa« (3.85) ma nast¦puj¡c¡ posta¢ blokow¡:

w =



w1

w2

w3

...

wn+1


(n+1)×1

, (3.92)

gdzie poszczególne bloki s¡ wektorami kolumnowymi zawieraj¡cymi przemieszczenia

punktów siatki MRS nale»¡cych do kolejnych poziomów j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1, tzn.

wj =



w1j

w2j

w3j

...

wm+1,j


(m+1)×1

. (3.93)

Wektor wyrazów wolnych w ukªadzie równa« (3.85) ma poni»sz¡ posta¢ blokow¡:

p =



p1

p2

p3
...

pn+1


(n+1)×1

, (3.94)
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gdzie poszczególne bloki s¡ wektorami kolumnowymi zawieraj¡cymi warto±ci obci¡-

»enia rozªo»onego przypadaj¡cego na poszczególne punkty siatki MRS w kolejnych

poziomach j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1, tzn.

pj =



p1j

p2j

p3j

...

pm+1,j


(m+1)×1

. (3.95)

W ukªadzie równa« (3.85) przyj¦to, »e niewiadomymi s¡ wyª¡cznie przemiesz-

czenia punktów siatki MRS mieszcz¡cych si¦ w obszarze pªyty. Jednak poszcze-

gólne równania (3.39), zapisane dla kolejnych punktów siatki, mog¡ zawiera¢ tzw.

punkty �kcyjne (ang. ghost points) zlokalizowane poza obszarem pªyty. Przemiesz-

czenia w tych punktach eliminuje si¦ przez wprowadzenie odpowiednich warunków

brzegowych, czego efektem jest wyra»enie ich przy pomocy przemieszcze« punktów

w obr¦bie pªyty. Po przyj¦ciu konkretnych warunków brzegowych dla rozwa»anego

zadania statyki pªyt macierz ∆ ukªadu równa« (3.85) oraz wektor wyrazów wolnych

(3.94) nale»y zmody�kowa¢ ze wzgl¦du na punkty �kcyjne oraz zerowe przemiesz-

czenia w punktach podporowych. Szczegóªowy opis tych mody�kacji dla trzech ro-

dzajów warunków podparcia pªyt (pªyta podparta na obwodzie/podparta na dwóch

przeciwlegªych kraw¦dziach/wspornikowa) przedstawiono w dodatku A do niniejszej

dysertacji. W odpowiednich wyprowadzeniach wykorzystywano wzory (3.71)�(3.84).

Dla ka»dego z rozwa»anych warunków podparcia mody�kacja wektora wyrazów

wolnych p w ukªadzie równa« (3.85) polega na zast¡pieniu zerami elementów tego

wektora odpowiadaj¡cych punktom siatki MRS, w których wyst¦puj¡ zerowe prze-

mieszczenia pªyty.

3.3. Przykªady analizy statycznej pªyt

W niniejszym podrozdziale przedstawiono kilka przykªadów wyznaczania ugi¦¢

pªyt przy zastosowaniu metody elementów sko«czonych i metody ró»nic sko«czo-

nych. Przyj¦to ró»ne schematy podparcia i obci¡»enia badanych pªyt.

Przykªad 3.1. Pªyta wspornikowa o staªej grubo±ci obci¡»ona na wolnym ko«cu

siªami skupionymi

W przykªadzie rozpatrzono tzw. pªyt¦-belk¦ o wymiarach i obci¡»eniu jak na

rysunku 3.7. Przyj¦to, »e szeroko±¢ pªyty B = 1,0 m jest 3 razy mniejsza od jej
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dªugo±ci L = 3,0 m. Pªyta obci¡»ona jest dwiema siªami skupionymi P o warto±ci

10 kN zlokalizowanymi w pobli»u ko«ców jej wolnej kraw¦dzi. Grubo±¢ pªyty jest

staªa i wynosi H = 0,1 m. Macierz sztywno±ci pojedynczego elementu sko«czonego

dyskretyzuj¡cego powierzchni¦ pªyty obliczono zgodnie ze wzorem (3.17). Elementy

macierzy przyj¦to na podstawie caªkowania dokªadnego zgodnie z [1].

Rysunek 3.7. Schemat pªyty wspornikowej rozpatrywanej w przykªadzie 3.1

Rozpatrywana pªyta wykonana jest z materiaªu izotropowego o module Younga

E = 205 GPa = 205 · 106 kPa oraz wspóªczynniku Poissona ν = 0,3. Sztywno±¢

pªyty na zginanie wyznaczona zgodnie ze wzorem (3.5) jest staªa i wynosi:

D =
EH3

12(1− ν2)
=

205 · 106 · 0,13

12(1− 0,32)
= 18772,89 kNm.

Traktuj¡c pªyt¦ jak belk¦2, mo»na wyznaczy¢ przemieszczenie pionowe jej wol-

nego ko«ca, korzystaj¡c z równania pracy wirtualnej. Wówczas zakªada si¦, »e na

caªej szeroko±ci pªyty przemieszczenie jest jednakowe i wynosi:

δ(RPW ) = 0,010537 m = 1,0537 cm. (3.96)

Aby obliczy¢ numerycznie przemieszczenia punktów pªyty przy swobodnej kra-

w¦dzi, zdyskretyzowano jej powierzchni¦ przy pomocy ró»nych siatek przedstawio-

nych na rysunku 3.8. Na siatkach pokazano przyj¦ty sposób numeracji elementów

sko«czonych oraz ich w¦zªów.

W tabeli 3.1 przedstawiono warto±ci ugi¦¢ wyznaczone przy pomocy metod nu-

merycznych MES i MRS, opisanych w podrozdziaªach 3.2.1 oraz 3.2.2. Przemiesz-

czenia wyznaczono w w¦zªach siatek z rysunku 3.8 zlokalizowanych przy swobodnej

kraw¦dzi pªyty.
2 Pªyta pracuj¡ca dwukierunkowo, zgodnie z [108], speªnia warunek: 0, 5 ≤ L/B ≤ 2. W ana-

lizowanym zadaniu dªugo±ci kraw¦dzi pªyty speªniaj¡ zale»no±¢: L/B = 3, a zatem pªyt¦ mo»na

w przybli»eniu uwa»a¢ za pracuj¡c¡ jak belka.
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Rysunek 3.8. Sposoby dyskretyzacji powierzchni pªyty: siatka 3 × 2 (a), siatka 6 × 2 (b),

siatka 12× 4 (c), siatka 20× 10 (d)

Na podstawie wyników przedstawionych w tabeli 3.1 mo»na stwiedzi¢, »e ugi¦cia

otrzymane przy pomocy MES/MRS s¡ mniejsze w porównaniu z warto±ci¡ uzyska-

n¡ z równania pracy wirtualnej (wzór (3.96)). Wynika to z faktu, »e przy obliczaniu

przemieszczenia na podstawie równania pracy wirtualnej pªyt¦ potraktowano jak

belk¦, tzn. pomini¦to jej prac¦ po kierunku mniejszej rozpi¦to±ci. Jest to post¦powa-

nie uproszczone i mniej dokªadne. Ugi¦cia otrzymane przy zastosowaniu MES/MRS

uwzgl¦dniaj¡ prac¦ pªyty w dwóch kierunkach. S¡ wi¦c mniejsze w wyniku przeka-

zania cz¦±ci energii na zginanie w dwóch pªaszczyznach i skr¦canie. Mo»na zauwa»y¢

równie», »e wraz ze wzrostem liczby elementów sko«czonych warto±ci ugi¦¢ obliczone

zgodnie z MES rosn¡. Wynika to z faktu, »e dyskretyzuj¡c powierzchni¦ ±rodkow¡

pªyty przy u»yciu wi¦kszej liczby elementów sko«czonych, otrzymuje si¦ wi¦cej punk-

tów w¦zªowych, w których obliczane s¡ warto±ci ugi¦¢. Ukªad mo»na zatem uzna¢

za mniej sztywny w porównaniu z pªyt¡ zdyskretyzowan¡ za pomoc¡ siatki MES

o mniejszej g¦sto±ci.

Porównuj¡c warto±ci przemieszcze« otrzymane zgodnie z metodologiami MES

i MRS, mo»na stwierdzi¢, »e metoda ró»nic sko«czonych wymaga wi¦kszej g¦sto±ci

siatki w celu uzyskania wyników bli»szych stanowi rzeczywistemu. Stosuj¡c metod¦

elementów sko«czonych, ju» przy u»yciu siatki 6× 2 uzyskano zadowalaj¡ce wyniki.

W przypadku metody ró»nic sko«czonych zachodzi potrzeba przyj¦cia g¦stszej siatki,

przynajmniej 20×10, aby wyniki zacz¦ªy zbli»a¢ si¦ do warto±ci otrzymanej zgodnie

z zasadami MES.

Posªuguj¡c si¦ jedynie równaniem pracy wirtualnej przyjmuje si¦, »e wszystkie
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Tabela 3.1. Warto±ci przemieszcze« wybranych punktów pªyty z rysunku 3.7 otrzymane

przy zastosowaniu MES oraz MRS dla ró»nych dyskretyzacji powierzchni pªyty

G¦sto±¢ siatki Nr w¦zªa siatki Ugi¦cie wg MES Ugi¦cie wg MRS

MES/MRS MES/MRS [cm] [cm]

3× 2 4 1,0135 0,3599

8 1,0124 0,4536

12 1,0135 0,3599

6× 2 7 1,0199 0,009794

14 1,0187 0,019290

21 1,0199 0,009794

12× 4 13 1,0210 1,4581

26 1,0197 1,4561

39 1,0192 1,4553

52 1,0197 1,4561

65 1,0210 1,4581

20× 10 21 1,0215 1,0119

42 1,0208 1,0112

63 1,0202 1,0107

84 1,0198 1,0102

105 1,0195 1,0100

126 1,0195 1,0099

147 1,0195 1,0100

168 1,0198 1,0102

189 1,0202 1,0107

210 1,0208 1,0112

231 1,0215 1,0119

punkty na swobodnej kraw¦dzi pªyty przemieszczaj¡ si¦ o jednakow¡ warto±¢. Nato-

miast na podstawie oblicze« numerycznych mo»na stwierdzi¢, »e mi¦dzy punktami

przyªo»enia siª skupionych warto±ci ugi¦¢ s¡ mniejsze w porównaniu z ugi¦ciami

w punktach przyªo»enia tych siª.
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Przykªad 3.2. Pªyta kwadratowa o staªej grubo±ci obci¡»ona równomiernie, przy

ró»nych schematach podparcia

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ kwadratow¡ o staªej grubo±ci, obci¡»on¡ rów-

nomiernie na caªej powierzchni, o wymiarach i warto±ci obci¡»enia zgodnie z ry-

sunkiem 3.9. Rozpatrzono cztery ró»ne schematy podparcia pªyty przedstawione na

Rysunek 3.9. Wymiary oraz schemat obci¡»enia pªyty kwadratowej rozpatrywanej w przy-

kªadzie 3.2

rysunku 3.10. Dla kolejnych schematów a)�d) przemieszczenia w charakterystycz-

nych punktach pªyty wyznaczone analitycznie przyjmuj¡ nast¦puj¡ce warto±ci [9]:

a) przemieszczenie pionowe w ±rodku pªyty: w = 0,00126 pA4/D,

b) przemieszczenie pionowe w ±rodku pªyty: w = 0,00406 pA4/D,

c) przemieszczenie pionowe w ±rodku pªyty: w = 0,01309 pA4/D oraz przemieszcze-

nie pionowe w ±rodku swobodnej kraw¦dzi pªyty: w = 0,01509 pA4/D,

d) przemieszczenie pionowe w ±rodku pªyty: w = 0,00192 pA4/D.

Przyj¦to, »e pªyta wykonana jest z materiaªu izotropowego o module Younga

E = 10920 GPa oraz wspóªczynniku Poissona ν = 0,3. Wówczas sztywno±¢ pªyty

na zginanie wynosi D = 1000 kNm oraz mno»nik przemieszczenia pA4/D = 1,0 m.

W tabeli 3.2 przedstawiono warto±ci przemieszcze« pionowych w charaktery-

stycznych punktach badanej pªyty kwadratowej, otrzymane dla czterech schematów

podparcia wedªug rysunku 3.10. Do oblicze« numerycznych zastosowano metod¦ ele-

mentów sko«czonych oraz metod¦ ró»nic sko«czonych. W metodzie elementów sko«-

czonych wektor wyrazów wolnych f, wyst¦puj¡cy w równaniu (3.21), wyznaczono

dwoma sposobami. W pierwszym przypadku sprowadzono obci¡»enie równomiernie

rozªo»one do w¦zªów siatki MES zgodnie z rysunkiem 3.11. Wówczas wzór (3.23)

upraszcza si¦ do postaci f = Pw. W drugim przypadku skorzystano z funkcji ksztaª-

tu i zastosowano wzory (3.23) oraz (3.24). W tabeli 3.2 przyj¦to kilka sposobów
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Rysunek 3.10. Schematy podparcia pªyty kwadratowej rozpatrywanej w przykªadzie 3.2:

pªyta utwierdzona na obwodzie (a), pªyta swobodnie podparta na obwodzie (b), pªyta

swobodnie podparta na dwóch przeciwlegªych kraw¦dziach (c), pªyta swobodnie podparta

na dwóch przeciwlegªych kraw¦dziach i utwierdzona na pozostaªych kraw¦dziach (d)

dyskretyzacji pªyty. Siatki MES/MRS oraz numeracj¦ elementów sko«czonych i ich

w¦zªów przyj¦to w sposób analogiczny, jak to zostaªo wcze±niej przedstawione na

rysunku 3.8.

Rysunek 3.11. Sposób sprowadzania obci¡»enia rozªo»onego na powierzchni pªyty do w¦-

zªów siatki MES
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Tabela 3.2. Ugi¦cia w wybranych punktach pªyty z rysunku 3.9 otrzymane za pomoc¡

MRS/MES dla ró»nych dyskretyzacji powierzchni pªyty, stosuj¡c dwa warianty obliczania

wektora obci¡»enia f zgodnie z zasadami MES � sprowadzaj¡c obci¡»enie rozªo»one do

w¦zªów siatki MES (a) lub wyznaczaj¡c wektor obci¡»enia przy u»yciu funkcji ksztaªtu (b)

Siatka Warunki Punkt Ugi¦cie wg MES Ugi¦cie wg MRS

MES/MRS brzegowe pªyty ×10−3 [m] ×10−3 [m]

a) b)

2× 2 utwierdzona ±rodek 1,4796 1,4796 2,6038

4× 4 na obwodzie pªyty 1,4033 1,4033 1,7992

8× 8 (rys. 3.10a) 1,3039 1,3039 1,4242

16× 16 1,2752 1,2752 1,3071

32× 32 1,2678 1,2678 1,2758

2× 2 podparta ±rodek 3,4460 5,0632 3,9057

4× 4 na obwodzie pªyty 3,9392 4,3282 4,0277

8× 8 (rys. 3.10b) 4,0330 4,1293 4,0542

16× 16 4,0551 4,0791 4,0599

32× 32 4,0605 4,0665 4,0613

2× 2 podparta ±rodek 10,115 12,895 �

4× 4 na dwóch pªyty 12,329 12,985 13,757

8× 8 kraw¦dziach 12,901 13,062 13,258

16× 16 (rys. 3.10c) 13,045 13,086 13,133

32× 32 13,082 13,092 13,102

2× 2 podparta ±rodek 11,592 13,510 �

4× 4 na dwóch swobodnej 14,121 14,555 15,635

8× 8 kraw¦dziach kraw¦dzi 14,787 14,892 15,164

16× 16 (rys. 3.10c) pªyty 14,955 14,981 15,048

32× 32 14,997 15,004 15,019

2× 2 podparta ±rodek 2,0703 2,5561 3,1245

4× 4 wg rys. 3.10d) pªyty 2,0102 2,1010 2,4656

8× 8 1,9427 1,9638 2,0873

16× 16 1,9236 1,9288 1,9622

32× 32 1,9188 1,9201 1,9284

Na rysunku 3.12 pokazano gra�cznie deformacj¦ powierzchni ±rodkowej pªyty

w przypadku, gdy pªyta jest utwierdzona na obwodzie wedªug rysunku 3.10a) oraz

swobodnie podparta na dwóch kraw¦dziach zgodnie z rysunkiem 3.10c).
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Rysunek 3.12. Wykresy ugi¦cia pªyty analizowanej w przykªadzie 3.2, utwierdzonej na

obwodzie (a) oraz swobodnie podpartej na dwóch przeciwlegªych kraw¦dziach (b)

Analizuj¡c wyniki przedstawione w tabeli 3.2, mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e za-

dowalaj¡ce warto±ci przemieszcze« punktu ±rodkowego pªyty, nie ró»ni¡ce si¦ o wi¦-

cej ni» 1% w odniesieniu do rozwi¡zania analitycznego, otrzymano w nast¦puj¡cych

przypadkach:

• przy zastosowaniu MES:

� dla pªyty utwierdzonej na obwodzie, przyjmuj¡c siatk¦ 32× 32,

� dla pªyty podpartej swobodnie na obwodzie, stosuj¡c siatk¦ 8 × 8 oraz spo-

sób a) obliczania wektora f lub przyjmuj¡c siatk¦ 16×16 wraz ze sposobem b)

wyznaczania tego wektora,

� dla pªyty podpartej swobodnie na dwóch kraw¦dziach, zakªadaj¡c g¦sto±¢

siatki 8×8 oraz sposób b) obliczania wektora f lub przyjmuj¡c siatk¦ 16×16

wraz ze sposobem a) wyznaczania tego wektora,

� dla pªyty podpartej w sposób mieszany wedªug rysunku 3.10d), stosuj¡c siatk¦

o g¦sto±ci 16× 16,

• przy zastosowaniu MRS:

� dla pªyty podpartej swobodnie na obwodzie, przyjmuj¡c siatk¦ 4× 4,

� dla pªyty podpartej swobodnie na dwóch kraw¦dziach, stosuj¡c siatk¦ 16×16,

� dla pªyty podpartej w sposób mieszany wedªug rysunku 3.10d), zakªadaj¡c

siatk¦ 32× 32.

Porównuj¡c wyniki otrzymane obiema metodami numerycznymi (MES i MRS), mo»-

na stwierdzi¢, »e metoda elementów sko«czonych okazaªa si¦ by¢ bardziej efektywna

dla pªyty utwierdzonej na obwodzie, podpartej swobodnie na dwóch kraw¦dziach

oraz podpartej w sposób mieszany. Otrzymano wówczas wyniki bli»sze analitycznym

w porównaniu z metod¡ ró»nic sko«czonych. Z kolei metoda ró»nic sko«czonych po-
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zwoliªa otrzyma¢ korzystniejsze warto±ci ugi¦cia dla pªyty podpartej swobodnie na

obwodzie oraz dla pªyty podpartej swobodnie na dwóch kraw¦dziach w przypadku

obliczania przemieszczenia ±rodka jej swobodnej kraw¦dzi.

Przykªad 3.3. Pªyta kwadratowa o liniowo zmiennej grubo±ci obci¡»ona równo-

miernie, przy ró»nych schematach podparcia

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ kwadratow¡ o liniowo zmiennej grubo±ci, ob-

ci¡»on¡ równomiernie na caªej powierzchni obci¡»eniem o warto±ci p = 1000 kPa.

Przyj¦to, »e pªyta posiada liniowo zmienn¡ grubo±¢ w jednym kierunku, a jej prze-

krój wzdªu» tego kierunku przedstawiono na rysunku 3.13. Przyj¦to dªugo±¢ boku

pªyty A = 1,0 m. Minimalna grubo±¢ pªyty wynosi H2 = 0,1 m, a maksymalna

grubo±¢ przyjmuje warto±ci ze zbioru H1 ∈ {0,2, 0,3, 0,4} m.

Rysunek 3.13. Przekrój pªyty o zmiennej grubo±ci, analizowanej w przykªadzie 3.3

Rozpatrzono cztery ró»ne schematy podparcia pªyty, które przedstawiono w po-

przednim przykªadzie na rysunku 3.10, przy czym zaªo»ono, »e liniowa zmienno±¢

grubo±ci wyst¦puje wzdªu» kierunku poziomego. W tabeli 3.3 przedstawiono war-

to±ci przemieszcze« pionowych w charakterystycznych punktach pªyty dla czterech

wariantów podparcia wedªug rysunku 3.10 oraz dla trzech przypadków maksymalnej

grubo±ci pªyty H1 zgodnie z rysunkiem 3.13. U»yto metod¦ ró»nic sko«czonych oraz

przyj¦to kilka g¦sto±ci siatki MRS w celu zbadania zbie»no±ci uzyskanych wyników.

Podsumowuj¡c wyniki zestawione w tabeli 3.3, mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e

w wi¦kszo±ci rozwa»anych przypadków zamocowania pªyty wyra¹na zbie»no±¢ wy-

ników rozpoczyna si¦ od siatki 16× 16. Przyjmuj¡c kryterium ró»nicy procentowej

mi¦dzy wynikami dla kolejnych siatek mniejszej od 1%, mo»na stwierdzi¢, »e zado-

walaj¡ce warto±ci ugi¦¢ otrzymano dla siatki 32× 32 w przypadku pªyty swobodnie

podpartej na dwóch kraw¦dziach przy H1/H2 = 2 oraz w sytuacji swobodnego pod-

parcia pªyty na obwodzie przy H1/H2 ∈ {3, 4}. Dla pªyty utwierdzonej na obwodzie,
podpartej wedªug rysunku 3.10d) lub podpartej swobodnie na dwóch kraw¦dziach

przy H1/H2 ∈ {3, 4} nale»aªoby przeprowadzi¢ obliczenia, przyjmuj¡c siatk¦ MRS

o wi¦kszej g¦sto±ci. W przypadku pªyty podpartej swobodnie na obwodzie i speª-
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Tabela 3.3. Warto±ci przemieszcze« wybranych punktów pªyty z przykªadu 3.3 otrzymane

przy zastosowaniu MRS dla ró»nych dyskretyzacji powierzchni pªyty oraz trzech ró»nych

relacji maksymalnej i minimalnej grubo±ci pªyty

Siatka Warunki Punkt Ugi¦cie wg MRS dla H2 = 0,1 m

MRS brzegowe pªyty ×10−3 [m]

H1 = 0,2 m H1 = 0,3 m H1 = 0,4 m

2× 2 utwierdzona ±rodek 0,8317 0,3887 0,2176

4× 4 na obwodzie pªyty 0,5727 0,2682 0,1521

8× 8 (rys. 3.10a) 0,4454 0,2034 0,1126

16× 16 0,4039 0,1808 0,0978

32× 32 0,3926 0,1745 0,0937

2× 2 podparta ±rodek 1,2980 0,6457 0,3852

4× 4 na obwodzie pªyty 1,2619 0,5741 0,3141

8× 8 (rys. 3.10b) 1,2442 0,5507 0,2941

16× 16 1,2386 0,5440 0,2886

32× 32 1,2371 0,5423 0,2873

4× 4 podparta ±rodek 5,0502 3,0668 2,4918

8× 8 na dwóch pªyty 4,5740 2,4423 1,6005

16× 16 kraw¦dziach 4,4559 2,3080 1,4531

32× 32 (rys. 3.10c) 4,4264 2,2754 1,4190

4× 4 podparta ±rodek 5,7824 3,5553 2,9299

8× 8 na dwóch swobodnej 5,2649 2,8388 1,8794

16× 16 kraw¦dziach kraw¦dzi 5,1347 2,6824 1,7032

32× 32 (rys. 3.10c) pªyty 5,1018 2,6441 1,6622

2× 2 podparta ±rodek 1,0138 0,4853 0,2781

4× 4 wg rys. 3.10d) pªyty 0,7603 0,3377 0,1805

8× 8 0,6362 0,2788 0,1475

16× 16 0,5966 0,2606 0,1376

32× 32 0,5859 0,2558 0,1350

niaj¡cej warunek H1/H2 = 2 mo»na uzna¢ za zadowalaj¡ce warto±ci przemieszcze«

otrzymane dla siatki 16× 16.

Porównuj¡c ze sob¡ wyniki z tabel 3.2 oraz 3.3, mo»na stwierdzi¢ ponadto, »e

dwukrotne zwi¦kszenie grubo±ci pªyty H1 przy jednej kraw¦dzi wzgl¦dem przyj¦tej

staªej grubo±ci H2 na przeciwlegªej kraw¦dzi powoduje 2,9�3,3-krotne zmniejszenie

warto±ci przemieszcze«, zakªadaj¡c siatk¦ 32 × 32, w odniesieniu do warto±ci tych
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przemieszcze« dla pªyty o staªej grubo±ci H = H2. W przypadku kolejnych relacji

H1/H2 ∈ {3, 4} zmniejszenie warto±ci przemieszcze« w porównaniu z sytuacj¡ staªej

grubo±ci H = H2 jest odpowiednio 5,7�7,5-krotne oraz 9,0�14,3-krotne, w zale»no±ci

od przyj¦tego schematu podparcia pªyty.

Na rysunku 3.14 pokazano gra�cznie ugi¦cie powierzchni ±rodkowej, wyznaczone

dla pªyty utwierdzonej na obwodzie wedªug rysunku 3.10a) oraz dla pªyty swobodnie

podpartej na dwóch kraw¦dziach zgodnie z rysunkiem 3.10c). Przyj¦to, »e maksy-

malna grubo±¢ pªyty H1 jest cztery razy wi¦ksza od grubo±ci minimalnej H2. Na

rysunku 3.14a) mo»na wyra¹nie zauwa»y¢ przesuni¦cie ekstremum przemieszczenia

w kierunku obszarów o mniejszej grubo±ci, charakteryzuj¡cych si¦ mniejsz¡ sztywno-

±ci¡ pªyty. Ten niesymetryczny rozkªad przemieszcze« wyst¦puje tak»e w przypadku

pokazanym na rysunku 3.14b), jednak w przedstawionej perspektywie jest on mniej

widoczny.

Rysunek 3.14. Wykresy ugi¦cia pªyty analizowanej w przykªadzie 3.3, utwierdzonej na

obwodzie (a) oraz swobodnie podpartej na dwóch przeciwlegªych kraw¦dziach (b)





4. Analiza dynamiczna pªyt prostok¡tnych

w pró»ni

W niniejszym rozdziale przedstawiono problem wyznaczania charakterystyk dy-

namicznych pªyt prostok¡tnych izo- lub ortotropowych umieszczonych w pró»ni,

o ró»norakich warunkach podparcia. W ramach prowadzonych analiz wyznaczano

cz¦sto±ci i postacie drga« wªasnych pªyt przy zaªo»eniu, »e nie s¡ one poddane

dziaªaniu dodatkowych siª wymuszaj¡cych. Podobnie jak w poprzednim rozdziale,

wykorzystano do bada« dwie metody numeryczne � metod¦ elementów sko«czonych

oraz metod¦ ró»nic sko«czonych.

Na pocz¡tku rozdziaªu przedstawiono wprowadzenie teoretyczne do tematyki

analizy dynamicznej pªyt, w którym omówiono sposób zastosowania ka»dej z u»y-

tych metod numerycznych. Na zako«czenie rozdziaªu podano najwa»niejsze wyniki

b¦d¡ce efektem oblicze« numerycznych, do których wykorzystano autorskie proce-

dury obliczeniowe przygotowane w j¦zyku oprogramowania Octave.

W zagadnieniach dynamicznych stanowi¡cych przedmiot niniejszego rozdziaªu

przyjmuje si¦, »e rozpatrywane ukªady materialne s¡ w ruchu. W ogólnym przypadku

w tego typu problemach uwzgl¦dnia si¦ przyczyny ruchu, a oprócz siª ci¦»ko±ci bierze

si¦ pod uwag¦ równie» siªy masowe i opory ruchu b¦d¡ce zmiennymi czasowymi.

W dysertacji badano drgania wªasne pªyt jako konstrukcji o sko«czonej liczbie stopni

swobody, a dyskretyzacj¦ MES odniesiono tylko do zmiennych przestrzennych, tzn.

nie poddano jej zmiennych czasowych [7].

4.1. Równanie ruchu pªyty w uj¦ciu MES

Zgodnie z metodologi¡ MES równanie równowagi konstrukcji w zagadnieniach

statycznych wyra»a si¦ wzorem:

Kq = F, (4.1)

gdzie K oznacza globaln¡ macierz sztywno±ci pªyty wyznaczon¡ zgodnie z zasadami

opisanymi w podrozdziale 3.2.1 z uwzgl¦dnieniem odpowiednich warunków podpar-

cia badanej pªyty. Z kolei q oznacza globalny wektor przemieszcze« (translacyjnych

i obrotowych) w¦zªów siatki MES, a F � globalny wektor obci¡»e« pªyty.
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W zagadnieniach dynamicznych równanie (4.1) nale»y uzupeªni¢ o siªy bezwªad-

no±ci i siªy tªumienia oraz uzale»ni¢ wektor przemieszcze« od zmiennej czasowej t.

Dla pªyty maj¡cej ns stopni swobody1 równanie ruchu wyra»a si¦ wzorem [7]:

Mq̈(t) +Cq̇(t) +Kq(t) = F(t), (4.2)

gdzie:

M � globalna macierz bezwªadno±ci (mas) pªyty,

C � macierz tªumienia konstrukcyjnego pªyty,

q̈(t), q̇(t), q(t) � zale»ne od zmiennej czasowej t wektory odpowiednio: przyspiesze-

nia, pr¦dko±ci i przemieszcze« uogólnionych w¦zªów pªyty,

F(t) � zale»ny od zmiennej czasowej t wektor obci¡»e« zewn¦trznych pªyty.

Aby równanie (4.2) miaªo jednoznaczne rozwi¡zanie q(t), nale»y zada¢ w nim

warunki pocz¡tkowe, tzn. ustali¢ wektory przemieszczenia i pr¦dko±ci w chwili po-

cz¡tkowej t0 = 0. Warunki te mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cej postaci ogólnej:q(0) = q0,

q̇(0) = q̇0.
(4.3)

W dalszym ci¡gu wzi¦to pod uwag¦ drgania wªasne pªyt, a wi¦c zaªo»ono, »e na

pªyt¦ nie dziaªaj¡ »adne siªy wymuszaj¡ce poza wst¦pnym wzbudzeniem [7]. Ponadto

pomini¦to wpªyw tªumienia konstrukcyjnego pªyty, tzn. macierz C przyj¦to jako

zerow¡. Równanie drga« swobodnych nietªumionych pªyty wyra»a si¦ wtedy wzorem:

Mq̈(t) +Kq(t) = 0. (4.4)

Dla powy»szego równania przewidywane rozwi¡zanie oraz jego pochodna drugiego

rz¦du maj¡ postacie:

q(t) = qa sinωt,

q̈(t) = −ω2qa sinωt,
(4.5)

gdzie:

qa � wektor amplitud (postaci drga«),

ω � cz¦sto±¢ drga« wªasnych [rad/s].

Po podstawieniu (4.5) do (4.4) otrzymuje si¦ uogólniony problem wªasny postaci:

(K− λM)qa = 0, (4.6)

1 ns = 3we, gdzie we � liczba w¦zªów siatki MES dyskretyzuj¡cej powierzchni¦ pªyty.
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gdzie λ = ω2. Równanie (4.6) nazywa si¦ �podstawowym równaniem nietªumionych

drga« swobodnych� [7]. Jego rozwi¡zanie sprowadza si¦ do znalezienia warto±ci wªa-

snych λi oraz odpowiadaj¡cych im wektorów wªasnych qa,i (postaci drga«), gdzie

i = 1, 2, 3, . . . , ns. Aby równanie (4.6) miaªo nietrywialne rozwi¡zanie, wyznacznik

ukªadu musi mie¢ warto±¢ zerow¡, tzn.

det (K− λM) = 0. (4.7)

Z rozwi¡zania równania (4.7) otrzymuje si¦ szukane warto±ci wªasne λi, a na ich

podstawie � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi =
√
λi. W przypadku drga« wªasnych nie-

tªumionych wszystkie warto±ci wªasne λi s¡ liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Dla

ka»dej warto±ci wªasnej λi wyznacza si¦ ze wzoru (4.6) wektor wªasny qa,i okre±laj¡-

cy i-t¡ posta¢ drga« badanej pªyty. Wektory wªasne nie s¡ okre±lone jednoznacznie.

Mog¡ przyjmowa¢ dowolne warto±ci, ale w staªych proporcjach. Aby wektory te

okre±li¢ jednoznacznie, mo»na je unormowa¢, np. wg reguªy [7]:

qTa,iMqa,i = 1. (4.8)

Wektory wªasne s¡ ortogonalne, tzn. qTa,iMqa,j = 0 dla i 6= j. Znajomo±¢ warto-

±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych jest wa»na przy projektowaniu konstrukcji obci¡»onej

dodatkowymi zewn¦trznymi siªami wymuszaj¡cymi. Je±li rzeczywista cz¦sto±¢ drga«

wymuszonych zbli»a si¦ do cz¦sto±ci drga« wªasnych, to amplitudy drga« konstrukcji

wzrastaj¡ i zachodzi zjawisko rezonansu.

Aby wyznaczy¢ szukane charakterystyki dynamiczne badanych pªyt, nale»y roz-

wi¡za¢ uogólniony problem wªasny postaci (4.6). Rozwi¡zanie tego zagadnienia mo»-

na otrzyma¢ w ±rodowisku Octave przy pomocy polecenia:

[Q,L]=eig(K,M);

Argumentem polecenia �eig� s¡ macierze K i M wyst¦puj¡ce w uogólnionym pro-

blemie wªasnym (4.6). W wyniku rozwi¡zania tego problemu program zwraca dwie

zmienne:

Q � macierz o wymiarze ns × ns, w której kolumnach wyst¦puj¡ kolejne wektory

wªasne qa,i, przy czym i = 1, 2, 3, . . . , ns,

L � macierz diagonalna o wymiarze ns×ns zawieraj¡ca na gªównej przek¡tnej kolejne
warto±ci wªasne λi, przy czym i = 1, 2, 3, . . . , ns.

W wielu przypadkach korzystnie jest sprowadzi¢ uogólniony problem wªasny (4.6)

do standardowego problemu wªasnego postaci:(
H− λ̄I

)
q̄a = 0, (4.9)
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gdzie:

H � macierz symetryczna,

I � macierz jednostkowa,

q̄a � wektor wªasny.

Standardowy problem wªasny, wyra»ony wzorem (4.9), mo»na wówczas otrzyma¢,

stosuj¡c jeden z trzech ni»ej przedstawionych sposobów, zale»nie od osobliwo±ci ma-

cierzy K i M [7].

1. Macierze M i K s¡ nieosobliwe.

a) Mo»liwe jest wykonanie poni»szego przeksztaªcenia uogólnionego problemu

wªasnego (4.6):

(K− λM)qa = 0 / ·M−1,(
M−1K− λI

)
qa = 0. (4.10)

b) Niech M = LLT b¦dzie rozkªadem Choleskiego2 macierzy M. Wówczas rów-

nanie (4.10) sprowadza si¦ do standardowego problemu wªasnego w nast¦pu-

j¡cy sposób: (
(LT )−1L−1K− λI

)
qa = 0 / · LT ,(

L−1K− λLT
)
qa = 0,(

L−1K(L−1)T − λI
)
LTqa = 0,

(H− λI) q̄a = 0, (4.11)

gdzie H = L−1K(L−1)T oraz q̄a = LTqa.

c) Je±li macierz M jest macierz¡ diagonaln¡ (bez zer na diagonali), to macierz

odwrotn¡M−1 mo»na ªatwo obliczy¢ i wówczas wyst¦puj¡ca we wzorze (4.10)

macierz M−1K zachowuje struktur¦ macierzy K (np. pasmowo±¢, symetri¦).

2. Macierz M jest osobliwa.

a) Przypadek zachodzi przy zaªo»eniu granulacji masy w w¦zªach siatki MES.

Wówczas elementy na przek¡tnej gªównej macierzy M odpowiadaj¡ce obro-

towym stopniom swobody s¡ równe zeru. Mo»na dokona¢ poni»szego prze-

ksztaªcenia:

(K− λM)qa = 0 / ·K−1,(
I− λK−1M

)
qa = 0. (4.12)

2 Warunkiem istnienia takiego rozkªadu dla macierzy M jest jej symetria i dodatnia okre±lo-

no±¢. Macierz L wyst¦puj¡ca w rozkªadzie jest macierz¡ trójk¡tn¡ doln¡.
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b) Niech K = LLT b¦dzie rozkªadem Choleskiego macierzy K. Równanie (4.12)

sprowadza si¦ do standardowego problemu wªasnego nast¦puj¡co:(
I− λ(LT )−1L−1M

)
qa = 0 / · LT ,(

LT − λL−1M
)
qa = 0,(

I− λL−1M(LT )−1
)
LTqa = 0 / ·

(
−1

λ

)
,(

H− λ̄I
)
q̄a = 0, (4.13)

gdzie: H = L−1M(L−1)T , q̄a = LTqa oraz λ̄ = 1
λ
.

3. Macierz K jest osobliwa.

a) Przypadek zachodzi w analizie konstrukcji bez uwzgl¦dniania warunków brze-

gowych. We wzorze (4.6) nale»y wtedy podstawi¢ λ = λ0 + a, gdzie a jest

pewn¡ liczb¡ ujemn¡, której warto±¢ mo»na przyj¡¢ np. jako

a = 0,01
trK
trM

,

gdzie trK oznacza ±lad macierzy3 K.

b) Problem (4.6) sprowadza si¦ do postaci:

[(K− aM)− λ0M]qa = 0. (4.14)

c) Macierz (K − aM) jest dodatnio okre±lona4 i dalej procedur¦ sprowadza-

nia problemu (4.14) do postaci standardowej wykonuje si¦ wedªug jednego

z dwóch wcze±niej omówionych przypadków.

W programie Octave problem (4.11) mo»na rozwi¡za¢ przy pomocy nast¦puj¡-

cego ci¡gu polece«:

L=chol(M,'lower'); % rozkªad Choleskiego macierzy M

H=inv(L)*K*inv(L'); % macierz symetryczna H

[Q,Lambda]=eig(H); % wyznaczenie macierzy wektorów wªasnych Q

% oraz macierzy warto±ci wªasnych Lambda

W wyniku rozwi¡zania problemu (4.11) otrzymuje si¦ warto±ci wªasne λi oraz

wektory wªasne q̄a,i. Aby otrzyma¢ wektory wªasne qa,i dla wej±ciowego proble-

mu (4.6), nale»y dokona¢ poni»szego przeksztaªcenia:

qa,i = (LT )−1q̄a,i.

3 �ladem macierzy kwadratowej nazywa si¦ sum¦ jej elementów na gªównej przek¡tnej.
4 Zgodnie z tzw. kryterium Silvestera macierz jest dodatnio okre±lona, je»eli wyznaczniki

wszystkich jej minorów gªównych s¡ dodatnie (¹ródªo:

https://ii.uni.wroc.pl/~kosciels/algebra/pliki/macierze_dodatnio.pdf, dost¦p: 23.10.2024).
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Aby przeprowadzi¢ analiz¦ dynamiczn¡ pªyty poddanej jedynie drganiom swo-

bodnym, nale»y wykona¢ poni»sze kroki:

1. wyznaczenie globalnej macierzy sztywno±ci K pªyty z uwzgl¦dnieniem warunków

brzegowych, zgodnie z zasadami statyki,

2. wyznaczenie macierzy bezwªadno±ci M pªyty z uwzgl¦dnieniem warunków brze-

gowych,

3. rozwi¡zanie uogólnionego problemu wªasnego (4.6) lub sprowadzenie uogólnio-

nego problemu wªasnego do standardowego problemu wªasnego: (4.10), (4.11),

(4.13) lub (4.14), w zale»no±ci od zachodz¡cego przypadku odno±nie osobliwo±ci

macierzy K i M,

4. wyznaczenie szukanych cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi i wektorów postaci drga«

wªasnych qa,i oraz gra�czne przedstawienie postaci drga« wªasnych pªyty.

W analizie dynamicznej konstrukcji, z in»ynierskiego punktu widzenia, przewa»nie

wystarczaj¡ce jest wyznaczenie kilku jej pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych.

Posta¢ macierzy bezwªadno±ci M pªyty mo»na okre±li¢ na jeden z dwóch ni»ej

opisanych sposobów:

1. przyj¦cie granulacji masy w w¦zªach siatki MES

a) W podej±ciu tym zakªada si¦, »e masa pªyty jest skupiona w w¦zªach elemen-

tów sko«czonych dyskretyzuj¡cych powierzchni¦ pªyty.

b) Macierz mas jest macierz¡ diagonaln¡, a jej wymiar ns × ns jest równy wy-

miarowi macierzy sztywno±ci K pªyty.

c) Warto±ci mas skupionych wyst¦puj¡ w elementach diagonali odpowiadaj¡-

cych translacyjnym stopniom swobody. Pozostaªe elementy gªównej przek¡t-

nej s¡ wypeªnione zerami. Zatem macierz bezwªadno±ci jest osobliwa.

d) Mas¦ pªyty mo»na skupia¢ w w¦zªach siatki MES na ró»ne sposoby. Poni»ej

omówiono trzy z nich, przy czym w badaniach numerycznych prowadzonych

w niniejszej pracy zastosowano sposób pierwszy.

• Masa pªyty skupiona jest we wszystkich w¦zªach siatki MES, a wi¦c w w¦-

zªach wewn¦trznych i brzegowych. Wówczas ka»demu w¦zªowi odpowiada

masa przypadaj¡cego na niego fragmentu pªyty zgodnie z rysunkiem 4.1a).

Mas¦ skupion¡ przypadaj¡c¡ na i-ty w¦zeª siatki MES, przyjmuj¡c kolejno

i = 1, 2, 3, . . . , (m+ 1)(n+ 1), mo»na wyznaczy¢ ze wzoru:

mi = ρ · Ai ·H, (4.15)
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Rysunek 4.1. Gra�czne przedstawienie fragmentów pªyty przypadaj¡cych na poszczególne

masy skupione: we wszystkich w¦zªach siatki MES (a), w wewn¦trznych w¦zªach siatki

MES przy nierównym rozdziale mas na poszczególne w¦zªy (b)

gdzie:

ρ � g¦sto±¢ materiaªu pªyty [kg/m3],

Ai � pole powierzchni pªyty przypadaj¡ce na i-ty w¦zeª siatki MES [m2],

H � grubo±¢ pªyty [m].

Przy podziale pªyty na jednakowe elementy sko«czone otrzymuje si¦ trzy

ró»ne warto±ci mas skupionych:

m1 = ρ · h · k ·H dla w¦zªów wewn¦trznych,

m2 = ρ · 1

2
· h · k ·H dla w¦zªów wewn¦trznych na kraw¦dziach,

m3 = ρ · 1

4
· h · k ·H dla w¦zªów naro»nych.

• Masa pªyty skupiona jest tylko w w¦zªach wewn¦trznych siatki MES i za-

kªada si¦, »e wszystkie masy skupione maj¡ równe warto±ci, które wyzna-

cza si¦ ze wzoru:

mi =
ρ · A ·B ·H

ne
, (4.16)

gdzie:

A, B � wymiary pªyty [m]

ne = m · n � ª¡czna liczba elementów sko«czonych.

• Masa pªyty skupiona jest tylko w w¦zªach wewn¦trznych siatki MES, a w¦-

zªom wewn¦trznym przy kraw¦dziach i przy naro»ach odpowiadaj¡ wi¦k-
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sze warto±ci masy. Obszary przypadaj¡ce na poszczególne masy skupione

przedstawiono na rysunku 4.1b). Otrzymuje si¦ trzy ró»ne warto±ci mas:

m1 = ρ · h · k ·H dla w¦zªów wewn¦trznych,

m2 = ρ · 3

2
· h · k ·H dla w¦zªów wewn¦trznych na kraw¦dziach,

m3 = ρ · 9

4
· h · k ·H dla w¦zªów naro»nych.

2. utworzenie macierzy bezwªadno±ci przy zaªo»eniu ci¡gªego rozkªadu masy, tzn.

wykorzystuj¡c funkcje ksztaªtu

a) Zgodnie z prac¡ [7] macierz bezwªadno±ci dla pojedynczego elementu sko«-

czonego dyskretyzuj¡cego powierzchni¦ pªyty mo»na wyznaczy¢ z poni»szego

wzoru:

Me =

∫
Ωe

NT
m ρ̄NmdΩe, (4.17)

gdzie

Nm =


1
∂
∂x
∂
∂y

 ·Ne =


N e

1 N e
2 N e

3 . . . N e
12

∂Ne
1

∂x

∂Ne
2

∂x

∂Ne
3

∂x
. . .

∂Ne
12

∂x
∂Ne

1

∂y

∂Ne
2

∂y

∂Ne
3

∂y
. . .

∂Ne
12

∂y

 (4.18)

jest macierz¡ zawieraj¡c¡ pochodne cz¡stkowe pierwszego rz¦du z funkcji

ksztaªtu charakteryzuj¡cych element sko«czony. Natomiast macierz ρ̄ zale»y

od g¦sto±ci materiaªu pªyty i okre±la j¡ wzór:

ρ̄ =


ρH 0 0

0 ρH3

12
0

0 0 ρH3

12

 . (4.19)

b) Macierz bezwªadno±ci elementu sko«czonego wyznaczona ze wzoru (4.17) na-

zywa si¦ macierz¡ konsystentn¡ i jest ona peªna oraz symetryczna. Poniewa»

otrzymuje si¦ j¡ z tych samych funkcji ksztaªtu, przy u»yciu których uzyskuje

si¦ macierz sztywno±ci Ke, okre±la si¦ j¡ te» jako macierz konsekwentn¡. Jej

elementy oblicza si¦ przy pomocy metod caªkowania numerycznego. Mo»na

wykona¢ caªkowanie np. metod¡ Gaussa lub wykorzysta¢ podej±cie autorskie,

które opisano w podrozdziale 3.2.1 (wzór (3.19) i rysunek 3.2).

c) Globaln¡ macierz bezwªadno±ci M dla caªej pªyty otrzymuje si¦ przy zasto-

sowaniu algorytmu agregacji macierzy bezwªadno±ciMe kolejnych elementów

sko«czonych e = 1, 2, 3, . . . ,mn. Agregacj¦ macierzy bezwªadno±ci wykonu-
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je si¦ w sposób analogiczny jak w przypadku macierzy sztywno±ci. Mo»na

symbolicznie zapisa¢:

M =
mn∑
e=1

Me. (4.20)

Uwzgl¦dnienie warunków brzegowych w macierzy M polega na wypeªnieniu zera-

mi wierszy i kolumn odpowiadaj¡cych zeruj¡cym si¦ stopniom swobody, zgodnie

z zadanymi warunkami podparcia na kraw¦dziach.

4.2. Równanie ruchu pªyty w uj¦ciu MRS

Aby otrzyma¢ cz¦sto±ci i postacie drga« wªasnych pªyty o zmiennej sztywno±ci

przy zastosowaniu metody ró»nic sko«czonych, nale»y skorzysta¢ z ukªadu równa«

pozwalaj¡cego wyznaczy¢ ugi¦cia wij w w¦zªach siatki MRS dla przypadku obci¡-

»enia statycznego. Ten ukªad równa« zostaª wyprowadzony w podrozdziale 3.2.2

i wyra»a si¦ wzorem (3.85). W macierzy ∆ ukªadu wprowadza si¦ odpowiednie wa-

runki brzegowe pªyty, zgodnie z zasadami opisanymi w podrozdziale 3.2.2.

W przypadku analizy drga« wªasnych pªyty nale»y zaªo»y¢, »e jest ona obci¡»ona

tylko siªami bezwªadno±ci, a wi¦c intensywno±¢ obci¡»enia w punkcie jej powierzchni

o wspóªrz¦dnych (x, y) wyra»a si¦ wzorem:

p(x, y) = B(x, y) = −m · ∂
2w(x, y, t)

∂t2
, (4.21)

gdzie:

m � masa pªyty na jednostk¦ powierzchni wyra»ona w kg/m2,

w(x, y, t) � przemieszczenie pionowe punktu pªyty o wspóªrz¦dnych (x, y) w chwili t.

Przy pomocy wzoru (4.21) mo»na wyznaczy¢ elementy wektora wyrazów wol-

nych (3.94) w ukªadzie równa« (3.85). Nale»y wówczas zbiór punktów powierzchni

pªyty okre±lonych przez wspóªrz¦dne (x, y) zast¡pi¢ dyskretnym zbiorem punktów

(i, j) stanowi¡cych w¦zªy siatki MRS. Otrzymuje si¦ wtedy wzór na elementy wek-

tora p:

pij = Bij = −mij

Aij
· d

2wij(t)

dt2
, (4.22)

gdzie:

mij � masa cz¦±ci pªyty przypadaj¡cej na w¦zeª (i, j) siatki MRS,

Aij � pole powierzchni cz¦±ci pªyty przypadaj¡cej na w¦zeª (i, j) siatki MRS,

wij(t) � przemieszczenie pionowe punktu (i, j) pªyty w chwili t.
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Ze wzoru (4.22) wynika, »e intensywno±¢ obci¡»enia p dziaªaj¡cego na pªyt¦ jest

staªa na powierzchni Aij. Przemieszczenie pionowe punktu (i, j) pªyty w chwili t

mo»na wyrazi¢ wzorem:

wij(t) = Wij sin(ωt), (4.23)

gdzie:

Wij � amplituda drga« punktu (i, j) pªyty,

ω � cz¦sto±¢ drga« wªasnych pªyty.

Po podstawieniu (4.23) do (4.22) otrzymuje si¦:

pij = −mij

Aij
· (−Wijω

2 sin(ωt)) = m̃ij ·Wijω
2 sin(ωt), (4.24)

gdzie przyj¦to oznaczenie m̃ij = mij/Aij. Wzory (4.24) oraz (4.23) nale»y podstawi¢

do równania (3.39). Po podzieleniu powstaªego równania stronami przez sin(ωt)

i zestawieniu równa« dla wszystkich w¦zªów siatki MRS otrzymuje si¦ ukªad równa«

postaci:

∆ ·


W1

W2

...

Wn+1


=


m̃1 ω

2 W1

m̃2 ω
2 W2

...

m̃n+1 ω
2 Wn+1


,

który mo»na te» zapisa¢ równowa»nie jak poni»ej:

∆ ·


W1

W2

...

Wn+1


= ω2 ·


m̃1

m̃2

. . .

m̃n+1

 ·


W1

W2

...

Wn+1


, (4.25)

gdzie

m̃j =


m̃1,j

m̃2,j

. . .

m̃m+1,j

 oraz Wj =


W1,j

W2,j

...

Wm+1,j


(4.26)

dla j = 1, 2, 3, . . . , n + 1. Wzór (4.25) stanowi uogólniony problem wªasny nast¦pu-

j¡cej postaci:

(∆− ω2 M)W = 0, (4.27)
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gdzie

M =


m̃1

m̃2

. . .

m̃n+1

 oraz W =


W1

W2

...

Wn+1


. (4.28)

Rozwi¡zaniem problemu wªasnego (4.27) s¡ warto±ci wªasne λ = ω2 oraz wektory

wªasneW. Problem wªasny (4.27) ró»ni si¦ od zagadnienia wªasnego (4.6) wyznaczo-

nego przy pomocy MES tym, »e w przypadku MRS macierz sztywno±ciK zast¡piono

macierz¡ operatorów ró»nicowych ∆. Ponadto macierz mas M w metodzie ró»nic

sko«czonych wyznacza si¦ jedynie jako diagonaln¡ z przyj¦ciem zaªo»enia granulacji

masy w w¦zªach siatki MRS. Warto±ci mas w tej macierzy s¡ wyra»one w kg na

jednostk¦ powierzchni pªyty (przewa»nie na 1 m2). Zagadnienie wªasne wyra»one

wzorem (4.27) charakteryzuje si¦ mniejszym wymiarem w porównaniu z proble-

mem wªasnym (4.6), poniewa» niewiadomymi s¡ w nim jedynie przemieszczenia

translacyjne. W metodzie elementów sko«czonych wyznacza si¦ warto±ci zarówno

translacyjnych, jak i obrotowych stopni swobody.

W przypadku pªyty, na powierzchni której zde�niowano siatk¦ MRS o wymia-

rze m × n podobszarów, odpowiednio wzdªu» kraw¦dzi poziomej i pionowej, ka»-

demu punktowi o wspóªrz¦dnych (xi, yj) mo»na przypisa¢ mas¦ posiadaj¡c¡ numer

k = (j − 1)m+ j + i− 1. Numeracj¦ mas skupionych w w¦zªach siatki MRS przed-

stawiono na rysunku 4.2. Zaznaczono na nim równie» fragmenty powierzchni pªyty

przypadaj¡ce na poszczególne masy.

Aby wyznaczy¢ macierz M w programie Octave, nale»y w pierwszej kolejno±ci

utworzy¢ macierz pomocnicz¡ o wymiarze 4 × (m + 1)(n + 1) zawieraj¡c¡ w ko-

lumnach wspóªrz¦dne (xp, xk, yp, yk) obszarów przypadaj¡cych na kolejne masy sku-

pione. Wspóªrz¦dne charakteryzuj¡ce dany obszar przedstawiono na rysunku 4.3.

Na podstawie rysunków 4.2 oraz 4.3 mo»na stwierdzi¢, »e macierz pomocnicza ze

wspóªrz¦dnymi podobszarów pªyty posiada nast¦puj¡c¡ struktur¦:
0 h

2
3h
2

. . . (2m−1)h
2

0 h
2

3h
2

. . . (2m−1)h
2

· · · 0 h
2

. . . (2m−1)h
2

h
2

3h
2

5h
2

. . . mh h
2

3h
2

5h
2

. . . mh · · · h
2

3h
2

. . . mh

0 0 0 . . . 0 k
2

k
2

k
2

. . . k
2

· · · (2n−1)k
2

(2n−1)k
2

. . . (2n−1)k
2

k
2

k
2

k
2

. . . k
2

3k
2

3k
2

3k
2

. . . 3k
2

· · · nk nk . . . nk

 .
(4.29)

Dla ka»dej masy punktowej nale»y wyznaczy¢ obj¦to±¢ obszaru, który na ni¡

przypada jako caªk¦ podwójn¡ z funkcji grubo±ci pªyty H(x, y). Dla l-tej masy
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Rysunek 4.2. Numeracja mas skupionych w w¦zªach siatki MRS dla pªyty o zmiennej

sztywno±ci

Rysunek 4.3. Oznaczenie wspóªrz¦dnych okre±laj¡cych poªo»enie obszarów pªyty przypa-

daj¡cych na masy skupione w w¦zªach siatki MRS

punktowej obj¦to±¢ ta wyra»ona jest wzorem:

Vl =

∫ xk

xp

∫ yk

yp

H(x, y)dydx. (4.30)

Caªk¦ (4.30) mo»na obliczy¢, korzystaj¡c z opracowanej w ±rodowisku Octave proce-

dury caªkowania po obszarze prostok¡tnym przy u»yciu metody Gaussa lub metody

autorskiej opisanej w podrozdziale 3.2.1. Po wyznaczeniu obj¦to±ci wszystkich pod-

obszarów okre±la si¦ ich mas¦ na podstawie znanej warto±ci g¦sto±ci materiaªu pªyty.

Nast¦pnie otrzymane warto±ci mas dzieli si¦ przez powierzchni¦ przypadaj¡cego na

nie obszaru. Tak obliczone masy, wyra»one w kg/m2, s¡ wpisywane jako elementy

przek¡tnej gªównej macierzy mas pªyty M.
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4.3. Przykªady analizy dynamicznej pªyt w pró»ni

W niniejszym podrozdziale przedstawiono kilka przykªadów wyznaczania cz¦sto-

±ci i postaci drga« wªasnych pªyt przy zastosowaniu metody elementów sko«czonych

i metody ró»nic sko«czonych. Przyj¦to ró»ne schematy podparcia badanych pªyt.

Badania przeprowadzono dla pªyt o staªej i zmiennej grubo±ci.

Przykªad 4.1. [25] Drgania wªasne pªyty o staªej grubo±ci, podpartej swobodnie na

obwodzie

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ kwadratow¡ o schemacie podparcia przedsta-

wionym na rysunku 3.10b). Dªugo±¢ boku badanej pªyty wynosi 2,0 m, a grubo±¢

przyj¦to staª¡ na caªej powierzchni i równ¡ 0,01 m. Pªyt¦ wykonano z materiaªu

izotropowego o module Younga E = 205 GPa, wspóªczynniku Poissona ν = 0, 3

i g¦sto±ci ρ = 7850 kg/m3. W tabeli 4.1 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga«

wªasnych pªyty otrzymane przy zastosowaniu metody elementów sko«czonych oraz

metody ró»nic sko«czonych dla siatki o wymiarze 20× 20. Aby wyznaczy¢ cz¦sto±ci

drga« wªasnych przy u»yciu metody elementów sko«czonych, przyj¦to konsystentn¡

macierz bezwªadno±ci pªyty. W celu otrzymania macierzy mas i sztywno±ci pªyty

zastosowano autorskie metody caªkowania, gdzie punkty caªkowania rozmieszczono

zgodnie z rysunkiem 3.2a), d), e). Otrzymane wyniki porównano z warto±ciami otrzy-

manymi analitycznie [11] oraz przy zastosowaniu metody elementów brzegowych [9].

Na rysunku 4.4 przedstawiono wygenerowane w ±rodowisku Octave postacie drga«

wªasnych odpowiadaj¡ce wyznaczonym cz¦sto±ciom. Wykresy postaci drga« uzyska-

no przy wykorzystaniu metody ró»nic sko«czonych.

Tabela 4.1. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla pªyty z przykªadu 4.1

Cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr anal. MEB MES, MES, MES, MRS

[11] [9] rys 3.2a) rys 3.2d) rys 3.2e)

1 76,313 76,318 76,204 76,202 76,197 76,195

2, 3 190,783 190,710 190,322 190,305 190,269 189,549

4 305,253 304,918 303,526 303,492 303,420 302,902

5 381,567 380,805 380,417 380,338 380,168 375,368

Na podstawie danych zawartych w tabeli 4.1 mo»na stwierdzi¢, »e warto±ci cz¦-

sto±ci drga« wªasnych pªyty otrzymane przy pomocy MES i ró»nych sposobów caªko-

wania numerycznego oraz w uj¦ciu MRS s¡ do siebie bardzo zbli»one. Nie odbiegaj¡

one znacz¡co od wyników zawartych w znanych pozycjach literaturowych [9, 11].
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Najbli»sze wynikom analitycznym s¡ warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych wyznaczone

przy u»yciu MES oraz caªkowania numerycznego z rozmieszczeniem punktów caªko-

wania wedªug rysunku 3.2a). Ró»nica procentowa mi¦dzy wynikami numerycznymi

i analitycznymi nie przekracza w tym przypadku 1%. Najbardziej odbiegaj¡ od war-

to±ci analitycznych cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane przy u»yciu MRS. Jednak

i w tym przypadku wyniki do czwartej cz¦sto±ci drga« wªasnych mo»na uzna¢ za

zadowalaj¡ce z uwagi na ró»nic¦ procentow¡ nie przekraczaj¡c¡ 1% w odniesieniu do

warto±ci wyznaczonych analitycznie. Jedynie w przypadku dalszej, pi¡tej cz¦sto±ci

drga« ró»nica ta przekracza 1%.

Rysunek 4.4. Pi¦¢ pierwszych postaci drga« wªasnych pªyty kwadratowej swobodnie pod-

partej z przykªadu 4.1

Przykªad 4.2. [25] Drgania wªasne pªyty o staªej grubo±ci, utwierdzonej na jednej

kraw¦dzi

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ kwadratow¡ utwierdzon¡ na jednej kraw¦dzi.

Dªugo±¢ boku badanej pªyty wynosi 2,0 m, a grubo±¢ przyj¦to staª¡ na caªej po-

wierzchni i równ¡ 0,05 m. Materiaª pªyty oraz geometri¦ siatek MES i MRS przy-

j¦to jak w przykªadzie 4.1. Otrzymane warto±ci pierwszych czterech cz¦sto±ci drga«
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wªasnych w uj¦ciu metod numerycznych MES oraz MRS pokazano w tabeli 4.2.

Wyniki porównano z warto±ciami otrzymanymi przy u»yciu MEB, zawartymi w po-

zycji literaturowej [9]. Odpowiadaj¡ce postacie drga« wªasnych przedstawiono na

rysunku 4.5.

Tabela 4.2. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla pªyty z przykªadu 4.2

Cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr MEB MES, MES, MES, MRS

[9] rys. 3.2a) rys. 3.2d) rys. 3.2e)

1 66,924 67,087 67,086 67,085 68,018

2 164,302 164,372 164,369 164,356 183,713

3 415,787 411,253 411,240 411,207 406,904

4 533,809 524,961 524,974 524,974 546,831

Rysunek 4.5. Cztery pierwsze postacie drga« wªasnych pªyty kwadratowej wspornikowej

z przykªadu 4.2

Analizuj¡c wyniki zestawione w tabeli 4.2, mo»na stwierdzi¢, »e najbli»sze wyni-

kom zawartym w literaturze s¡ cz¦sto±ci drga« wªasnych uzyskane przy u»yciu MES

oraz caªkowania numerycznego z punktami caªkowania rozmieszczonymi wedªug ry-
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sunku 3.2e). W tym przypadku ró»nice procentowe nie przekraczaj¡ 1% dla pierwszej

i drugiej cz¦sto±ci drga« wªasnych. Wyniki oblicze« numerycznych otrzymane przy

zastosowaniu MRS bardziej odbiegaj¡ od warto±ci z literatury. Ju» w przypadku

pierwszej cz¦sto±ci drga« ró»nica mi¦dzy wynikami przekracza 1%. Mo»na sformu-

ªowa¢ wniosek, »e w metodzie ró»nic sko«czonych nale»y zastosowa¢ wi¦ksz¡ g¦sto±¢

siatki w porównaniu z dyskretyzacj¡ wedªug metodologii MES.

Przykªad 4.3. [25] Drgania wªasne pªyty o zmiennej grubo±ci, utwierdzonej na jed-

nej kraw¦dzi

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ kwadratow¡ utwierdzon¡ na jednej kraw¦dzi.

Dªugo±¢ boku badanej pªyty wynosi A = 2,0 m. Przyj¦to, »e pªyta ma liniowo

zmienn¡ grubo±¢ w jednym kierunku. Przekrój pªyty przyj¦to jak w przykªadzie 3.3

i przedstawiono na rysunku 3.13. Minimalna grubo±¢ pªyty wyst¦puje przy swo-

bodnej kraw¦dzi i wynosi ona H2 = 0,05 m. Maksymalna grubo±¢ pªyty zloka-

lizowana jest wzdªu» kraw¦dzi utwierdzonej i przyjmuje ona warto±ci ze zbioru

H1 = {0,1, 0,15, 0,2} m. Materiaª pªyty przyj¦to identyczny jak w dwóch poprzed-

nich przykªadach. Warto±ci czterech pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane

przy wykorzystaniu metody ró»nic sko«czonych przedstawiono w tabeli 4.3 dla trzech

ró»nych grubo±ciH1 pªyty oraz siatki MRS 20×20. Ponadto dla grubo±ciH1 = 0,2 m

wyznaczono cz¦sto±ci drga« przy u»yciu czterech ró»nych g¦sto±ci siatki MRS w celu

sprawdzenia zbie»no±ci otrzymywanych wyników.

Tabela 4.3. Cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 4.3 wyznaczone dla ró»nych war-

to±ci grubo±ci maksymalnej H1 pªyty, przy u»yciu czterech g¦sto±ci siatek MRS

Rozw. MRS � cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr Rozw. dla siatki 20× 20 Rozw. dla H1 = 0,2 m i ró»nych siatek MRS

H1 = 0,1 m H1 = 0,15 m 14× 14 20× 20 30× 30 40× 40

1 144,138 227,247 311,880 315,428 316,993 317,363

2 252,741 320,410 418,410 391,302 374,641 366,782

3 611,177 758,965 892,306 886,417 878,680 873,270

4 767,513 1004,124 1267,733 1244,375 1239,151 1237,176

Postacie drga« wªasnych dla rozpatrywanych przypadków pªyty o zmiennej gru-

bo±ci s¡ bardzo podobne do tych przedstawionych na rysunku 4.5. Ró»nica polega

jedynie na tym, »e ekstremalne warto±ci na wykresach, w miar¦ wzrostu ró»nicy gru-

bo±ci pªyty na swobodnej kraw¦dzi w porównaniu z kraw¦dzi¡ utwierdzon¡, ulegaj¡

przesuni¦ciu w kierunku obszarów pªyty o mniejszej sztywno±ci.
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Analizuj¡c wyniki przedstawione w tabeli 4.3, mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e war-

to±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane dla pªyty o zmiennej liniowo sztywno±ci

rosn¡ wraz ze wzrostem grubo±ci pªyty przy jej utwierdzonej kraw¦dzi. W przypadku

pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych dwukrotne zwi¦kszenie grubo±ci H1 pªyty przy

utwierdzonej kraw¦dzi w odniesieniu do grubo±ci H2 przy kraw¦dzi swobodnej powo-

duje okoªo 2,15-krotny wzrost warto±ci tej cz¦sto±ci w porównaniu z pªyt¡ o staªej

grubo±ci H = H2. W przypadku 3- i 4-krotnego zwi¦kszenia grubo±ci pªyty przy

utwierdzonej kraw¦dzi wzrost pierwszej cz¦sto±ci drga« jest odpowiednio 3,4- oraz

4,7-krotny.

Z przeprowadzonego testu zbie»no±ci wyników dla ró»nych siatek MRS mo»na

wywnioskowa¢, »e cz¦sto±ci drga«, poza drug¡, zmieniaj¡ si¦ nieznacznie pocz¡wszy

od siatki o g¦sto±ci 30 × 30, ze wzgl¦du na ró»nic¦ w odniesieniu do siatki 20 × 20

nie przekraczaj¡c¡ 1%. Dla drugiej cz¦sto±ci drga« zaleca si¦ wykonanie oblicze« dla

siatki g¦stszej ni» 40 × 40 i sprawdzenie ponownie zbie»no±ci uzyskanych wyników

wedªug przyj¦tego kryterium ró»nicy procentowej dla dwóch s¡siednich siatek nie

wi¦kszej od 1%.

Przykªad 4.4. [25] Drgania wªasne swobodnie podpartej pªyty ortotropowej o staªej

grubo±ci

W niniejszym przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ kwadratow¡ o schemacie podpar-

cia i wymiarach identycznych jak w przykªadzie 4.1. Ró»nica polega jedynie na

przyj¦tym materiale, z którego pªyta jest wykonana. Przyj¦to materiaª ortotropowy,

a wi¦c wykazuj¡cy ró»ne wªa±ciwo±ci w dwóch ortogonalnych kierunkach, skªadaj¡cy

si¦ z boru i »ywicy epoksydowej. Staªe materiaªowe przyjmuj¡ nast¦puj¡ce warto-

±ci [109]:

• podªu»ny moduª Younga: E1 = 211 GPa,

• poprzeczny moduª Younga: E2 = 24,1 GPa,

• moduª ±cinania: G12 = 6,9 GPa,

• wi¦kszy wspóªczynnik Poissona: ν12 = 0,36,

• mniejszy wspóªczynnik Poissona: ν21 = ν12 · E2

E1
= 0,041,

• g¦sto±¢ materiaªu: ρ = 1967 kg/m3.

Elementy macierzy D zawieraj¡cej sztywno±ci pªyty na zginanie i skr¦canie wy-

znaczono na podstawie wzorów (3.3) oraz (3.4). W tabeli 4.4 zestawiono warto-

±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych badanej pªyty, które otrzymano przy u»yciu metody

elementów sko«czonych, stosuj¡c dwie ró»ne dyskretyzacje powierzchni pªyty oraz
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trzy metody caªkowania niestandardowego z przyj¦ciem punktów caªkowania zgodnie

z rysunkiem 3.2a), d), e).

Tabela 4.4. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 4.4 wyznaczone przy

u»yciu ró»nych metod numerycznego caªkowania oraz dwóch sposobów dyskretyzacji po-

wierzchni pªyty zgodnie z MES

Rozw. MES � cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr Rozw. dla siatki 10× 10 Rozw. dla siatki 20× 20

rys. 3.2a) rys. 3.2d) rys. 3.2e) rys. 3.2a) rys. 3.2d) rys. 3.2e)

1 84,896 84,882 84,853 85,393 85,390 85,382

2 140,227 140,173 140,055 141,849 141,835 141,805

3 255,029 254,821 254,351 257,968 257,913 257,795

4 303,225 303,086 302,781 305,323 305,287 305,212

Podsumowuj¡c wyniki z tabeli 4.4, mo»na zauwa»y¢, »e ró»nice mi¦dzy warto-

±ciami cz¦sto±ci drga« otrzymanymi przy u»yciu siatek MES 10 × 10 oraz 20 × 20

s¡ najmniejsze dla rozmieszczenia punktów caªkowania zgodnie z rysunkiem 3.2a).

Wynosz¡ one: dla pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych 0,6%, dla drugiej i trzeciej

okoªo 1,15% oraz dla czwartej cz¦sto±ci 0,7%. Mo»na wi¦c przyj¡¢, »e zadowalaj¡ce

wyniki uzyskano przy zastosowaniu siatki 20×20, przyjmuj¡c jako kryterium ró»nic¦

warto±ci w odniesieniu do siatki 10×10 wynosz¡c¡ okoªo 1% (dopuszczono niewielkie

przekroczenie tego progu).

W badanej pªycie ortotropowej warto±¢ pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych ulegªa

zwi¦kszeniu o okoªo 12% w porównaniu z pªyt¡ izotropow¡ rozpatrywan¡ w przy-

kªadzie 4.1, o tych samych wymiarach i podparciu. Druga i trzecia cz¦sto±¢ drga«

zmniejszyªy si¦ odpowiednio o okoªo 25% i 35%, a czwarta pozostaªa praktycznie

niezmieniona w porównaniu z pªyt¡ izotropow¡.
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zanurzonych w pªynie

Tematyka niniejszego rozdziaªu dotyczy wyznaczania charakterystyk dynamicz-

nych pªyt prostok¡tnych umieszczonych w o±rodku zewn¦trznym innym ni» pró»-

nia. Przyj¦to, »e pªyta otoczona jest caªkowicie lub cz¦±ciowo ciecz¡ o g¦sto±ci ρc.

W przeprowadzanych badaniach zaªo»ono, »e pªyn otaczaj¡cy pªyt¦ jest nie±ci±liwy,

nielepki i przylega ±ci±le do powierzchni pªyty. Pomini¦to te» dodatkowy przepªyw

pªynu wynikaj¡cy z drga« pªyty. Ponadto przyj¦to, »e drgania pªynu odbywaj¡ si¦

z pomijalnie maªymi amplitudami [25].

Ciecz, w której umieszczona jest badana pªyta, stanowi ¹ródªo �dodatkowych siª

bezwªadno±ci zwi¡zanych z jej mas¡ oraz siª tªumienia zwi¡zanych ze zjawiskiem

wypromieniowywania energii� [9]. W obliczeniach przeprowadzonych w niniejszej

pracy obecno±¢ pªynu uwzgl¦dniono przy zastosowaniu metody elementów brzego-

wych (MEB), zgodnie z zasadami przedstawionymi w [9]. Za pomoc¡ odpowiedniego

algorytmu opracowanego w ±rodowisku Octave wyznaczono macierz bezwªadno±ci

pªynu Mc, która jest macierz¡ peªn¡. Nast¦pnie elementy tej macierzy dodano do

odpowiednich elementów macierzy bezwªadno±ci pªyty Mp, odnosz¡cych si¦ do jej

translacyjnych stopni swobody. W ten sposób utworzono macierz bezwªadno±ciMpc

ukªadu pªyta�ciecz, któr¡ wykorzystano do rozwi¡zania problemu wªasnego (4.6)

lub (4.27) i w konsekwencji do wyznaczenia cz¦sto±ci i postaci drga« wªasnych ana-

lizowanego ukªadu. Macierz bezwªadno±ci pªyty wyznaczono zgodnie z zasadami

opisanymi w rozdziale 4.

Niniejszy rozdziaª rozpocz¦to od wprowadzenia teoretycznego, w którym opisano

w sposób skrócony zasad¦ wyznaczania macierzy bezwªadno±ci cieczy przy zastoso-

waniu metody elementów brzegowych. W kolejnych dwóch podrozdziaªach omówiono

metodyk¦ otrzymywania charakterystyk dynamicznych pªyty zanurzonej caªkowicie

lub cz¦±ciowo w cieczy przy u»yciu kombinacji metod numerycznych MES�MEB

oraz MRS�MEB. Na zako«czenie rozdziaªu przedstawiono kilka przykªadów nume-

rycznych, w których wyznaczono cz¦sto±ci drga« wªasnych zanurzonych w pªynie

pªyt o staªej lub zmiennej sztywno±ci i ró»norakich warunkach podparcia. Podobnie

jak w poprzednich rozdziaªach, do testów numerycznych wykorzystano autorskie

algorytmy opracowane w ±rodowisku Octave.
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5.1. Wyznaczanie macierzy bezwªadno±ci pªynu przy

zastosowaniu MEB

W niniejszej pracy obecno±¢ pªynu otaczaj¡cego pªyt¦ uwzgl¦dniono przy u»yciu

metody elementów brzegowych na podstawie pracy [9]. Na wst¦pie powierzchni¦

pªyty nale»y zdyskretyzowa¢, dziel¡c j¡ naN podobszarów prostok¡tnych, przy czym

powierzchnia i-tego podobszaru wynosi Si. Przyj¦te podobszary, dalej nazywane

podobszarami cieczy, speªniaj¡ rol¦ elementów brzegowych typu �constans� o jednym

punkcie kolokacji. W dalszym ci¡gu przyj¦to podziaª powierzchni pªyty na N = c · d
równych podobszarów prostok¡tnych o wymiarach h1 × k1, z których ka»dy ma

powierzchni¦ S = h1k1. Dyskretyzacj¦ pªyty na jednakowe podobszary cieczy wraz

z ich numeracj¡ przedstawiono na rysunku 5.1.

Rysunek 5.1. Dyskretyzacja pªyty caªkowicie zanurzonej w pªynie z u»yciem jednakowych

podobszarów cieczy o ksztaªcie prostok¡tnym

Zgodnie z [9] potencjaª pola pr¦dko±ci ±ci±liwego i nielepkiego pªynu dla drga«

o maªych amplitudach ϕ(x, t) = ϕ̃(x) · eiωt speªnia równanie Helmholtza:

∇2ϕ̃+ κ2ϕ̃ = 0, (5.1)

gdzie:

x = (x, y, z) � wektor poªo»enia dowolnie przyj¦tego w przestrzeni punktu P ,

κ = ω/a0 � wspóªczynnik ±ci±liwo±ci cieczy przyjmuj¡cy warto±¢ zero w przypadku

cieczy nie±ci±liwej,

a0 � pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w cieczy,
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ω = ωRe + iωIm � cz¦sto±¢ koªowa drga« wªasnych, przy czym dla cieczy nie±ci±liwej

cz¦±¢ urojona ωIm = 0.

Rozwi¡zanie równania (5.1) mo»na przedstawi¢ jako �potencjaª warstwy podwój-

nej w postaci brzegowego równania caªkowego� [9]. Dla tego równania przyj¦to wa-

runki brzegowe typu Neumanna, tzn.

∂ϕ(x, t)

∂z
=
∂w(x, t)

∂t
, (5.2)

gdzie w(x, t) = w̃(x)eiωt oznacza przemieszczenie normalne powierzchni ±rodkowej

pªyty. Po odpowiednich przeksztaªceniach przedstawionych szczegóªowo w pracy [9]

otrzymuje si¦ brzegowe równanie caªkowe ª¡cz¡ce amplitudy przemieszcze« z ampli-

tudami ci±nienia hydrodynamicznego:

ω2 · w̃(xm, ym) = − 1

4πρc

N∑
n=1

∆pn

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
e−iκr

r

)]
z→0

dSn, (5.3)

gdzie:

w̃(xm, ym) � amplituda przemieszczenia punktu pªyty o wspóªrz¦dnych (xm, ym) po-

zwalaj¡ca zapisa¢ przemieszczenie normalne powierzchni ±rodkowej pªyty przy po-

mocy wzoru: w(xm, ym, t) = w̃(xm, ym)eiωt,

∆pn � amplituda wypadkowego wektora ci±nienia hydrodynamicznego w punkcie

(xn, yn) na powierzchni Sn pªyty,

ρc � g¦sto±¢ cieczy otaczaj¡cej pªyt¦.

Równanie (5.3) mo»na zapisa¢ w poni»szej postaci macierzowej:

−4πρc ω
2w̃ = Hp̃, (5.4)

gdzie H jest macierz¡ kwadratow¡ zespolon¡ o wymiarze N × N (N � liczba pod-

obszarów cieczy na powierzchni pªyty), której elementy wyra»one s¡ wzorem:

Hmn =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
e−iκr

r

)]
z→0

dSn. (5.5)

Siªy hydrodynamiczne dziaªaj¡ce na powierzchni¦ pªyty mo»na macierzowo za-

pisa¢ w postaci:

P = −Mc ω
2 w̃, (5.6)

gdzie Mc jest macierz¡ bezwªadno±ci (mas) cieczy wyra»on¡ wzorem:

Mc = 4πρc SH
−1. (5.7)
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Z kolei macierz S jest macierz¡ diagonaln¡, w której na gªównej przek¡tnej wyst¦puj¡

pola powierzchni kolejnych podobszarów cieczy Sn, tzn.

S =



S1 0 0 · · · 0

0 S2 0 · · · 0

0 0 S3 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · SN


, (5.8)

przy czym dla równych podobszarów: S1 = S2 = S3 = · · · = SN = S = h1k1.

Aby obliczy¢ caªk¦ (5.5) metod¡ przybli»on¡, nale»y zapisa¢ w postaci algebraicz-

nej liczb¦ zespolon¡ e−iκr wyst¦puj¡c¡ w wyra»eniu podcaªkowym. Powstaªe w ten

sposób funkcje sinus i cosinus rozwija si¦ nast¦pnie w szereg pot¦gowy (dwa pierwsze

czªony szeregu). Otrzymuje si¦ wtedy nast¦puj¡ce wyra»enie:

e−iκr

r
=

cosκr − i sinκr

r
≈ 1

r

[
1− κ2r2

2
− i
(
κr − κ3r3

6

)]
. (5.9)

Poniewa» r =
√
x2 + y2 + z2, wi¦c mo»na zapisa¢ poni»sze wzory na pochodne:

∂

∂z

(
1

r

)
= − 1

r2
· 1

2r
· 2z = − 1

r3
z,

[
∂2

∂z2

(
1

r

)]
z→0

= − 1

r3
,

∂

∂z
(r) =

1

2r
· 2z =

z

r
,

[
∂2

∂z2
(r)

]
z→0

=
1

r
,

∂

∂z

(
r2
)

= 2r · 1

2r
· 2z = 2z,

[
∂2

∂z2

(
r2
)]

z→0

= 2.

Ostatecznie wyra»enie pod caªk¡ we wzorze (5.5) przyjmuje posta¢ przybli»on¡:[
∂2

∂z2

(
e−iκr

r

)]
z→0

≈ − 1

r3
− κ2

2r
+ i

κ3

3
= f1 +

κ2

2
f2 + i

κ3

3
, (5.10)

gdzie:

f1 = − 1

r3
, (5.11)

f2 = −1

r
. (5.12)

Zatem elementy macierzy H mo»na wyrazi¢ poni»szym wzorem przybli»onym:

Hmn ≈
∫
Sn

(
f1 +

κ2

2
f2 + i

κ3

3

)
dSn. (5.13)
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W niniejszej pracy przyj¦to do bada« przypadek cieczy nie±ci±liwej, tzn. κ = 0.

Wówczas wzór (5.13) upraszcza si¦ do:

Hmn ≈ −
∫
Sn

1

r3
dSn. (5.14)

Przy wyznaczaniu elementów macierzy H wedªug wzoru (5.14) nale»y pami¦ta¢,

»e m oznacza w tym przypadku numer punktu kolokacji, w którym przyjmuje si¦

pocz¡tek lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych, a n oznacza numer kolejnego podobszaru

cieczy (m,n = 1, 2, 3, . . . , N).

Zgodnie z [9] caªka (5.14) po obszarze prostok¡tnym Sn mo»e zosta¢ obliczona

analitycznie i wynosi:

Hmn = − 1

yp

(
xk
r2

− xp
r1

)
+

1

xk

(
yk
r3

− yp
r2

)
+

1

yk

(
xk
r3

− xp
r4

)
− 1

xp

(
yk
r4

− yp
r1

)
, (5.15)

gdzie poszczególne oznaczenia wyst¦puj¡ce we wzorze wyja±niono na rysunku 5.2.

Rysunek 5.2. Wyja±nienie oznacze« do wzoru (5.15) pozwalaj¡cego obliczy¢ caªk¦ (5.14)

po obszarze prostok¡ta [9]

Aby wyznaczy¢ macierzH zgodnie ze wzorem (5.15) w programie Octave, mo»na

przyj¡¢ nast¦puj¡ce post¦powanie. W pierwszej kolejno±ci nale»y zbudowa¢ macierz

pomocnicz¡W zawieraj¡c¡ w kolejnych kolumnach wspóªrz¦dne punktów naro»nych

podobszarów cieczy w ukªadzie globalnym przyj¦tym w lewym dolnym naro»u pªyty

(rysunek 5.1). Macierz ta ma nast¦puj¡c¡ posta¢:[
0 h1 2h1 · · · ch1 0 h1 2h1 · · · ch1 · · · 0 h1 2h1 · · · ch1

0 0 0 · · · 0 k1 k1 k1 · · · k1 · · · dk1 dk1 dk1 · · · dk1

]
.

(5.16)
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Kolejna macierz pomocnicza Sr, któr¡ nale»y utworzy¢, skªada si¦ z kolumn zawie-

raj¡cych wspóªrz¦dne punktów kolokacji podobszarów cieczy w ukªadzie globalnym

pªyty i przyjmuje posta¢:[
h1
2

3h1
2
· · · (2c−1)h1

2
h1
2

3h1
2
· · · (2c−1)h1

2
· · · h1

2
· · · (2c−1)h1

2
k1
2

k1
2
· · · k1

2
3k1
2

3k1
2
· · · 3k1

2
· · · (2d−1)k1

2
· · · (2d−1)k1

2

]
.

(5.17)

Macierze pomocnicze (5.16) oraz (5.17) umo»liwiaj¡ wyznaczenie wspóªrz¦dnych:

xp, xk, yp, yk okre±laj¡cych poªo»enie podobszaru cieczy o numerze n ∈ {1, 2, 3, . . . , N}
w lokalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych maj¡cym pocz¡tek w ±rodku podobszaru cieczy

o numerze m (m = 1, 2, 3, . . . , N). Sposób wyznaczenia tych czterech wspóªrz¦dnych

wchodz¡cych w skªad wzoru (5.15) przedstawiono gra�cznie na rysunku 5.3. St¡d

wynika, »e:

xp = W(1, t(1, n))− Sr(1,m),

xk = W(1, t(2, n))− Sr(1,m),

yp = W(2, t(1, n))− Sr(2,m),

yk = W(2, t(3, n))− Sr(2,m),

(5.18)

gdzie t oznacza tzw. macierz powi¡za« dla podobszarów cieczy. Jest to macierz

o wymiarach 4 × N , która w kolejnych kolumnach zawiera numery w¦zªów naro»-

nych podobszarów cieczy. Numeracj¦ globaln¡ w¦zªów podobszarów cieczy przyj¦to

Rysunek 5.3. Rysunek pomocniczy do wzoru (5.18)

identyczn¡ z numeracj¡ przyj¦t¡ dla elementów sko«czonych, pokazan¡ na rysun-

ku 3.3. Numeracj¦ w¦zªów ka»dego pojedynczego podobszaru cieczy przyj¦to zgodnie

z rysunkiem 5.2. Kolumna macierzy powi¡za« t odpowiadaj¡ca podobszarowi cieczy

o numerze q · c+ r, gdzie q = 0, 1, 2, . . . , d− 1 oraz r = 1, 2, 3, . . . , c, zawiera kolejno

numery w¦zªów: qc+ q + r, qc+ q + r+ 1, (q + 1)c+ q + r+ 2, (q + 1)c+ q + r+ 1.
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W algorytmie tworz¡cym macierz H pocz¡tek lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych

przyjmuje si¦ w kolejnych punktach kolokacji podobszarów cieczy. Dla pewnego usta-

lonego poªo»enia lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych w punkcie kolokacji o numerze m,

gdziem ∈ {1, 2, 3, . . . , N}, wyznacza si¦ wspóªrz¦dne (5.18) odpowiadaj¡ce kolejnym
podobszarom cieczy o numerach n = 1, 2, 3, . . . N . W ten sposób powstaje wiersz

macierzy H o numerze m. Po wyznaczeniu macierzy H oraz macierzy S, zgodnie ze

wzorem (5.8), macierz bezwªadno±ci cieczy mo»na obliczy¢ ze wzoru (5.7). W celu

zbudowania macierzy bezwªadno±ci cieczy konieczne jest wykonanie dziaªania od-

wracania macierzy H. Macierz H−1 obliczano w ±rodowisku Octave przy zastosowa-

niu wbudowanego algorytmu �inv(H)� pozwalaj¡cego otrzyma¢ macierz odwrotn¡

do danej.

W przypadku pªyty caªkowicie zanurzonej w pªynie podziaª na podobszary cie-

czy dotyczy caªej powierzchni pªyty. Mo»na jednak zaªo»y¢, »e pªyta zanurzona jest

w pªynie cz¦±ciowo. Wówczas dyskretyzacja pªyty na podobszary cieczy obejmuje

jedynie cz¦±¢ powierzchni pªyty, do której przylega ciecz, co pokazano na rysunku 5.4.

W dalszych rozwa»aniach, dla czytelniejszego pokazania numeracji podobszarów cie-

Rysunek 5.4. Dyskretyzacja pªyty cz¦±ciowo zanurzonej w pªynie z u»yciem jednakowych

podobszarów cieczy o ksztaªcie prostok¡tnym � rysunek pokazuj¡cy prawidªowe rozmiesz-

czenie w przestrzeni o±rodków pró»nia�ciecz

czy, przedstawiano pªyt¦ wraz ze wskazaniem poziomu cieczy w sposób odwrócony,

tak jak to pokazano na rysunku 5.5. Takie odwrócenie rysunku wykonano w celu do-

stosowania numeracji podobszarów cieczy do reguª ustalonych w podrozdziale 3.2.1
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przy numeracji elementów sko«czonych dyskretyzuj¡cych powierzchni¦ pªyty (ry-

sunek 3.3). Przyj¦t¡ w ten sposób numeracj¦ podobszarów cieczy u»yto podczas

opracowywania algorytmów komputerowych w ±rodowisku Octave.

Rysunek 5.5. Dyskretyzacja pªyty cz¦±ciowo zanurzonej w pªynie z u»yciem jednakowych

podobszarów cieczy o ksztaªcie prostok¡tnym � rysunek odwrócony utworzony pomocniczo

w celu opracowania algorytmów komputerowych

Przy obliczaniu macierzy H zgodnie ze wzorem (5.5) nale»y wzi¡¢ pod uwa-

g¦ dodatkowe skªadniki w poszczególnych jej elementach w przypadku uwzgl¦dnie-

nia wpªywu granicy woda�powietrze. Takie post¦powanie wykonuje si¦, gdy pªyta

zanurzona jest w cieczy cz¦±ciowo lub caªkowicie, przy znanym poªo»eniu granicy

woda�powietrze wzgl¦dem niej. Zatem zanurzenie pªyty w pªynie mo»e by¢ w po-

zycji pionowej lub poziomej. Zgodnie z prac¡ [24] warunki uwzgl¦dniaj¡ce wpªyw

powierzchni swobodnej cieczy de�niuje si¦ na jeden z dwóch sposobów:

1. Wektor ci±nienia hydrodynamicznego pªynu jest równy zero, tzn. pn = 0. Wów-

czas dla cieczy nie±ci±liwej wzór (5.5) przyjmuje posta¢:

Hmn =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
1

rPQ
− 1

rPQ′

)]
z→0

dSn. (5.19)

2. Wektor pr¦dko±ci pªynu dziaªaj¡cy w kierunku normalnym do powierzchni swo-

bodnej cieczy jest równy zero, tzn. vn = 0. Wówczas dla cieczy nie±ci±liwej

wzór (5.5) mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

Hmn =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
1

rPQ
+

1

rPQ′

)]
z→0

dSn. (5.20)
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Ponadto mo»liwe jest wykonanie post¦powania uproszczonego, gdzie macierz H wy-

znacza si¦ jedynie wedªug wzoru (5.5), uwzgl¦dniaj¡c dyskretyzacj¦ pªyty na pod-

obszary cieczy zgodnie z rysunkiem 5.5. Nie wprowadza si¦ wówczas do macierzy H

dodatkowych mody�kacji wynikaj¡cych z wpªywu granicy o±rodków pªyn�powietrze.

Dwa mo»liwe przypadki uªo»enia pªyty w pªynie, przy uwzgl¦dnieniu powierzchni

swobodnej cieczy, pokazano na rysunku 5.6, gdzie przedstawiono równie» sposób wy-

znaczania odlegªo±ci wyst¦puj¡cych w wyra»eniach podcaªkowych we wzorach (5.19)

oraz (5.20). Wzory na elementy macierzyH mo»na zapisa¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cych

postaci ogólnych:

Hmn = H(1)
mn −H(2)

mn, (5.21)

Hmn = H(1)
mn +H(2)

mn, (5.22)

przy czym wzór (5.21) dotyczy zaªo»enia o zerowym wektorze ci±nienia hydrodyna-

micznego pªynu, natomiast wzór (5.22) obowi¡zuje przy przyj¦ciu zerowego wektora

pr¦dko±ci pªynu. Skªadnik H(1)
mn wyst¦puj¡cy w obu powy»szych wzorach wyznacza

si¦ zgodnie ze wzorem analitycznym (5.15).

Rysunek 5.6. Sposób uwzgl¦dniania powierzchni swobodnej cieczy dla pªyty zanurzonej

pionowo (a) lub poziomo (b) [24]

W celu wyznaczenia skªadnika H(2)
mn dla pªyty zanurzonej w cieczy pionowo, zgod-

nie z rysunkiem 5.6a), nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ tzw. �kcyjny podobszar cieczy b¦d¡cy

lustrzanym odbiciem podobszaru rozpatrywanego. Sytuacj¦ t¦ pokazano na rysun-

ku 5.7, z którego wynika, »e elementy H
(2)
mn oblicza si¦ przy u»yciu wzoru (5.15)
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z t¡ ró»nic¡, »e rz¦dne yp oraz yk zast¦puje si¦ rz¦dnymi y′p oraz y
′
k przyjmuj¡cymi

warto±ci:

y′p = yk − 2hn, (5.23)

y′k = yp − 2hn, (5.24)

gdzie hn oznacza gª¦boko±¢ poªo»enia n-tego podobszaru cieczy poni»ej powierzchni

swobodnej pªynu.

Rysunek 5.7. Rysunek pomocniczy do obliczania caªek (5.19) oraz (5.20) dla pªyty zanu-

rzonej pionowo w cieczy

Aby wyznaczy¢ skªadnik H(2)
mn dla pªyty zanurzonej w cieczy poziomo, zgodnie

z rysunkiem 5.6b), nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ niezerow¡ wspóªrz¦dn¡ z we wzorze na

odlegªo±¢ r =
√
x2 + y2 + z2. Oblicza si¦ wtedy caªk¦:

H(2)
mn =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
1

rPQ′

)]
z→2hn

dSn. (5.25)

Wspóªrz¦dna z w powy»szym wzorze d¡»y do dwukrotnej warto±ci hn gª¦boko±ci

zanurzenia pªyty poni»ej poziomu pªynu. Wynika to z faktu, »e lustrzane odbicie roz-

patrywanej pªyty wzgl¦dem powierzchni swobodnej cieczy jest poªo»one w odlegªo±ci
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2hn powy»ej powierzchni ±rodkowej pªyty rzeczywistej, co pokazano na rysunku 5.8.

Pochodn¡ pod caªk¡ (5.25) oblicza si¦ nast¦puj¡co:

∂

∂z

(
1

rPQ′

)
=

∂

∂z
(x2 + y2 + z2)−

1
2 = −1

2
(x2 + y2 + z2)−

3
2 · 2z =

= −z(x2 + y2 + z2)−
3
2 ,

∂2

∂z2
m

(
1

rPQ′

)
= −(x2 + y2 + z2)−

3
2 + z · 3

2
(x2 + y2 + z2)−

5
2 · 2z =

= −(x2 + y2 + z2)−
3
2 + 3z2(x2 + y2 + z2)−

5
2 .

Ostatecznie caªka (5.25) przyjmuje poni»sz¡ posta¢:

H(2)
mn =

∫ xk

xp

∫ yk

yp

[
12h2

n(x2 + y2 + 4h2
n)−

5
2 − (x2 + y2 + 4h2

n)−
3
2

]
dydx. (5.26)

Procedur¦ caªkowania wyra»enia (5.26) mo»na przeprowadzi¢ numerycznie, korzy-

staj¡c np. z metody Gaussa.

Rysunek 5.8. Rysunek pomocniczy do obliczania caªek (5.19) oraz (5.20) dla pªyty zanu-

rzonej poziomo w cieczy

W celu wyznaczenia macierzy H dla pªyty zanurzonej caªkowicie lub cz¦±ciowo

w cieczy, z uwzgl¦dnieniem powierzchni swobodnej pªynu, post¦powanie pocz¡tkowe

jest analogiczne jak dla wcze±niej omówionego przypadku pªyty caªkowicie otoczo-

nej pªynem, z pomini¦ciem wpªywu granicy pªyn�powietrze. Pomocniczy globalny

ukªad wspóªrz¦dnych xcOy mo»na zaªo»y¢ zgodnie z rysunkiem 5.5, tzn. jego po-

cz¡tek znajduje si¦ na lewej kraw¦dzi pªyty, na granicy ciecz�powietrze. Posªuguj¡c

si¦ tym ukªadem wspóªrz¦dnych, podobnie jak wcze±niej, nale»y wyznaczy¢ pomoc-

nicze macierze � W ze wspóªrz¦dnymi punktów naro»nych podobszarów cieczy oraz

Sr ze wspóªrz¦dnymi ich punktów kolokacji. Przy pomocy tych dwóch macierzy

pomocniczych oraz macierzy powi¡za« t dla podobszarów cieczy mo»na wyznaczy¢
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wspóªrz¦dne: xp, xk, yp, yk, zgodnie ze wzorem (5.18), i dalej otrzymuje si¦ elementy

macierzy H(1) bez uwzgl¦dniania wpªywu powierzchni swobodnej cieczy. W zale»-

no±ci od przyj¦tego zaªo»enia co do sposobu wzi¦cia pod uwag¦ wpªywu granicy

pªyn�powietrze, od macierzy H(1) odejmuje si¦ macierz H(2) albo do macierzy H(1)

dodaje si¦ macierz H(2), zgodnie ze wzorami odpowiednio (5.21) oraz (5.22).

W przypadku pªyty pionowo zanurzonej w cieczy algorytm wyznaczania macierzy

H(2) ró»ni si¦ od algorytmu tworzenia macierzy H(1) tym, »e we wzorze (5.18) dwie

wspóªrz¦dne yp oraz yk okre±la si¦ przy u»yciu nast¦puj¡cych formuª:

yp = W(2, t(1, n))− Sr(2,m)− 2Sr(2, n),

yk = W(2, t(3, n))− Sr(2,m)− 2Sr(2, n), (5.27)

które wynikaj¡ ze wzorów (5.23) oraz (5.24).

W sytuacji gdy pªyta jest poziomo zanurzona w cieczy, macierz H(2) oblicza si¦

za pomoc¡ wzoru (5.26), korzystaj¡c z numerycznych procedur caªkowania.

5.2. Rozwi¡zanie zadania interakcji pªyty i pªynu przy

zastosowaniu MES

W niniejszym podrozdziale opisano metodyk¦ wyznaczania charakterystyk dy-

namicznych ukªadu pªyta�ciecz przy zastosowaniu kombinacji metod numerycznych

MES oraz MEB. W celu przeprowadzenia analizy dynamicznej pªyty zanurzonej

w pªynie nale»y rozwi¡za¢ uogólniony problem wªasny wyra»ony wzorem (4.6), tzn.

problem postaci:

(K− λM)qa = 0, (5.28)

gdzie M w rozwa»anym obecnie przypadku oznacza macierz bezwªadno±ci ukªadu

pªyta�ciecz, któr¡ mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

M = Mpc = Mp +Mc. (5.29)

We wzorze (5.29) macierz Mp jest macierz¡ bezwªadno±ci pªyty, któr¡ wyznacza

si¦ zgodnie z metodologi¡ MES opisan¡ w podrozdziale 3.2.1. Z kolei macierz Mc

jest macierz¡ bezwªadno±ci pªynu otaczaj¡cego pªyt¦, której posta¢ okre±la si¦ na

podstawie metodologii MEB przedstawionej w podrozdziale 5.1.

Macierze bezwªadno±ci pªyty oraz otaczaj¡cego pªynu nie s¡ macierzami tych

samych wymiarów, st¡d dziaªanie dodawania macierzy pojawiaj¡ce si¦ we wzo-

rze (5.29) nie oznacza sumowania wedªug matematycznej de�nicji. Przez to dziaªanie
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nale»y rozumie¢ dodawanie kolejnych elementów macierzyMc do odpowiednich i ±ci-

±le okre±lonych elementów macierzy Mp. Aby prawidªowo doda¢ te dwie macierze,

nale»y dokona¢ dwojakiej dyskretyzacji powierzchni ±rodkowej pªyty. Pierwsza dys-

kretyzacja dotyczy okre±lenia siatki podobszarów cieczy, natomiast druga wi¡»e si¦

ze zde�niowaniem siatki MES.

W przypadku pªyty caªkowicie zanurzonej w pªynie przyj¦to regularn¡ dyskrety-

zacj¦ jej powierzchni ±rodkowej na podobszary cieczy zgodnie z rysunkiem 5.1. Na-

st¦pnie dokonano dyskretyzacji pªyty na elementy sko«czone 4-w¦zªowe typu plQ4 [1]

tak, aby ich w¦zªy pokrywaªy si¦ z punktami kolokacji podobszarów cieczy. Sytuacj¦

t¦ przedstawiono na rysunku 5.9, gdzie kolorem zielonym oznaczono dyskretyzacj¦

pªyty na podobszary cieczy, natomiast kolorem czerwonym � odpowiadaj¡c¡ dys-

kretyzacj¦ na elementy sko«czone. Na rysunku tym podano te» numeracj¦ punktów

kolokacji zwi¡zanych z podobszarami opisuj¡cymi obecno±¢ cieczy oraz numeracj¦

w¦zªów siatki MES. Mo»na zauwa»y¢, »e przy takim post¦powaniu siatka MES jest

Rysunek 5.9. Dyskretyzacja pªyty caªkowicie zanurzonej w pªynie z u»yciem regularnego

podziaªu na podobszary cieczy i dopasowanej odpowiednio siatki MES

nieregularna, tzn. nie skªada si¦ z identycznych elementów sko«czonych. Jednak

wówczas mo»liwe jest powi¡zanie numeracji podobszarów cieczy z numeracj¡ w¦-

zªów siatki MES i wªa±ciwe dodanie do siebie macierzy bezwªadno±ci pªyty Mp oraz

cieczy Mc. Na podstawie rysunku 5.9 mo»na stwierdzi¢, »e przy dyskretyzacji pªyty

na c · d podobszarów cieczy, odpowiadaj¡ca dyskretyzacja MES skªada si¦ z m · n
elementów sko«czonych, gdzie zachodz¡ zale»no±ci m = c+ 1 oraz n = d+ 1.

Niech i oznacza dowolnie ustalony numer podobszaru cieczy, natomiast x niech

b¦dzie numerem w¦zªa siatki MES znajduj¡cego si¦ w i-tym punkcie kolokacji pod-
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obszaru cieczy. Na podstawie rysunku 5.9 mo»na stwierdzi¢ zachodzenie nast¦puj¡cej

zale»no±ci:

i = qc+ r ⇒ x = (q + 1)m+ r + q + 2, (5.30)

gdzie r = 1, 2, 3, . . . , c oraz q = 0, 1, 2, . . . , d − 1. Poniewa» poszczególne elementy

macierzy mas cieczyMc odpowiadaj¡ translacyjnym stopniom swobody w macierzy

mas pªyty Mp, wi¦c element macierzy bezwªadno±ci pªynu o indeksie (i1, i2) nale»y

doda¢ do elementu macierzy bezwªadno±ci pªyty o indeksie (3x1− 2, 3x2− 2), gdzie

warto±ci x1 oraz x2 obliczane s¡ na podstawie warto±ci odpowiednio i1 oraz i2 zgodnie

ze wzorem (5.30).

Aby wyznaczy¢ dla pªyty globalne macierze � sztywno±ci K i bezwªadno±ci (kon-

systentn¡)Mp, wyst¦puj¡ce we wzorach (5.28) oraz (5.29), nale»y najpierw utworzy¢

macierze sztywno±ci Ke oraz bezwªadno±ci Me
p pojedynczych elementów sko«czo-

nych zgodnie ze wzorami odpowiednio (3.17) i (4.17). W tym celu mo»na zastosowa¢

wzory analityczne z pozycji [1] (dot. macierzy sztywno±ci) lub caªkowanie numerycz-

ne. W programie Octave utworzono tzw. zewn¦trzne funkcje pozwalaj¡ce wygenero-

wa¢ te dwa typy macierzy na podstawie wymiarów boków elementów sko«czonych.

W rozpatrywanej siatce MES dostosowanej do regularnej siatki podobszarów cieczy

wyst¦puj¡ cztery rodzaje elementów sko«czonych1:

• naro»ne o wymiarach h1/2× k1/2 posiadaj¡ce numery:

1, m, (n− 1)m+ 1, nm,

• przykraw¦dziowe dolne/górne o wymiarach h1 × k1/2 o numerach:

2, 3, 4, . . . ,m− 1 oraz (n− 1)m+ 2, (n− 1)m+ 3, (n− 1)m+ 4, . . . , nm− 1,

• przykraw¦dziowe lewe/prawe o wymiarach h1/2× k1 posiadaj¡ce numery:

m+ 1, 2m+ 1, 3m+ 1, . . . , (n− 2)m+ 1 oraz 2m, 3m, 4m, . . . , (n− 1)m,

• po±rednie o wymiarach h1 × k1 o numerach:

im+ 2, im+ 3, im+ 4, . . . , (i+ 1)m− 1, gdzie i = 1, 2, 3, . . . , n− 2.

Po wyznaczeniu czterech typów macierzy sztywno±ci i macierzy bezwªadno±ci dla

wy»ej opisanych elementów sko«czonych dokonuje si¦ agregacji globalnych macierzy

K oraz Mp. Aby wykona¢ t¡ procedur¦, w ±rodowisku Octave zastosowano czte-

ry p¦tle typu �for�, w których macierze sztywno±ci (lub bezwªadno±ci) elementów

sko«czonych, odpowiadaj¡cych wskazanym w p¦tli numerom, s¡ dodawane do odpo-

wiednich miejsc w globalnej macierzy sztywno±ci (lub bezwªadno±ci) pªyty przyj¦tej

wst¦pnie jako macierz zerowa o wymiarach wynikaj¡cych z caªkowitej liczby stopni

1 Elementy sko«czone na rysunku 5.9 ponumerowano zgodnie z rysunkiem 3.3.
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swobody pªyty. Przykªadowo dla elementów sko«czonych naro»nych p¦tla przyjmuje

nast¦puj¡c¡ posta¢:

for i=[1,m,(n-1)*m+1,n*m]

K([3*t(1,i)-2:3*t(2,i),3*t(4,i)-2:3*t(3,i)],[3*t(1,i)-2:3*t(2,i),

3*t(4,i)-2:3*t(3,i)])=

K([3*t(1,i)-2:3*t(2,i),3*t(4,i)-2:3*t(3,i)],[3*t(1,i)-2:3*t(2,i),

3*t(4,i)-2:3*t(3,i)])+

K_e1([1:6,10:12,7:9],[1:6,10:12,7:9]);

end

W powy»szym algorytmie �K_e1� jest macierz¡ sztywno±ci elementów sko«czonych

naro»nych utworzon¡ wcze±niej przy u»yciu zewn¦trznej funkcji �mac_K_e(a,b)�,

gdzie jako argumenty nale»y przyj¡¢ wymiary boków elementu sko«czonego (przy-

kªadowo dla elementów naro»nych a = h1/2 oraz b = k1/2). Z powy»szego algorytmu

wynika, »e obszary globalnej macierzy sztywno±ci, odpowiadaj¡ce macierzom sztyw-

no±ci kolejnych elementów sko«czonych, ustalane s¡ przy u»yciu macierzy powi¡za«

�t� zawieraj¡cej numery w¦zªów wszystkich elementów sko«czonych dyskretyzuj¡-

cych powierzchni¦ pªyty.

Po wyznaczeniu wszystkich niezb¦dnych macierzy (K, Mp, Mc) wchodz¡cych

w skªad uogólnionego problemu wªasnego (5.28) nale»y przy pomocy odpowiedniego

algorytmu doda¢ do siebie macierze Mp oraz Mc. W algorytmie tym wykorzystuje

si¦ zale»no±¢ (5.30) i mo»e on przyj¡¢ nast¦puj¡c¡ posta¢:

for i=1:c*d

r1=mod(i,c);

if r1==0

r1=c;

end

q1=(i-r1)/c;

x=(q1+1)*m+r1+q1+2;

for j=1:c*d

r2=mod(j,c);

if r2==0

r2=c;

end

q2=(j-r2)/c;

y=(q2+1)*m+r2+q2+2;
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M_p(3*x-2,3*y-2)=M_p(3*x-2,3*y-2)+M_c(i,j);

end

end

W powy»szej procedurze polecenie �mod(i,c)� oznacza dziaªanie modulo, tj. reszt¦

z dzielenia i przez c. Je±li ta reszta wynosi 0, to przyjmuje si¦ j¡ jako c, co wynika

z dodatkowych p¦tli warunkowych napisanych w algorytmie. Po wyznaczeniu indek-

sów x oraz y w macierzy bezwªadno±ci pªyty Mp odpowiadaj¡cych indeksom i oraz

j w macierzy bezwªadno±ci cieczy Mc wykonuje si¦ dodawanie kolejnych elementów

macierzy bezwªadno±ci cieczy do odpowiednich elementów macierzy bezwªadno±ci

pªyty. Ostatecznie uzyskuje si¦ macierz bezwªadno±ci Mpc ukªadu pªyta�ciecz. Po

zmody�kowaniu macierzy sztywno±ciK oraz macierzy bezwªadno±ciMpc ze wzgl¦du

na warunki podparcia badanej pªyty, macierze te wchodz¡ bezpo±rednio w skªad roz-

wi¡zywanego uogólnionego problemu wªasnego (5.28). Po rozwi¡zaniu tego proble-

mu mo»na wyznaczy¢ szukane cz¦sto±ci i postacie drga« wªasnych pªyty caªkowicie

otoczonej ciecz¡.

W przypadku gdy pªyta zanurzona jest w pªynie cz¦±ciowo, jej dyskretyzacj¦

na regularne podobszary cieczy nale»y wykona¢ zgodnie z rysunkiem 5.5. Nast¦p-

nie dokonuje si¦ odpowiedniej dyskretyzacji pªyty na elementy sko«czone w sposób

pokazany na rysunku 5.10. W rozwa»anym przypadku w cz¦±ci pªyty zanurzonej

w pªynie siatk¦ MES (kolor czerwony) dopasowuje si¦ do siatki podobszarów cie-

czy (kolor zielony) w sposób analogiczny jak dla pªyty caªkowicie otoczonej ciecz¡.

Z kolei dla cz¦±ci pªyty znajduj¡cej si¦ w pró»ni jedynie poziome wymiary elemen-

tów sko«czonych dostosowuje si¦ do siatki podobszarów cieczy, a wymiary pionowe

mo»na przyj¡¢ dowolnie. Zaªo»ono, »e dyskretyzacja pionowa cz¦±ci pªyty poza cie-

cz¡ jest regularna i tworz¡ j¡ elementy sko«czone o pionowym wymiarze równym

k2. W dalszych rozwa»aniach przyj¦to dyskretyzacj¦ powierzchni pªyty zanurzonej

w pªynie na c · d jednakowych podobszarów cieczy. Wówczas dyskretyzacja MES

skªada si¦ z m · n elementów sko«czonych, gdzie m = c+ 1, n = n1 + d+ 1 oraz n1

oznacza liczb¦ elementów sko«czonych w kierunku pionowym w cz¦±ci pªyty poza

ciecz¡. W przyj¦tej siatce MES wyst¦puje sze±¢ rodzajów elementów sko«czonych:

• naro»ne w pªynie o wymiarach h1/2× k1/2, posiadaj¡ce numery:

n1m+ 1, n1m+m, (n− 1)m+ 1, nm,

• przykraw¦dziowe dolne/górne w pªynie o wymiarach h1 × k1/2, maj¡ce numery:

n1m+ 2, n1m+ 3, n1m+ 4, . . . , (n1 + 1)m− 1 oraz

(n− 1)m+ 2, (n− 1)m+ 3, (n− 1)m+ 4, . . . , nm− 1,
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• przykraw¦dziowe lewe/prawe w pªynie o wymiarach h1/2× k1 i numerach:

(n1 + 1)m+ 1, (n1 + 2)m+ 1, (n1 + 3)m+ 1, . . . , (n− 2)m+ 1 oraz

(n1 + 2)m, (n1 + 3)m, (n1 + 4)m, . . . , (n− 1)m,

• po±rednie w pªynie o wymiarach h1 × k1, posiadaj¡ce numery:

(n1 + i)m+ 2, (n1 + i)m+ 3, (n1 + i)m+ 4, . . . , (n1 + i+ 1)m− 1, gdzie

i = 1, 2, 3, . . . , n− n1 − 2,

• przykraw¦dziowe lewe/prawe w pró»ni o wymiarach h1/2× k2 i numerach:

1,m+ 1, 2m+ 1, . . . , (n1 − 1)m+ 1 oraz m, 2m, 3m, . . . , n1m,

• pozostaªe w pró»ni o wymiarach h1 × k2, posiadaj¡ce numery:

im+ 2, im+ 3, im+ 4, . . . , (i+ 1)m− 1, gdzie i = 0, 1, 2, . . . , n1 − 1.

Rysunek 5.10. Dyskretyzacja pªyty cz¦±ciowo zanurzonej w pªynie z u»yciem regularnego

podziaªu na podobszary cieczy i dopasowanej odpowiednio siatki MES

W przypadku pªyty cz¦±ciowo zanurzonej w pªynie nale»y przyj¡¢ jako znane

nast¦puj¡ce wielko±ci:

� wymiary pªyty: A× (B +B1)×H,

� wysoko±¢ pªyty zanurzonej w pªynie: B,

� liczba podobszarów cieczy w kierunku poziomym/pionowym: c× d,
� liczba elementów sko«czonych w kierunku pionowym, w cz¦±ci pªyty w pró»ni: n1.

Na podstawie wy»ej wymienionych wielko±ci wyznacza si¦:

� liczb¦ elementów sko«czonych w kierunku poziomym: m = c+ 1,
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� liczb¦ elementów sko«czonych w kierunku pionowym: n = n1 + d+ 1,

� wymiary elementów sko«czonych: h1 = A/(m− 1), k1 = B/d, k2 = B1/n1.

Niech i oznacza dowolnie ustalony numer podobszaru cieczy, natomiast x niech

b¦dzie numerem w¦zªa siatki MES znajduj¡cego si¦ w i-tym punkcie kolokacji pod-

obszaru cieczy. Na podstawie rysunku 5.10 mo»na stwierdzi¢ zachodzenie poni»szej

zale»no±ci:

i = qc+ r ⇒ x = (n1 + q + 1)m+ n1 + q + r + 2, (5.31)

gdzie r = 1, 2, 3, . . . , c oraz q = 0, 1, 2, . . . , d − 1. Przykªadowo punktowi kolokacji

o numerze i = 2c + 3 (tzn. q = 2, r = 3) odpowiada w¦zeª siatki MES posiadaj¡cy

numer x = (n1 + 3)m+ n1 + 7. Procedur¦ dodawania macierzy bezwªadno±ci pªynu

do macierzy bezwªadno±ci pªyty wykonuje si¦ analogicznie jak w przypadku pªyty

caªkowicie otoczonej ciecz¡, przy czym w sytuacji cz¦±ciowego zanurzenia w pªynie

nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ zale»no±¢ (5.31).

Szukane cz¦sto±ci i postacie drga« wªasnych pªyty cz¦±ciowo zanurzonej w cieczy

wyznacza si¦ przy u»yciu tego samego uogólnionego problemu wªasnego, który sto-

suje si¦ dla pªyty caªkowicie otoczonej pªynem. Ró»nica w obu zadaniach dotyczy

postaci i wymiaru macierzy bezwªadno±ci pªynu oraz algorytmu wykonuj¡cego do-

dawanie macierzy bezwªadno±ci pªynu do macierzy bezwªadno±ci pªyty, z uwagi na

ró»ne zale»no±ci mi¦dzy numeracj¡ w¦zªów siatek MES w odniesieniu do numeracji

podobszarów cieczy.

5.3. Rozwi¡zanie zadania interakcji pªyty i pªynu przy

zastosowaniu MRS

W niniejszym podrozdziale opisano metodyk¦ wyznaczania charakterystyk dy-

namicznych ukªadu pªyta�ciecz przy zastosowaniu kombinacji metod numerycznych

MRS oraz MEB. W celu przeprowadzenia analizy dynamicznej pªyty zanurzonej

w pªynie nale»y rozwi¡za¢ uogólniony problem wªasny wyra»ony wzorem (4.27),

tzn. problem postaci:

(∆− ω2M)W = 0, (5.32)

gdzie M oznacza macierz bezwªadno±ci ukªadu pªyta�ciecz, któr¡ mo»na zapisa¢

zgodnie ze wzorem (5.29), przy czym w rozwa»anym obecnie przypadku macierz

Mp jest macierz¡ bezwªadno±ci pªyty, któr¡ wyznacza si¦ zgodnie z metodologi¡

MRS opisan¡ w podrozdziale 3.2.2. Z kolei struktur¦ macierzy bezwªadno±ci Mc
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pªynu otaczaj¡cego pªyt¦ ustala si¦ przy zastosowaniu metodologii MEB przedsta-

wionej w podrozdziale 5.1. Obie macierze ∆ orazM wchodz¡ce w skªad uogólnionego

problemu wªasnego (5.32) powinny uwzgl¦dnia¢ zadane warunki podparcia badanej

pªyty. Dziaªanie sumowania macierzy bezwªadno±ci pªyty i cieczy nale»y rozumie¢

w sposób analogiczny do opisanego w podrozdziale 5.2. W przypadku MRS dys-

kretyzacji pªyty dokonano jednak w inny sposób ni» przy zastosowaniu MES ze

wzgl¦du na zaªo»enie, aby siatka MRS byªa regularna. W poprzednim podrozdzia-

le dokonano w pierwszej kolejno±ci dyskretyzacji powierzchni pªyty na podobszary

cieczy i nast¦pnie dostosowano do niej dyskretyzacj¦ MES. Obecnie przyj¦to post¦-

powanie odwrotne. Najpierw zde�niowano siatk¦ MRS i do niej dopasowano siatk¦

podobszarów cieczy.

W przypadku pªyty caªkowicie zanurzonej w pªynie przyj¦to regularn¡ siatk¦

MRS pokrywaj¡c¡ jej powierzchni¦ ±rodkow¡ zgodnie z rysunkiem 3.4. Nast¦pnie

okre±lono siatk¦ podobszarów cieczy w taki sposób, »e na cztery podobszary siat-

ki MRS przypada jeden podobszar cieczy zgodnie z rysunkiem 5.11. Na rysunku

Rysunek 5.11. Dyskretyzacja pªyty caªkowicie zanurzonej w pªynie z u»yciem regularnej

siatki MRS i dopasowanej odpowiednio siatki podobszarów cieczy

tym podobszary cieczy zaznaczono niebiesk¡ pogrubion¡ lini¡, a dyskretyzacj¦ MRS

wyró»niono lini¡ czerwon¡. Ponadto pokazano numeracj¦ punktów kolokacji podob-

szarów cieczy oraz numeracj¦ w¦zªów siatki MRS. Je±li liczba podobszarów cieczy

pokrywaj¡cych pªyt¦ w kierunku poziomym i pionowym wynosi odpowiednio c i d,

to liczba podprzedziaªów MRS dziel¡cych pªyt¦ w tych dwóch kierunkach wynosi
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odpowiednio m = 2c oraz n = 2d. Macierz bezwªadno±ci pªynu Mc dla tak przyj¦tej

dyskretyzacji wyznacza si¦ wedªug algorytmu przedstawionego w podrozdziale 5.1,

przy czym obecnie nale»y zaªo»y¢, »e pojedynczy podobszar cieczy jest prostok¡tem

o wymiarach 2h× 2k i jego pole powierzchni wynosi S = 4hk.

Po wyznaczeniu macierzy bezwªadno±ci pªyty i cieczy nale»y zastosowa¢ odpo-

wiedni¡ procedur¦ dodawania tych macierzy. Macierz bezwªadno±ci pªyty jest macie-

rz¡ kwadratow¡ o wymiarach (m+1)(n+1)×(m+1)(n+1), a macierz bezwªadno±ci

pªynu posiada wymiary cd× cd = mn
4
× mn

4
. Na podstawie numeracji w¦zªów siatki

MRS i punktów kolokacji podobszarów cieczy, zgodnie z rysunkiem 5.11, mo»na

wyznaczy¢ zale»no±¢ funkcyjn¡ mi¦dzy i-tym punktem kolokacji podobszaru cieczy

a w¦zªem siatki MRS o numerze x. Zale»no±¢ ta jest nast¦puj¡ca:

i = qc+ r ⇒ x = (2q + 1)m+ 2q + 2r + 1, (5.33)

gdzie r = 1, 2, 3, . . . , c oraz q = 0, 1, 2, . . . , d − 1. Algorytm tworzenia ª¡cznej ma-

cierzy bezwªadno±ci pªyty i cieczy Mpc jest analogiczny do przedstawionego w pod-

rozdziale 5.2. W przypadku MRS nale»y jednak dodatkowo ka»dy element macierzy

bezwªadno±ci pªynuMc(i, j) podzieli¢ przez pole powierzchni podobszaru MRS, tzn.

przez hk, w celu uzyskania poprawnych wyników ko«cowych.

W przypadku pªyty zanurzonej cz¦±ciowo w pªynie siatk¦ MRS wraz z dyskre-

tyzacj¡ na podobszary cieczy przyj¦to zgodnie z rysunkiem 5.12, gdzie linie siatki

MRS wyró»niono kolorem czerwonym. Dyskretyzacj¦ zwi¡zan¡ z obecno±ci¡ pªynu

oznaczono na rysunku zielon¡, pogrubion¡ lini¡ i dotyczy ona tylko cz¦±ci powierzch-

ni pªyty, do której przylega ciecz. Wymiar macierzy bezwªadno±ci pªynu wynosi

cd× cd = n(m−m1)
4

× n(m−m1)
4

, gdzie m1 oznacza liczb¦ przedziaªów MRS w kierunku

pionowym w cz¦±ci pªyty znajduj¡cej si¦ w pró»ni.

W rozwa»anym zagadnieniu przyj¦to, »e pªyta ma wymiary A×B×H, a wysoko±¢

jej cz¦±ci zanurzonej w cieczy wynosi A2. Ponadto zaªo»ono liczb¦ podobszarów

MRS w kierunku pionowym i poziomym wynosz¡c¡ odpowiednio m oraz n. Na

podstawie wst¦pnie zaªo»onych wielko±ci mo»na wyznaczy¢: wymiary podobszarów

MRS wynosz¡ce h× k = A
m
× B

n
, liczb¦ podprzedziaªów MRS w kierunku pionowym

w pró»ni m1 = m − A2

h
∈ N oraz liczb¦ podobszarów cieczy w kierunku poziomym

i pionowym wynosz¡c¡ odpowiednio c = n
2
i d = m−m1

2
.

Warto zwróci¢ uwag¦ na to, »e dla siatki MRS przyj¦to zaªo»enie, aby byªa

ona regularna na caªej powierzchni pªyty zarówno w cz¦±ci w pró»ni, jak równie»

w cz¦±ci zanurzonej w cieczy. �¡da si¦ zatem, aby po zaokr¡gleniu obliczonej warto±ci

m1 = m− A2

h
w gór¦ lub w dóª do najbli»szej liczby caªkowitej zachodziªa zale»no±¢
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Rysunek 5.12. Dyskretyzacja pªyty cz¦±ciowo zanurzonej w pªynie z u»yciem regularnej

siatki MRS i dopasowanej odpowiednio siatki podobszarów cieczy

(m−m1)h ≈ A2. Zatem analiz¦ dynamiczn¡ mo»na przeprowadzi¢ dla pªyty, której

wymiar A ró»ni si¦ od warto±ci zaªo»onej. Takie niewielkie odst¦pstwo nie ma jednak

znacz¡cego wpªywu na ko«cowe charakterystyki dynamiczne pªyty.

Dodatkowego wyja±nienia wymaga jeszcze kwestia numeracji w¦zªów siatki MRS

pokazanej na rysunku 5.12. W¦zªy ponumerowano rosn¡co z doªu do góry oraz od

strony prawej do lewej. Taki sposób numeracji przyj¦to w celu analizy pªyty utwier-

dzonej na kraw¦dzi poziomej w jej cz¦±ci umieszczonej w pró»ni. Mo»liwe jest wów-

czas sprowadzenie tego przypadku do sytuacji rozpatrywanej w podrozdziale 3.2.2,

gdzie wszystkie wzory wyprowadzono dla pªyty utwierdzonej na kraw¦dzi lewej.

Niech i oznacza dowolnie ustalony numer podobszaru cieczy, a x odpowiadaj¡cy

numer w¦zªa siatki MRS. Mi¦dzy tymi numeracjami zachodzi nast¦puj¡ca zale»no±¢:

i = qc+ r ⇒ x = (n− 2r + 1)m+m1 + n− 2(r − q) + 3, (5.34)

gdzie r = 1, 2, 3, . . . , c oraz q = 0, 1, 2, . . . , d − 1. W algorytmie tworz¡cym ª¡czn¡

macierz bezwªadno±ci pªyty i cieczy nale»y wykorzysta¢ powy»sz¡ zale»no±¢ oraz po-

dzieli¢ elementy macierzy bezwªadno±ci pªynu przez iloczyn hk. Przy wyznaczaniu

macierzy bezwªadno±ci cieczy mo»na skorzysta¢ z wcze±niej omówionych algoryt-

mów, przy czym w obecnie rozpatrywanym przypadku wymiar poziomy podobszaru

cieczy wynosi 2k, a wymiar pionowy 2h, zgodnie z rysunkiem 5.12.
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5.4. Przykªady analizy dynamicznej pªyt zanurzonych

w pªynie

Wniniejszym podrozdziale przedstawiono przykªady wyznaczania cz¦sto±ci drga«

wªasnych pªyt zanurzonych caªkowicie lub cz¦±ciowo w wodzie, której g¦sto±¢ przy-

j¦to równ¡ ρc = 1000 kg/m3. Obliczenia wykonano przy zastosowaniu dwóch kom-

binacji metod numerycznych, MES�MEB oraz MRS�MEB, opisanych w podroz-

dziaªach 5.2 oraz 5.3. Przyj¦to ró»ne schematy podparcia badanych pªyt. Badania

przeprowadzono dla pªyt o staªej lub zmiennej grubo±ci. W pierwszych czterech

przykªadach analizie poddano pªyty, które rozpatrywano ju» wcze±niej w podroz-

dziale 4.3, w przykªadach 4.1�4.4. Obecnie przyj¦to, »e pªyty zanurzono w caªo±ci

w o±rodku wodnym, co pozwoliªo na porównanie uzyskanych warto±ci cz¦sto±ci drga«

wªasnych z uzyskanymi dla pªyt w pró»ni. W kolejnych trzech przykªadach analizo-

wano pªyty zanurzone cz¦±ciowo lub caªkowicie w wodzie, z uwzgl¦dnieniem granicy

o±rodków woda�powietrze.

Przykªad 5.1. [25] Drgania wªasne pªyty o staªej grubo±ci, podpartej swobodnie na

obwodzie i zanurzonej caªkowicie w wodzie

W niniejszym przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ kwadratow¡ o schemacie podpar-

cia wedªug rysunku 3.10b). Pªyt¦ o takim samym schemacie, umieszczon¡ w pró»ni,

analizowano w przykªadzie 4.1. Obecnie zaªo»ono, »e pªyta jest caªkowicie zanurzona

w wodzie. Dªugo±¢ boku badanej pªyty wynosi 2,0 m, a grubo±¢ przyj¦to staª¡ na ca-

ªej powierzchni i równ¡ 0,01 m. Pªyt¦ wykonano z materiaªu izotropowego o module

Younga E = 205 GPa, wspóªczynniku Poissona ν = 0,3 i g¦sto±ci ρ = 7850 kg/m3.

W tabeli 5.1 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty otrzymane

przy zastosowaniu metody elementów sko«czonych oraz metody ró»nic sko«czonych,

z u»yciem siatki o wymiarze 20 × 20. W celu wyznaczenia macierzy bezwªadno±ci

pªynu zgodnie z metodologi¡ MEB przyj¦to siatki podobszarów cieczy o wymiarach

19×19 i 10×10 w kombinacji odpowiednio z MES oraz MRS. Aby okre±li¢ cz¦sto±ci

drga« wªasnych przy u»yciu metody elementów sko«czonych, przyj¦to konsystentn¡

macierz mas pªyty. W celu otrzymania macierzy mas i sztywno±ci pªyty zastosowano

autorskie metody caªkowania, gdzie punkty caªkowania rozmieszczono zgodnie z ry-

sunkiem 3.2a), d) lub e). Zestawione wyniki porównano z warto±ciami wyznaczonymi

przy zastosowaniu metody elementów brzegowych [9]. Postacie drga« wªasnych ba-

danej pªyty s¡ bardzo podobne do otrzymanych w przykªadzie 4.1 i przedstawionych

na rysunku 4.4.
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Tabela 5.1. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla pªyty z przykªadu 5.1

Cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr MEB MES�MEB, MES�MEB, MES�MEB, MRS�MEB

[9] rys 3.2a) rys 3.2d) rys 3.2e)

1 19,471 19,665 19,664 19,662 19,441

2, 3 61,940 62,663 62,657 62,644 61,522

4 110,670 111,994 111,979 111,947 109,673

5 143,722 146,542 146,508 146,436 141,257

Na podstawie danych w tabeli 5.1 mo»na stwierdzi¢, »e warto±ci cz¦sto±ci drga«

wªasnych pªyty otrzymane przy pomocy MES i ró»nych sposobów caªkowania nume-

rycznego s¡ do siebie bardzo zbli»one i nie ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡ o wi¦cej ni» 1%.

Spo±ród trzech metod caªkowania numerycznego wyniki najbli»sze warto±ciom z po-

zycji literaturowej [9] otrzymano przy rozmieszczeniu punktów caªkowania wedªug

rysunku 3.2e).

W rozpatrywanym przykªadzie warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych uzyskane we-

dªug metodologii MRS�MEB s¡ najbli»sze wynikom z literatury, wyznaczonym przy

u»yciu MEB, i poza ostatni¡ cz¦sto±ci¡ odpowiednie ró»nice procentowe nie przekra-

czaj¡ 1%. W przypadku u»ycia kombinacji metod MES�MEB jedynie dla pierwszej

cz¦sto±ci drga« uzyskano wynik ró»ni¡cy si¦ od warto±ci z literatury o mniej ni» 1%.

Porównuj¡c ze sob¡ warto±ci podane w tabelach 4.1 oraz 5.1, otrzymane przy

zastosowaniu MRS, mo»na stwierdzi¢, »e umieszczenie pªyty swobodnie podpartej

w o±rodku wodnym powoduje zmniejszenie pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych o oko-

ªo 74,5% w porównaniu z pªyt¡ umieszczon¡ w pró»ni. Dla kolejnych cz¦sto±ci drga«

odpowiednie spadki procentowe wynosz¡: 67,5%, 63,8% oraz 62,4%.

Przykªad 5.2. [25] Drgania wªasne pªyty o staªej grubo±ci, utwierdzonej na jednej

kraw¦dzi i zanurzonej caªkowicie w wodzie

W przykªadzie analizie poddano pªyt¦ kwadratow¡ utwierdzon¡ wzdªu» jednej

kraw¦dzi. Pªyta o identycznym schemacie podparcia, umieszczona w pró»ni, stanowi

przedmiot rozwa»a« w przykªadzie 4.2. W obecnym zadaniu przyj¦to, »e pªyta jest

caªkowicie zanurzona w wodzie. Dªugo±¢ boku badanej pªyty wynosi 2,0 m, a grubo±¢

przyj¦to staª¡ na caªej powierzchni i równ¡ 0,05 m. Materiaª pªyty oraz geometri¦

siatek MES i MRS przyj¦to jak w przykªadzie 5.1.

Warto±ci pierwszych czterech cz¦sto±ci drga« wªasnych, otrzymane przy zasto-

sowaniu metod numerycznych jak w przykªadzie 5.1, pokazano w tabeli 5.2. Po-
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równywano je z warto±ciami wyznaczonymi analitycznie [21] lub przy zastosowaniu

MEB [9]. Odpowiadaj¡ce postacie drga« wªasnych s¡ bardzo zbli»one do tych przed-

stawionych na rysunku 4.5.

Tabela 5.2. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla pªyty z przykªadu 5.2

Cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr anal. MEB MES�MEB, MES�MEB, MES�MEB, MRS�MEB

[21] [9] rys 3.2a) rys 3.2d) rys 3.2e)

1 34,911 37,581 38,716 38,715 38,713 38,146

2 114,185 105,379 108,985 108,980 108,963 117,352

3 212,750 256,539 260,234 260,214 260,167 253,402

4 376,595 359,983 365,034 365,027 365,000 368,981

Na podstawie wyników zawartych w tabeli 5.2 mo»na stwierdzi¢, »e przy za-

stosowaniu MES oraz ró»nych metod caªkowania numerycznego warto±ci cz¦sto±ci

drga« wªasnych najbli»sze analitycznym otrzymano, rozmieszczaj¡c punkty caªko-

wania zgodnie z rysunkiem 3.2e).

Porównuj¡c warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane przy zastosowaniu

kombinacji metod MES�MEB i MRS�MEB, mo»na zauwa»y¢, »e bli»sze analitycz-

nym s¡ wyniki wyznaczone wedªug metodologii MRS w przypadku pierwszej i trze-

ciej cz¦sto±ci drga« oraz otrzymane zgodnie z metodologi¡ MES w pozostaªych

przypadkach. Dla ka»dej cz¦sto±ci odpowiednie ró»nice procentowe, w porównaniu

z warto±ciami analitycznymi, przekraczaj¡ 1%, a zatem zaleca si¦, aby obliczenia

numeryczne wykona¢ ponownie z u»yciem g¦stszych siatek MES i MRS.

Analizuj¡c wyniki podane w tabelach 4.2 oraz 5.2 otrzymane przy zastosowaniu

MES, dla rozmieszczenia punktów caªkowania wedªug rysunku 3.2e), mo»na stwier-

dzi¢, »e umieszczenie pªyty wspornikowej w o±rodku wodnym powoduje zmniejszenie

pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych o okoªo 42,3% w porównaniu z pªyt¡ umieszczon¡

w pró»ni. Dla kolejnych cz¦sto±ci drga« odpowiednie spadki procentowe wynosz¡:

33,7%, 36,7% oraz 30,5%. S¡ wi¦c one mniejsze w porównaniu z analizowan¡ wcze-

±niej pªyt¡ swobodnie podpart¡ na obwodzie.

Przykªad 5.3. [25] Drgania wªasne pªyty o zmiennej grubo±ci, utwierdzonej na jed-

nej kraw¦dzi i zanurzonej caªkowicie w wodzie

Przedmiotem analizy w niniejszym przykªadzie jest pªyta kwadratowa utwierdzo-

na na jednej kraw¦dzi. Identyczn¡ pªyt¦, umieszczon¡ w pró»ni, analizowano w przy-

kªadzie 4.3. Obecnie przyj¦to, »e pªyta jest caªkowicie zanurzona w pªynie. Dªugo±¢
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boku badanej pªyty wynosi A = 2,0 m. Przyj¦to, »e pªyta ma liniowo zmienn¡ gru-

bo±¢ w jednym kierunku. Jej przekrój przyj¦to jak w przykªadzie 3.3 i przedstawio-

no na rysunku 3.13. Minimalna grubo±¢ pªyty wyst¦puje przy swobodnej kraw¦dzi

i wynosi ona H2 = 0,05 m. Maksymalna grubo±¢ jest zlokalizowana wzdªu» kraw¦dzi

utwierdzonej i przyjmuje warto±ci ze zbioru H1 = {0,1, 0,15, 0,2} m. Materiaª pªyty

przyj¦to identyczny jak w dwóch poprzednich przykªadach. Warto±ci cz¦sto±ci drga«

wªasnych wyznaczano wyª¡cznie przy wykorzystaniu metody ró»nic sko«czonych.

Otrzymane warto±ci czterech pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych przedstawiono

w tabeli 5.3. Wyznaczono je dla trzech ró»nych grubo±ci H1 pªyty, z u»yciem siatki

MRS 20 × 20. Ponadto w przypadku grubo±ci H1 = 0,2 m analizowane charakte-

rystyki dynamiczne obliczono, przyjmuj¡c kolejno cztery ró»ne g¦sto±ci siatki MRS

w celu sprawdzenia zbie»no±ci otrzymywanych wyników. Postacie drga« wªasnych

dla rozpatrywanych wariantów pªyty o zmiennej grubo±ci s¡ bardzo podobne do tych

przedstawionych na rysunku 4.5.

Tabela 5.3. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.3 wyznaczone dla trzech

przypadków jej grubo±ci maksymalnej H1, z u»yciem ró»nych g¦sto±ci siatek MRS

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr Rozw. dla siatki 20× 20 Rozw. dla H1 = 0,2 m i ró»nych siatek MRS

H1 = 0,1 m H1 = 0,15 m 14× 14 20× 20 30× 30 40× 40

1 87,006 144,669 204,582 209,382 213,283 215,304

2 173,203 229,573 305,416 289,883 281,378 277,737

3 438,877 577,145 697,947 691,678 687,291 685,110

4 532,623 724,431 945,428 934,535 937,531 940,679

Analizuj¡c wyniki przedstawione w tabeli 5.3, mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e war-

to±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty o zmiennej liniowo sztywno±ci i zanurzonej

w pªynie, podobnie jak w przypadku o±rodka pró»ni, rosn¡ wraz ze wzrostem jej

grubo±ci przy utwierdzonej kraw¦dzi.

W przypadku pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych dwukrotne zwi¦kszenie grubo-

±ci pªyty H1 przy utwierdzonej kraw¦dzi, w odniesieniu do jej grubo±ci H2 przy kra-

w¦dzi swobodnej, powoduje okoªo 2,3-krotny wzrost warto±ci rozwa»anej charaktery-

styki dynamicznej w porównaniu z pªyt¡ o staªej grubo±ci wynosz¡cej H2 = 0, 05 m.

Zwi¦kszaj¡c 3- i 4-krotnie grubo±¢ pªyty przy utwierdzonej kraw¦dzi, uzyskuje si¦

odpowiednio 3,8- oraz 5,5-krotny wzrost pierwszej cz¦sto±ci drga«. Mo»na zauwa»y¢,

»e analizowane zwielokrotnienie warto±ci tej charakterystyki, wynikaj¡ce ze stopnio-

wego zwi¦kszania grubo±ci pªyty przy utwierdzonej kraw¦dzi wzgl¦dem kraw¦dzi
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swobodnej, jest bardziej istotne dla przypadku pªyty zanurzonej w wodzie w porów-

naniu z pªyt¡ umieszczon¡ w pró»ni (przykªad 4.3).

Na podstawie przeprowadzonego testu zbie»no±ci wyników uzyskanych dla ró»-

nych siatek MRS mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e cz¦sto±ci drga« zmieniaj¡ si¦ nie-

znacznie pocz¡wszy od siatki o g¦sto±ci 30× 30. Ró»nice mi¦dzy cz¦sto±ciami otrzy-

manymi z u»yciem siatek 30 × 30 oraz 20 × 20 nie przekraczaj¡ 1% w przypadku

trzeciej oraz czwartej cz¦sto±ci drga«. Dla pierwszej cz¦sto±ci analizowana ró»nica

wynosi okoªo 1,86%, a dla drugiej � okoªo 2,93%. Ró»nica mi¦dzy cz¦sto±ciami drga«,

poza drug¡, dla siatek 40×40 oraz 30×30 nie przekracza 1%, a w przypadku drugiej

cz¦sto±ci wynosi okoªo 1,3%. Nale»aªoby wi¦c w przypadku tej charakterystyki wyko-

na¢ obliczenia z u»yciem g¦stszej siatki i sprawdzi¢ ponownie zbie»no±¢ uzyskanych

wyników.

Pierwsza cz¦sto±¢ drga« wªasnych pªyty zanurzonej w wodzie ulegªa zmniejszeniu

o okoªo 33,6%�39,6% w odniesieniu do warto±ci tej cz¦sto±ci dla pªyty umieszczo-

nej w pró»ni. Spadek ten zmniejsza si¦ wraz ze wzrostem grubo±ci pªyty przy jej

utwierdzonej kraw¦dzi.

Przykªad 5.4. [25] Drgania wªasne swobodnie podpartej na obwodzie pªyty ortotro-

powej o staªej grubo±ci, zanurzonej caªkowicie w wodzie

W niniejszym przykªadzie analizowano pªyt¦ kwadratow¡ o schemacie podpar-

cia i wymiarach identycznych jak w przykªadzie 5.1. W odró»nieniu od przykªa-

du 5.1 przyj¦to, »e pªyta wykonana jest z materiaªu ortotropowego, skªadaj¡cego si¦

z boru i »ywicy epoksydowej, wykazuj¡cego ró»ne wªa±ciwo±ci w dwóch ortogonal-

nych kierunkach. Pªyt¦ charakteryzuj¡c¡ si¦ takim materiaªem analizowano wcze-

±niej w przykªadzie 4.4, gdzie zaªo»ono poni»sze warto±ci staªych materiaªowych, na

podstawie pracy [109]:

� podªu»ny moduª Younga: E1 = 211 GPa,

� poprzeczny moduª Younga: E2 = 24,1 GPa,

� moduª ±cinania: G12 = 6,9 GPa,

� wi¦kszy wspóªczynnik Poissona: ν12 = 0,36,

� mniejszy wspóªczynnik Poissona: ν21 = ν12 · E2

E1

∼= 0,041,

� g¦sto±¢ materiaªu: ρ = 1967 kg/m3.

Elementy macierzy D zawieraj¡cej sztywno±ci pªyty na zginanie i skr¦canie wyzna-

czono na podstawie wzorów (3.3) oraz (3.4).

W tabeli 5.4 zestawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane dla ba-

danej pªyty. Wyniki wyznaczono przy u»yciu metody elementów sko«czonych, dla
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dwóch ró»nych dyskretyzacji powierzchni pªyty i trzech metod caªkowania niestan-

dardowego, z rozmieszczeniem punktów caªkowania zgodnie z rysunkiem 3.2a), d)

oraz e). Przyj¦to siatk¦ podobszarów cieczy o wymiarach 9×9 i 19×19, odpowiednio

dla siatek MES 10× 10 oraz 20× 20.

Tabela 5.4. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.4 wyznaczone przy

pomocy kombinacji metod MES�MEB, z u»yciem ró»nych metod numerycznego caªkowania

oraz dwóch sposobów dyskretyzacji powierzchni pªyty

Rozw. MES�MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr Rozw. dla siatki 10× 10 Rozw. dla siatki 20× 20

rys. 3.2 a) rys. 3.2 d) rys. 3.2 e) rys. 3.2 a) rys. 3.2 d) rys. 3.2 e)

1 11,061 11,059 11,055 11,311 11,310 11,309

2 23,562 23,552 23,530 24,386 24,384 24,379

3 50,605 50,556 50,450 52,486 52,480 52,466

4 51,002 50,977 50,923 52,953 52,941 52,915

Podsumowuj¡c wyniki z tabeli 5.4, mo»na zauwa»y¢, »e zwi¦kszenie g¦sto±ci siat-

ki MES z 10 × 10 na 20 × 20 powoduje wzrost pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych

o okoªo 2,2%. W przypadku drugiej i trzeciej cz¦sto±ci analizowana ró»nica procen-

towa wynosi okoªo 3,5%. Obliczenia nale»aªoby wi¦c przeprowadzi¢ np. dla g¦sto±ci

siatek 30 × 30 oraz 40 × 40, aby mo»na byªo wyci¡gn¡¢ wniosek o zbie»no±ci uzy-

skiwanych wyników, przy kryterium ró»nicy procentowej nie przekraczaj¡cej 1% dla

dwóch s¡siednich siatek MES.

W porównaniu z pªyt¡ izotropow¡ zanurzon¡ w wodzie, rozpatrywan¡ w przy-

kªadzie 5.1, o tych samych wymiarach i podparciu jak pªyta obecnie badana, warto±¢

pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych ulegªa zmniejszeniu o okoªo 42%. Analogiczny

spadek procentowy drugiej, trzeciej i czwartej cz¦sto±ci wyniósª odpowiednio okoªo:

61%, 55% oraz 64%. Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e w przypadku analizowanej

wcze±niej pªyty ortotropowej umieszczonej w pró»ni pierwsza cz¦sto±¢ drga« wªa-

snych ulegªa zwi¦kszeniu w odniesieniu do pªyty izotropowej w pró»ni.

Porównuj¡c warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych uzyskane dla pªyty ortotropowej

umieszczonej w pró»ni (przykªad 4.4) i w cieczy, mo»na stwierdzi¢, »e obecno±¢ o±rod-

ka wodnego spowodowaªa zmniejszenie pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych o okoªo

86,8%. Jest to spadek du»o wi¦kszy w porównaniu z wcze±niej analizowanymi pªy-

tami izotropowymi umieszczonymi w pró»ni i w wodzie. Druga, trzecia i czwarta

cz¦sto±¢ drga« ulegªy zmniejszeniu w odniesieniu do pªyty w pró»ni o podobny rz¡d

wielko±ci, a wi¦c o okoªo 79�83%.
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W przykªadach 5.5�5.7 okre±lano cz¦sto±ci drga« wªasnych dla pªyt utwierdzo-

nych wzdªu» jednej kraw¦dzi oraz zanurzonych pionowo lub poziomo, caªkowicie

lub cz¦±ciowo w wodzie. Wpªyw powierzchni swobodnej cieczy uwzgl¦dniono przy

zastosowaniu warunku zerowania si¦ wektora pr¦dko±ci w kierunku normalnym do

tej powierzchni (vn = 0).

Przykªad 5.5. [26] Drgania wªasne wspornikowej pªyty izotropowej zanurzonej cz¦-

±ciowo w wodzie w pozycji pionowej

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ kwadratow¡ zanurzon¡ cz¦±ciowo w wodzie.

Pªyt¦ umieszczono w o±rodku wodnym w pozycji pionowej i przyj¦to utwierdzenie

wzdªu» górnej kraw¦dzi zgodnie z rysunkiem 5.13a). Dªugo±¢ boku badanej pªy-

ty przyj¦to równ¡ 10,0 m, a grubo±¢ zaªo»ono staª¡ na caªej powierzchni i równ¡

0,238 m. Pªyt¦ wykonano z materiaªu izotropowego (stal) o staªych materiaªowych

identycznych jak w przykªadzie 5.1.

Rysunek 5.13. Prostok¡tna pªyta wspornikowa zanurzona w wodzie pionowo (a) oraz po-

ziomo (b) [24]

W tabelach 5.5 oraz 5.6 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty

otrzymane dla ró»nych gª¦boko±ci jej zanurzenia w cieczy, które mierzone s¡ przy

pomocy ilorazu B/(B+B1), gdzie B oznacza wysoko±¢ cz¦±ci pªyty otoczonej wod¡,

a B1 � wysoko±¢ cz¦±ci pªyty w pró»ni. Przyj¦to wzgl¦dne gª¦boko±ci zanurzenia

z zakresu B/(B + B1) ∈ {0,25, 0,5, 0,75, 1,0}, dla których siatka podobszarów cie-

czy skªada si¦ odpowiednio z: 100, 200, 300 i 400 elementów. Posiada ona zatem

wymiar 20 × 20 B
B+B1

. W tabelach rozpatrzono dwa przypadki � uwzgl¦dniono (I)

albo pomini¦to (II) wpªyw powierzchni swobodnej cieczy. Ponadto u»yto dwie kom-
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binacje metod numerycznych, odpowiednio MES�MEB oraz MRS�MEB, w których

przyj¦to siatk¦ MES 21 × 21 oraz siatk¦ MRS 40 × 40. Ró»nice w g¦sto±ciach obu

siatek wynikaj¡ z zaªo»enia o identycznej dyskretyzacji na podobszary cieczy dla

obu kombinacji metod numerycznych. W obliczeniach MES macierze sztywno±ci

elementów sko«czonych wyznaczono przy pomocy wzorów dokªadnych zawartych

w pracy [1], natomiast macierze bezwªadno±ci przyj¦to jako konsystentne i obliczono

je numerycznie przy zastosowaniu 5-punktowej metody Gaussa.

Tabela 5.5. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.5 wyznaczone dla

czterech ró»nych gª¦boko±ci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod

MES�MEB z u»yciem siatki MES 21× 21 [26]

Rozw. MES�MEB � cz¦sto±ci ω [rad/s] dla siatki MES 21× 21
B

B+B1
0,25 0,5 0,75 1,0

Nr (I) (II) (I) (II) (I) (II) (I) (II)

1 9,990 9,591 8,163 7,888 7,500 7,364 7,311 7,257

2 25,800 25,180 21,988 21,644 20,698 20,584 20,464 20,446

3 71,824 77,442 64,370 63,210 53,536 51,939 49,436 48,818

4 85,765 84,679 75,323 74,135 69,775 69,373 68,777 68,700

Tabela 5.6. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.5 wyznaczone dla

czterech ró»nych gª¦boko±ci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod

MRS�MEB z u»yciem siatki MRS 40× 40 [26]

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci ω [rad/s] dla siatki MRS 40× 40
B

B+B1
0,25 0,5 0,75 1,0

Nr (I) (II) (I) (II) (I) (II) (I) (II)

1 10,069 9,664 8,218 7,940 7,547 7,410 7,356 7,301

2 27,739 27,070 23,476 23,089 21,986 21,855 21,712 21,692

3 71,636 71,280 64,186 63,019 53,450 51,873 49,383 48,769

4 88,912 87,758 77,555 76,294 71,324 70,852 70,132 70,037

W tabelach 5.7 oraz 5.8 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych ana-

logiczne do tych z tabeli 5.6, ale uzyskane dla siatek MRS o mniejszej g¦sto±ci,

odpowiednio 32× 32 oraz 24× 24.

W celu sprawdzenia poprawno±ci wykonanych oblicze« dokonano ich porównania

z cz¦sto±ciami drga« wªasnych uzyskanymi analitycznie [21] oraz przy zastosowaniu
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MEB [24], z uwzgl¦dnieniem wpªywu powierzchni swobodnej wody zgodnie z warun-

kiem zerowania si¦ wektora pr¦dko±ci vn = 0. Warto±ci te przedstawiono w tabeli 5.9.

Tabela 5.7. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.5 wyznaczone dla

czterech ró»nych gª¦boko±ci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod

MRS�MEB z u»yciem siatki MRS 32× 32 [26]

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci ω [rad/s] dla siatki MRS 32× 32
B

B+B1
0,25 0,5 0,75 1,0

Nr (I) (II) (I) (II) (I) (II) (I) (II)

1 10,014 9,588 8,173 7,886 7,506 7,366 7,315 7,259

2 27,955 27,244 23,604 23,192 22,078 21,938 21,796 21,775

3 71,351 70,984 63,727 62,516 53,098 51,474 49,085 48,461

4 89,049 87,841 77,512 76,191 71,172 70,665 69,941 69,839

Tabela 5.8. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.5 wyznaczone dla

czterech ró»nych gª¦boko±ci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod

MRS�MEB z u»yciem siatki MRS 24× 24 [26]

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci ω [rad/s] dla siatki MRS 24× 24
B

B+B1
0,25 0,5 0,75 1,0

Nr (I) (II) (I) (II) (I) (II) (I) (II)

1 9,920 9,467 8,100 7,799 7,440 7,295 7,249 7,192

2 28,303 27,535 23,812 23,360 22,229 22,073 21,932 21,909

3 70,876 70,492 62,959 61,699 52,504 50,812 48,583 47,945

4 89,292 88,025 77,448 76,049 70,947 70,386 69,657 69,544

Tabela 5.9. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.5 wyznaczone dla czte-

rech ró»nych gª¦boko±ci zanurzenia w wodzie, na podstawie rozwi¡zania analitycznego [21]

oraz przy u»yciu MEB [24]

Rozw. anal. [21] oraz wg BEM [24] � cz¦sto±ci ω [rad/s]
B

B+B1
0,25 0,5 0,75 1,0

Nr [21] [24] [21] [24] [21] [24] [21] [24]

1 10,25 9,99 8,22 8,16 7,57 7,50 7,35 7,31

2 26,40 25,61 21,85 21,83 20,50 20,55 20,20 20,30

3 73,26 71,84 64,40 64,36 54,65 53,53 50,45 49,44

4 87,10 85,82 76,68 75,39 71,52 69,81 70,41 68,80
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Analizuj¡c wyniki przedstawione w tabelach 5.5�5.9, mo»na zauwa»y¢, »e cz¦sto-

±ci drga« wªasnych pªyty malej¡ wraz ze wzrostem jej gª¦boko±ci zanurzenia w wo-

dzie. Oznacza to, »e masa doª¡czona, uwzgl¦dniaj¡ca obecno±¢ pªynu, ma znaczny

wpªyw na charakterystyki dynamiczne pªyty.

Porównuj¡c dane zawarte w tabelach 5.5 oraz 5.6 otrzymane przy zaªo»eniu

wariantu I (uwzgl¦dnienie powierzchni swobodnej wody) z wynikami analityczny-

mi przedstawionymi w tabeli 5.9, mo»na stwierdzi¢, »e warto±ci pierwszej cz¦sto±ci

drga« uzyskane zgodnie z metodologi¡ MRS�MEB s¡ bli»sze wynikom analitycz-

nym w porównaniu z analogicznymi warto±ciami otrzymanymi przy u»yciu metod

MES�MEB. W przypadku kolejnych cz¦sto±ci ta reguªa nie zawsze jest speªniona.

Warto±ci drugiej i trzeciej cz¦sto±ci drga« wªasnych bli»sze analitycznym otrzyma-

no w wyniku u»ycia kombinacji MES�MEB. Z kolei dla czwartej cz¦sto±ci drga«

wªasnych oraz gª¦boko±ci zanurzenia pªyty z zakresu 0,5�1,0 wyniki okazaªy si¦ by¢

dokªadniejsze przy zastosowaniu metod MRS�MEB, przy czym ró»nica procentowa

w odniesieniu do rozwi¡zania analitycznego nie przekracza 1% dla wzgl¦dnej gª¦bo-

ko±ci zanurzenia wynosz¡cej 0,75 oraz 1,0. Dla obu kombinacji metod numerycznych

ró»nica procentowa warto±ci pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych, w nawi¡zaniu do

rozwi¡zania analitycznego, nie przekracza 1% w przypadku wzgl¦dnej gª¦boko±ci

zanurzenia 0,5�1,0. Gdy gª¦boko±¢ ta wynosi 0,25, rozwa»ana ró»nica przekracza

1% dla metod MRS�MEB oraz 2% w przypadku kombinacji MES�MEB.

Analizuj¡c rozwi¡zania otrzymane z u»yciem siatek MRS o ró»nych g¦sto±ciach

(tabele 5.6�5.8), przy zastosowaniu wariantu I, mo»na stwierdzi¢, »e zadowalaj¡ce

warto±ci pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymano ju» dla siatki 32× 32, gdzie

ró»nica procentowa w odniesieniu do siatki 24 × 24 nie przekracza 1%, co mo»na

uzna¢ jako speªnione kryterium zbie»no±ci wyników. W przypadku siatki 32 × 32

oraz wzgl¦dnej gª¦boko±ci zanurzenia pªyty wynosz¡cej 0,5, 0,75 i 1,0 otrzymane

warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych nie ró»ni¡ si¦ od warto±ci analitycznych o wi¦cej

ni» 1%. Gdy gª¦boko±¢ ta wynosi 0,25, zaleca si¦ wykonanie oblicze« numerycznych

przy u»yciu siatki MRS g¦stszej ni» 40 × 40 w celu otrzymania dokªadniejszych

wyników.

Pomini¦cie wpªywu powierzchni swobodnej wody, a wi¦c zastosowanie warian-

tu II w ka»dej z tabel 5.5�5.8 powoduje obni»enie warto±ci cz¦sto±ci drga« w odnie-

sieniu do wariantu I. W pewnych przypadkach w wyniku zastosowania wariantu II

otrzymano warto±ci cz¦sto±ci drga« bli»sze analitycznym w porównaniu z warian-

tem I. Miaªo to miejsce w sytuacji, gdy jednocze±nie w obu wariantach I i II dana

cz¦sto±¢ drga« miaªa warto±¢ wi¦ksz¡ w odniesieniu do rozwi¡zania analitycznego.
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Przykªad 5.6. [26] Drgania wªasne wspornikowej pªyty izotropowej zanurzonej caª-

kowicie w wodzie w pozycji poziomej, z uwzgl¦dnieniem powierzchni swobodnej wody

W przykªadzie analizowano pªyt¦ kwadratow¡ zanurzon¡ w wodzie w pozycji

poziomej i utwierdzon¡ wzdªu» jednej kraw¦dzi zgodnie z rysunkiem 5.13b). Materiaª

oraz geometri¦ pªyty przyj¦to identyczne jak w przykªadzie 5.5.

W tabeli 5.10 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane przy

zastosowaniu kombinacji metod MES�MEB, MRS�MEB oraz rozwi¡zania analitycz-

nego zgodnie z [21]. Zaªo»ono przy tym podziaª powierzchni pªyty na 400 podob-

szarów cieczy (siatka 20 × 20), któremu odpowiadaj¡ g¦sto±ci siatek MES i MRS

odpowiednio 21 × 21 i 40 × 40. Ponadto przyj¦to trzy ró»ne warto±ci gª¦boko±ci

zanurzenia pªyty poni»ej poziomu wody, okre±lone ilorazem hn/B.

Tabela 5.10. Cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.6 wyznaczone dla trzech wa-

riantów gª¦boko±ci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod MES�MEB

i MRS�MEB oraz na podstawie rozwi¡zania analitycznego [26]

Cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr MES�MEB MRS�MEB Anal. [21]

hn/B 0,1 0,3 0,5 0,1 0,3 0,5 0,1 0,3 0,5

1 7,961 7,467 7,337 8,014 7,514 7,382 8,04 7,51 7,35

2 21,586 20,616 20,482 22,929 21,877 21,731 21,54 20,34 20,19

3 52,307 49,564 49,053 52,239 49,508 49,001 53,23 50,83 50,11

4 71,411 68,971 68,751 72,896 70,329 70,093 72,20 70,81 69,50

W tabeli 5.11 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych analogiczne do

tych z tabeli 5.10, ale otrzymane przy u»yciu kombinacji metod MRS�MEB i dwóch

ró»nych g¦sto±ci siatki MRS.

Na podstawie wyników zawartych w tabeli 5.10 mo»na stwierdzi¢, »e w przy-

padku pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych, przy zastosowaniu ka»dej z kombinacji

metod numerycznych MES�MEB i MRS�MEB, otrzymano wyniki ró»ni¡ce si¦ od

analitycznych nie wi¦cej ni» o 1%. Dla wzgl¦dnej gª¦boko±ci pªyty pod powierzchni¡

wody wynosz¡cej 0,1 i 0,3 zastosowanie kombinacji MRS�MEB okazaªo si¦ dawa¢

dokªadniejsze, bli»sze analitycznym, warto±ci pierwszej cz¦sto±ci drga«. Z kolei przy

wzgl¦dnej gª¦boko±ci równej 0,5 korzystniejsze byªo u»ycie kombinacji MES�MEB.

W przypadku drugiej i trzeciej cz¦sto±ci drga« wyniki bli»sze analitycznym uzyskano

przy pomocy metod MES�MEB, jednak w wi¦kszo±ci wyników ró»nica w odniesieniu

do analitycznych przekroczyªa 1%. Zastosowanie kombinacji MRS�MEB pozwoliªo
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Tabela 5.11. Cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.6 wyznaczone przy zastosowa-

niu kombinacji metod MRS�MEB, z u»yciem dwóch ró»nych g¦sto±ci siatki MRS [26]

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci ω [rad/s]

Nr siatka MRS 24× 24 siatka MRS 32× 32

hn/B 0,1 0,3 0,5 0,1 0,3 0,5

1 7,922 7,411 7,276 7,978 7,474 7,342

2 23,247 22,112 21,952 23,049 21,966 21,815

3 51,452 48,688 48,179 51,944 49,202 48,694

4 72,592 69,857 69,603 72,769 70,139 69,896

otrzyma¢ dokªadniejsze warto±ci czwartej cz¦sto±ci drga«, tzn. bli»sze analitycznym,

przy ró»nicy nie przekraczaj¡cej 1%.

Analizuj¡c wyniki przedstawione w tabeli 5.11, mo»na stwierdzi¢, »e zadowa-

laj¡ce warto±ci pierwszej cz¦sto±ci drga«, najbli»sze analitycznym, uzyskano przy

u»yciu siatki MRS 32×32, gdzie odpowiednie ró»nice nie przekraczaj¡ 1%. Ponadto

cz¦sto±ci drga«, poza trzeci¡, obliczone dla siatek 24× 24 oraz 32× 32 nie ró»ni¡ si¦

mi¦dzy sob¡ o wi¦cej ni» 1%, a w przypadku trzeciej cz¦sto±ci ten próg procentowy

jest tylko nieznacznie przekroczony. Mo»na wi¦c sformuªowa¢ wniosek o zbie»no±ci

zastosowanej metody numerycznej pocz¡wszy od siatki 32× 32.

Przykªad 5.7. [26] Drgania wªasne wspornikowej pªyty izotropowej o zmiennej gru-

bo±ci zanurzonej cz¦±ciowo w wodzie w pozycji pionowej

Przedmiotem analizy w przykªadzie jest pªyta kwadratowa o liniowo zmiennej

grubo±ci. Pªyt¦ umieszczono w o±rodku wodnym w pozycji pionowej i utwierdzono

wzdªu» górnej kraw¦dzi zgodnie z rysunkiem 5.14. Dªugo±¢ boku powierzchni ±rod-

kowej badanej pªyty przyj¦to równ¡ 10,0 m, a jej grubo±¢ przy swobodnej kraw¦dzi

wynosi H2 = 0,238 m.

W tabeli 5.12 zestawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych badanej pªyty ma-

j¡cej grubo±¢ przy kraw¦dzi utwierdzonej H1 = 2H2, przy czym u»yto siatk¦ MRS

o g¦sto±ci 40×40. Podobnie jak w przykªadzie 5.5 zaªo»ono dwa warianty � z uwzgl¦d-

nieniem (I) albo z pomini¦ciem (II) wpªywu powierzchni swobodnej wody.

W tabeli 5.13 zestawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty, przyjmuj¡c

dwa warianty grubo±ci przy kraw¦dzi utwierdzonej (H1 = 2H2, H1 = 3H2), cztery

ró»ne g¦sto±ci siatki MRS oraz gª¦boko±¢ zanurzenia pªyty B
B+B1

= 0,75. W tabeli

tej uwzgl¦dniono wpªyw powierzchni swobodnej wody.

Porównuj¡c warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych zestawione w tabelach 5.6 oraz 5.12,
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Rysunek 5.14. Prostok¡tna pªyta wspornikowa o zmiennej grubo±ci zanurzona pionowo

w wodzie

Tabela 5.12. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.7 wyznaczone dla

czterech ró»nych gª¦boko±ci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod

MRS-MEB [26]

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci ω [rad/s] dla H1 = 2H2 oraz siatki MRS 40× 40
B

B+B1
0,25 0,5 0,75 1,0

Nr (I) (II) (I) (II) (I) (II) (I) (II)

1 21,996 21,199 18,432 17,889 17,184 16,923 16,834 16,730

2 37,856 37,022 33,115 32,705 31,765 31,650 31,554 31,537

3 101,076 99,727 92,014 91,438 87,348 86,573 85,252 84,858

4 128,983 128,449 116,648 114,278 102,998 101,323 99,501 99,011

Tabela 5.13. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 5.7 wyznaczone przy

zastosowaniu kombinacji metod MRS�MEB, dla dwóch wariantów grubo±ci pªyty przy

utwierdzonej kraw¦dzi i czterech ró»nych siatek MRS [26]

Rozw. MRS-MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s]

Nr H1 = 2H2 oraz B
B+B1

= 0,75 H1 = 3H2 oraz B
B+B1

= 0,75

16× 16 24× 24 32× 32 40× 40 16× 16 24× 24 32× 32 40× 40

1 16,572 16,901 17,076 17,184 27,455 28,052 28,365 28,558

2 33,401 32,446 32,016 31,765 44,438 42,853 42,183 41,804

3 84,386 86,062 86,874 87,348 109,643 109,938 110,018 110,043

4 104,412 103,436 103,132 102,998 142,568 142,081 142,285 142,494
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mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e dwukrotne zwi¦kszenie grubo±ci pªyty H1 przy jej

utwierdzonej kraw¦dzi, w odniesieniu do grubo±ci H2 przy swobodnej kraw¦dzi, po-

woduje okoªo 2,2�2,3-krotny wzrost pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych. Analogiczny

wzrost drugiej cz¦sto±ci jest okoªo 1,35�1,45-krotny. W przypadku trzeciej cz¦sto-

±ci jest on 1,40�1,45-krotny przy wzgl¦dnej gª¦boko±ci zanurzenia pªyty 0,25 i 0,5

oraz 1,63�1,74-krotny dla gª¦boko±ci wynosz¡cej 0,75 i 1,0. Wzrost czwartej cz¦sto±ci

drga« wªasnych, wynikaj¡cy ze zwi¦kszenia grubo±ci pªyty, jest okoªo 1,4�1,5-krotny.

Na podstawie danych zawartych w tabeli 5.13 mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek o zbie»-

no±ci otrzymanych warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pocz¡wszy od siatki MRS

40 × 40, przyjmuj¡c kryterium zbie»no±ci jako ró»nic¦ procentow¡ mniejsz¡ ni»

1% w odniesieniu do odpowiedniej cz¦sto±ci otrzymanej w wyniku zastosowania

poprzedzaj¡cej, rzadszej siatki MRS. Ró»nica ta nieznacznie przekracza 1% przy

porównaniu pierwszej cz¦sto±ci drga« dla siatek 24 × 24 i 32 × 32, st¡d mo»na te»

uzna¢ jako wystarczaj¡ce warto±ci tej charakterystyki wyznaczonej z u»yciem siatki

32× 32.

Trzykrotne zwi¦kszenie grubo±ci pªyty H1 przy utwierdzonej kraw¦dzi, w odnie-

sieniu do grubo±ci H2 przy swobodnej kraw¦dzi, powoduje okoªo 3,8-krotny wzrost

pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych w porównaniu z danymi w tabeli 5.6. W przy-

padku kolejnych cz¦sto±ci drga« wªasnych analogiczny wzrost jest odpowiednio: 1,9-,

2,1-, oraz 2-krotny.





6. Analiza dynamiczna ukªadu pªyt

prostok¡tnych zanurzonych caªkowicie

w pªynie

Tematem niniejszego rozdziaªu jest analiza drga« wªasnych ukªadu dwóch pªyt

prostok¡tnych zanurzonych caªkowicie w o±rodku zewn¦trznym innym ni» pró»nia.

Przyj¦to, »e ka»da z pªyt tworz¡cych ukªad jest otoczona ciecz¡ o g¦sto±ci ρc. Pªyn

otaczaj¡cy pªyty speªnia zaªo»enia podane we wst¦pie do rozdziaªu 5, przy czym

pomini¦to wpªyw granicy o±rodków pªyn�powietrze.

Obecno±¢ pªynu uwzgl¦dniono przy zastosowaniu metody elementów brzegowych

wedªug zasad przedstawionych w [9]. Aby okre±li¢ cz¦sto±ci i postacie drga« wªa-

snych, dla ka»dej z pªyt ukªadu nale»y wyznaczy¢ macierze bezwªadno±ci (M1,M2).

Macierze te scala si¦ nast¦pnie w jedn¡ macierz bezwªadno±ci Mu,p dla ukªadu pªyt.

W kolejnym kroku wyznacza si¦ macierz bezwªadno±ci pªynu Mu,c, któr¡ nast¦pnie

w odpowiedni sposób dodaje si¦ do macierzy bezwªadno±ci ukªadu pªyt. W efekcie

uzyskuje si¦ macierz bezwªadno±ci Mu ukªadu dwie pªyty�ciecz. Tak¡ macierz wy-

korzystuje si¦ do rozwi¡zania problemu wªasnego pozwalaj¡cego otrzyma¢ szukane

charakterystyki dynamiczne.

W pierwszym podrozdziale przedstawiono sposób wyznaczania macierzy bez-

wªadno±ci pªynu Mu,c dla ukªadu dwóch pªyt zanurzonych caªkowicie w cieczy przy

zastosowaniu metody elementów brzegowych. Zaªo»ono przy tym, »e powierzchnie

±rodkowe obu pªyt ukªadu zawieraj¡ si¦ w jednej wspólnej pªaszczy¹nie albo w dwóch

ró»nych pªaszczyznach do siebie równolegªych. W kolejnych dwóch podrozdziaªach

omówiono metodyk¦ okre±lania charakterystyk dynamicznych dla tak przyj¦tego

ukªadu dwóch pªyt przy u»yciu kombinacji metod MES�MEB oraz MRS�MEB. Na

zako«czenie niniejszego rozdziaªu przedstawiono kilka przykªadów numerycznych,

w których wyznaczano cz¦sto±ci drga« wªasnych zanurzonego w wodzie ukªadu pªyt

o staªej lub zmiennej grubo±ci i ró»norakich warunkach podparcia. Do testów nume-

rycznych wykorzystano autorskie algorytmy opracowane w ±rodowisku Octave.
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6.1. Wyznaczanie macierzy bezwªadno±ci pªynu dla ukªadu

pªyt w uj¦ciu MEB

W celu uwzgl¦dnienia masy doª¡czonej, powstaªej w wyniku zanurzenia ukªadu

pªyt w pªynie, zastosowano metod¦ elementów brzegowych zgodnie z zasadami opi-

sanymi w pracy [9]. Przyj¦to jako przedmiot bada« ukªad dwóch pªyt zanurzonych

caªkowicie w cieczy o g¦sto±ci ρc. Zaªo»ono, »e powierzchnie ±rodkowe pªyt stanowi¡-

cych ukªad le»¡ w jednej wspólnej pªaszczy¹nie albo w dwóch ró»nych pªaszczyznach

do siebie równolegªych. Dla ka»dej z pªyt takiego ukªadu przyj¦to dyskretyzacj¦ na

podobszary cieczy w postaci siatek o wymiarach odpowiednio c1×d1 oraz c2×d2. Na

rysunkach 6.1 oraz 6.2 pokazano t¡ dyskretyzacj¦, bior¡c pod uwag¦ dwa warianty

poªo»enia wzgl¦dem siebie pªyt tworz¡cych ukªad otoczony pªynem.

Rysunek 6.1. Ukªad dwóch pªyt o powierzchniach ±rodkowych le»¡cych w jednej pªaszczy¹-

nie wraz z dyskretyzacj¡ na podobszary cieczy

W analizowanych ukªadach dwóch pªyt przyj¦to nast¦puj¡ce oznaczenia:

• A1 × B1 × H1, A2 × B2 × H2 � wymiary geometryczne odpowiednio pierwszej

i drugiej pªyty ukªadu (dªugo±¢, szeroko±¢ i grubo±¢),

• h1 × k1, h2 × k2 � wymiary podobszarów cieczy dyskretyzuj¡cych odpowiednio

pierwsz¡ i drug¡ pªyt¦ ukªadu,

• l1 � odlegªo±¢ mi¦dzy pªytami ukªadu (dla pªyt, których rzuty nachodz¡ na siebie

przyj¦to l1 < 0),

• l2 � przesuni¦cie dolnej kraw¦dzi pªyty prawej wzgl¦dem dolnej kraw¦dzi pªyty

lewej,
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• l3 � odlegªo±¢ mi¦dzy pªaszczyznami pokrywaj¡cymi si¦ z powierzchniami ±rod-

kowymi ka»dej z pªyt ukªadu (l3 = 0, je±li pªyty le»¡ w jednej pªaszczy¹nie).

Rysunek 6.2. Ukªad dwóch pªyt o powierzchniach ±rodkowych le»¡cych w dwóch pªaszczy-

znach równolegªych wraz z dyskretyzacj¡ na podobszary cieczy

Macierz bezwªadno±ci cieczy otaczaj¡cej ukªad dwóch pªyt okre±lona jest nast¦-

puj¡cym wzorem, analogicznym do wcze±niej stosowanego wzoru (5.7):

Mu,c = 4πρc SuH
−1
u , (6.1)

gdzie:

Su � macierz diagonalna z polami powierzchni podobszarów cieczy dla kolejnych

pªyt ukªadu, okre±lona wzorem:

Su =

[
S1 0

0 S2

]
, (6.2)

w którym S1 oraz S2 oznaczaj¡ macierze pól powierzchni podobszarów cieczy odpo-

wiednio dla pierwszej i drugiej pªyty ukªadu,

Hu � macierz o nast¦puj¡cej strukturze:

Hu =

[
H11 H12

H21 H22

]
, (6.3)
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w której poszczególne podmacierze wyznacza si¦ zgodnie z poni»szymi wzorami:

H11 = [Hmn] =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
1

rPQ

)]
z→0

dSn, (6.4)

H12 = [Hmn′ ] =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
1

rPQ′

)]
z→0

dSn, (6.5)

H21 = [Hm′n] =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
1

rP ′Q

)]
z→0

dSn, (6.6)

H22 = [Hm′n′ ] =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
1

rP ′Q′

)]
z→0

dSn. (6.7)

W przypadku pªyt znajduj¡cych si¦ na jednej pªaszczy¹nie (rysunek 6.1) caª-

ki (6.4)�(6.7) mo»na obliczy¢ wedªug wzoru analitycznego (5.15). Na rysunku 6.3

oznaczono w ukªadzie pªyt odlegªo±ci niezb¦dne do zastosowania tego wzoru. Wynika

Rysunek 6.3. Oznaczenie odlegªo±ci w ukªadzie pªyt w celu obliczenia caªek (6.4)�(6.7)

z niego, »e poszczególne elementy macierzy H11 oraz H22 wyznacza si¦ zgodnie z za-

sadami obliczania macierzyH, opisanymi w podrozdziale 5.1, przy czym macierzH11

dotyczy pierwszej, a macierz H22 drugiej pªyty ukªadu. Wymiary macierzy H11 oraz

H22 wynosz¡ odpowiednio c1d1×c1d1 oraz c2d2×c2d2. Elementy Hmn′ macierzy H12

oblicza si¦, przyjmuj¡c pocz¡tek m lokalnych ukªadów wspóªrz¦dnych w kolejnych

punktach kolokacji podobszarów cieczy nale»¡cych do pªyty pierwszej. W tak okre-

±lonych ukªadach wspóªrz¦dnych wyznacza si¦ wspóªrz¦dne punktów kolokacji pod-

obszarów cieczy n′ nale»¡cych do pªyty drugiej. Wymiar macierzy H12 wynosi zatem

c1d1× c2d2. Z kolei kolejne elementy Hm′n macierzy H21 oblicza si¦ analogicznie jak

w przypadku macierzy H12, tzn. pocz¡tki lokalnych ukªadów wspóªrz¦dnych m′ za-

kªada si¦ na obszarze drugiej pªyty i wzgl¦dem nich ustala si¦ wspóªrz¦dne punktów

kolokacji podobszarów cieczy n nale»¡cych do pªyty pierwszej. Wymiar macierzyH21

wynosi wi¦c c2d2 × c1d1.
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Aby wyznaczy¢ macierz Hu w programie Octave dla ukªadu pªyt z rysunku 6.1,

w pierwszej kolejno±ci nale»y okre±li¢ macierze pomocniczeW1 orazW2 zawieraj¡ce

w kolejnych kolumnach wspóªrz¦dne punktów naro»nych podobszarów cieczy, odpo-

wiednio dla pierwszej i drugiej pªyty ukªadu, w globalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych

przyj¦tym w lewym dolnym naro»u pªyty wysuni¦tej najbardziej na lewo. Globalny

ukªad wspóªrz¦dnych xOy oznaczono na rysunku 6.1. MacierzeW1 orazW2 wyzna-

cza si¦ wedªug zasad opisanych w podrozdziale 5.1 dla macierzyW, której struktur¦

w przypadku pojedynczej pªyty okre±la wzór (5.16). Nast¦pnie nale»y utworzy¢ ma-

cierze pomocnicze Sr1 oraz Sr2, których kolumny zawieraj¡ wspóªrz¦dne punktów

kolokacji podobszarów cieczy, odpowiednio dla pierwszej i drugiej pªyty ukªadu,

w globalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych xOy. Macierze te wyznacza si¦ zgodnie z za-

sadami przedstawionymi w podrozdziale 5.1 odno±nie macierzy Sr, której struktura

dla pojedynczej pªyty okre±lona jest wzorem (5.17).

Dla obu pªyt ukªadu mo»na utworzy¢ macierze powi¡za« t1 oraz t2 o wymiarach

odpowiednio 4× c1d1 oraz 4× c2d2, które w kolejnych kolumnach zawieraj¡ numery

w¦zªów naro»nych podobszarów cieczy. Kolumna macierzy powi¡za« ti (i = 1, 2)

odpowiadaj¡ca podobszarowi cieczy o numerze qici + ri, gdzie qi = 0, 1, 2, . . . , di− 1

oraz ri = 1, 2, 3, . . . , ci, zawiera kolejno numery w¦zªów: qici+qi+ri, qici+qi+ri+1,

(qi + 1)ci + qi + ri + 2, (qi + 1)ci + qi + ri + 1.

Macierze pomocnicze W1, W2, Sr1, Sr2, t1, t2 umo»liwiaj¡ wyznaczenie wspóª-

rz¦dnych: xp,i, xk,i, yp,i, yk,i okre±laj¡cych poªo»enie podobszarów cieczy o numerze

n lub n′, gdzie n = 1, 2, 3, . . . , c1d1 oraz n′ = 1, 2, 3, . . . , c2d2, w lokalnym ukªadzie

wspóªrz¦dnych maj¡cym pocz¡tek w ±rodku podobszaru cieczy o numerze m lub m′,

gdzie m = 1, 2, 3, . . . , c1d1 oraz m′ = 1, 2, 3, . . . , c2d2. Numery podobszarów cieczy

m oraz n dotycz¡ pierwszej pªyty ukªadu, natomiast numery m′ oraz n′ odnosz¡ si¦

do drugiej pªyty ukªadu. Lokalizacj¦ wspóªrz¦dnych: xp,i, xk,i, yp,i, yk,i przedstawiono

na rysunku 5.2.

Dla pewnego ustalonego poªo»enia lokalnego ukªadu wspóªrz¦dnych w punkcie

kolokacji o numerze m, nale»¡cym do pªyty pierwszej, wyznacza si¦ wspóªrz¦dne

odpowiadaj¡ce kolejnym podobszarom cieczy o numerach n = 1, 2, 3, . . . , c1d1, nale-

»¡cym do tej samej pªyty. Wspóªrz¦dne te oznaczone jako: xp,1, xk,1, yp,1, yk,1 stosuje

si¦ w przypadku obliczania, zgodnie ze wzorem (5.15), elementów Hmn macierzyH11

i okre±lone s¡ nast¦puj¡co, w podobny sposób jak w przypadku wzoru (5.18):

xp,1 = W1(1, t1(1, n))− Sr1(1,m),

xk,1 = W1(1, t1(2, n))− Sr1(1,m),
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yp,1 = W1(2, t1(1, n))− Sr1(2,m),

yk,1 = W1(2, t1(3, n))− Sr1(2,m).

Post¦puj¡c analogicznie jak wy»ej i przyjmuj¡c zamiast n numery n′ = 1, 2, 3, . . . , c2d2

dla podobszarów pªynu nale»¡cych do pªyty drugiej, otrzymuje si¦ wspóªrz¦dne: xp,2,

xk,2, yp,2, yk,2 stosowane do obliczenia elementów Hmn′ macierzy H12. Okre±lone s¡

one wzorami:

xp,2 = W2(1, t2(1, n′))− Sr1(1,m),

xk,2 = W2(1, t2(2, n′))− Sr1(1,m),

yp,2 = W2(2, t2(1, n′))− Sr1(2,m),

yk,2 = W2(2, t2(3, n′))− Sr1(2,m).

W celu wyznaczenia wspóªrz¦dnych: xp,3, xk,3, yp,3, yk,3, potrzebnych do oblicze-

nia elementów Hm′n macierzy H21, nale»y w pewnym ustalonym punkcie kolokacji

o numerze m′, nale»¡cym do pªyty drugiej, przyj¡¢ lokalny ukªad wspóªrz¦dnych

i okre±li¢ w nim wspóªrz¦dne kolejnych punktów n = 1, 2, 3, . . . , c1d1 odpowiadaj¡-

cych podobszarom cieczy nale»¡cym do pªyty pierwszej. Otrzymuje si¦ wówczas:

xp,3 = W1(1, t1(1, n))− Sr2(1,m′),

xk,3 = W1(1, t1(2, n))− Sr2(1,m′),

yp,3 = W1(2, t1(1, n))− Sr2(2,m′),

yk,3 = W1(2, t1(3, n))− Sr2(2,m′).

Wspóªrz¦dne: xp,4, xk,4, yp,4, yk,4, stosowane do obliczenia elementów Hm′n′ macierzy

H22, dotycz¡ lokalizacji kolejnych punktów kolokacji n′ = 1, 2, 3, . . . , c2d2 podob-

szarów cieczy nale»¡cych do pªyty drugiej, okre±lonych wzgl¦dem lokalnego ukªadu

wspóªrz¦dnych o pocz¡tku ustalonym w pewnym punkcie m′ nale»¡cym do tej samej

pªyty. Otrzymuje si¦ nast¦puj¡ce wzory:

xp,4 = W2(1, t2(1, n′))− Sr2(1,m′),

xk,4 = W2(1, t2(2, n′))− Sr2(1,m′),

yp,4 = W2(2, t2(1, n′))− Sr2(2,m′),

yk,4 = W2(2, t2(3, n′))− Sr2(2,m′).

W przypadku pªyt, których powierzchnie ±rodkowe zawieraj¡ si¦ w dwóch ró»-

nych pªaszczyznach równolegªych (rysunek 6.2) wszystkie wcze±niej opisane macierze

pomocnicze wyznacza si¦ jak dla pªyt le»¡cych w jednej pªaszczy¹nie. Na potrzeby al-

gorytmu komputerowego przyj¦to, »e odlegªo±¢ mi¦dzy pªytami l1 jest liczb¡ ujemn¡,
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w przypadku gdy rzuty pªyt na siebie nachodz¡ albo dodatni¡, je±li rzuty nie maj¡

cz¦±ci wspólnej. Poªo»enia pªyt wzgl¦dem siebie w obu tych sytuacjach pokazano na

rysunku 6.4.

Rysunek 6.4. Rzut poziomy ukªadu pªyt zawieraj¡cych si¦ w dwóch równolegªych pªasz-

czyznach, w przypadku gdy rzuty pªyt nachodz¡ na siebie (a) oraz gdy nie maj¡ cz¦±ci

wspólnej (b)

Bez zmian, w odniesieniu do ukªadu pªyt le»¡cych w jednej wspólnej pªaszczy¹-

nie, pozostaje równie» sposób wyznaczania podmacierzy H11 oraz H22. Ró»nica po-

jawia si¦ jedynie w przypadku podmacierzy H12 oraz H21. Okre±laj¡c wspóªrz¦dne

punktów kolokacji podobszarów cieczy dla jednej z pªyt w lokalnym ukªadzie wspóª-

rz¦dnych przyj¦tym w wybranym punkcie kolokacji podobszaru pªynu drugiej pªyty,

wspóªrz¦dna z jest niezerowa i przyjmuje warto±ci ±l3. Wzory (6.5) oraz (6.6) nale»y

wi¦c zast¡pi¢ nast¦puj¡cymi:

H12 = [Hmn′ ] =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
1

rPQ′

)]
z→l3

dSn, (6.8)

H21 = [Hm′n] =

∫
Sn

[
∂2

∂z2
m

(
1

rP ′Q

)]
z→−l3

dSn, (6.9)
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gdzie l3 jest odlegªo±ci¡ mi¦dzy pªaszczyznami ±rodkowymi obu pªyt ukªadu. Wyra-

»enie podcaªkowe przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

∂2

∂z2
m

(
1

r

)
z→±l3

=
∂2

∂z2
m

[
1√

x2
m + y2

m + z2
m

]
z→±l3

=

=
[
−(x2

m + y2
m + z2

m)−
3
2 + 3z2

m(x2
m + y2

m + z2
m)−

5
2

]
z→±l3

=

= 3l23(x2
m + y2

m + l23)−
5
2 − (x2

m + y2
m + l23)−

3
2 .

(6.10)

Caªki (6.8) oraz (6.9) mo»na obliczy¢ numerycznie np. metod¡ Gaussa lub metodami

niestandardowymi opisanymi w podrozdziale 3.2.1.

6.2. Rozwi¡zanie problemu przy zastosowaniu MES

W niniejszym podrozdziale opisano metodyk¦ wyznaczania charakterystyk dy-

namicznych ukªadu dwóch pªyt zanurzonych caªkowicie w pªynie przy zastosowaniu

kombinacji metod numerycznych MES oraz MEB. Podczas analizy takiego zagad-

nienia nale»y rozwi¡za¢ uogólniony problem wªasny postaci:

(Ku − ω2Mu)qu = 0, (6.11)

gdzie:

Ku � macierz sztywno±ci ukªadu dwóch pªyt, tj. macierz:

Ku =

[
K1 01

02 K2

]
, (6.12)

w którejK1 orazK2 s¡ macierzami sztywno±ci odpowiednio pierwszej i drugiej pªyty

ukªadu,

Mu � macierz bezwªadno±ci ukªadu dwóch pªyt otoczonych pªynem, b¦d¡ca sum¡:

Mu = Mu,p +Mu,c, (6.13)

w którejMu,p jest macierz¡ bezwªadno±ci ukªadu pªyt w pró»ni, tj. macierz¡ postaci:

Mu,p =

[
M1 01

02 M2

]
, (6.14)

zawieraj¡c¡ macierze bezwªadno±ci M1 oraz M2 odpowiednio pierwszej i drugiej

pªyty ukªadu. Z kolei Mu,c jest macierz¡ bezwªadno±ci pªynu otaczaj¡cego ukªad

pªyt, któr¡ wyznacza si¦ zgodnie ze wzorem (6.1) obja±nionym w podrozdziale 6.1.
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Globalne macierze sztywno±ci K1 oraz K2 wyznacza si¦ dla ka»dej z pªyt ukªadu

przez agregacj¦ macierzy sztywno±ci Ke,i elementów sko«czonych dyskretyzuj¡cych

te pªyty. Dyskretyzacji MES dokonuje si¦ dla ka»dej pªyty oddzielnie, poprzedzaj¡c

j¡ zde�niowaniem regularnej siatki podobszarów cieczy, zgodnie z rysunkami 6.1

oraz 6.2. Siatk¦ MES nakªada si¦ na pªyty w sposób pokazany na rysunku 5.9 i opi-

sany w podrozdziale 5.2. Po wyznaczeniu dla poszczególnych pªyt ukªadu globalnych

macierzy sztywno±ci nale»y w ka»dej z nich dokona¢ mody�kacji z uwagi na warunki

brzegowe pªyt, co opisano bardziej szczegóªowo pod koniec niniejszego podrozdziaªu.

Analogiczne post¦powanie nale»y przeprowadzi¢, aby otrzyma¢ macierz bezwªad-

no±ci Mu,p ukªadu pªyt. Przyj¦to konsystentne macierze bezwªadno±ci dla ka»dej

z pªyt. Nale»y wi¦c dla zaªo»onej dyskretyzacji MES wyznaczy¢ macierze bezwªad-

no±ci poszczególnych elementów sko«czonych i dokona¢ ich agregacji, czego efektem

jest otrzymanie globalnych macierzy bezwªadno±ci M1 oraz M2 dla obu pªyt.

Aby wyznaczy¢ macierz bezwªadno±ci (6.13) ukªadu pªyt z uwzgl¦dnieniem obec-

no±ci pªynu, nale»y w odpowiedni sposób doda¢ do siebie macierze (6.14) oraz (6.1).

Macierze te maj¡ ró»ne wymiary, a ich struktur¦ blokow¡ pokazano na rysunku 6.5.

Macierz bezwªadno±ci ukªadu pªytMu,p skªada si¦ z podmacierzyM1 orazM2 o wy-

miarach odpowiednio 3we1 × 3we1 oraz 3we2 × 3we2, gdzie we1 oraz we2 oznaczaj¡

liczb¦ w¦zªów siatek MES pierwszej i drugiej pªyty ukªadu. Pozostaªe podmacie-

rze tworz¡ce macierz Mu,p to macierze zerowe 01 oraz 02 o wymiarach odpowied-

nio 3we1 × 3we2 oraz 3we2 × 3we1. �¡czny wymiar macierzy Mu,p wynosi zatem

3(we1 +we2)× 3(we1 +we2). Macierz bezwªadno±ci cieczy Mu,c skªada si¦ z podma-

cierzy M11, M12, M21 oraz M22 o wymiarach odpowiednio c1d1 × c1d1, c1d1 × c2d2,

c2d2×c1d1 oraz c2d2×c2d2, gdzie c1d1 oraz c2d2 to ª¡czna liczba podobszarów cieczy

pierwszej i drugiej pªyty ukªadu.

Rysunek 6.5. Struktura blokowa macierzy bezwªadno±ci ukªadu pªyt (a) oraz macierzy

bezwªadno±ci pªynu otaczaj¡cego ukªad (b)
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Niech ci oraz di oznacza liczb¦ podobszarów cieczy dyskretyzuj¡cych i-t¡ pªy-

t¦ ukªadu wzdªu» kierunku odpowiednio poziomego i pionowego. Przyj¦to ponad-

to oznaczenie ji = qici + ri dla numeru dowolnie wybranego punktu kolokacji

podobszaru cieczy w i-tej pªycie ukªadu, przy czym qi = 0, 1, 2, . . . , di − 1 oraz

ri = 1, 2, 3, . . . , ci. Wówczas odpowiadaj¡cy numer w¦zªa xi siatki MES posiada

warto±¢:

xi = (qi + 1)ci + 2qi + ri + 3. (6.15)

Dodanie do siebie macierzy Mu,p oraz Mu,c polega na wykonaniu nast¦puj¡cych

dziaªa«:

• dodanie elementów podmacierzy M11 do odpowiednich elementów podmacierzy

M1 wedªug algorytmu:

for i=1:c1*d1 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 1

r1=mod(i,c1); % wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez c1

if r1==0 % dodatkowy warunek do reszty

r1=c1;

end

q1=(i-r1)/c1; % iloraz z dzielenia "i" przez c1

% numer "x" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "i"

x=(q1+1)*c1+2*q1+r1+3;

for j=1:c1*d1 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 1

r2=mod(j,c1); % wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez c1

if r2==0 % dodatkowy warunek do reszty

r2=c1;

end

q2=(j-r2)/c1; % iloraz z dzielenia "j" przez c1

% numer "y" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "j"

y=(q2+1)*c1+2*q2+r2+3;

% dodanie elementu macierzy M11 do elementu macierzy M1

M1(3*x-2,3*y-2)=M1(3*x-2,3*y-2)+M11(i,j);

end

end

• dodanie elementów podmacierzy M22 do odpowiednich elementów podmacierzy

M2 zgodnie z procedur¡:
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for i=1:c2*d2 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 2

r1=mod(i,c2); % wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez c2

if r1==0 % dodatkowy warunek do reszty

r1=c2;

end

q1=(i-r1)/c2; % iloraz z dzielenia "i" przez c2

% numer "x" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "i"

x=(q1+1)*c2+2*q1+r1+3;

for j=1:c2*d2 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 2

r2=mod(j,c2); % wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez c2

if r2==0 % dodatkowy warunek do reszty

r2=c2;

end

q2=(j-r2)/c2; % iloraz z dzielenia "j" przez c2

% numer "y" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "j"

y=(q2+1)*c2+2*q2+r2+3;

% dodanie elementu macierzy M22 do elementu macierzy M2

M2(3*x-2,3*y-2)=M2(3*x-2,3*y-2)+M22(i,j);

end

end

• dodanie elementów podmacierzy M12 do odpowiednich elementów podmacierzy

01 wedªug algorytmu:

for i=1:c1*d1 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 1

r1=mod(i,c1); % wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez c1

if r1==0 % dodatkowy warunek do reszty

r1=c1;

end

q1=(i-r1)/c1; % iloraz z dzielenia "i" przez c1

% numer "x" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "i"

x=(q1+1)*c1+2*q1+r1+3;

for j=1:c2*d2 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 2

r2=mod(j,c2); % wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez c2

if r2==0 % dodatkowy warunek do reszty

r2=c1;

end
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q2=(j-r2)/c2; % iloraz z dzielenia "j" przez c2

% numer "y" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "j"

y=(q2+1)*c2+2*q2+r2+3;

% dodanie elementu macierzy M12 do elementu macierzy O1

O1(3*x-2,3*y-2)=O1(3*x-2,3*y-2)+M12(i,j);

end

end

• dodanie elementów podmacierzy M21 do odpowiednich elementów podmacierzy

02 zgodnie z procedur¡:

for i=1:c2*d2 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 2

r1=mod(i,c2); % wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez c2

if r1==0 % dodatkowy warunek do reszty

r1=c2;

end

q1=(i-r1)/c2; % iloraz z dzielenia "i" przez c2

% numer "x" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "i"

x=(q1+1)*c2+2*q1+r1+3;

for j=1:c1*d1 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 1

r2=mod(j,c1); % wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez c1

if r2==0 % dodatkowy warunek do reszty

r2=c1;

end

q2=(j-r2)/c1; % iloraz z dzielenia "j" przez c1

% numer "y" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "j"

y=(q2+1)*c1+2*q2+r2+3;

% dodanie elementu macierzy M21 do elementu macierzy O2

O2(3*x-2,3*y-2)=O2(3*x-2,3*y-2)+M21(i,j);

end

end

Po utworzeniu macierzy Ku orazMu wedªug wy»ej opisanych zasad dokonuje si¦

nast¦pnie ich mody�kacji ze wzgl¦du na warunki podparcia obu pªyt ukªadu. Mo»na

ten krok wykona¢ na jeden z dwóch ni»ej przedstawionych sposobów:
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1. zmniejszenie rozmiaru zadania

a) macierz Ku

� wykre±lenie wierszy i kolumn w macierzy K1 oraz odpowiednich wierszy

w macierzy 01 i kolumn w macierzy 02, zgodnie z warunkami brzegowymi

w pªycie nr 1,

� wykre±lenie wierszy i kolumn1 w macierzy K2 oraz odpowiednich wierszy

w macierzy 02 i kolumn w macierzy 01 na podstawie warunków brzego-

wych w pªycie nr 2,

b) macierz Mu � wykre±lenie tych samych wierszy i kolumn, które zostaªy usu-

ni¦te w macierzy Ku,

2. zachowanie pierwotnego rozmiaru zadania

a) macierz Ku � zast¡pienie w macierzy wierszy i kolumn wykre±lanych wedªug

sposobu 1. wierszami i kolumnami z zerami i jedno±ci¡ na przek¡tnej gªównej,

b) macierzMu � zast¡pienie w macierzy wierszy i kolumn wykre±lanych zgodnie

ze sposobem 1. wierszami i kolumnami wypeªnionymi zerami.

Do celów algorytmicznych korzystniej jest zachowa¢ pierwotny rozmiar zadania ze

wzgl¦du na mniejszy stopie« trudno±ci w opracowaniu procedury tworzenia postaci

drga« wªasnych dla ukªadu pªyt.

6.3. Rozwi¡zanie problemu przy zastosowaniu MRS

Niniejszy podrozdziaª dotyczy metodyki wyznaczania charakterystyk dynamicz-

nych ukªadu dwóch pªyt zanurzonych caªkowicie w pªynie przy zastosowaniu kom-

binacji metod numerycznych MRS oraz MEB. Podczas analizy takiego zagadnienia

rozwi¡zuje si¦ uogólniony problem wªasny postaci:

(∆u − ω2Mu)qu = 0, (6.16)

gdzie:

∆u � macierz operatorów ró»nicowych ukªadu dwóch pªyt, tj. macierz postaci:

∆u =

[
∆1 01

02 ∆2

]
, (6.17)

1 Wierszowi i kolumnie macierzy K2 o numerze l, gdzie l = 1, 2, 3, . . . , 3we2, odpowiada wiersz

i kolumna w macierzy Ku o numerze l + 3we1.
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w której ∆1 oraz ∆2 s¡ macierzami operatorów ró»nicowych2 odpowiednio pierwszej

i drugiej pªyty ukªadu,

Mu � macierz bezwªadno±ci ukªadu dwóch pªyt otoczonych pªynem b¦d¡ca sum¡:

Mu = Mu,p +Mu,c, (6.18)

w którejMu,p jest macierz¡ bezwªadno±ci ukªadu pªyt w pró»ni, tj. macierz¡ postaci:

Mu,p =

[
M1 01

02 M2

]
, (6.19)

zawieraj¡c¡ macierze bezwªadno±ci M1 oraz M2 odpowiednio pierwszej i drugiej

pªyty ukªadu. Z kolei Mu,c jest macierz¡ bezwªadno±ci pªynu otaczaj¡cego ukªad

pªyt, któr¡ okre±la wzór (6.1) obja±niony w podrozdziale 6.1.

Macierze operatorów ró»nicowych ∆1 oraz ∆2 wyznacza si¦ przy zastosowaniu

wcze±niej zde�niowanej siatki MRS dla ka»dej z pªyt, zgodnie z zasadami opisany-

mi w podrozdziale 3.2.2. W macierzach tych nale»y uwzgl¦dni¢ warunki brzegowe,

zale»nie od przyj¦tego sposobu podparcia pªyt ukªadu (np. podparta swobodnie na

obwodzie, podparta na dwóch kraw¦dziach, utwierdzona na jednej kraw¦dzi). Siatki

MRS dla ka»dej z pªyt przyj¦to jako regularne i na ich podstawie zaªo»ono siatki

podobszarów cieczy wedªug zasad opisanych w podrozdziale 5.3. Na rysunku 6.6

pokazano przykªadowy ukªad dwóch pªyt, z których ka»da jest utwierdzona na jed-

nej kraw¦dzi. Czerwonym kolorem oznaczono dyskretyzacj¦ na podobszary cieczy

wraz z ich numeracj¡, a kolorem zielonym wyró»niono siatk¦ MRS wraz z numeracj¡

w¦zªów. Dla pªyty utwierdzonej na prawej kraw¦dzi numeracja w¦zªów siatki MRS

zostaªa dostosowana do przypadku wyprowadzonego w podrozdziale 3.2.2, gdzie

szczegóªowo rozpatrzono pªyt¦ utwierdzon¡ na kraw¦dzi lewej. Dyskretyzacji MRS

na mi × ni elementów, wykonanej dla i-tej pªyty, odpowiada siatka podobszarów

cieczy o g¦sto±ci ci × di = mi

2
× ni

2
. Przyjmuj¡c podobszary cieczy o wymiarach

hi × ki, otrzymuje si¦ wymiary elementów siatki MRS wynosz¡ce hi
2
× ki

2
.

Macierze bezwªadno±ci pªyt, M1 oraz M2, przyj¦to jako diagonalne, w których

na gªównej przek¡tnej wyst¦puj¡ warto±ci mas cz¦±ci pªyty przypadaj¡cych na po-

szczególne w¦zªy siatki MRS, podzielone przez odpowiednie pola powierzchni. Wy-

prowadzenie postaci tych macierzy opisano w podrozdziale 3.2.2.

Procedura dodawania elementów macierzy bezwªadno±ci pªynu Mu,c do elemen-

tów macierzy bezwªadno±ci pªyt Mu,p przebiega podobnie jak w przypadku metody

2 Przez macierz operatorów ró»nicowych pªyty nale»y rozumie¢ macierz ukªadu równa« (3.85)

o strukturze okre±lonej wzorem (3.86), zmody�kowan¡ ze wzgl¦du na warunki podparcia pªyty.

Szczegóªowe wyprowadzenia postaci tej macierzy zostaªy przedstawione w podrozdziale 3.2.2.
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Rysunek 6.6. Ukªad dwóch pªyt z przykªadow¡ dyskretyzacj¡ MRS oraz odpowiadaj¡c¡

jej dyskretyzacj¡ na podobszary cieczy

elementów sko«czonych opisanej w poprzednim podrozdziale. W pierwszej kolejno±ci

nale»y dla ka»dej z pªyt ukªadu okre±li¢ zale»no±¢ mi¦dzy numeracj¡ j podobszarów

cieczy a odpowiadaj¡c¡ numeracj¡ x w¦zªów siatki MRS. Dla pªyt przedstawionych

na rysunku 6.6 zale»no±ci te przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co:

• pªyta nr 1

j1 = q1c1 + r1 ⇒ x1 = 2(2q1 + 1)c1 + 2q1 + 1 + 2r1, (6.20)

gdzie q1 = 0, 1, 2, . . . , d1 − 1 oraz r1 = 1, 2, 3, . . . , c1,

• pªyta nr 2

j2 = q2c2 + r2 ⇒ x2 = 4(q2 + 1)c2 + 2q2 + 3− 2r2, (6.21)

gdzie q2 = 0, 1, 2, . . . , d2 − 1 oraz r2 = 1, 2, 3, . . . , c2.

Algorytmy dodawania macierzy bezwªadno±ci cieczy do macierzy bezwªadno±ci

pªyt s¡ analogiczne do tych przedstawionych w podrozdziale 6.2. Nale»y skorzysta¢

z zale»no±ci (6.20) oraz (6.21) i pami¦ta¢, aby elementy podmacierzyMij, wchodz¡ce

w skªad macierzy bezwªadno±ci pªynu Mu,c, w procedurze dodawania dzieli¢ przez

pole podobszaru siatki MRS. Ponadto w przypadku ukªadu z rysunku 6.6 w p¦tlach

�for� po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 1 nale»y bra¢ pod uwag¦ zale»-

no±¢ (6.20), a w przypadku pªyty nr 2 uwzgl¦dnia si¦ zale»no±¢ (6.21). Przykªadowo

algorytm dodawania elementów podmacierzy M12 (rysunek 6.5), zawartej w macie-

rzy Mu,c, do elementów podmacierzy 01, zawartej w macierzy Mu,p (wzór (6.19)),

przedstawia si¦ nast¦puj¡co:
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for i=1:c1*d1 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 1

r1=mod(i,c1); % wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez c1

if r1==0 % dodatkowy warunek do reszty

r1=c1;

end

q1=(i-r1)/c1; % iloraz z dzielenia "i" przez c1

% numer "x" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "i"

x=2*(2*q1+1)*c1+2*q1+2*r1+1;

for j=1:c2*d2 % p¦tla po numerach podobszarów cieczy pªyty nr 2

r2=mod(j,c2); % wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez c2

if r2==0 % dodatkowy warunek do reszty

r2=c1;

end

q2=(j-r2)/c2; % iloraz z dzielenia "j" przez c2

% numer "y" w¦zªa MES odpowiadaj¡cy numerowi "j"

y=4*(q2+1)*c2+2*q2-2*r2+3;

% dodanie elementu macierzy M12 do elementu macierzy O1

O1(x,y)=O1(x,y)+M12(i,j)/(0.25*h1*k1);

end

end

Warunki brzegowe w macierzy bezwªadno±ci Mu ukªadu pªyt uwzgl¦dnia si¦

przez wypeªnienie zerami wierszy i kolumn odpowiadaj¡cych w¦zªom siatki MRS

zlokalizowanym na kraw¦dzi utwierdzonej lub swobodnie podpartej. W przypadku

pierwszej pªyty ukªadu numery w¦zªów jej siatki pokrywaj¡ si¦ z numeracj¡ odpo-

wiadaj¡cych im wierszy i kolumn macierzy Mu. Natomiast numerowi l w¦zªa siatki

MRS zde�niowanej dla drugiej pªyty ukªadu, gdzie l = 1, 2, 3, . . . , (m2 + 1)(n2 + 1),

odpowiadaj¡ wiersz i kolumna w macierzy Mu o numerze l + (m1 + 1)(n1 + 1).

6.4. Przykªady analizy dynamicznej ukªadu pªyt zanurzonych

w pªynie

Wniniejszym podrozdziale przedstawiono przykªady wyznaczania cz¦sto±ci drga«

wªasnych ukªadu dwóch pªyt zanurzonych caªkowicie w wodzie, której g¦sto±¢ wy-

nosi ρc = 1000 kg/m3. Obliczenia wykonano przy zastosowaniu dwóch kombinacji

metod numerycznych, MES�MEB oraz MRS�MEB, opisanych w podrozdziaªach 6.2
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oraz 6.3. Przyj¦to ró»ne schematy podparcia badanych pªyt. W pierwszych dwóch

przykªadach analizie poddano ukªady pªyt o staªej grubo±ci le»¡cych w jednej pªasz-

czy¹nie lub w dwóch pªaszczyznach równolegªych. W kolejnych dwóch przykªadach

rozpatrzono ukªady pªyt o liniowo zmiennej grubo±ci.

Przykªad 6.1. Drgania wªasne ukªadu dwóch pªyt kwadratowych o staªej grubo±ci,

swobodnie podpartych na dwóch kraw¦dziach, le»¡cych w jednej pªaszczy¹nie i caªko-

wicie zanurzonych w wodzie

W przykªadzie rozpatrzono ukªad dwóch pªyt o wymiarach i schemacie statycz-

nym jak na rysunku 6.7. Pªyty wykonano z materiaªu izotropowego o module Younga

E = 205 GPa, wspóªczynniku Poissona ν = 0,3 i g¦sto±ci ρ = 7850 kg/m3.

Rysunek 6.7. Ukªad dwóch pªyt kwadratowych le»¡cych w jednej pªaszczy¹nie, analizowany

w przykªadzie 6.1

W tabelach 6.1�6.3 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych rozwa»a-

nego ukªadu pªyt otrzymane przy zastosowaniu kombinacji metod numerycznych

MES�MEB oraz MRS�MEB. Przyj¦to, »e warto±ci rozstawu pªyt nale»¡ do zbioru

l1 ∈ {0, 0,25A1, 0,5A1, A1, 10A1}. Dla ka»dej z pªyt ukªadu przyj¦to siatk¦ MES

o wymiarach 20 × 20 oraz dwa przypadki siatki MRS � o g¦sto±ciach 20 × 20 oraz

32× 32. Aby wyznaczy¢ macierz bezwªadno±ci wody, zde�niowano dla ka»dej z pªyt

regularne siatki podobszarów cieczy o wymiarach 19× 19 w kombinacji z MES oraz

10×10 i 16×16 w kombinacji z MRS dla siatek odpowiednio 20×20 i 32×32. Otrzy-

mane wyniki porównano z warto±ciami uzyskanymi przy zastosowaniu MEB [9],

które zestawiono w tabeli 6.4.
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Tabela 6.1. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.1 otrzymane

przy zastosowaniu kombinacji metod MES�MEB oraz siatki MES 20× 20

Rozw. MES�MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

l1 0 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 20,193 21,295 21,427 21,508 21,556

ω2 22,207 21,803 21,683 21,604 21,557

ω3 45,393 45,883 45,921 45,935 45,939

ω4 46,233 45,994 45,957 45,942 45,939

ω5 103,606 108,378 108,664 108,773 108,800

ω6 110,953 109,203 108,935 108,828 108,801

Tabela 6.2. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.1 otrzymane

przy zastosowaniu kombinacji metod MRS�MEB oraz siatki MRS 20× 20

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

dla siatki 20× 20

l1 0 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 19,742 20,814 20,955 21,041 21,091

ω2 21,790 21,352 21,225 21,142 21,092

ω3 44,006 44,496 44,538 44,554 44,558

ω4 44,890 44,618 44,577 44,562 44,558

ω5 100,770 105,297 105,610 105,728 105,758

ω6 108,161 106,195 105,903 105,787 105,758

Tabela 6.3. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.1 otrzymane

przy zastosowaniu kombinacji metod MRS�MEB oraz siatki MRS 32× 32

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

dla siatki 32× 32

l1 0 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 20,208 21,187 21,320 21,402 21,451

ω2 22,219 21,701 21,579 21,500 21,452

ω3 45,476 45,581 45,620 45,634 45,638

ω4 46,314 45,694 45,656 45,642 45,638

ω5 103,491 107,581 107,872 107,982 108,010

ω6 110,815 108,419 108,147 108,038 108,010
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Tabela 6.4. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.1 otrzymane

przy zastosowaniu MEB, na podstawie [9]

Rozw. MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

l1 0 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 20,150 21,244 21,387 21,472 21,523

ω2 22,224 21,785 21,657 21,574 21,523

ω3 43,957 44,443 44,484 44,499 44,503

ω4 44,826 44,562 44,522 44,507 44,503

ω5 101,760 106,329 106,638 106,754 106,784

ω6 109,145 107,215 106,927 106,813 106,784

Na podstawie zestawionych warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt mo»-

na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e cz¦sto±ci ω1 i ω2 przyjmuj¡ zbli»one do siebie warto±ci.

Podobna prawidªowo±¢ ma miejsce w przypadku cz¦sto±ci ω3 i ω4 oraz ω5 i ω6. Wy-

nika to z faktu, »e warto±ci ω1 i ω2 odpowiadaj¡ pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych

odpowiednio pierwszej i drugiej pªyty ukªadu. Analogicznie cz¦sto±ci ω3 i ω4 mo»na

odnie±¢ do drugiej, a cz¦sto±ci ω5 i ω6 � do trzeciej cz¦sto±ci drga« wªasnych kolej-

nych pªyt tworz¡cych ukªad. Im bardziej pªyty w ukªadzie s¡ od siebie oddalone, tym

mniejsza staje si¦ ró»nica mi¦dzy cz¦sto±ciami ω1 i ω2, a tak»e mi¦dzy cz¦sto±ciami

ω3 i ω4 oraz ω5 i ω6. Mo»na zauwa»y¢, »e dla pªyt odlegªych od siebie o warto±¢ 10A1,

cz¦sto±ci drga« s¡ parami identyczne, poniewa» dwie pªyty zanurzone w pªynie, przy

znacznym oddaleniu od siebie, nie wspóªpracuj¡ ze sob¡ i zachowuj¡ si¦ jak dwa

niezale»ne obiekty. Z kolei gdy pªyty przylegaj¡ do siebie (tzn. odlegªo±¢ mi¦dzy

nimi wynosi l1 = 0), najwi¦ksza ró»nica procentowa mi¦dzy cz¦sto±ciami drga«

stanowi¡cymi par¦, tzn. przyjmuj¡cymi zbli»one do siebie warto±ci, wynosi okoªo

10% dla pary cz¦sto±ci ω1 i ω2. W przypadku kolejnych par ró»nica ta wynosi okoªo

2% oraz 7% pomi¦dzy odpowiednio ω3 i ω4 oraz ω5 i ω6. Wraz z dalszym wzro-

stem odlegªo±ci l1 ró»nice mi¦dzy cz¦sto±ciami drga«: ω1 i ω2, ω3 i ω4 oraz ω5 i ω6

wynosz¡ odpowiednio okoªo: 2,5%�0,5%, 0,25%�0,02% oraz 0,8%�0,05%, przy czym

w podanych przedziaªach procentowych wi¦ksze warto±ci ró»nic dotycz¡ odlegªo±ci

l1 = 0,25A1, a mniejsze warto±ci wyst¦puj¡ dla l1 = A1. W rozpatrywanym zadaniu

dynamiki ukªadu pªyt najwi¦ksze ró»nice procentowe dotycz¡ cz¦sto±ci w parze ω1

i ω2, a najmniejsze � w parze ω3 i ω4.

Analizuj¡c warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane zgodnie z metodolo-

giami MES�MEB i MRS�MEB, zawarte w tabelach 6.1�6.3, w zestawieniu z war-
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to±ciami otrzymanymi z literatury na podstawie MEB (tabela 6.4), mo»na wyci¡-

gn¡¢ wniosek, »e zadowalaj¡ce warto±ci pierwszej i drugiej cz¦sto±ci drga« wªasnych

uzyskano w uj¦ciu MES�MEB oraz MRS�MEB przy siatce MRS 32 × 32. W obu

tych przypadkach ró»nice procentowe w odniesieniu do wyników z literatury nie

przekraczaj¡ 1%, a mniejsze warto±ci tych ró»nic dotycz¡ u»ycia kombinacji metod

MES�MEB. Mo»na zatem przyj¡¢, »e w celu uzyskania zadowalaj¡cych wyników

pierwszej i drugiej cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt nale»y zastosowa¢ siatk¦

MES o g¦sto±ci 20 × 20 lub siatk¦ MRS o g¦sto±ci 32 × 32. Odpowiadaj¡ce siatki

podobszarów cieczy, utworzone zgodnie z MEB, wynosz¡ wówczas dla tych przy-

padków kolejno 19 × 19 oraz 16 × 16. Przyj¦to, »e kryterium dokªadno±ci stanowi

ró»nica procentowa wyników uzyskanych na podstawie MES�MEB lub MRS�MEB,

nie przekraczaj¡ca 1% w odniesieniu do warto±ci cz¦sto±ci z pozycji [9], wyznaczo-

nych przy u»yciu MEB. W przypadku trzeciej i kolejnych cz¦sto±ci drga« wªasnych

ukªadu pªyt wyniki najbli»sze warto±ciom zawartym w tabeli 6.4 uzyskano przy za-

stosowaniu kombinacji MRS�MEB, której odpowiada siatka MRS 20×20 oraz siatka

podobszarów cieczy 10× 10 (tabela 6.2). Wtedy odpowiednie ró»nice procentowe s¡

mniejsze od 1%. W tabelach 6.1 oraz 6.3 ró»nice te przekraczaj¡ 1% dla cz¦sto±ci

ω5 i ω6 oraz 2,5% w przypadku ω3 i ω4. Mo»na zatem zauwa»y¢, »e u»ycie siatki

podobszarów cieczy o niedu»ej g¦sto±ci 10 × 10 spowodowaªo najwi¦ksze zbli»enie

si¦ warto±ci cz¦sto±ci drga« ω3�ω6 do wyników z literatury [9].

Porównuj¡c ze sob¡ warto±ci cz¦sto±ci otrzymane przy zastosowaniu kombinacji

metod numerycznych MES�MEB oraz MRS�MEB (tabele 6.1�6.3), mo»na dostrzec

du»e podobie«stwo wyników wyst¦puj¡cych w tabelach 6.1 oraz 6.3. Ró»nice mi¦-

dzy odpowiednimi warto±ciami cz¦sto±ci drga« w tych tabelach s¡ mniejsze od 1%.

Wynika to z faktu, »e przy jednakowych siatkach MES oraz MRS odpowiadaj¡-

ce siatki podobszarów cieczy znacznie si¦ ró»ni¡, co ma wpªyw na wi¦ksze ró»nice

otrzymywanych warto±ci cz¦sto±ci drga«. Wyniki otrzymane przy u»yciu MES�MEB

i MRS�MEB wyra¹nie zbiegaj¡ si¦ do siebie, gdy odpowiadaj¡ im zbli»one g¦sto±ci

siatek podobszarów pªynu. W tabelach 6.1 oraz 6.3 zastosowano siatki podobszarów

cieczy 19× 19 oraz 16× 16 w kombinacji odpowiednio z MES i MRS.

W tabelach 6.2 oraz 6.3, w których u»yto kombinacj¦ metod MRS�MEB dla

siatek MRS 20× 20 oraz 32× 32, ró»nice mi¦dzy odpowiednimi warto±ciami cz¦sto-

±ci drga« wªasnych zawieraj¡ si¦ w przedziale 1,71%�3,34%, przy czym najmniejsza

ró»nica dotyczy cz¦sto±ci ω1 i ω2 przy odlegªo±ci mi¦dzy pªytami l1 = 10A1, a naj-

wi¦ksza ró»nica wyst¦puje przy cz¦sto±ci ω3 i odlegªo±ci l1 = 0. Zatem przyjmuj¡c

kryterium zbie»no±ci jako ró»nic¦ mi¦dzy cz¦sto±ciami drga« dla kolejnych siatek
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MRS mniejsz¡ od 1%, nale»aªoby wykona¢ dalsze obliczenia numeryczne przy zasto-

sowaniu dyskretyzacji MRS g¦stszej ni» 32×32. Mo»na te» przyj¡¢ do oblicze« siatk¦

MRS o g¦sto±ci po±redniej pomi¦dzy 20×20 i 32×32. Warto wówczas zaobserwowa¢

zgodno±¢ otrzymywanych wyników z warto±ciami zawartymi w tabeli 6.4.

Przykªad 6.2. Drgania wªasne ukªadu dwóch pªyt kwadratowych o staªej grubo-

±ci, utwierdzonych na jednej kraw¦dzi, le»¡cych w dwóch pªaszczyznach równolegªych

i caªkowicie zanurzonych w wodzie

W przykªadzie analizowano ukªad dwóch pªyt o wymiarach i schemacie statycz-

nym jak na rysunku 6.8. Pªyty wykonano z materiaªu, który zastosowano w przy-

kªadzie 6.1.

Rysunek 6.8. Ukªad dwóch pªyt kwadratowych le»¡cych w dwóch pªaszczyznach równole-

gªych, analizowany w przykªadzie 6.2

W tabeli 6.5 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt otrzy-

mane w uj¦ciu metod MES�MEB z u»yciem siatki MES 20×20. Z kolei w tabeli 6.6

zestawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt uzyskane przy zastosowa-

niu kombinacji MRS�MEB i dwóch rodzajów siatek MRS, 20×20 oraz 32×32. Przy-

j¦to warto±ci pionowego rozstawu pªyt ze zbioru l3 ∈ {0,25A1, 0,5A1, A1, 10A1}.
W celu wyznaczenia macierzy bezwªadno±ci wody przyj¦to dla ka»dej z pªyt regu-

larne siatki podobszarów cieczy o wymiarach 19×19 w kombinacji z MES oraz 10×10

i 16× 16 w kombinacji z MRS, dla siatek odpowiednio 20× 20 i 32× 32. Otrzyma-

ne wyniki porównano z warto±ciami uzyskanymi przy zastosowaniu MEB [9], które

zestawiono w tabeli 6.7.
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Tabela 6.5. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.2 otrzymane

przy zastosowaniu kombinacji metod MES�MEB oraz siatki MES 20× 20

Rozw. MES�MEB � cz¦sto±ci ωi [rad/s]

l3 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 7,455 8,203 8,558 8,685

ω2 9,605 9,106 8,806 8,685

ω3 23,656 25,027 25,445 25,506

ω4 27,045 25,961 25,567 25,506

ω5 54,642 58,592 60,028 60,378

ω6 64,930 62,004 60,720 60,378

Tabela 6.6. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.2 otrzymane

przy zastosowaniu kombinacji metod MRS�MEB oraz siatek MRS 20× 20 i 32× 32

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

Siatka 20× 20 Siatka 32× 32

l3 0,25A1 0,5A1 A1 10A1 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 7,241 8,003 8,369 8,501 7,441 8,195 8,556 8,684

ω2 9,446 8,935 8,627 8,501 9,616 9,111 8,807 8,684

ω3 25,009 26,611 27,109 27,183 25,057 26,562 27,025 27,093

ω4 28,993 27,725 27,256 27,183 28,788 27,597 27,160 27,093

ω5 52,713 56,683 58,118 58,468 54,181 58,127 59,555 59,902

ω6 63,017 60,089 58,810 58,469 64,436 61,518 60,241 59,903

Tabela 6.7. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.2 otrzymane

przy zastosowaniu MEB, na podstawie [9]

Rozw. MEB � cz¦sto±ci drga« ωi [rad/s]

l1 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 7,188 7,941 8,301 8,430

ω2 9,359 8,856 8,553 8,430

ω3 22,661 24,072 24,504 24,567

ω4 26,149 25,036 24,630 24,567

ω5 53,421 57,471 58,933 59,288

ω6 63,929 60,938 59,636 59,289

Cz¦sto±ci drga« wªasnych rozpatrywanego ukªadu pªyt wspornikowych s¡ okoªo

1,7�2,9-krotnie mniejsze w porównaniu z ukªadem dwóch pªyt swobodnie podpar-
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tych, rozpatrywanym w przykªadzie 6.1. Ponadto, w porównaniu z poprzednim przy-

kªadem, wi¦ksze s¡ ró»nice procentowe pomi¦dzy cz¦sto±ciami: ω1 i ω2, ω3 i ω4 oraz

ω5 i ω6. Ró»nice te mieszcz¡ si¦ w przedziaªach kolejno okoªo: 3%�30%, 0,5%�15%

oraz 1,2%�19%, przy czym wi¦ksze warto±ci ró»nic w ka»dym z przedziaªów dotycz¡

odlegªo±ci l3 = 0,25A1, a mniejsze warto±ci wyst¦puj¡ dla l3 = A1. Porównuj¡c

ukªady pªyt z przykªadów 6.1 i 6.2, mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e przy tych samych

rozstawach wi¦ksza wspóªpraca mi¦dzy pªytami na skutek obecno±ci pªynu wyst¦-

puje w przypadku obecnie rozwa»anym, tzn. dla pªyt wspornikowych umieszczonych

w dwóch pªaszczyznach równolegªych.

Warto±ci cz¦sto±ci drga« ω1 oraz ω2 uzyskane przy pomocy MES i zestawione

w tabeli 6.5 ró»ni¡ si¦ o okoªo 2,6%�3,7% w porównaniu z wynikami w tabeli 6.7,

pochodz¡cymi z literatury i otrzymanymi przy zastosowaniu MEB. Mo»na zauwa»y¢,

»e mniejsze warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dotycz¡ce ukªadu pªyt wspornikowych

w wodzie zaskutkowaªy wi¦kszymi procentowymi ró»nicami tych warto±ci otrzyma-

nych przy zastosowaniu kombinacji metod MES�MEB oraz MEB�MEB, ni» miaªo to

miejsce w przykªadzie 6.1. Z kolei cz¦sto±ci drga« ω5 oraz ω6 ró»ni¡ si¦ od wyników

otrzymanych przy u»yciu MEB o okoªo 1,6%�2,3%, a dla cz¦sto±ci ω3 oraz ω4 ró»nice

te wynosz¡ okoªo 3,4%�4,4%, czyli s¡ zbli»one do wyst¦puj¡cych w przykªadzie 6.1.

Aby zmniejszy¢ rozbie»no±¢ mi¦dzy wynikami z tabel 6.5 oraz 6.7, nale»aªoby wy-

kona¢ obliczenia numeryczne przy u»yciu kombinacji MES�MEB dla siatek MES

g¦stszych ni» 20×20. Mo»na przyj¡¢ kryterium wystarczaj¡cej dokªadno±ci oblicze«

jako ró»nic¦ procentow¡ nie wi¦ksz¡ ni» 1% w odniesieniu do wyników uzyskanych

przy zastosowaniu MEB.

W rozwa»anym przykªadzie cz¦sto±ci drga« wªasnych: ω1, ω2, ω5 i ω6 otrzyma-

ne przy u»yciu kombinacji metod MRS�MEB (tabela 6.6) s¡ bardziej zbli»one do

wyników uzyskanych na podstawie MEB (tabela 6.7) w porównaniu z przypadkiem

kombinacji MES�MEB. Okazuje si¦, »e najkorzystniejsze wyniki otrzymano przy za-

stosowaniu siatki MRS 20× 20. Warto±ci pierwszej i drugiej cz¦sto±ci drga« ró»ni¡

si¦ od warto±ci z tabeli 6.7 w granicach okoªo 0,7%�0,9%, a wi¦c speªniaj¡ przyj¦te

kryterium dokªadno±ci. Stosuj¡c siatk¦ 32 × 32, otrzymano ró»nice wi¦ksze, miesz-

cz¡ce si¦ w zakresie okoªo 2,8%�3,5%. W przypadku pi¡tej i szóstej cz¦sto±ci drga«

rozbie»no±ci te wynosz¡ okoªo 0,8%�1,4% oraz 1,3%�1,4% dla siatek odpowiednio

32 × 32 oraz 20 × 20, czyli s¡ zbli»one. Du»e ró»nice procentowe, w porównaniu

z wynikami w tabeli 6.7, dotycz¡ trzeciej i czwartej cz¦sto±ci drga« i dla obu za-

stosowanych siatek MRS przekraczaj¡ 10%. Aby warto±ci wszystkich rozwa»anych

cz¦sto±ci drga« zbli»y¢ do tych zawartych w literaturze, nale»aªoby zwi¦kszy¢ g¦sto±¢
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u»ytej siatki MRS ponad 32× 32 i ponownie sprawdzi¢ zaªo»one kryterium dokªad-

no±ci. Warto równie» kontrolowa¢ kryterium zbie»no±ci metody przez porównywanie

ró»nic procentowych mi¦dzy cz¦sto±ciami drga« uzyskanymi z u»yciem kolejnych

siatek MRS. Dla siatek 20 × 20 oraz 32 × 32 kryterium zbie»no±ci speªnione jest

tylko w przypadku cz¦sto±ci ω3 i ω4, które z kolei najbardziej odbiegaj¡ od wyników

z tabeli 6.7.

Podobnie jak w przykªadzie 6.1 warto±ci cz¦sto±ci drga« otrzymane przy za-

stosowaniu kombinacji metod numerycznych MES�MEB i MRS�MEB s¡ do siebie

bardziej zbli»one dla siatek MES i MRS o g¦sto±ciach odpowiednio 20 × 20 oraz

32×32. Wówczas ró»nice procentowe mi¦dzy poszczególnymi wynikami s¡ nie wi¦k-

sze ni» 1% w przypadku cz¦sto±ci: ω1, ω2, ω5 i ω6. Dla cz¦sto±ci ω3 i ω4 rozbie»no±ci

te w wi¦kszo±ci przekraczaj¡ 6%. Mo»na, podobnie jak w przykªadzie 6.1, wyci¡gn¡¢

wniosek, »e o podobie«stwie wyników uzyskanych przy u»yciu obu kombinacji metod

MES�MEB i MRS�MEB decyduje zbli»ona g¦sto±¢ siatki podobszarów cieczy.

Przykªad 6.3. Drgania wªasne ukªadu dwóch pªyt kwadratowych o zmiennej gru-

bo±ci, swobodnie podpartych na dwóch kraw¦dziach, le»¡cych w jednej pªaszczy¹nie

i caªkowicie zanurzonych w wodzie

Przedmiotem analizy w przykªadzie jest ukªad dwóch pªyt o wymiarach i sche-

macie statycznym jak na rysunku 6.9. Pªyty wykonano z materiaªu identycznego jak

w dwóch poprzednich przykªadach. Charakteryzuj¡ si¦ one liniowo zmienn¡ grubo-

±ci¡ w jednym kierunku, przy czym grubo±¢ wzdªu» jednej z podpartych kraw¦dzi

jest 2-krotnie wi¦ksza od grubo±ci na przeciwlegªej podpartej kraw¦dzi.

Rysunek 6.9. Ukªad dwóch pªyt kwadratowych o zmiennej grubo±ci, le»¡cych w jednej

pªaszczy¹nie, analizowany w przykªadzie 6.3
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W tabelach 6.8�6.9 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt

otrzymane przy zastosowaniu kombinacji metod MRS�MEB. Przyj¦to warto±ci roz-

stawu pªyt ze zbioru l1 ∈ {0, 0,25A1, 0,5A1, A1, 10A1}. Dla pªyt tworz¡cych ukªad

wzi¦to pod uwag¦ dwa warianty siatki MRS � o wymiarze 20 × 20 oraz 32 × 32.

W celu wyznaczenia macierzy bezwªadno±ci wody przyj¦to regularn¡ dyskretyzacj¦

na podobszary cieczy o g¦sto±ciach 10 × 10 i 16 × 16 dla siatek MRS odpowiednio

20× 20 i 32× 32.

Tabela 6.8. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.3 otrzymane

przy zastosowaniu kombinacji metod MRS�MEB oraz siatki MRS 20× 20

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

dla siatki 20× 20

l1 0 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 32,700 34,638 34,882 35,027 35,111

ω2 36,351 35,556 35,335 35,194 35,111

ω3 73,154 74,214 74,298 74,328 74,334

ω4 75,037 74,452 74,371 74,341 74,334

ω5 166,693 176,381 177,063 177,311 177,371

ω6 185,104 178,347 177,679 177,432 177,371

Tabela 6.9. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.3 otrzymane

przy zastosowaniu kombinacji metod MRS�MEB oraz siatki MRS 32× 32

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

dla siatki 32× 32

l1 0 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 33,309 35,286 35,516 35,655 35,735

ω2 36,902 36,160 35,950 35,816 35,736

ω3 74,905 75,957 76,034 76,061 76,067

ω4 76,698 76,176 76,101 76,074 76,067

ω5 170,113 180,058 180,675 180,902 180,957

ω6 186,633 181,838 181,238 181,013 180,957

Analizuj¡c warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych zawarte w tabelach 6.8 oraz 6.9,

mo»na stwierdzi¢, »e ró»nice mi¦dzy wynikami uzyskanymi z u»yciem siatek 20× 20

oraz 32 × 32 wahaj¡ si¦ w granicach okoªo 1,52%�1,87% dla cz¦sto±ci ω1 oraz ω2.

W przypadku warto±ci ω3 oraz ω4 rozbie»no±ci te wynosz¡ okoªo 2,21%�2,39%. Z ko-
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lei cz¦sto±ci ω5 oraz ω6, otrzymane przy zastosowaniu dwóch rozwa»anych siatek

MRS, ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡ w granicach 1,96%�2,08%, poza cz¦sto±ci¡ ω6 dla

rozstawu l1 = 0, gdzie ró»nica ta wynosi 0,83%. Aby mo»na byªo zaobserwowa¢

wi¦ksz¡ zbie»no±¢ uzyskiwanych wyników, nale»y wykona¢ obliczenia numeryczne

dla kolejnej siatki MRS, g¦stszej ni» 32 × 32. Mo»na te» przyj¡¢ siatk¦ o g¦sto±ci

po±redniej mi¦dzy 20×20 i 32×32. Jak wspomniano we wcze±niejszych przykªadach,

kryterium zbie»no±ci mo»na ustali¢ jako ró»nic¦ mi¦dzy wynikami otrzymywanymi

dla kolejnych siatek MRS, która nie powinna przekroczy¢ 1%.

Porównuj¡c uzyskane wyniki z warto±ciami z przykªadu 6.1, mo»na stwierdzi¢,

»e dwukrotny wzrost grubo±ci H1 ka»dej z pªyt ukªadu przy jednej z podpartych

kraw¦dzi, wzgl¦dem grubo±ci H2 przy kraw¦dzi przeciwlegªej, spowodowaª okoªo

1,7-krotny wzrost warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych w odniesieniu do pªyty o staªej

grubo±ci H = H2 = 0, 02 m.

Przykªad 6.4. Drgania wªasne ukªadu dwóch pªyt kwadratowych o zmiennej grubo-

±ci, utwierdzonych na jednej kraw¦dzi, le»¡cych w dwóch pªaszczyznach równolegªych

i caªkowicie zanurzonych w wodzie

W przykªadzie analizie poddano ukªad dwóch pªyt o wymiarach i schemacie

statycznym jak na rysunku 6.10. Materiaª pªyt nie ulegª zmianie w odniesieniu do

poprzednich przykªadów.

Rysunek 6.10. Ukªad dwóch pªyt kwadratowych o zmiennej grubo±ci, le»¡cych w dwóch

pªaszczyznach równolegªych, analizowany w przykªadzie 6.4
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W tabeli 6.10 zestawiono cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt otrzymane w uj¦-

ciu metod MRS�MEB przy u»yciu dwóch rodzajów siatek 20×20 oraz 32×32. Przyj¦-

to warto±ci pionowego rozstawu pªyt ze zbioru l3 ∈ {0,25A1, 0,5A1, A1, 10A1}. Aby
zbudowa¢ macierz bezwªadno±ci wody, zaªo»ono dla pªyt ukªadu regularne siatki

podobszarów cieczy o wymiarach 10 × 10 i 16 × 16, dopasowane do siatek MRS

odpowiednio 20× 20 i 32× 32.

Tabela 6.10. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla ukªadu pªyt z przykªadu 6.4 otrzymane

przy zastosowaniu kombinacji metod MRS�MEB oraz siatek MRS 20× 20 i 32× 32

Rozw. MRS�MEB � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

Siatka 20× 20 Siatka 32× 32

l3 0,25A1 0,5A1 A1 10A1 0,25A1 0,5A1 A1 10A1

ω1 17,016 18,704 19,501 19,785 17,534 19,206 19,991 20,268

ω2 21,830 20,721 20,057 19,786 22,286 21,189 20,534 20,269

ω3 38,265 40,468 41,133 41,230 37,864 39,892 40,498 40,586

ω4 43,674 41,950 41,326 41,230 42,829 41,242 40,672 40,586

ω5 98,292 104,060 105,864 106,270 101,335 107,016 108,763 109,147

ω6 112,047 108,148 106,658 106,271 114,709 110,939 109,514 109,148

Analizuj¡c warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych przedstawione w tabeli 6.10, mo»na

stwierdzi¢, »e ró»nice mi¦dzy wynikami uzyskanymi przy u»yciu siatek 20× 20 oraz

32× 32 mieszcz¡ si¦ w przedziale 2,1%�3% dla cz¦sto±ci ω1 i ω2. W przypadku cz¦-

sto±ci ω3 i ω4 rozbie»no±ci te zawieraj¡ si¦ w granicach 1,05%�1,93%, a dla warto±ci

ω5 i ω6 jest to przedziaª 2,4%�3,1%. Wniosek co do g¦sto±ci przyjmowanych siatek

MRS, w celu uzyskania okre±lonej zbie»no±ci wyników, mo»na sformuªowa¢ podobnie

jak w przykªadzie 6.3.

Porównuj¡c uzyskane warto±ci z wynikami z przykªadu 6.2, mo»na wywniosko-

wa¢, »e dwukrotny wzrost grubo±ci H1 ka»dej z pªyt ukªadu przy utwierdzonej kra-

w¦dzi, wzgl¦dem grubo±ci H2 przy przeciwlegªej kraw¦dzi swobodnej, spowodowaª

okoªo 2,3-krotny wzrost warto±ci pierwszej i drugiej cz¦sto±ci drga« wªasnych w od-

niesieniu do pªyty o staªej grubo±ci H = H2 = 0, 02 m. Dla trzeciej i czwartej

cz¦sto±ci drga« wzrost ten jest okoªo 1,5-krotny, a w przypadku pi¡tej i szóstej �

okoªo 1,8-krotny. Cz¦sto±ci ω1 i ω2 wzrosªy zatem bardziej znacz¡co w porównaniu

z rozwa»anym wcze±niej ukªadem pªyt swobodnie podpartych na dwóch kraw¦dziach.

Dla pozostaªych cz¦sto±ci uzyskano wzrost zbli»ony do tego przypadku.
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w lepkospr¦»yste tªumiki drga«

Celem niniejszego rozdziaªu jest przeprowadzenie analizy dynamicznej cienkich

pªyt prostok¡tnych wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga«. W zawartych

analizach badano drgania wªasne tªumione pªyt o zaªo»onych wst¦pnie warunkach

zamocowania na kraw¦dziach. Dodatkowo przyj¦to, »e pªyty spoczywaj¡ na ustalonej

liczbie punktowych podpór (wi¦zów) lepkospr¦»ystych.

W sytuacjach gdy na konstukcj¦ budowlan¡ oddziaªuj¡ obci¡»enia zmienne w cza-

sie, cz¦sto konieczna jest zmiana okre±lonych parametrów dynamicznych takiego

ukªadu, jak np. cz¦sto±¢ drga« wªasnych. Jednym ze sposobów zabezpieczenia kon-

strukcji przed niekorzystnymi skutkami drga« jest wbudowanie tªumików lepkospr¦-

»ystych. T¦ metod¦ eliminacji drga« zalicza si¦ do tzw. metod pasywnych.

Zgodnie z prac¡ [30] jedn¡ z cz¦sto stosowanych form tªumików lepkospr¦»ystych

jest �tªumik skªadaj¡cy si¦ z dwóch warstw materiaªu (o wªa±ciwo±ciach lepkospr¦-

»ystych) przymocowanych do pªyt stalowych. Warstwy lepkospr¦»yste s¡ wykonane

z kopolimerów (najcz¦±ciej akrylowych) lub z substancji szklistych. Materiaªy lep-

kospr¦»yste rozpraszaj¡ energi¦ w trakcie odksztaªce« postaciowych powodowanych

ruchem pªyt stalowych wzgl¦dem siebie. Maj¡ one dobre wªa±ciwo±ci tªumi¡ce, a wi¦c

mog¡ rozprasza¢ energi¦ tak»e wtedy, gdy cz¦sto±¢ siªy wymuszaj¡cej jest maªa.

Wad¡ tych materiaªów jest fakt, »e ich wªa±ciwo±ci zale»¡ od temperatury otoczenia

i cz¦sto±ci wymuszenia. W tªumiku lepkospr¦»ystym wmontowanym w konstrukcj¦

energia jest rozpraszana wtedy, gdy drgania konstrukcji powoduj¡ wzgl¦dne prze-

mieszczenia punktów, do których jest przymocowana pªyta ±rodkowa tªumika i pªyty

zewn¦trzne.� Schemat budowy przykªadowego tªumika lepkospr¦»ystego pokazano

na rysunku 7.1.

Przeprowadzone w niniejszym rozdziale badania mog¡ znale¹¢ praktyczne zasto-

sowanie np. przy projektowaniu pªyt b¦d¡cych elementami konstrukcji wsporczych

pod maszyny lub inne ukªady nara»one na oddziaªywania dynamiczne. Przyj¦to za-

ªo»enie, »e tªumiki przymocowane s¡ jednym ko«cem w wybranych punktach pªyty,

a drugim � do sztywnego podªo»a. W obr¦bie pojedynczej pªyty wszystkie tªumiki ce-

chuj¡ si¦ jednakowymi parametrami [33]. Zaªo»ono ponadto, »e temperatura otocze-

nia badanych pªyt ma wpªyw jedynie na parametry tªumików i jest brana pod uwag¦
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Rysunek 7.1. Budowa lepkospr¦»ystego tªumika drga« [30]

przy zastosowaniu zasady proporcjonalno±ci cz¦stotliwo±ciowo-temperaturowej opi-

sanej np. w pracach [31, 35].

W przykªadach numerycznych zwartych w niniejszym rozdziale przyj¦to dwa mo-

dele opisu tªumika lepkospr¦»ystego � uogólniony model Maxwella oraz model uªam-

kowy [30, 39]. W prowadzonych analizach numerycznych rozwi¡zywano nieliniowy

problem wªasny powstaªy w wyniku odpowiedniego przeksztaªcenia równania ruchu

konstrukcji wyposa»onej w tªumiki lepkospr¦»yste. W dysertacji zastosowano dwa

sposoby jego rozwi¡zania, przy czym w ka»dym z nich u»yto metod¦ kontynuacji,

opisan¡ np. w pracy [39]. W pierwszym podej±ciu obliczenia numeryczne prowadzono

dla zagadnienia w peªnym jego wymiarze, a w drugim zredukowano wymiar zada-

nia, stosuj¡c metod¦ podprzestrzennych iteracji przedstawion¡ np. w pozycji [41].

Do opisu deformacji pªyty u»yto metod¦ elementów sko«czonych, a sposób dys-

kretyzacji jej powierzchni ±rodkowej przyj¦to zgodnie z zasadami przedstawionymi

w podrozdziale 3.2.1.

W pierwszym podrozdziale omówiono wybrane modele tªumika lepkospr¦»ystego.

Przedstawiono gra�cznie ich schematy oraz zestawiono niezb¦dne wzory pozwalaj¡-

ce wyznaczy¢ siª¦ wyst¦puj¡c¡ w pojedynczym tªumiku. W podrozdziale drugim

opisano zale»no±ci pozwalaj¡ce ustali¢ parametry tªumików w temperaturze innej

ni» tzw. temperatura referencyjna, w której ustalono wst¦pne warto±ci tych para-

metrów. W kolejnym podrozdziale przedstawiono równanie ruchu pªyty wyposa»onej

w lepkospr¦»yste tªumiki drga«. Przy pomocy transformaty Laplace'a oraz wzorów

opisuj¡cych siª¦ w tªumikach równanie to sprowadzono do nieliniowego problemu

wªasnego. Podano teoretyczne podstawy metod obliczeniowych pozwalaj¡cych ten

problem rozwi¡za¢. Na zako«czenie rozdziaªu zamieszczono przykªady wyznaczania

charakterystyk dynamicznych wybranych typów pªyt wyposa»onych w lepkospr¦»y-
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ste tªumiki drga«. Omawiane zagadnienia rozwi¡zywano numerycznie przy u»yciu

procedur obliczeniowych opracowanych w ±rodowisku Octave/Matlab1.

7.1. Opis modelu tªumika lepkospr¦»ystego

W niniejszym podrozdziale opisano dwa alternatywne modele tªumika lepko-

spr¦»ystego, które mog¡ by¢ stosowane w analizie dynamicznej pªyt wyposa»onych

w elementy pasywnej redukcji drga«. Pierwszy z tych modeli, którym jest uogól-

niony model Maxwella, stanowi szczególny przypadek tzw. uogólnionego modelu

reologicznego opisanego np. w pracach [31, 33, 39] i przedstawionego gra�cznie na

rysunku 7.2. Tªumik ten skªada si¦ z m+1 elementów, z których ka»dy zawiera cz¦±¢

lepk¡ o staªej cj oraz cz¦±¢ spr¦»yst¡ o staªej kj, gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m. Element

o numerze �0� nazywany jest elementem Kelvina (zaznaczony pogrubion¡ lini¡ na

rysunku 7.2), a pozostaªe m elementów to tzw. elementy Maxwella.

Rysunek 7.2. Schemat lepkospr¦»ystego tªumika drga« opisanego uogólnionym modelem

reologicznym [39]

Uogólniony model Maxwella powstaje z poª¡czenia elementu spr¦»ystego o sta-

ªej k0 i m elementów Maxwella, a wi¦c ró»ni si¦ od uogólnionego modelu reologicz-

nego tym, »e nie zawiera cz¦±ci lepkiej o staªej c0. Model ten opisano np. w pra-

cach [42, 43], a jego schemat pokazano na rysunku 7.3. W przypadku gdy m = 1,

tzn. model zawiera jeden element Maxwella, nazywa si¦ go modelem Zenera [30].

1 Procedury korzystaj¡ce z metody podprzestrzennych iteracji, stosowane w przykªadzie 7.2,

opracowaªa dr hab. in». M. �asecka-Plura. Pozostaªe algorytmy u»yte w przykªadach numerycz-

nych, zamieszczonych w niniejszym rozdziale, s¡ autorskimi procedurami obliczeniowymi.



184 7. Analiza dynamiczna pªyt wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga«

Rysunek 7.3. Schemat lepkospr¦»ystego tªumika drga« opisanego uogólnionym modelem

Maxwella [76]

Tªumik lepkospr¦»ysty opisany modelem uªamkowym przedstawiono gra�cznie

na rysunku 7.4. Zgodnie z prac¡ [39] skªada si¦ on z tzw. uªamkowego elementu Ke-

lvina stanowi¡cego równolegªe poª¡czenie dwóch elementów � spr¦»ystego opisanego

staª¡ k0 oraz lepkiego opisanego staª¡ c0 i parametrem α ∈ (0, 1]. Omawiany model

zawiera tak»e tzw. uªamkowy element Maxwella b¦d¡cy szeregowym poª¡czeniem

elementów � spr¦»ystego opisanego staª¡ kd oraz lepkiego charakteryzowanego przez

staª¡ cd i parametr α ∈ (0, 1]. W szczególnym przypadku w modelu uªamkowym

tªumika mo»na element Kelvina zast¡pi¢ elementem spr¦»ystym. Schemat takiego

modelu pokazano na rysunku 7.5.

Rysunek 7.4. Schemat lepkospr¦»ystego tªumika drga« opisanego przy pomocy modelu

uªamkowego [39]
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Rysunek 7.5. Schemat lepkospr¦»ystego tªumika drga« opisanego modelem uªamkowym

zawieraj¡cy element spr¦»ysty zamiast elementu Kelvina

Na rysunkach 7.2�7.5 symbolem u(t) oznaczono caªkowit¡ siª¦ panuj¡c¡ w tªumi-

ku, b¦d¡c¡ funkcj¡ czasu t. Stanowi ona sum¦ siª wyst¦puj¡cych w poszczególnych

elementach skªadaj¡cych si¦ na tªumik. Mo»na j¡ wyrazi¢ jednym z nast¦puj¡cych

wzorów:

• dla tªumika opisanego uogólnionym modelem reologicznym lub uogólnionym mo-

delem Maxwella (rysunki 7.2�7.3):

u(t) =
m∑
j=0

uj(t), (7.1)

• dla tªumika opisanego modelem uªamkowym (rysunki 7.4�7.5):

u(t) = u0(t) + ud(t), (7.2)

gdzie uj(t) we wzorze (7.1) oznacza siª¦ w j-tym elemencie wchodz¡cym w skªad

tªumika. Mo»e to by¢ element: Kelvina, Maxwella lub spr¦»ysty (zast¦puj¡cy ele-

ment Kelvina). Natomiast u0(t) i ud(t) we wzorze (7.2) oznaczaj¡ siª¦ odpowiednio

w uªamkowym elemencie Kelvina (lub w zast¦puj¡cym go elemencie spr¦»ystym)

oraz w uªamkowym elemencie Maxwella. Siªy wyst¦puj¡ce w pojedynczych elemen-

tach skªadaj¡cych si¦ na tªumik mo»na zapisa¢ przy pomocy poni»szych wzorów [39]:

• siªa w elemencie spr¦»ystym:

u0(t) = k0∆q(t), (7.3)

• siªa w elemencie Kelvina

� dla uogólnionego modelu reologicznego (rysunek 7.2):

u0(t) = k0∆q(t) + c0∆q̇(t), (7.4)

� dla modelu uªamkowego (rysunek 7.4):

u0(t) = k0∆q(t) + c0D
α
t ∆q(t), (7.5)
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• siªa w elemencie Maxwella

� dla uogólnionego modelu reologicznego (rysunek 7.2):

νjuj(t) + u̇j(t) = kj∆q̇(t), (7.6)

� dla modelu uªamkowego (rysunek 7.4):

νdud(t) +Dα
t ud(t) = kdD

α
t ∆q(t). (7.7)

We wzorach (7.3)�(7.7) przyj¦to nast¦puj¡ce oznaczenia:

� iloraz wspóªczynników sztywno±ci i tªumienia dla j-tego elementu Maxwella:

νj =
kj
cj
, (7.8)

� iloraz wspóªczynników sztywno±ci i tªumienia dla uªamkowego elementu Maxwella:

νd =
kd
cd
, (7.9)

� wzgl¦dne przemieszczenie tªumika (ró»nica przemieszcze« ql oraz qk ko«ców tªu-

mika l oraz k) w chwili czasowej t:

∆q(t) = ql(t)− qk(t), (7.10)

� pochodna uªamkowa rz¦du α obliczana z wyra»enia b¦d¡cego funkcj¡ czasu t:

Dα
t (·). (7.11)

W celu uproszczenia dalszych oblicze« wyra»enia (7.3)�(7.7) przeksztaªcono przy

pomocy transformaty Laplace'a2. Na skutek tego przeksztaªcenia wyeliminowano

wyst¦puj¡ce w nich pochodne i otrzymano nast¦puj¡ce wzory:

• przeksztaªcenie Laplace'a siªy w elemencie spr¦»ystym:

ū0(s) = k0∆q̄(s), (7.12)
2 Zgodnie z [110] �przeksztaªceniem lub transformat¡ Laplace'a nazywa si¦ odwzorowanie

L{f(t)} = F (s) okre±lone wzorem

F (s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt.

Jest to wi¦c przyporz¡dkowanie funkcji f(t) zmiennej rzeczywistej t jej transformaty Laplace'a,

czyli funkcji F (s) zmiennej zespolonej s = x+ iy. Je±li caªka w powy»szej de�nicji jest zbie»na dla

pewnego niepustego zbioru s ∈ C, to wówczas funkcja f(t) jest L-transformowalna.�
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• przeksztaªcenie Laplace'a siªy w elemencie Kelvina

� dla uogólnionego modelu reologicznego (rysunek 7.2):

ū0(s) = k0∆q̄(s) + sc0∆q̄(s), (7.13)

� dla modelu uªamkowego (rysunek 7.4):

ū0(s) = k0∆q̄(s) + sαc0∆q̄(s), (7.14)

• przeksztaªcenie Laplace'a siªy w elemencie Maxwella

� dla uogólnionego modelu reologicznego (rysunek 7.2):

νjūj(s) + sūj(s) = kjs∆q̄(s) ⇒ ūj(s) =
kjs

νj + s
∆q̄(s), (7.15)

� dla modelu uªamkowego (rysunek 7.4):

νdūd(s) + sαūd(s) = kd s
α∆q̄(s) ⇒ ūd(s) =

kd s
α

νd + sα
∆q̄(s). (7.16)

We wzorach (7.12)�(7.16) symbolem s oznaczono zmienn¡ L-transformaty, nato-

miast ūj(s) oraz ∆q̄(s) s¡ L-transformatami odpowiednio funkcji uj(t) siªy w j-tym

elemencie tªumika oraz funkcji ∆q(t) wzgl¦dnego przemieszczenia tªumika.

Przeksztaªcenie Laplace'a jest operatorem liniowym, a wi¦c L-transformata sumy

funkcji jest równa sumie L-transformat pojedynczych funkcji wchodz¡cych w skªad

sumy. Na podstawie wzorów (7.1)�(7.2) oraz (7.12)�(7.16) mo»na napisa¢ wzory na

L-transformaty caªkowitych siª wyst¦puj¡cych w poszczególnych modelach tªumika

lepkospr¦»ystego:

• tªumik opisany uogólnionym modelem reologicznym:

ū(s) =
m∑
j=0

ūj(s) =

(
k0 + sc0 +

m∑
j=0

kjs

νj + s

)
∆q̄(s), (7.17)

• tªumik opisany uogólnionym modelem Maxwella:

ū(s) =
m∑
j=0

ūj(s) =

(
k0 +

m∑
j=0

kjs

νj + s

)
∆q̄(s), (7.18)

• tªumik opisany modelem uªamkowym:

ū(s) = ū0(s) + ūd(s) =

(
k0 + sαc0 +

kds
α

νd + sα

)
∆q̄(s), (7.19)
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• tªumik opisany modelem uªamkowym z elementem spr¦»ystym zast¦puj¡cym

uªamkowy element Kelvina:

ū(s) = ū0(s) + ūd(s) =

(
k0 +

kds
α

νd + sα

)
∆q̄(s). (7.20)

Aby upro±ci¢ zapis wzorów (7.17)�(7.20), przyj¦to poni»sze oznaczenia:

� w uogólnionym modelu reologicznym:

Kr = k0, Cr(s) = sc0, Gr(s) =
m∑
j=1

kjs

νj + s
, (7.21)

� w modelu uªamkowym:

Kr = k0, Cr(s) = sαc0, Gr(s) =
kds

α

νd + sα
. (7.22)

Wówczas wzory (7.17) oraz (7.19) mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡co:

ū(s) = (Kr + Cr(s) +Gr(s)) ∆q̄(s). (7.23)

Z kolei wzory (7.18) oraz (7.20) przyjmuj¡ posta¢:

ū(s) = (Kr +Gr(s)) ∆q̄(s). (7.24)

7.2. Opis zale»no±ci parametrów tªumika od temperatury

Warto±ci parametrów charakteryzuj¡cych dany tªumik lepkospr¦»ysty wykazuj¡

zale»no±¢ od temperatury otoczenia, w którym jest on umieszczony. W niniejszej

pracy przyj¦to, »e temperatura otoczenia ma wpªyw jedynie na parametry tªumików,

a warto±ci staªych materiaªowych pªyty s¡ od niej niezale»ne.

Opis zale»no±ci parametrów tªumików od temperatury przedstawiono na podsta-

wie prac [31, 33] przy zaªo»eniu, »e tªumik opisywany jest za pomoc¡ uogólnionego

modelu reologicznego (rysunek 7.2). Warto±ci parametrów sztywno±ci i tªumienia

dla j-tego elementu (Maxwella lub Kelvina) tªumika, ustalone w temperaturze re-

ferencyjnej T0, oznaczono odpowiednio jako k̄j oraz c̄j. W przypadku umieszczenia

tªumika w temperaturze T , ró»nej od temperatury referencyjnej, jego parametry

oznaczone jako kj oraz cj mo»na okre±li¢, stosuj¡c tzw. zasad¦ proporcjonalno±ci

cz¦stotliwo±ciowo-temperaturowej.
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Przy zaªo»eniu wykonywania przez tªumik lepkospr¦»ysty drga« harmonicznych

wymuszonych o cz¦sto±ci wymuszenia λ mo»na przedstawi¢ nast¦puj¡ce zwi¡zki opi-

suj¡ce wzgl¦dne przemieszczenie tªumika, siª¦ caªkowit¡ w tªumiku oraz siª¦ dziaªa-

j¡c¡ w jego j-tym elemencie:

∆q(t) = ∆Qeiλt,

u(t) = Ueiλt,

uj(t) = Uje
iλt,

(7.25)

gdzie j = 0, 1, 2 . . . ,m oraz ∆Q, U i Uj s¡ amplitudami odpowiednio: wzgl¦dnego

przemieszczenia tªumika, siªy caªkowitej w tªumiku oraz siªy wyst¦puj¡cej w jego

j-tym elemencie. Po podstawieniu wzorów (7.25) do (7.1), (7.4) oraz (7.6) otrzymuje

si¦ poni»sze zale»no±ci:

Ueiλt =
m∑
j=0

Uje
iλt ⇒ U =

m∑
j=0

Uj,

U0e
iλt = k0∆Qeiλt + iλ c0∆Qeiλt ⇒ U0 = (k0 + iλc0)∆Q,

νjUje
iλt + iλUje

iλt = iλ kj∆Qe
iλt ⇒ Uj = kj

iλ

νj + iλ
∆Q,

z których wynika nast¦puj¡cy wzór na amplitud¦ caªkowitej siªy w tªumiku:

U =

[
k0 + iλc0 +

m∑
j=1

iλ kj
νj + iλ

]
∆Q = K∗(λ)∆Q = [K ′(λ) + iK ′′(λ)] ∆Q, (7.26)

gdzie

K∗(λ) = k0 + iλc0 +
m∑
j=1

iλ kj
νj + iλ

(7.27)

oznacza tzw. moduª zespolony. Jego cz¦±¢ rzeczywist¡ K ′(λ) nazywa si¦ moduªem

sztywno±ci dynamicznej lub moduªem zachowawczym, a cz¦±¢ urojon¡K ′′(λ) okre±la

si¦ jako moduª tªumienia lub moduª stratno±ci. We wzorze (7.26) wyra»enie pod

sum¡ mo»na przeksztaªci¢ nast¦puj¡co:

iλ kj
νj + iλ

=
iλ kj(νj − iλ)

ν2
j + λ2

=
kjλ

2

ν2
j + λ2

+ i
kjλνj
ν2
j + λ2

.

Z powy»szego zapisu wynika, »e moduªy K ′ oraz K ′′ przyjmuj¡ postacie:

K ′(λ) = k0 +
m∑
j=1

kj
λ2

ν2
j + λ2

, (7.28)
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K ′′(λ) = λc0 +
m∑
j=1

kj
λνj

ν2
j + λ2

. (7.29)

Zgodnie z zasad¡ proporcjonalno±ci cz¦stotliwo±ciowo-temperaturowej mo»na po-

wi¡za¢ powy»sze moduªy, wyznaczone w temperaturze T , z moduªami okre±lonymi

w temperaturze referencyjnej T0 w nast¦puj¡cy sposób:

K ′(λ, T ) = K ′(αTλ, T0), K ′′(λ, T ) = K ′′(αTλ, T0), (7.30)

gdzie αT to tzw. funkcja przesuni¦cia. Ze wzorów (7.28)�(7.30) wynika, »e:

k0 +
m∑
j=1

kj
λ2

ν2
j + λ2

= k̄0 +
m∑
j=1

k̄j
α2
Tλ

2

ν̄2
j + α2

Tλ
2
, (7.31)

λc0 +
m∑
j=1

kj
λνj

ν2
j + λ2

= αTλc̄0 +
m∑
j=1

k̄j
αTλν̄j

ν̄j2 + α2
Tλ

2
. (7.32)

Po podstawieniu wzoru (7.8) do (7.31)�(7.32) otrzymuje si¦:

k0 +
m∑
j=1

kj
c2
jλ

2

k2
j + c2

jλ
2

= k̄0 +
m∑
j=1

k̄j
α2
T c̄

2
j λ

2

k̄2
j + α2

T c̄
2
j λ

2
, (7.33)

λ c0 +
m∑
j=1

k2
j

λ cj
k2
j + c2

jλ
2

= αTλ c̄0 +
m∑
j=1

k̄2
j

αT c̄jλ

k̄2
j + α2

T c̄
2
j λ

2
. (7.34)

Z powy»szego z kolei wynikaj¡ wzory na parametry tªumików w temperaturze T :

kj = k̄j, cj = c̄jαT , (7.35)

gdzie j = 0, 1, 2, . . . ,m oraz funkcja przesuni¦cia αT zale»y od temperatury T i mo»e

by¢ wyra»ona np. przy pomocy wzoru Wiliama-Landela-Ferry'ego [31, 34]:

log10 αT =
−C1(T − T0)

C2 + T − T0

, (7.36)

w którym C1 oraz C2 s¡ staªymi wyznaczanymi do±wiadczalnie. Aby okre±li¢ para-

metry danego tªumika kj, cj w dowolnej temperaturze T , konieczna jest wi¦c znajo-

mo±¢ warto±ci tych parametrów k̄j, c̄j w temperaturze odniesienia T0 oraz informacja

o postaci funkcji przesuni¦cia αT (T ).
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7.3. Równanie ruchu pªyty z wi¦zami lepkospr¦»ystymi

w uj¦ciu MES

Równanie (4.2), przedstawione w podrozdziale 4.1, pozwala opisa¢ ruch konstruk-

cji obci¡»onej dynamicznie przy u»yciu metody elementów sko«czonych. W niniej-

szym podrozdziale przyj¦to zaªo»enie, »e badane pªyty wyposa»ono w lepkospr¦»yste

tªumiki drga« oraz nie poddano ich dziaªaniu dodatkowych zewn¦trznych siª wymu-

szaj¡cych. Wówczas wektor obci¡»e« zewn¦trznych F (t), wyst¦puj¡cy po prawej

stronie równania (4.2), jest niezerowy ze wzgl¦du na siªy oddziaªywania tªumików

na konstrukcj¦. Równanie ruchu pªyty z wi¦zami lepkospr¦»ystymi mo»na wówczas

zapisa¢ nast¦puj¡co [31, 39]:

Mq̈(t) +Cq̇(t) +Kq(t) = f(t), (7.37)

gdzie f(t) jest wektorem obci¡»enia wynikaj¡cym z oddziaªywania tªumików na pªyt¦.

Wektor ten jest sum¡ wektorów obci¡»e« od poszczególnych tªumików. Zatem je±li

do pªyty przymocowanych jest nd tªumików, to mo»na zapisa¢:

f(t) =

nd∑
r=1

fr(t), (7.38)

gdzie fr(t) oznacza wektor oddziaªywania r-tego tªumika na pªyt¦.

Aby przeksztaªci¢ równanie (7.37) w problem wªasny, nale»y do obu jego stron

zastosowa¢ transformat¦ Laplace'a z zerowymi warunkami pocz¡tkowymi. Przyjmuje

ono wówczas nast¦puj¡c¡ posta¢:(
s2M+ sC+K

)
q̄(s) = f̄(s), (7.39)

gdzie q̄(s) oraz f̄(s) s¡ L-transformatami odpowiednio wektorów q(t) oraz f(t). Wek-

tor f̄(s) mo»na przedstawi¢ przy pomocy nast¦puj¡cego wzoru3:

f̄(s) =

nd∑
r=1

f̄r(s) = −
nd∑
r=1

(Kr + Cr(s) +Gr(s))Lrq̄(s), (7.40)

gdzie:

f̄r(s) � L-transformata wektora fr(t) oddziaªywania r-tego tªumika na pªyt¦,

Kr, Cr(s), Gr(s) � funkcje charakteryzuj¡ce r-ty tªumik wyra»one wzorami (7.21)

lub (7.22), zale»nie od przyj¦tego modelu tªumika,

Lr � globalna macierz lokalizacji r-tego tªumika, tzn. macierz zerowa posiadaj¡ca

3 por. wzór (7.23)
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wymiar ns × ns (ns � liczba stopni swobody pªyty), zawieraj¡ca warto±¢ jednostko-

w¡ na przek¡tnej gªównej w wierszu i kolumnie o numerze translacyjnego stopnia

swobody, wzdªu» którego dziaªa r-ty tªumik.

W przypadku gdy wszystkie tªumiki zamocowane do pªyty s¡ jednakowe, wzór

(7.40) mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

f̄(s) = − (Kr + Cr(s) +Gr(s))Lq̄(s), (7.41)

gdzie

L =

nd∑
r=1

Lr (7.42)

jest macierz¡ lokalizacji ukªadu tªumików, tj. macierz¡ diagonaln¡ zawieraj¡c¡ war-

to±ci jednostkowe na przeci¦ciu wierszy i kolumn o numerach translacyjnych stopni

swobody, po kierunku których dziaªaj¡ kolejne tªumiki zamocowane do pªyty.

Po podstawieniu wzoru (7.41) do (7.39) otrzymuje si¦ nieliniowy problem wªasny

postaci: (
s2M+ sC+Cd(s) +K+Kd +Gd(s)

)
q̄(s) = 0, (7.43)

gdzie:

Kd = KrL, Cd(s) = Cr(s)L, Gd(s) = Gr(s)L, (7.44)

przy zaªo»eniu, »e wszystkie tªumiki zamocowane do pªyty s¡ jednakowe. Rozwi¡-

zaniem problemu wªasnego (7.43) s¡ zespolone warto±ci wªasne si ∈ C oraz odpo-

wiadaj¡ce im wektory wªasne q̄i(s), gdzie i = 1, 2, 3, . . . , ns. Po ich wyznaczeniu

uzyskuje si¦ charakterystyki dynamiczne pªyty z tªumikami, którymi s¡:

� postacie drga« wªasnych (przy u»yciu wektora q̄i(s)),

� cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi (przy u»yciu warto±ci wªasnych si),

� bezwymiarowe wspóªczynniki tªumienia γi (przy u»yciu warto±ci wªasnych si).

Jak wspomniano we wst¦pie do niniejszego rozdziaªu, nieliniowy problem wªa-

sny (7.43) mo»na rozwi¡za¢ np. przy zastosowaniu metody kontynuacji [39]. W dal-

szej cz¦±¢ niniejszego podrozdziaªu opisano dwa sposoby wyznaczenia rozwi¡zania

analizowanego zagadnienia wªasnego. W pierwszym z nich rozpatrywano zadanie

w jego pierwotnej postaci, a w drugim posªu»ono si¦ metod¡ podprzestrzennych

iteracji umo»liwiaj¡c¡ zredukowanie problemu do mniejszego wymiaru.
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7.3.1. Rozwi¡zanie nieliniowego problemu wªasnego metod¡ kontynuacji

Metoda kontynuacji rozwi¡zywania nieliniowego problemu wªasnego opisana zo-

staªa m.in. w pracach [36, 37, 39]. W celu rozwi¡zania ukªadu równa« jednorodnych,

opisanego macierzowo przy pomocy wzoru (7.43), wprowadza si¦ tzw. parametr ho-

motopii κ ∈ [0, 1]. Przez ten parametr przemna»a si¦ skªadniki, które w zapisie

macierzowym równania zawieraj¡ zmienn¡ s w pierwszej pot¦dze. Wówczas równa-

nie (7.43) zast¦puje si¦ nast¦puj¡cym:(
s2M+ κsC+ κCd(s) +K+Kd + κGd(s)

)
q̄(s) = 0. (7.45)

Wzór (7.45) mo»na przedstawi¢ w krótszej postaci:

h1(q̄(s), s) = D(s)q̄(s) = 0, (7.46)

gdzie

D(s) = s2M+ κsC+ κCd(s) +K+Kd + κGd(s). (7.47)

Aby elementy wektora q̄i(s), odpowiadaj¡ce warto±ci wªasnej si, mogªy zosta¢ wy-

znaczone jednoznacznie, wprowadza si¦ dodatkowe równanie normalizuj¡ce:

h2(q̄(s), s) =
1

2
q̄T (s)

∂D(s)

∂s
q̄(s)− a, (7.48)

gdzie a jest parametrem, którego warto±¢ nale»y przyj¡¢. Ponadto pochodna z wy-

ra»enia okre±lonego wzorem (7.47) wzgl¦dem zmiennej s ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

∂D(s)

∂s
= 2sM+ κC+ κ

∂Cd(s)

∂s
+ κ

∂Gd(s)

∂s
. (7.49)

Mo»na zauwa»y¢, »e rozwi¡zaniu pierwotnego problemu wªasnego, okre±lonego wzo-

rem (7.43), odpowiada warto±¢ parametru κ = 1.

W zerowym kroku metody kontynuacji nale»y przyj¡¢ warto±¢ parametru homo-

topii: κ0 = 0. Wówczas nieliniowy problem wªasny (7.45) zostaje zredukowany do

uogólnionego problemu wªasnego wyra»onego wzorem:(
s2M+K+Kd

)
q̄(s) = 0. (7.50)

Powy»szy problem wªasny mo»na rozwi¡za¢ w programie Octave przy pomocy wbu-

dowanej funkcji �eig�. Otrzymuje si¦ wówczas zerowe przybli»enie warto±ci wªa-

snych: s(0)
1 , s

(0)
2 , . . . , s

(0)
ns oraz wektorów wªasnych: q̄(0)

1 , q̄
(0)
2 , . . . , q̄

(0)
ns . Na podstawie

otrzymanego rozwi¡zania mo»na wyznaczy¢ warto±ci parametrów: a(0)
1 , a

(0)
2 , . . . , a

(0)
ns

zgodnie ze wzorem: a(0)
i = s

(0)
i

(
q̄

(0)
i

)T
Mq̄

(0)
i .
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W pierwszym kroku metody kontynuacji okre±la si¦ przyrost ∆κ1 warto±ci pa-

rametru homotopii. Wówczas rozwi¡zania problemu wªasnego (7.45) poszukuje si¦,

przyjmuj¡c parametr κ1 = κ0 + ∆κ1. Nale»y t¡ warto±¢ podstawi¢ do równa« (7.46)

oraz (7.48), a nast¦pnie rozwi¡za¢ ukªad:{
h1(q̄, s) = 0,

h2(q̄, s) = 0.
(7.51)

W celu wyznaczenia rozwi¡zania ukªadu (7.51), przy danej warto±ci parametru κ,

mo»na skorzysta¢ z metody Newtona. Rozwi¡zuje si¦ wówczas tzw. równanie przy-

rostowe, które ma posta¢:
∂h1

∂q̄
δq̄+

∂h1

∂s
δs = −h1,

∂h2

∂q̄
δq̄+

∂h2

∂s
δs = −h2,

(7.52)

gdzie pochodne cz¡stkowe oraz prawe strony równa« ukªadu nale»y wyznaczy¢ dla

konkretnie wybranego wektora wªasnego q̄(0)
i , warto±ci wªasnej s(0)

i oraz parametru

a
(0)
i z kroku �0�, przy czym i = 1, 2, 3, . . . , ns oznacza numer warto±ci wªasnej, któ-

rej przybli»enie jest wyznaczane. Ukªad (7.52) jest ukªadem algebraicznym dwóch

równa« z dwoma niewiadomymi przyrostami δq̄ oraz δs. Pochodne cz¡stkowe wy-

st¦puj¡ce w ukªadzie (7.52) wyra»aj¡ si¦ poni»szymi wzorami:

∂h1

∂q̄
= D(s) = s2M+ κsC+ κCd(s) +K+Kd + κGd(s), (7.53)

∂h1

∂s
=

(
2sM+ κC+ κ

∂Cd(s)

∂s
+ κ

∂Gd(s)

∂s

)
q̄, (7.54)

∂h2

∂q̄
= q̄T

(
2sM+ κC+ κ

∂Cd(s)

∂s
+ κ

∂Gd(s)

∂s

)
, (7.55)

∂h2

∂s
=

1

2
q̄T
(

2M+ κ
∂2Cd(s)

∂s2
+ κ

∂2Gd(s)

∂s2

)
q̄. (7.56)

Pochodne cz¡stkowe macierzy Cd(s) oraz Gd(s), zale»nie od przyj¦tego modelu tªu-

mika, przedstawiaj¡ si¦ nast¦puj¡co:

• dla uogólnionego modelu reologicznego:

∂Cd(s)

∂s
=
∂Cr(s)

∂s
L =

∂

∂s
(sc0)L = c0L, (7.57)
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∂2Cd(s)

∂s2
=
∂2Cr(s)

∂s2
L =

∂

∂s
(c0)L = 0, (7.58)

∂Gd(s)

∂s
=
∂Gr(s)

∂s
L =

∂

∂s

(
m∑
j=1

kjs

νj + s

)
L =

m∑
j=1

kjνj
(νj + s)2

L, (7.59)

∂2Gd(s)

∂s2
=
∂2Gr(s)

∂s2
L =

∂

∂s

(
m∑
j=1

kjνj
(νj + s)2

)
L =

m∑
j=1

−2kjνj
(νj + s)3

L, (7.60)

• dla modelu uªamkowego:

∂Cd(s)

∂s
=
∂Cr(s)

∂s
L =

∂

∂s
(sαc0)L = αsα−1c0L, (7.61)

∂2Cd(s)

∂s2
=
∂2Cr(s)

∂s2
L =

∂

∂s
(αsα−1c0)L = α(α− 1)sα−2c0L, (7.62)

∂Gd(s)

∂s
=
∂Gr(s)

∂s
L =

∂

∂s

(
kds

α

νd + sα

)
L =

kdνdαs
α−1

(νd + sα)2
L, (7.63)

∂2Gd(s)

∂s2
=
∂2Gr(s)

∂s2
L =

∂

∂s

(
kdνdαs

α−1

(νd + sα)2

)
L =

=
kdνdα

(νd + sα)3

[
νd(α− 1)sα−2 − (α + 1)s2(α−1)

]
L.

(7.64)

Po rozwi¡zaniu ukªadu równa« (7.52) i wyznaczeniu przyrostów δq̄(1) oraz δs(1)

otrzymuje si¦ nowe przybli»enie rozwi¡zania problemu wªasnego (7.45) w pierwszym

kroku metody kontynuacji, tzn. dla κ = κ1 oraz w pierwszym kroku iteracji, tzn. dla

k = 1. To nowe przybli»enie i-tej warto±ci wªasnej oraz i-tego wektora wªasnego ma

posta¢:

s
(1)
i = s

(0)
i + δs(1), q̄

(1)
i = q̄

(0)
i + δq̄(1), (7.65)

gdzie w powy»szym wzorze indeks dolny informuje o numerze warto±ci wªasnej lub

wektora wªasnego, a indeks górny � o numerze iteracji w pierwszym kroku metody

kontynuacji. Warto±¢ wªasn¡ i wektor wªasny wyra»one wzorem (7.65) podstawia

si¦ nast¦pnie do ukªadu równa« (7.52). Po jego rozwi¡zaniu otrzymuje si¦ nowe

przyrosty δq̄(2) oraz δs(2), które pozwalaj¡ wyznaczy¢ przybli»enie i-tej warto±ci

wªasnej oraz i-tego wektora wªasnego w pierwszym kroku metody kontynuacji, tzn.

dla κ = κ1 oraz w drugim kroku iteracji, czyli dla k = 2. Kolejne przybli»enie mo»na

zapisa¢ przy pomocy wzorów:

s
(2)
i = s

(1)
i + δs(2), q̄

(2)
i = q̄

(1)
i + δq̄(2). (7.66)
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Znaj¡c przybli»enie i-tej warto±ci wªasnej oraz i-tego wektora wªasnego w pierwszym

kroku metody kontynuacji, tzn. dla κ = κ1 oraz w (k − 1)-szym kroku iteracji,

z ukªadu równa« (7.52) wyznacza si¦, po podstawieniu tych wielko±ci, przyrosty

δq̄(k) oraz δs(k), a nast¦pnie nowe przybli»enie warto±ci i wektora wªasnego zgodnie

ze wzorami:

s
(k)
i = s

(k−1)
i + δs(k), q̄

(k)
i = q̄

(k−1)
i + δq̄(k). (7.67)

Proces iteracyjny jest kontynuowany a» do speªnienia warunków zako«czenia wyra-

»onych poni»szymi nierówno±ciami:

δs(k) < ε1|s(k)
i | ∧ ‖δq̄(k)‖ < ε2‖q̄(k)

i ‖, (7.68)

gdzie ε1 oraz ε2 oznaczaj¡ przyj¦te dokªadno±ci oblicze«.

W l-tym kroku metody kontynuacji nale»y przyj¡¢ przyrost ∆κl parametru ho-

motopii, a rozwi¡zanie problemu wªasnego (7.45) poszukuje si¦ dla κl = κl−1 + ∆κl.

Warto±¢ wªasna i wektor wªasny otrzymane ko«cowo dla (l−1)-szego kroku metody

kontynuacji stanowi¡ warto±ci startowe dla kroku l-tego, tzn. dla κ = κl oraz dla

pierwszego kroku procesu iteracyjnego, czyli dla k = 1. Wielko±ci te podstawia si¦

do ukªadu równa« (7.52), z którego wyznaczane s¡ przyrosty warto±ci i wektora

wªasnego. Na podstawie tych przyrostów okre±la si¦ warto±¢ wªasn¡ i wektor wªasny

dla drugiego kroku iteracyjnego, tzn. dla k = 2. Post¦powanie iteracyjne powtarza

si¦ przez rozwi¡zywanie ukªadu równa« (7.52) oraz wyznaczanie nowych przybli»e«

warto±ci wªasnej i wektora wªasnego wedªug wzoru (7.67) a» do otrzymania po»¡-

danej dokªadno±ci oblicze« zgodnie z nierówno±ciami (7.68).

Wy»ej opisana procedura jest kontynuowana do momentu osi¡gni¦cia warto±ci

parametru κ = 1 i tym samym rozwi¡zania oryginalnego nieliniowego problemu

wªasnego (7.43). Wtedy uzyskuje si¦ szukan¡ i-t¡ warto±¢ wªasn¡ si oraz i-ty wektor

wªasny q̄i. Otrzymana i-ta warto±¢ wªasna jest liczb¡ zespolon¡ o cz¦±ci rzeczywi-

stej µi oraz cz¦±ci urojonej ηi. Wówczas cz¦sto±¢ drga« wªasnych ωi oraz bezwy-

miarowy wspóªczynnik tªumienia γi dla i-tej postaci drga« wyznacza si¦ ze wzorów:

ω2
i = µ2

i + η2
i , (7.69)

γi = −µi
ηi
. (7.70)

Opisana wy»ej metoda kontynuacji umo»liwia obliczenie kilku wybranych warto-

±ci cz¦sto±ci drga« oraz bezwymiarowych wspóªczynników tªumienia bez koniecz-

no±ci rozwi¡zywania caªego nieliniowego problemu wªasnego (7.43). Przy pomo-

cy autorskich algorytmów opracowanych w ±rodowisku Octave w niniejszej pracy
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wyznaczano cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty wyposa»onej w lepkospr¦»yste tªumiki

drga« oraz odpowiadaj¡ce im bezwymiarowe wspóªczynniki tªumienia. U»ytkownik

programu mo»e samodzielnie ustali¢ pozycj¦ wybranej liczby tªumików lepkospr¦-

»ystych w w¦zªach siatki MES. Przy pomocy funkcji zewn¦trznych stanowi¡cych

integraln¡ cz¦±¢ algorytmu wyznacza si¦ macierze wyst¦puj¡ce w równaniu (7.43).

Uogólniony problem wªasny rozwi¡zywany jest w kroku �0� metody kontynuacji

przy pomocy wbudowanej komendy programu Octave. Nast¦pnie autorski algorytm

iteracyjny umo»liwia wyznaczenie ko«cowych charakterystyk dynamicznych pªyty

wyposa»onej w wi¦zy lepkospr¦»yste [86].

7.3.2. Rozwi¡zanie nieliniowego problemu wªasnego przy u»yciu metod

podprzestrzennych iteracji oraz kontynuacji

Przedstawiona w niniejszym podrozdziale metoda podprzestrzennych iteracji opi-

sana zostaªa m.in. w pracach [6, 41]. Autor pracy [6] wprowadziª t¡ metod¦ oraz za-

stosowaª j¡ do rozwi¡zywania liniowych problemów wªasnych. Z kolei w pozycji [41]

mo»liwo±ci jej u»ycia zostaªy rozszerzone na przypadek nieliniowych zagadnie« wªa-

snych. Metod¦ podprzestrzennych iteracji wykorzystuje si¦ do rozwi¡zywania du»ych

problemów wªasnych, w przypadkach gdy wyznaczenie wszystkich warto±ci wªasnych

nie jest konieczne. Umo»liwia ona znalezienie pewnej liczby pocz¡tkowych warto±ci

wªasnych dla rozwa»anego problemu. Zakªada si¦ przy tym, »e liczba ta jest znacznie

mniejsza od ª¡cznej liczby wszystkich rozwi¡za«, wynikaj¡cej z rozmiaru analizowa-

nego zadania.

W dalszej cz¦±ci podrozdziaªu rozpatrzono modele tªumika, w których element

Kelvina zast¡piono elementem spr¦»ystym (rysunki 7.3 oraz 7.5). W takich modelach

nieliniowy problem wªasny (7.43) sprowadza si¦ do postaci:(
s2M+ sC+K+Kd +Gd(s)

)
q̄(s) = 0. (7.71)

W powy»szym równaniu macierzowym wektor q̄(s) oraz macierz zerowa po prawej

stronie maj¡ wymiar ns×1. Z kolei macierzeM, C,K,Kd orazGd(s) s¡ macierzami

kwadratowymi o wymiarze ns × ns. Równanie to speªnione jest przez pary (si, q̄i)

skªadaj¡ce si¦ z warto±ci wªasnych i odpowiadaj¡cych im wektorów wªasnych, przy

czym i = 1, 2, 3, . . . , ns. Problem wªasny (7.71) mo»na zapisa¢ w poni»szej, równo-

wa»nej postaci:

MXΛ2 +CXΛ +KX+KdX+

nd∑
r=1

LrXΓr(s) = 0, (7.72)
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gdzie:

X =
[
q̄1, q̄2, q̄3, . . . , q̄ns

]
� macierz o wymiarze ns × ns zawieraj¡ca w kolejnych

kolumnach wektory wªasne stanowi¡ce rozwi¡zanie problemu (7.71),

Λ = diag (s1, s2, s3, . . . , sns) � macierz diagonalna o wymiarze ns×ns zawieraj¡ca na
gªównej przek¡tnej kolejne warto±ci wªasne b¦d¡ce rozwi¡zaniem problemu (7.71),

Γr(s) = diag(Gr(s1), Gr(s2), Gr(s3), . . . , Gr(sns)) � macierz diagonalna o wymia-

rze ns × ns zawieraj¡ca na gªównej przek¡tnej warto±ci funkcji Gr(s), wyra»onej

wzorem (7.21) lub (7.22), wyznaczone dla kolejnych warto±ci wªasnych stanowi¡cych

rozwi¡zanie problemu (7.71).

W równaniu (7.72) macierz zerowa po prawej stronie posiada wymiar ns × ns.
Ró»nica mi¦dzy zapisami (7.71) oraz (7.72) polega na tym, »e do wzoru (7.71) mo»-

na podstawi¢ tylko pojedyncz¡ par¦ (si, q̄i), natomiast równanie (7.72) umo»liwia

podstawienie wszystkich tych par jednocze±nie.

Algorytm metody podprzestrzennych iteracji opisano na podstawie pracy [41].

Na pocz¡tku oblicze« zakªada si¦ liczb¦ m̃ szukanych par warto±¢ wªasna�wektor

wªasny, przy czym zgodnie ze wst¦pnym zaªo»eniem dla metody zachodzi nierówno±¢:

m̃� ns.

W zerowym kroku metody nale»y znale¹¢ rozwi¡zanie uogólnionego problemu

wªasnego postaci:

(K+Kd − ω2M)x = 0. (7.73)

Warto±ci i wektory wªasne stanowi¡ce rozwi¡zanie powy»szego problemu s¡ odpo-

wiednio liczbami i wektorami rzeczywistymi. Mo»na je wyznaczy¢, posªuguj¡c si¦

gotow¡ funkcj¡ dost¦pn¡ w programie Octave. Nale»y wybra¢ m̃ par (ωi,xi) i utwo-

rzy¢ macierze:

Λ0 = diag(iω1, iω2, iω3, . . . , iωm̃), (7.74)

X0 = [x1,x2,x3, . . . ,xm̃], (7.75)

przy czym we wzorze (7.74) i oznacza jednostk¦ urojon¡, a warto±ci wªasne upo-

rz¡dkowane s¡ niemalej¡co, tzn. ωk ≤ ωl dla k < l. Rozwi¡zanie (7.74)�(7.75)

uogólnionego problemu wªasnego (7.73) stanowi pocz¡tkowe przybli»enie zespolo-

nego rozwi¡zania oryginalnego problemu wªasnego (7.71), które mo»na oznaczy¢

jako (s
(0)
i , q̄

(0)
i ), gdzie i = 1, 2, 3, . . . , m̃.

W j-tym kroku metody zakªada si¦, »e znane jest rozwi¡zanie poprzednie, tj.

z kroku (j−1), które stanowi¡ pary (s
(j−1)
i , q̄

(j−1)
i ), gdzie i = 1, 2, 3, . . . , m̃. Rozwi¡za-

nie to mo»na zapisa¢ w postaci macierzy wektorów wªasnychXj−1 o wymiarze ns×m̃
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oraz diagonalnej macierzy warto±ci wªasnych Λj−1 o wymiarze m̃×m̃. W pierwszym

etapie j-tej p¦tli iteracyjnej nale»y wyznaczy¢ macierz X̃j, która stanowi rozwi¡zanie

nast¦puj¡cego równania macierzowego:

(K+Kd)X̃j = Pj−1, (7.76)

gdzie

Pj−1 = −MXj−1Λ2
j−1 −CXj−1Λj−1 −

nd∑
r=1

LrXj−1Γr,j−1

(
s(j−1)

)
. (7.77)

Macierze X̃j oraz Pj−1 s¡ macierzami zespolonymi o wymiarze ns×m̃. Nowe przybli-

»enie i-tego wektora wªasnego stanowi¡cego rozwi¡zanie problemu wªasnego (7.71)

wyznacza si¦ ze wzoru:

q̄
(j)
i = X̃jz

(j)
i , (7.78)

gdzie z(j)
i jest nieznanym wektorem wspóªrz¦dnych Ritza o wymiarze m̃×1. Po pod-

stawieniu wzoru (7.78) do problemu wªasnego (7.71), a nast¦pnie przemno»eniu obu

stron równania lewostronnie przez macierz X̃
H

j , b¦d¡c¡ sprz¦»eniem hermitowskim4

macierzy X̃j, otrzymuje si¦ równanie postaci:

X̃
H

j

((
s(j)
)2
M+

(
s(j)
)
C+K+Kd +Gd

(
s(j)
))
X̃jz

(j)
i = 0, (7.79)

które mo»na zapisa¢ w krótszej formie:((
s(j)
)2
M̃j +

(
s(j)
)
C̃j + K̃j + K̃d,j + G̃d,j

(
s(j)
))
z

(j)
i = 0, (7.80)

gdzie:

M̃j = X̃
H

j MX̃j, C̃j = X̃
H

j CX̃j, K̃j = X̃
H

j KX̃j,

K̃d,j = X̃
H

j KdX̃j, G̃d,j

(
s(j)
)

=

nd∑
r=1

X̃
H

j LrX̃jGr

(
s(j)
)
.

(7.81)

Macierze zde�niowane wzorem (7.81) s¡ macierzami hermitowskimi, tzn. dziaªanie

sprz¦»enia hermitowskiego tych macierzy nie zmienia ich postaci. Wymiar tych ma-

cierzy wynosi m̃× m̃. Problem wªasny wyra»ony wzorem (7.80) to tzw. zredukowa-

ny problem wªasny, który nazywa si¦ równie» hermitowskim problemem wªasnym,

4 �Sprz¦»eniem hermitowskim macierzy A = [aij ] ∈ Cm×n jest macierz AH = [aHji ] ∈ Cn×m,

której elementy speªniaj¡ warunek aHji = aij dla i = 1, 2, 3, . . . ,m oraz j = 1, 2, 3, . . . , n.� Jest

to wi¦c macierz uzyskana przez transpozycj¦ macierzy danej i zamian¦ elementów na elementy

sprz¦»one (¹ródªo: https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/1/module/58/reader, dost¦p:

12.06.2025).
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z uwagi na wyst¦puj¡ce w nim macierze hermitowskie. Tak otrzymany nieliniowy

problem wªasny rozwi¡zuje si¦ np. metod¡ kontynuacji, opisan¡ w podrozdziale 7.3.1,

co stanowi drugi etap j-tej p¦tli iteracyjnej. W wyniku rozwi¡zania tego proble-

mu otrzymuje si¦ m̃ warto±ci wªasnych: s(j)
1 , s

(j)
2 , s

(j)
3 , . . . , s

(j)
m̃ stanowi¡cych szukane

rozwi¡zanie oryginalnego nieliniowego problemu wªasnego (7.71). Mo»na je zapisa¢

w formie macierzy diagonalnej o wymiarze m̃× m̃:

Λj = diag
(
s

(j)
1 , s

(j)
2 , s

(j)
3 , . . . , s

(j)
m̃

)
. (7.82)

Ponadto uzyskuje si¦ m̃ wektorów wªasnych z(j)
1 , z

(j)
2 , z

(j)
3 , . . . , z

(j)
m̃ , z których mo»na

utworzy¢ macierz postaci Zj =
[
z

(j)
1 , z

(j)
2 , z

(j)
3 , . . . , z

(j)
m̃

]
o wymiarze m̃ × m̃. Wów-

czas nowe przybli»enie wektorów wªasnych stanowi¡cych rozwi¡zanie oryginalnego

problemu wªasnego (7.72) wyznacza si¦ ze wzoru:

Xj = X̃jZj, (7.83)

przy czym wy»ej okre±lona macierz Xj zawiera m̃ szukanych wektorów wªasnych,

a wi¦c jej wymiar wynosi ns × m̃ i mo»na zapisa¢ j¡ w postaci:

Xj =
[
q̄

(j)
1 , q̄

(j)
2 , q̄

(j)
3 , . . . , q̄

(j)
m̃

]
. (7.84)

Opisan¡ wy»ej procedur¦ wykonuje si¦ a» do speªnienia warunków zako«czenia

procesu iteracyjnego, które przybieraj¡ posta¢ nast¦puj¡cych nierówno±ci:∣∣∣s(j)
i − s

(j−1)
i

∣∣∣ ≤ ε1

∣∣∣s(j)
i

∣∣∣ , (7.85)∥∥∥q̄(j)
i − q̄

(j−1)
i

∥∥∥ ≤ ε2

∥∥∥q̄(j)
i

∥∥∥ , (7.86)

gdzie i = 1, 2, 3, . . . , m̃ oraz ε1, ε2 oznaczaj¡ przyj¦te dokªadno±ci oblicze«. Aby

sprawdzi¢ czy rozwi¡zanie zredukowanego problemu wªasnego (7.80) jest rozwi¡-

zaniem problemu oryginalnego (7.71), mo»na dodatkowo wyznaczy¢ tzw. wektor

residualny wedªug poni»szego wzoru:

r
(j)
i =

((
s

(j)
i

)2

M+
(
s

(j)
i

)
C+K+Kd +Gd

(
s

(j)
i

))
q̄

(j)
i , (7.87)

a nast¦pnie sprawdzi¢ warunek:∥∥∥r(j)
i

∥∥∥ ≤ ε3

∥∥∥Kq̄(j)
i

∥∥∥ , (7.88)

gdzie ε3 oznacza przyj¦t¡ dokªadno±¢ oblicze«.
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Podsumowuj¡c oba przedstawione wy»ej sposoby rozwi¡zywania nieliniowego

problemu wªasnego, mo»na zauwa»y¢, »e zastosowanie wyª¡cznie metody konty-

nuacji, opisanej w podrozdziale 7.3.1, skutkuje przez caªy czas trwania oblicze«

wykonywaniem analizy peªnego problemu wªasnego postaci (7.43). Z kolei u»ycie

metody podprzestrzennych iteracji, przedstawionej w podrozdziale 7.3.2, pozwala

du»y problem wªasny zredukowa¢ do problemu (7.80) o mniejszym wymiarze zale»-

nym od przyj¦tej wst¦pnie liczby pocz¡tkowych warto±ci i wektorów wªasnych, któ-

rych wyznaczenie jest wystarczaj¡ce do rozwi¡zania danego zagadnienia. Podczas

stosowania metody podprzestrzennych iteracji metoda kontynuacji stanowi narz¦-

dzie sªu»¡ce do rozwi¡zania zredukowanego problemu, co mo»e by¢ zdecydowanie

korzystniejsze w kontek±cie nakªadu obliczeniowego komputera. U»ycie wyª¡cznie

metody kontynuacji, podobnie jak w przypadku doª¡czenia metody podprzestrzen-

nych iteracji, nie wymaga wyznaczenia wszystkich warto±ci i wektorów wªasnych

wyst¦puj¡cych w danym zadaniu, ale obliczenia numeryczne bazuj¡ przez caªy czas

ich trwania na problemie o du»ym wymiarze. Badania zwi¡zane z zastosowaniem obu

opisanych wy»ej metod przedstawiono w kolejnym podrozdziale, w którym zawarto

kilka przykªadów numerycznych.

7.4. Przykªady analizy dynamicznej pªyt z lepkospr¦»ystymi

tªumikami drga«

W niniejszym podrozdziale zawarto dwa przykªady numeryczne zwi¡zane z ana-

liz¡ dynamiczn¡ pªyt z elementami pasywnej redukcji drga«. W pierwszym przykªa-

dzie analizowano pªyt¦ wspornikow¡ wyposa»on¡ w tªumiki lepkospr¦»yste rozmiesz-

czone przy jej swobodnej kraw¦dzi. W ramach bada« wyznaczono cz¦sto±ci drga«

wªasnych oraz bezwymiarowe wspóªczynniki tªumienia dla tej pªyty w zale»no±ci od

temperatury otoczenia tªumików. W zadaniu rozwi¡zywano peªny nieliniowy pro-

blem wªasny przy zastosowaniu metody kontynuacji. W przykªadzie drugim analizie

poddano pªyt¦ o niesymetrycznym schemacie podparcia. Gªównym celem tego przy-

kªadu byªo wykonanie analizy porównawczej zwi¡zanej z zastosowaniem dwóch spo-

sobów rozwi¡zywania nieliniowego problemu wªasnego. W pierwszym z nich u»yto

wyª¡cznie metod¦ kontynuacji, a w drugim doª¡czono, jako narz¦dzie pomocnicze,

metod¦ podprzestrzennych iteracji w celu zmniejszenia wymiaru rozwa»anego zada-

nia.
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Przykªad 7.1. [33] Badanie zale»no±ci charakterystyk dynamicznych od temperatury

dla pªyty wspornikowej wyposa»onej w lepkospr¦»yste tªumiki drga«

Analizie dynamicznej poddano pªyt¦ kwadratow¡ utwierdzon¡ przy jednej kraw¦-

dzi. Dªugo±¢ ka»dej z kraw¦dzi pªyty wynosi 2,0 m, natomiast jej grubo±¢ przyjmuje

warto±¢ 0,01 m. Pªyta wykonana jest z materiaªu izotropowego o module Younga

E = 205 GPa, wspóªczynniku Poissona ν = 0,3 oraz g¦sto±ci ρ = 7850 kg/m3. Do

pªyty zamocowano trzy tªumiki lepkospr¦»yste w sposób przedstawiony na rysunku

7.6, tzn. jeden tªumik znajduje si¦ na ±rodku swobodnej kraw¦dzi, a dwa pozostaªe

przy jej ko«cach. Przyj¦to, »e tªumiki s¡ opisane uogólnionym modelem Maxwella

przedstawionym na rysunku 7.7. Ka»dy z tªumików skªada si¦ z elementu spr¦»ystego

okre±lonego staª¡ k̄0 = 108,56 N/m oraz z jednego elementu Maxwella charaktery-

zowanego przez staªe k̄1 = 19968,09 N/m i c̄1 = 229,63 Ns/m. Zaªo»ono, »e wst¦pne

warto±ci parametrów tªumików wyznaczone zostaªy w temperaturze referencyjnej

wynosz¡cej: T0 = 0,2◦C.

Rysunek 7.6. Pªyta wspornikowa analizowana w przykªadzie 7.1, wyposa»ona w trzy tªu-

miki lepkospr¦»yste przy jej swobodnej kraw¦dzi (oznaczone czerwonymi okr¦gami)

Rysunek 7.7. Schemat tªumika lepkospr¦»ystego opisanego uogólnionym modelem

Maxwella, zawieraj¡cego jeden element Maxwella

Wpªyw temperatury otoczenia na wªa±ciwo±ci tªumików uwzgl¦dniono przy za-

stosowaniu zasady proporcjonalno±ci cz¦stotliwo±ciowo-temperaturowej. Aby obli-

czy¢ warto±¢ funkcji przesuni¦cia okre±lonej wzorem (7.36), przyj¦to staªe C1 = 19,5
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oraz C2 = 80,2. Warto±ci tych staªych, jak równie» parametry tªumików ustalono na

podstawie pracy [32].

W celu wyznaczenia charakterystyk dynamicznych badanej pªyty rozwi¡zano

nieliniowy problem wªasny (7.43), w którym pomini¦to skªadniki zwi¡zane z tªumie-

niem konstrukcyjnym pªyty oraz cz¦±ci¡ lepk¡ elementu Kelvina (macierzeC orazCd

przyj¦to jako zerowe). Do jego rozwi¡zania zastosowano algorytm metody kontynu-

acji opisany w podrozdziale 7.3.1. W u»ytej procedurze przyj¦to pi¦¢ kroków metody

oraz jednakowe przyrosty parametru homotopii, tzn. ∆κl = 0,2 dla l = 1, 2, 3, 4, 5.

Dokªadno±ci oblicze« wyst¦puj¡ce w nierówno±ciach (7.68), decyduj¡ce o zako«cze-

niu procesu iteracyjnego w ka»dym kroku metody, przyj¦to równe ε1 = ε2 = 10−3.

W tabelach 7.1 oraz 7.2 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych oraz bez-

wymiarowych wspóªczynników tªumienia odpowiadaj¡ce pi¦ciu pierwszym posta-

ciom drga« pªyty przy zaªo»eniu warto±ci temperatur T ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12}◦C.

Tabela 7.1. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 7.1 w zale»no±ci od tem-

peratury otoczenia [33]

Rozw. MES � cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s] dla siatki 14× 14

T = 0◦C T = 2◦C T = 4◦C T = 6◦C T = 8◦C T = 10◦C T = 12◦C

ω1 14,877 13,687 13,586 13,574 13,572 13,572 13,572

ω2 36,577 33,365 33,027 32,986 32,980 32,980 32,980

ω3 84,186 82,753 82,442 82,400 82,395 82,394 82,394

ω4 110,496 106,621 105,338 105,155 105,129 105,126 105,125

ω5 123,193 120,756 119,868 119,736 119,717 119,715 119,714

Tabela 7.2. Warto±ci bezwymiarowych wspóªczynników tªumienia wyznaczone dla pªyty

z przykªadu 7.1 w zale»no±ci od temperatury otoczenia [33]

Rozw. MES � bezwymiarowe wspóªczynniki tªumienia γi [-] dla siatki 14× 14

T = 0◦C T = 2◦C T = 4◦C T = 6◦C T = 8◦C T = 10◦C T = 12◦C

γ1 0,371 0,120 0,0421 0,0156 0,00600 0,00242 0,00101

γ2 0,171 0,0691 0,0246 0,00911 0,00352 0,00142 0,000594

γ3 0,0200 0,0126 0,00487 0,00182 0,000703 0,000283 0,000119

γ4 0,0312 0,0286 0,0120 0,00453 0,00175 0,000707 0,000296

γ5 0,0174 0,0165 0,00710 0,00269 0,00104 0,000420 0,000176
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Zale»no±¢ od temperatury warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych oraz bezwymiaro-

wego wspóªczynnika tªumienia dla pierwszej postaci drga« pokazano gra�cznie na

rysunkach 7.8 oraz 7.9.

Rysunek 7.8. Wykres zale»no±ci pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych od temperatury dla

pªyty z przykªadu 7.1 [33]

Rysunek 7.9. Wykres zale»no±ci bezwymiarowego wspóªczynnika tªumienia pierwszej po-

staci drga« od temperatury dla pªyty z przykªadu 7.1 [33]
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W tabeli 7.3 zestawiono warto±ci charakterystyk dynamicznych badanej pªyty

obliczone dla temperatury T = 2◦C oraz ró»nych dyskretyzacji powierzchni pªyty

w celu zbadania zbie»no±ci zastosowanej metody numerycznej.

Tabela 7.3. Charakterystyki dynamiczne pªyty z przykªadu 7.1 otrzymane dla temperatury

T = 2◦C i ró»nych dyskretyzacji MES [33]

Rozw. MES dla T = 2◦C i ró»nych dyskretyzacji pªyty

Nr Cz¦sto±ci drga« ωi [rad/s] Bezwym. wspóª. tªumienia γi [-]

10× 10 14× 14 20× 20 10× 10 14× 14 20× 20

1 13,686 13,687 13,687 0,120300 0,120328 0,120343

2 33,370 33,365 33,362 0,0691145 0,069103 0,069079

3 82,841 82,753 82,706 0,012607 0,012620 0,012628

4 106,547 106,621 106,660 0,028478 0,028617 0,028690

5 120,770 120,756 120,745 0,016559 0,016512 0,016483

Na podstawie zamieszczonych wy»ej wyników mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e wraz

ze wzrostem temperatury zarówno cz¦sto±ci drga« wªasnych, jak i warto±ci bez-

wymiarowych wspóªczynników tªumienia malej¡ i d¡»¡ do pewnej staªej warto±ci.

W przypadku pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych t¡ warto±ci¡ jest cz¦sto±¢ drga«

charakteryzuj¡ca pªyt¦ nie posiadaj¡c¡ tªumików, która wynosi 13,419 rad/s. Z kolei

warto±ci bezwymiarowego wspóªczynnika tªumienia wraz ze wzrostem temperatury

d¡»¡ do zera.

Dla przyj¦tego w przykªadzie modelu tªumika przy temperaturach bliskich tem-

peraturze referencyjnej T0 = 0,2◦C pierwsza cz¦sto±¢ drga« wªasnych jest o okoªo

10% wy»sza w porównaniu z warto±ci¡ tej cz¦sto±ci w przypadku pªyty bez tªumi-

ków. W temperaturach wy»szych od 8◦C pierwsza cz¦sto±¢ drga« wªasnych osi¡ga

warto±ci porównywalne z uzyskanymi dla pªyty bez tªumików5, a warto±ci odpowia-

daj¡cego bezwymiarowego wspóªczynnika tªumienia s¡ bliskie zeru. Zatem mo»na

stwierdzi¢, »e przy takich temperaturach tªumik traci wªa±ciwo±ci tªumi¡ce, a pªyta

zachowuje si¦ tak, jakby nie posiadaªa wi¦zów lepkospr¦»ystych. Aby mo»liwa by-

ªa zmiana charakterystyk dynamicznych badanej pªyty np. dla temperatury 20◦C

b¡d¹ wy»szej, nale»aªoby zwi¦kszy¢ liczb¦ zamocowanych tªumików lub dobra¢ inne

warto±ci ich parametrów i powtórzy¢ przeprowadzone badanie.

Zestawione w tabeli 7.3 wyniki testów zbie»no±ci pozwalaj¡ stwierdzi¢, »e u»ycie

siatki 14× 14 jest wystarczaj¡ce pod k¡tem dokªadno±ci wyników, poniewa» ró»nice
5 Ró»nica mi¦dzy warto±ciami pierwszej cz¦sto±ci drga« otrzymanymi dla pªyty z tªumikami

w temperaturze 8◦C oraz dla pªyty bez tªumików wynosi okoªo 1,14%.
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procentowe w porównaniu z siatk¡ 10× 10 nie przekraczaj¡ 1% dla wszystkich pi¦-

ciu cz¦sto±ci drga« wªasnych. Zastosowanie do bada« zbyt g¦stych siatek skutkuje

znacznym zwi¦kszeniem czasu obliczeniowego.

Przykªad 7.2. [111] Analiza dynamiczna pªyty wyposa»onej w lepkospr¦»yste tªu-

miki drga« opisane modelem uªamkowym przy zastosowaniu metod kontynuacji oraz

podprzestrzennych iteracji, z pomini¦ciem wpªywu temperatury

W niniejszym przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ kwadratow¡ o dªugo±ci boku 2,0 m

oraz grubo±ci 0,01 m. Podobnie jak w przykªadzie poprzednim przyj¦to, »e pªyta

wykonana jest z materiaªu izotropowego o module Younga E = 205 GPa, wspóª-

czynniku Poissona ν = 0,3 oraz g¦sto±ci ρ = 7850 kg/m3. Schemat podparcia pªyty

pokazano na rysunku 7.10, tzn. pªyta jest utwierdzona przy kraw¦dzi dolnej i prawej

oraz swobodnie podparta przy kraw¦dzi górnej.

Rysunek 7.10. Schemat podparcia pªyty z przykªadu 7.2

Przyj¦to dyskretyzacj¦ pªyty w postaci regularnej siatki MES o g¦sto±ci 15× 15.

Do pªyty zamocowano: dwa, cztery, siedem oraz czterna±cie tªumików lepkospr¦»y-

stych w sposób przedstawiony na rysunku 7.11. Zgodnie z wcze±niejszymi zaªo»e-

niami tªumiki mog¡ by¢ rozmieszczane tylko w w¦zªach siatki MES. Przyj¦to, »e

s¡ one opisane modelem uªamkowym, którego schemat pokazano na rysunku 7.5.

Ka»dy tªumik skªada si¦ z elementu spr¦»ystego okre±lonego staª¡ k̄0 = 108,56 N/m

oraz z uªamkowego elementu Maxwella okre±lonego staªymi: k̄1 = 19968,09 N/m,

c̄1 = 229,63 Ns/m oraz α = 0,609. Wszystkie staªe wyznaczono w temperaturze T0.

W tabeli 7.4 podano warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane dwoma spo-

sobami rozwi¡zywania nieliniowego problemu wªasnego (7.43) � metod¡ kontynuacji

z zachowaniem pierwotnego wymiaru zadania oraz metod¡ podprzestrzennych itera-

cji, w której zastosowano metod¦ kontynuacji przy rozwi¡zywaniu powstaªego zredu-

kowanego problemu wªasnego. Przyj¦to rozmieszczenie tªumików lepkospr¦»ystych

zgodnie z rysunkiem 7.11. W rozwi¡zaniu pomini¦to wpªyw tªumienia konstrukcyj-

nego pªyty, a wi¦c podobnie jak w przykªadzie poprzednim C oraz Cd s¡ macierzami
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zerowymi. W rozwi¡zaniu problemu wªasnego przy u»yciu metody podprzestrzen-

nych iteracji zaªo»ono liczb¦ obliczanych warto±ci wªasnych m̃ = 2.

Rysunek 7.11. Sposób rozmieszczenia: dwóch (a), czterech (b), siedmiu (c) oraz czternastu

(d) tªumików lepkospr¦»ystych w analizie dynamicznej pªyty z przykªadu 7.2

Tabela 7.4. Cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 7.2 wyposa»onej w: dwa, cztery,

siedem oraz czterna±cie tªumików rozmieszczonych zgodnie z rysunkami 7.11a)�d) [111]

Cz¦sto±ci drga« ωi [rad/s]

metoda metoda metoda metoda

Nr kontynuacji podprzestrzennych kontynuacji podprzestrzennych

iteracji iteracji

dwa tªumiki cztery tªumiki

ω1 68,346 68,346 68,915 68,915

ω2 139,105 139,105 139,384 139,384

ω3 200,507 � 200,600 �

ω4 273,305 � 273,366 �

siedem tªumików czterna±cie tªumików

ω1 69,098 69,098 69,805 69,805

ω2 139,446 139,446 139,866 139,866

ω3 200,969 � 201,594 �

ω4 273,594 � 274,041 �
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W tabeli 7.5 przedstawiono warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane w wy-

niku rozwi¡zania peªnego problemu wªasnego (metoda kontynuacji) oraz zreduko-

wanego problemu wªasnego (metoda podprzestrzennych iteracji poª¡czona z metod¡

kontynuacji). Zaªo»ono cztery tªumiki rozmieszczone zgodnie z rysunkiem 7.11b).

W przypadku zredukowanego problemu wªasnego przyj¦to liczb¦ obliczanych war-

to±ci wªasnych m̃ ∈ {2, 4, 8, 16}.

Tabela 7.5. Cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 7.2 wyposa»onej w cztery tªumiki

rozmieszczone zgodnie z rysunkiem 7.11b), obliczone przy ró»nych rozmiarach m̃ zreduko-

wanego problemu wªasnego [111]

Cz¦sto±ci drga« ωi [rad/s]

metoda metoda podprzestrzennych iteracji (m̃ � liczba

Nr kontynuacji warto±ci wªasnych obliczanych jednocze±nie)

m̃ = 2 m̃ = 4 m̃ = 8 m̃ = 16

ω1 68,9153 68,9153 68,9153 68,9153 68,9153

ω2 139,3845 139,3844 139,3845 139,3845 139,3845

ω3 200,6002 200,6002 200,6002 200,6002

ω4 273,3658 273,3658 273,3658 273,3658

ω5 286,2479 286,2479 286,2479

ω6 409,8326 409,8326 409,8326

ω7 418,2174 418,2174 418,2174

ω8 481,8350 481,8350 481,8350

ω9 511,0209 511,0209

ω10 624,7774 624,7774

ω11 637,5490 637,5490

ω12 695,7385 695,7385

ω13 765,5882 765,5882

ω14 813,2956 813,2956

ω15 839,6478 839,6478

ω16 905,0382 905,0382

W tabeli 7.6 zestawiono liczb¦ iteracji potrzebnych do obliczenia p warto±ci wªa-

snych przy zaªo»eniu, »e wymiar zredukowanego problemu wªasnego wynosi m̃ (za-

chodzi nierówno±¢ p ≤ m̃). Przyj¦to rozmieszczenie tªumików na powierzchni pªyty

zgodnie z rysunkiem 7.11b). Przykªadowo przy liczbie pocz¡tkowych warto±ci wªa-

snych, potrzebnych do rozwi¡zania zadania, wynosz¡cej m̃ = 8 nale»y wykona¢ pi¦¢

iteracji w celu wyznaczenia sze±ciu cz¦sto±ci drga« wªasnych. Kryterium pozwalaj¡-
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cym na przerwanie procesu iteracyjnego jest wtedy speªnienie warunków zako«czenia

(7.85), (7.86) oraz (7.88) dla ka»dej z sze±ciu obliczanych cz¦sto±ci drga« wªasnych

oraz odpowiadaj¡cych im wektorów wªasnych.

Tabela 7.6. Liczba iteracji potrzebnych do obliczenia p cz¦sto±ci drga« wªasnych dla pªyty

z przykªadu 7.2 wyposa»onej w cztery tªumiki rozmieszczone zgodnie z rysunkiem 7.11b),

przy ró»nych rozmiarach m̃ zredukowanego problemu wªasnego [111]

Liczba obliczanych Liczba iteracji

cz¦sto±ci drga« p m̃ = 2 m̃ = 4 m̃ = 8 m̃ = 16

2 4 4 2 2

4 12 3 2

6 5 2

8 15 2

16 4

Podsumowuj¡c wyniki zestawione w tabelach 7.4�7.5, mo»na stwierdzi¢, »e war-

to±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymane przy rozwi¡zywaniu peªnego lub zreduko-

wanego problemu wªasnego (7.43) s¡ identyczne. Redukcja rozmiaru zadania przy

pomocy metody podprzestrzennych iteracji umo»liwiªa wyznaczenie z góry przyj¦-

tej liczby pocz¡tkowych m̃ cz¦sto±ci i postaci drga«, które nast¦pnie porównywano

z odpowiednimi wynikami uzyskanymi, stosuj¡c wyª¡cznie metod¦ kontynuacji. Po-

nadto z danych zamieszczonych w tabeli 7.4 wynika, »e zwi¦kszenie liczby tªumików

zamocowanych do pªyty z dwóch do czternastu powoduje wzrost pierwszej i drugiej

cz¦sto±ci drga« wªasnych odpowiednio o okoªo 2,13% i 0,55%.

Na podstawie wyników zawartych w tabeli 7.6 mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e przy

wymiarze zredukowanego problemu wªasnego wynosz¡cym m̃ nakªad obliczeniowy

znacznie zmniejsza si¦, obliczaj¡c warto±ci wªasne w liczbie p mniejszej od m̃. Przyj-

muj¡c p = m̃ = 4 lub p = m̃ = 8, liczba niezb¦dnych iteracji wzrasta trzykrotnie

w porównaniu z sytuacj¡, gdy p = m̃ − 2. Z kolei dla p = m̃ = 16 mo»na zaobser-

wowa¢ dwukrotny wzrost liczby iteracji w odniesieniu do przypadku, gdy p = m̃/2.

Przy zastosowaniu metody podprzestrzennych iteracji konieczne jest wielokrot-

ne rozwi¡zywanie nieliniowego problemu wªasnego w ka»dej iteracji oblicze«. Jednak

wymiar macierzy wchodz¡cych w skªad tego problemu jest zredukowany w zale»no±ci

od przyj¦tej liczby m̃, a zatem nakªad obliczeniowy jest znacznie mniejszy w porów-

naniu z przypadkiem, gdy rozwi¡zywany jest problem wªasny z macierzami peªnego

wymiaru.





8. Optymalizacja lokalizacji tªumików na

powierzchni pªyty

W poprzednim rozdziale skupiono si¦ gªównie na kwestii analizy dynamicznej

prostok¡tnych pªyt cienkich wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga«. Niniej-

szy rozdziaª stanowi kontynuacj¦ tego zagadnienia, przy czym rozwa»ono w nim

zagadnienie optymalnego rozmieszczenia ustalonej liczby tªumików na powierzchni

pªyty. Jako kryterium doboru optymalnej lokalizacji przyj¦to maksymalizacj¦ efektu

tªumienia wybranej postaci drga«.

W niniejszej pracy zagadnienie wyznaczania optymalnego rozmieszczenia ustalo-

nej liczby tªumików lepkospr¦»ystych rozpatrzono przy u»yciu metaheurystycznego

algorytmu optymalizacyjnego znanego pod nazw¡ metody roju cz¡stek (ang. Particle

Swarm Optimization Method, PSO). Algorytmy tego typu mo»na zastosowa¢ do

rozwi¡zywania dowolnych problemów obliczeniowych. Umo»liwiaj¡ one znalezienie

przybli»onego optymalnego rozwi¡zania, a ich stosowanie jest szczególnie wskazane

w przypadkach, gdy uzyskanie rozwi¡zania dokªadnego wymagaªoby zbyt wysokiego

kosztu obliczeniowego [112].

Algorytm optymalizacji rojem cz¡stek (PSO) zaproponowali w 1995 roku Kennedy

i Eberhart w pracy [64]. Zgodnie z [113] jest to �stochastyczny algorytm obliczeniowy

na±laduj¡cy zachowanie przemieszczaj¡cego si¦ stada ptaków. W celu znalezienia po-

»ywienia ka»dy osobnik stada przemieszcza si¦ z pr¦dko±ci¡ okre±lon¡ na podstawie

swoich wªasnych najlepszych poprzednich do±wiadcze« oraz najlepszych do±wiad-

cze« pozostaªych osobników stada. Jednocze±nie pr¦dko±ci poruszania si¦ dobierane

s¡ tak, »eby zachowany byª dystans mi¦dzy poszczególnymi osobnikami�.

W pierwszej cz¦±ci rozdziaªu przedstawiono podstawy teoretyczne algorytmu

PSO w odniesieniu do zagadnienia wyznaczania optymalnej lokalizacji tªumików

lepkospr¦»ystych na powierzchni pªyty. Nast¦pnie zamieszczono przykªady nume-

ryczne, w których analizowano pªyty prostok¡tne o przyj¦tych z góry warunkach

podparcia i liczbie tªumików na powierzchni. Wykorzystuj¡c wcze±niej omówione

zasady wyznaczania charakterystyk dynamicznych pªyt z tªumikami przy u»yciu

MES (rozdziaª 7), w przykªadach przeprowadzono badania zwi¡zane z optymalizacj¡

rozmieszczenia tªumików.
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8.1. Podstawy teoretyczne metody PSO w zadaniu

optymalizacji lokalizacji tªumików

W algorytmie PSO kluczow¡ kwesti¡ jest przyj¦cie zbioru potencjalnych rozwi¡-

za« danego problemu. Zbiór taki nazywa si¦ rojem, a pojedyncze rozwi¡zanie cz¡st-

k¡. Zatem przyj¦ty zbiór rozwi¡za« to rój cz¡stek. Niech nd oznacza liczb¦ tªumików,

które nale»y zamocowa¢ do powierzchni pªyty. Zaªo»ono, »e tªumiki rozmieszczone s¡

w sposób dyskretny, tzn. jedynie w w¦zªach wewn¦trznych wcze±niej zde�niowanej

siatki MES. Zatem ka»de okre±lone w ten sposób poªo»enie nd tªumików stanowi

potencjalne rozwi¡zanie zadania optymalizacyjnego i mo»na je potraktowa¢ jako

pojedyncz¡ cz¡stk¦ roju. Sumaryczn¡ liczb¦ cz¡stek np wchodz¡cych w skªad roju

nale»y przyj¡¢ jako wielko±¢ dan¡ do rozwi¡zywanego zadania. Z kolei zbiór np poten-

cjalnych poªo»e« nd tªumików stanowi tzw. otoczenie lub s¡siedztwo. Zatem ka»dej

cz¡stce roju przyporz¡dkowana jest pewna grupa innych cz¡stek, które stanowi¡ jej

s¡siadów. Liczb¦ otocze« ns równie» nale»y ustali¢ na pocz¡tku zadania.

Ka»d¡ i-t¡ cz¡stk¦ roju (i = 1, 2, 3, . . . , np), a wi¦c zbiór nd tªumików mo»na

opisa¢ przy pomocy dwóch wektorów:

• wektor poªo»enia

Xi = [xi,1, yi,1, xi,2, yi,2, xi,3, yi,3, . . . , xi,nd
, yi,nd

] , (8.1)

• wektor pr¦dko±ci

Vi = [vxi,1, vyi,1, vxi,2, vyi,2, vxi,3, vyi,3, . . . , vxi,nd
, vyi,nd

] , (8.2)

gdzie ka»dy z powy»szych wektorów skªada si¦ z 2nd wspóªrz¦dnych. Para wspóª-

rz¦dnych (xi,j, yi,j) oznacza poªo»enie j-tego tªumika (j = 1, 2, 3, . . . , nd) wchodz¡-

cego w skªad i-tej cz¡stki roju w globalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych xOy, które-

go pocz¡tek znajduje si¦ w lewym dolnym naro»u rozpatrywanej pªyty. Z kolei

para (vxi,j, vyi,j) zawiera skªadowe wektora pr¦dko±ci zwi¡zanego z j-tym tªumi-

kiem w i-tej cz¡stce roju. Zatem rozwi¡zanie problemu optymalizacyjnego dotyczy

2nd-wymiarowej przestrzeni.

W pierwszym etapie zadania optymalizacyjnego nale»y przyj¡¢ liczb¦ otocze« ns,

liczb¦ cz¡stek roju np w ka»dym otoczeniu oraz liczb¦ tªumików nd stanowi¡cych

pojedyncz¡ cz¡stk¦ roju. Poszukuje si¦ optymalnego poªo»enia zbioru nd tªumików

w w¦zªach wewn¦trznych siatki MES dyskretyzuj¡cej powierzchni¦ pªyty. Zatem

ka»dy zbiór nd punktów wybranych spo±ród wszystkich w¦zªów wewn¦trznych siat-
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ki MES wchodzi w skªad przestrzeni dopuszczalnych rozwi¡za« problemu. Proces

poszukiwania rozwi¡zania optymalnego przebiega w sposób iteracyjny [113].

W kroku zerowym procesu iteracyjnego metody PSO wybiera si¦ losowo w ka»-

dym z ns otocze« np potencjalnych rozwi¡za« problemu. Przyj¦to dyskretyzacj¦

powierzchni badanej pªyty przy pomocy siatki MES utworzonej przez m× n jedna-

kowych elementów sko«czonych o wymiarach h× k. Numeracj¦ elementów i w¦zªów

siatki MES ustalono zgodnie z rysunkiem 3.3. W celu okre±lenia przestrzeni do-

puszczalnych rozwi¡za« utworzono w ±rodowisku Octave macierz pomocnicz¡ o wy-

miarach 3 × (n − 1)(m − 1), która w pierwszym wierszu zawiera numery w¦zªów

wewn¦trznych siatki MES, id¡c kolejno poziomami od doªu do góry, a w ka»dym

poziomie od strony lewej do prawej. Numeracja w¦zªów siatki na poziomie i, gdzie

i = 1, 2, 3, . . . , n−1, zawiera warto±ci: im+i+2, im+i+3, im+i+4, . . . , im+i+m.

W drugim oraz trzecim wierszu tej macierzy wyst¦puj¡ wspóªrz¦dne danego w¦zªa,

odpowiednio wzgl¦dem osi x oraz y globalnego ukªadu wspóªrz¦dnych. Macierz wy-

generowano pod zmienn¡ �XX� wedªug poni»szego algorytmu:

XX=zeros(3,(n-1)(m-1)); % zarezerwowanie pami¦ci na macierz

% p¦tla po kolejnych poziomach w¦zªów wewn¦trznych siatki MES

for i=1:n-1

% 1. wiersz macierzy XX - numery w¦zªów siatki na poziomie "i"

XX(1,(i-1)*m+2-i:i*(m-1))=i*m+i+2:i*m+m+i;

% 2. wiersz macierzy - wspóªrz¦dne "x" w¦zªów

XX(2,(i-1)*m+2-i:i*(m-1))=h:h:(m-1)*h;

% 3. wiersz macierzy - wspóªrz¦dne "y" w¦zªów

XX(3,(i-1)*m+2-i:i*(m-1))=i*k;

endfor

Struktura wy»ej opisanej macierzy jest nast¦puj¡ca:
m+ 3 m+ 4 m+ 5 · · · m+m+ 1 2m+ 4 2m+ 5 · · · 2m+m+ 2 · · ·
h 2h 3h · · · (m− 1)h h 2h · · · (m− 1)h · · ·
k k k · · · k 2k 2k · · · 2k · · ·

· · · (n− 1)m+ n+ 1 (n− 1)m+ n+ 2 · · · (n− 1)m+m+ n− 1

· · · h 2h · · · (m− 1)h

· · · (n− 1)k (n− 1)k · · · (n− 1)k

 . (8.3)

W nast¦pnym etapie procedury obliczeniowej wyznacza si¦ macierze o wymiarze

nd × np zawieraj¡ce w kolejnych kolumnach nd-elementowe ci¡gi losowo wybranych
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liczb caªkowitych ze zbioru {1, 2, 3, . . . , (n− 1)(m− 1)}. Liczba macierzy jest równa

przyj¦tej liczbie otocze«. Ka»d¡ tak¡ macierz mo»na wygenerowa¢ przy pomocy po-

ni»szego polecenia, posªuguj¡c si¦ generatorem caªkowitych liczb losowych �randi�,

dost¦pnym w ±rodowisku Octave:

% utworzenie macierzy o wymiarze n_d x n_p zawieraj¡cej losowe liczby

% caªkowite z przedziaªu {1,2,3,...,(n-1)(m-1)}

randi((n-1)*(m-1),n_d,n_p);

Na podstawie danych liczbowych wyst¦puj¡cych w wy»ej utworzonych macierzach

losowych pobierane s¡ z macierzy pomocniczej (8.3) informacje1 o odpowiadaj¡cych

numerach w¦zªów siatki MES i wspóªrz¦dnych x oraz y. W ten sposób generowa-

ny jest ci¡g tzw. macierzy otoczeniowych {Ot}l o numerach l ∈ {1, 2, 3, . . . , ns}.
Wymiar ka»dej z tych macierzy wynosi 3nd× np, a i-ta kolumna (i = 1, 2, 3, . . . , np)

odpowiada i-tej cz¡stce roju oraz posiada nast¦puj¡c¡ struktur¦2:

{Ot(:, i)}l =



nr w¦zªa MES dla 1 tªumika w i-tej cz¡stce

xi,1

yi,1

nr w¦zªa MES dla 2 tªumika w i-tej cz¡stce

xi,2

yi,2

nr w¦zªa MES dla 3 tªumika w i-tej cz¡stce

xi,3

yi,3
...

nr w¦zªa MES dla ostatniego tªumika w i-tej cz¡stce

xi,nd

yi,nd



. (8.4)

W sposób analogiczny zapisywane s¡ w algorytmie wektory pr¦dko±ci cz¡stek roju

przy u»yciu ci¡gu macierzy {Vt}l. Pocz¡tkowe pr¦dko±ci wszystkich cz¡stek przyj-

mowane s¡ jako zerowe. Na zako«czenie zerowego kroku algorytmu PSO wyznacza

si¦ warto±ci funkcji celu dla poªo»e« nd tªumików okre±lonych w kolumnach (8.4)

1 Ka»da wygenerowana losowo liczba caªkowita odpowiada numerowi kolumny macierzy (8.3),

a wi¦c konkretnemu w¦zªowi siatki MES.
2 OznaczenieOt(:, i) dotyczy i-tej kolumny macierzyOt. W ten sposób w niniejszym rozdziale

odnoszono si¦ do wskazania konkretnej kolumny w danej macierzy.
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macierzy otoczeniowych. Warto±ci te zapisywane s¡ jako dodatkowy wiersz w ma-

cierzach {Ot}l. Jako funkcj¦ celu przyj¦to bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia γ1

pierwszej postaci drga«, który oblicza si¦ zgodnie ze wzorem (7.70) przedstawionym

w podrozdziale 7.3.1. W ka»dym z otocze« zapami¦tywane jest najlepsze poªo»enie

poszczególnych cz¡stek oraz najkorzystniejsza lokalizacja cz¡stki w zakresie danego

otoczenia. W zerowym kroku ka»de z wyznaczonych wst¦pnie poªo»e« cz¡stek jest

traktowane jako najlepsze. Natomiast kolumna macierzy {Ot}l, dla której otrzyma-

no najwi¦ksz¡ warto±¢ wspóªczynnika γ1 zawiera informacje o najlepszym poªo»eniu

cz¡stki roju w rozpatrywanym otoczeniu.

Kolejne etapy procesu iteracyjnego s¡ przyjmowane jako chwile umownego czasu.

Krok zerowy rozpoczyna si¦ w chwili t = 0, a ka»dy kolejny krok jest przesuni¦ty

w czasie w odniesieniu do kroku poprzedniego o przyrost ∆t, którego warto±¢ nale»y

zaªo»y¢. Przewa»nie przyjmuje si¦ ∆t = 1. Zgodnie z [114] poªo»enie i-tej cz¡stki

roju w (t+ 1)-szym kroku czasowym okre±lone jest wzorem:

X
(t+1)
i = X

(t)
i +V

(t+1)
i ∆t, (8.5)

gdzie V(t+1)
i oznacza pr¦dko±¢ i-tej cz¡stki w (t + 1)-szym kroku czasowym, któr¡

wyznacza si¦ ze wzoru:

V
(t+1)
i = wV

(t)
i + c1L

(t+1)
1,i

p
(t)
i −X

(t)
i

∆t
+ c2L

(t+1)
2,i

p
(t)
g −X(t)

i

∆t
. (8.6)

We wzorze (8.6) przyj¦to nast¦puj¡ce oznaczenia na podstawie [65, 113, 114]:

• L(t+1)
1,i , L(t+1)

2,i � macierze diagonalne o wymiarze 2nd×2nd, zmieniaj¡ce si¦ w ka»-

dym kroku procesu iteracyjnego, zawieraj¡ce na przek¡tnej gªównej liczby losowe

z przedziaªu [0, 1],

• c1, c2 � wspóªczynniki uczenia (kognitywny i socjalny), tzn. wspóªczynniki d¡»e-

nia do najkorzystniejszego odpowiednio lokalnego i globalnego rozwi¡zania,

• w � waga inercji lub miara bezwªadno±ci ruchu cz¡stki wpªywaj¡ca bezpo±rednio

na bie»¡c¡ pr¦dko±¢ opart¡ na historii wcze±niejszych pr¦dko±ci,

• p(t)
i � najlepsze poªo»enie i-tej cz¡stki roju spo±ród wszystkich wcze±niejszych

chwil czasowych: 0, 1, 2, . . . , t, odpowiadaj¡ce najwi¦kszej warto±ci bezwymiaro-

wego wspóªczynnika tªumienia γ1 pierwszej postaci drga«,

• p(t)
g � najlepsza globalna pozycja zbioru nd tªumików w zakresie caªego roju

w rozpatrywanym otoczeniu, wybrana spo±ród wszystkich wcze±niejszych chwil

czasowych: 0, 1, 2, . . . , t.
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Ze wzorów (8.5) oraz (8.6) wynika, »e w kolejnych krokach czasowych procedury

optymalizacyjnej ka»da cz¡stka z rozpatrywanego otoczenia przemieszcza si¦ w kie-

runku nowego, lepszego poªo»enia, któremu odpowiada wi¦ksza warto±¢ funkcji celu.

W (t + 1)-szym kroku iteracji nowe poªo»enie cz¡stki X(t+1)
i ustalane jest na pod-

stawie jej poprzedniego poªo»enia X(t)
i i poprzedniej pr¦dko±ci V(t)

i , a tak»e jej naj-

lepszej znalezionej do tej pory pozycji p(t)
i oraz najlepszej dotychczasowej globalnej

pozycji p(t)
g w zakresie caªego roju [113, 114].

Dobór warto±ci wspóªczynników: c1, c2, w ma istotne znaczenie w kwestii efek-

tywno±ci metody PSO. Przy ich pomocy mo»na mody�kowa¢ dziaªanie algorytmu.

Warto±ci tych parametrów wpªywaj¡ na zachowanie si¦ poszczególnych cz¡stek roju,

wielko±¢ przestrzeni przeszukiwanej przez algorytm oraz czas zbie»no±ci cz¡stek do

optymalnego rozwi¡zania. Wspóªczynniki uczenia c1 oraz c2 wskazuj¡, w jak du»ym

stopniu kolejne poªo»enie rozpatrywanej cz¡stki zale»y od niej samej lub od caªego

roju. Im wi¦ksza warto±¢ wspóªczynnika kognitywnego c1, tym wi¦ksza jest tendencja

cz¡stki do oscylacji wokóª swojej najlepszej pozycji. Z kolei wraz ze wzrostem warto-

±ci wspóªczynnika socjalnego c2 cz¡stki s¡ bardziej skªonne do grupowania si¦ wokóª

najlepszego globalnego rozwi¡zania. Waga inercji w wpªywa na zdolno±¢ cz¡stek

do zachowania poprzedniej pr¦dko±ci. Du»e warto±ci tego wspóªczynnika pozwalaj¡

szerzej aktualizowa¢ pr¦dko±ci i tym samym przeszukiwa¢ nowe rejony przestrzeni

rozwi¡za«. Natomiast maªe warto±ci powoduj¡, »e aktualizacja pr¦dko±ci koncentru-

je si¦ w najbli»szych punktach przestrzeni [65, 112]. Zgodnie z prac¡ [65] warto±ci

parametrów c1, c2 oraz w powinny speªnia¢ poni»sze warunki:

0 < c1 + c2 < 4, (8.7)

c1 + c2

2
− 1 < w < 1. (8.8)

W badaniach prowadzonych w niniejszej pracy nie nakªada si¦ »adnych dodat-

kowych ogranicze« na funkcj¦ celu, któr¡ stanowi bezwymiarowy wspóªczynnik tªu-

mienia pierwszej postaci drga«. Rozwi¡zanie zadania optymalizacyjnego polega na

znalezieniu wspóªrz¦dnych poªo»enia zbioru nd tªumików, dla którego funkcja celu

osi¡ga maksimum. Wspóªrz¦dne otrzymane bezpo±rednio w wyniku zastosowania

metody PSO nale»y zmody�kowa¢, bior¡c pod uwag¦ ograniczenie, i» tªumiki mog¡

by¢ rozmieszczane wyª¡cznie w w¦zªach wewn¦trznych siatki MES i nie powinny

znale¹¢ si¦ poza obr¦bem pªyty. Ponadto wyklucza si¦ przypadek ko«cowego poªo»e-

nia dwóch ró»nych tªumików wchodz¡cych w skªad tej samej cz¡stki roju w jednym

w¦¹le siatki MES.
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W zadaniu optymalizacyjnym zastosowano dwa kryteria zako«czenia procesu

iteracyjnego. Zgodnie z pierwszym kryterium najlepsze globalne poªo»enie cz¡st-

ki w rozpatrywanym roju w pi¦ciu kolejnych iteracjach nie powinno ulec zmianie.

Wówczas zakªada si¦, »e to poªo»enie jest szukan¡ optymaln¡ lokalizacj¡. Drugie

kryterium nawi¡zuje do liczby iteracji i zgodnie z nim nie mo»e ona przekroczy¢

pewnej z góry ustalonej warto±ci [76].

Algorytm wyznaczania optymalnego poªo»enia ustalonej liczby tªumików na po-

wierzchni pªyty w uj¦ciu metody PSO mo»na przedstawi¢ w ni»ej opisanych etapach:

1. przyj¦cie danych wej±ciowych dotycz¡cych pªyty oraz jej dyskretyzacji MES:

a) wymiary geometryczne pªyty (dªugo±¢, szeroko±¢, grubo±¢): A×B ×H [m],

b) warunki podparcia pªyty na ka»dej z kraw¦dzi3,

c) staªe materiaªowe pªyty:

• wspóªczynnik Poissona: ν [-],

• g¦sto±¢ obj¦to±ciowa: ρ [kg/m3],

• moduª Younga: E [Pa],

d) g¦sto±¢ regularnej siatki MES: m× n,
2. utworzenie macierzy pomocniczej o wymiarach 3× (m− 1)(n− 1) zawieraj¡cej

numery w¦zªów wewn¦trznych siatki MES, wedªug wzoru (8.3), przy zaªo»eniu

dyskretyzacji pªyty z u»yciem jednakowych elementów sko«czonych o wymiarach

h× k, gdzie h = A/m oraz k = B/n,

3. wyznaczenie globalnej macierzy sztywno±ci K oraz globalnej macierzy bezwªad-

no±ci M pªyty z uwzgl¦dnieniem warunków brzegowych, zgodnie z zasadami

przedstawionymi w podrozdziaªach 3.2.1 i 4.1,

4. wyznaczenie macierzy tªumienia konstrukcyjnego C pªyty4, przy zaªo»eniu mo-

delu tªumienia proporcjonalnego, jako odpowiedni¡ kombinacj¦ liniow¡ macierzy

K i M wedªug wzoru [30]:

C =
2γ1ω1ω5

ω1 + ω5

M+
2γ1

ω1 + ω5

K, (8.9)

gdzie γ1 � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia odpowiadaj¡cy pierwszej po-

staci drga« wªasnych pªyty oraz ω1, ω5 � odpowiednio pierwsza i pi¡ta5 cz¦sto±¢

drga« wªasnych pªyty,

3 Przyj¦to, »e kraw¦d¹ pªyty mo»e by¢ swobodna, swobodnie podparta lub utwierdzona.
4 Warunki brzegowe w macierzy C nale»y uwzgl¦dni¢ w sposób analogiczny jak w przypadku

macierzy bezwªadno±ci M.
5 Pi¡t¡ cz¦sto±¢ drga« wªasnych przyj¦to jako ostatni¡ maj¡c¡ istotny udziaª w drganiach

konstrukcji.
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5. przyj¦cie danych wej±ciowych dotycz¡cych tªumików lepkospr¦»ystych:

a) liczba tªumików rozmieszczanych na powierzchni pªyty: nd,

b) model tªumików na podstawie podrozdziaªu 7.1 i zwi¡zane z nim warto±ci

parametrów: k0, c0, kj, cj, α,

6. przyj¦cie danych wej±ciowych do algorytmu PSO:

a) liczba otocze« zawieraj¡cych niezale»ne od siebie roje cz¡stek: ns,

b) liczba cz¡stek roju w ka»dym otoczeniu: np,

c) parametry: c1, c2, w wyst¦puj¡ce we wzorach (8.5) oraz (8.6), speªniaj¡ce

warunki (8.7) oraz (8.8),

d) przyrost czasowy: ∆t,

e) maksymalna liczba iteracji niter w procedurze PSO,

f) funkcja celu � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia γ1,

7. wykonanie kroku zerowego algorytmu PSO:

a) wygenerowanie ns macierzy losowych o wymiarach nd × np zawieraj¡cych

liczby caªkowite ze zbioru {1, 2, 3, . . . , (m− 1)(n− 1)},
b) wygenerowanie, przy wykorzystaniu macierzy utworzonych w p. 2 oraz 7a),

ns macierzy {Ot(0)}l (l = 1, 2, 3, . . . , ns) o wymiarach 3nd×np zawieraj¡cych
w kolejnych kolumnach informacje o wspóªrz¦dnych wektora (8.1), a wi¦c

o pocz¡tkowym poªo»eniu poszczególnych cz¡stek roju (zbiorów nd tªumików)

w l-tym otoczeniu6,

c) wygenerowanie ns macierzy {Vt(0)}l (l = 1, 2, 3, . . . , ns) o wymiarach 3nd×np
zawieraj¡cych w kolejnych kolumnach informacje o wspóªrz¦dnych wekto-

ra (8.2), a wi¦c o pocz¡tkowych pr¦dko±ciach poszczególnych cz¡stek roju

w l-tym otoczeniu7,

d) obliczenie warto±ci funkcji celu γ
(0)
1 dla kolejnych cz¡stek roju na podsta-

wie ich pozycji zapisanych w kolumnach macierzy {Ot(0)}l oraz doª¡czenie

wyznaczonych warto±ci jako ko«cowych elementów tych kolumn,

e) wybranie z ka»dej macierzy ci¡gu {Ot(0)}l kolumn zawieraj¡cych najwi¦k-

sze warto±ci funkcji celu oraz zapisanie tych kolumn jako ci¡gu wektorów

{Gt(0)}l, gdzie l = 1, 2, 3, . . . , ns,

f) wyznaczenie ci¡gu macierzy {Pt(0)}l zawieraj¡cych w kolejnych kolumnach

najlepsze poªo»enia poszczególnych cz¡stek roju w ka»dym z otocze«8 o nu-

merze l = 1, 2, 3, . . . , ns,

6 Pojedyncza kolumna ka»dej z macierzy {Ot(0)}l przyjmuje posta¢ (8.4).
7 Przewa»nie pr¦dko±ci pocz¡tkowe przyjmuje si¦ jako zerowe.
8 W kroku zerowym algorytmu zachodzi równo±¢ {Pt(0)}l = {Ot(0)}l.
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8. wykonanie kroku (t+ 1)-szego algorytmu PSO (t = 0, 1, 2, . . . , niter − 1):

a) wybranie l-tego otoczenia zawieraj¡cego rój cz¡stek,

b) wybranie i-tej cz¡stki wchodz¡cej w skªad roju w l-tym otoczeniu,

c) wyznaczenie diagonalnych macierzy L(t+1)
1,i oraz L(t+1)

2,i zawieraj¡cych na prze-

k¡tnej gªównej liczby losowe z przedziaªu [0, 1],

d) wyznaczenie, przy pomocy wzoru (8.6), aktualnych skªadowych wektora pr¦d-

ko±ci V(t+1)
i na podstawie:

• skªadowych wektora V(t)
i zawartych w i-tej kolumnie macierzy {Vt(t)}l,

• skªadowych wektora p(t)
i zawartych w i-tej kolumnie macierzy {Pt(t)}l,

• skªadowych wektora p(t)
g zawartych w wektorze {Gt(t)}l

oraz zast¡pienie macierzy {Vt(t)}l macierz¡ {Vt(t+1)}l zawieraj¡c¡ w i-tej

kolumnie elementy wektora V(t+1)
i ,

e) wyznaczenie, przy pomocy wzoru (8.5), aktualnych skªadowych wektora po-

ªo»enia cz¡stki X(t+1)
i na podstawie:

• skªadowych wektora X(t)
i zawartych w i-tej kolumnie macierzy {Ot(t)}l,

• skªadowych wektoraV(t+1)
i zawartych w i-tej kolumnie macierzy {Vt(t+1)}l

oraz zast¡pienie macierzy {Ot(t)}l macierz¡ {Ot(t+1)}l zawieraj¡c¡ w i-tej

kolumnie elementy wektora X(t+1)
i ,

f) zmody�kowanie wspóªrz¦dnych (xi,j, yi,j) (j = 1, 2, 3, . . . , nd) zawartych w i-tej

kolumnie macierzy {Ot(t+1)}l, w celu dopasowania ich do w¦zªów siatki MES,

w nast¦puj¡cy sposób9:

xi,j ≤ h ⇒ xi,j = h,

yi,j ≤ k ⇒ yi,j = k,

xi,j ≥ (m− 1)h ⇒ xi,j = (m− 1)h,

yi,j ≥ (n− 1)k ⇒ yi,j = (n− 1)k,

h < xi,j < (m− 1)h ⇒ xi,j = zaokr
(xi,j
h

)
· h,

k < yi,j < (n− 1)k ⇒ yi,j = zaokr
(yi,j
k

)
· k,

g) wyznaczenie numerów w¦zªów siatki MES odpowiadaj¡cych wyznaczonym

w p. 8f) wspóªrz¦dnym (xi,j, yi,j) wedªug wzoru:

(xi,j, yi,j) ⇒ (nr w¦zªa MES) =
yi,j
k
·m+

xi,j
h

+
yi,j
k

+ 1 (8.10)

9 Funkcja f okre±lona na zbiorze R wzorem f(x) = zaokr(x) oznacza przyporz¡dkowanie

liczbie rzeczywistej x jej zaokr¡glenia do najbli»szej liczby caªkowitej zgodnie z matematycznymi

reguªami odno±nie zaokr¡glania liczb rzeczywistych.
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oraz zmody�kowanie i-tych kolumn w macierzach {Ot(t+1)}l i {Vt(t+1)}l
przez wpisanie numerów w¦zªów siatki MES odpowiadaj¡cych i-tej cz¡stce

roju w chwili t+ 1,

h) wyznaczenie aktualnej warto±ci bezwymiarowego wspóªczynnika tªumienia

γ
(t+1)
1,i dla lokalizacji nd tªumików w w¦zªach siatki MES zapisanych w i-tej

kolumnie macierzy {Ot(t+1)}l i aktualizacja ostatniego elementu tej kolumny,

i) wyznaczenie aktualnego ci¡gu macierzy {Pt(t+1)}l i ci¡gu wektorów {Gt(t+1)}l:
• zaªo»enie wst¦pne: {Pt(t+1)}l = {Pt(t)}l oraz {Gt(t+1)}l = {Gt(t)}l,
• je±li γ(t+1)

1,i > γ
(t)
1,i , to {Pt(:, i)(t+1)}l = {Ot(:, i)(t+1)}l; w przeciwnym wy-

padku: {Pt(:, i)(t+1)}l = {Pt(:, i)(t)}l,
• je±li γ(t+1)

1,i > {Gt(3nd + 1)(t)}l, to {Gt(t+1)}l = {Ot(:, i)(t+1)}l; w prze-

ciwnym wypadku: {Gt(t+1)}l = {Gt(t)}l,
j) powtórzenie kroków 8b)�8i) dla kolejnych cz¡stek wchodz¡cych w skªad l-tego

otoczenia, tj. dla i = 1, 2, 3, . . . , np,

k) powtórzenie kroków 8a)�8j) dla kolejnych otocze« zawieraj¡cych roje cz¡stek,

tj. dla l = 1, 2, 3, . . . , ns.

9. wykonanie p. 8 a» do osi¡gni¦cia maksymalnej zaªo»onej liczby iteracji, tj. dla

t + 1 = 1, 2, 3, . . . , niter lub do momentu stwierdzenia braku zmian najkorzyst-

niejszego globalnego poªo»enia cz¡stki w zakresie caªego roju w pi¦ciu kolejnych

iteracjach,

10. zwrócenie najlepszego rozwi¡zania w ka»dym z ns otocze« w postaci ci¡gu wek-

torów {Gt(niter)}l,
11. zwrócenie rozwi¡zania optymalnego w postaci wektora z ci¡gu {Gt(niter)}l za-

wieraj¡cego w ostatnim elemencie najwi¦ksz¡ warto±¢ funkcji celu.

Jak wspomniano wcze±niej, metoda PSO pozwala otrzyma¢ rozwi¡zanie zbli»one

do optymalnego. Zatem w celu uzyskania wiarygodnych wyników zaleca si¦, szcze-

gólnie w bardziej zªo»onych zagadnieniach optymalizacyjnych, przyjmowanie wi¦cej

ni» jednego otoczenia. Wskazane jest równie» wykonanie powy»szego algorytmu dla

ró»nych wariantów pocz¡tkowych poªo»e« cz¡stek w ka»dym z otocze«. W opisanych

w kolejnym podrozdziale przykªadach numerycznych pokazano, »e dobór pocz¡tko-

wych lokalizacji np-elementowych zbiorów nd tªumików ma istotny wpªyw na �nalny

wynik zadania optymalizacyjnego. Jednak rozwi¡zania otrzymane ko«cowo dla ka»-

dego otoczenia oraz dla ka»dej wst¦pnie losowo przyj¦tej lokalizacji cz¡stek roju

powinny by¢ do siebie zbli»one, aby mo»na byªo stwierdzi¢ o poprawno±ci wy»ej

przedstawionego algorytmu PSO.
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8.2. Przykªady optymalizacji lokalizacji tªumików

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wyniki bada« numerycznych, w któ-

rych zastosowano optymalizacj¦ metod¡ roju cz¡stek (PSO). Analizie poddano kwa-

dratowe pªyty izotropowe o dwóch ró»nych schematach podparcia przedstawionych

na rysunku 8.1. Pierwsza z badanych pªyt charakteryzuje si¦ schematem wspor-

nikowym, natomiast druga pªyta jest utwierdzona przy kraw¦dzi dolnej i prawej

oraz swobodnie podparta przy kraw¦dzi górnej. Dªugo±¢ boku badanych pªyt wyno-

si 2,0 m, natomiast grubo±¢ przyj¦to równ¡ 0,01 m. Materiaª, z którego wykonano

pªyty charakteryzuje si¦ moduªem Younga E = 205 GPa, wspóªczynnikiem Poissona

ν = 0,3 oraz g¦sto±ci¡ obj¦to±ciow¡ ρ = 7850 kg/m3.

Rysunek 8.1. Schematy podparcia pªyt analizowanych w podrozdziale 8.2: pªyta wsporni-

kowa (a), pªyta utwierdzona na dwóch s¡siednich kraw¦dziach i swobodnie podparta na

trzeciej kraw¦dzi (b)

Zadanie optymalizacyjne polega na rozmieszczeniu ustalonej liczby tªumików lep-

kospr¦»ystych na powierzchni badanych pªyt tak, aby uzyska¢ maksymalny efekt

tªumienia pierwszej postaci drga«. Przyj¦to, podobnie jak w rozdziale 7, »e tªumiki

zamocowano jednym ko«cem do pªyty, a drugim � do sztywnego podªo»a. Wszystkie

tªumiki wyst¦puj¡ce w obr¦bie danej pªyty s¡ jednakowe, a ich model i parametry

przyj¦to identyczne jak w przykªadzie 7.1. Tªumiki opisano zatem uogólnionym mo-

delem Maxwella zgodnie ze schematem przedstawionym na rysunku 7.7. Parametry

charakteryzuj¡ce tªumiki ustalono w temperaturze referencyjnej T0 = 0,2◦C, a ich

warto±ci podano w przykªadzie 7.1. W zadaniu nie uwzgl¦dniono wpªywu tempera-

tury, tzn. zaªo»ono, »e temperatura otoczenia jest równa temperaturze referencyjnej.

W przykªadach opisanych w podrozdziale przyj¦to nast¦puj¡ce zaªo»enia [76]:

• dyskretyzacja powierzchni pªyt � przy pomocy siatek MES o g¦sto±ci 10×10 lub

15× 15 (rysunek 8.2),
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• funkcja celu � bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia pierwszej postaci drga«,

• mo»liwa lokalizacja tªumików � w¦zªy wewn¦trzne przyj¦tej siatki MES,

• cel zadania � wyznaczenie optymalnego rozmieszczenia tªumików odpowiadaj¡-

cego maksimum funkcji celu,

• pocz¡tkowe pr¦dko±ci cz¡stek roju � zerowe,

• przyrost czasowy mi¦dzy poszczególnymi iteracjami: ∆t = 1,

• warto±ci wspóªczynników uczenia (kognitywny i socjalny): c1 = c2 = 1,0,

• warto±¢ wagi inercji: w = 0,75,

• maksymalna liczba iteracji w algorytmie PSO: niter = 15.

Rysunek 8.2. Dyskretyzacja siatkami MES pªyt analizowanych w podrozdziale 8.2 wraz

z numeracj¡ w¦zªów wewn¦trznych: siatka 10× 10 (a), siatka 15× 15 (b)

Przykªad 8.1. [76] Pªyta wspornikowa wyposa»ona w jeden tªumik lepkospr¦»ysty

Celem niniejszego przykªadu jest optymalizacja lokalizacji jednego tªumika lep-

kospr¦»ystego na powierzchni pªyty wspornikowej o schemacie podparcia przedsta-

wionym na rysunku 8.1a). W modelu pªyty przyj¦to dyskretyzacj¦ przy pomocy

siatki MES o g¦sto±ci 10× 10 oraz numeracji pokazanej na rysunku 8.2a).

W przykªadzie rozpatrzono dwa przypadki otocze« zawieraj¡cych cz¡stki roju:

1. jedno otoczenie obejmuj¡ce caª¡ powierzchni¦ pªyty zgodnie z rysunkiem 8.3a)

oraz cztery potencjalne poªo»enia cz¡stek roju przyj¦te w sposób losowy, tzn.

ns = 1, np = 4,

2. cztery otoczenia w obr¦bie pªyty ustalone zgodnie z rysunkiem 8.3b) oraz cztery

potencjalne poªo»enia cz¡stek roju przyj¦te w sposób losowy w ka»dym z otocze«,

tzn. ns = 4, np = 4.



8.2. Przykªady optymalizacji lokalizacji tªumików 223

Rysunek 8.3. Przyj¦te otoczenia zawieraj¡ce cz¡stki roju w obr¦bie pªyty analizowanej

w przykªadzie 8.1: jedno otoczenie na caªej powierzchni pªyty (a), cztery otoczenia w po-

szczególnych ¢wiartkach pªyty (b)

Na powierzchni pªyty nale»y zlokalizowa¢ jeden tªumik (nd = 1), a wi¦c uto»sa-

miany jest on z pojedyncz¡ cz¡stk¡ roju charakteryzowan¡ przez dwie wspóªrz¦dne

okre±laj¡ce jej poªo»enie w obr¦bie pªyty. Wektory poªo»enia i pr¦dko±ci i-tej cz¡stki

roju okre±lone wzorami ogólnymi (8.1) oraz (8.2) przyjmuj¡ postacie:

Xi = [xi,1, yi,1] , (8.11)

Vi = [vxi,1, vyi,1] . (8.12)

Na rysunku 8.4a) przedstawiono pocz¡tkowy, losowy wybór czterech cz¡stek roju

(czterech tªumików) na powierzchni pªyty dla pierwszego rozwa»anego przypadku,

tj. przy zaªo»eniu jednego otoczenia. Rysunek sporz¡dzono na podstawie wygenero-

wanej w ±rodowisku Octave macierzy otoczeniowej Ot(0) o wymiarach 3× 4, przyj-

muj¡cej poni»sz¡ posta¢:

Ot(0) =


60 69 41 109

0,8 0,4 1,4 1,8

1,0 1,2 0,6 1,8

 , (8.13)

gdzie w kolejnych kolumnach wyst¦puj¡ numery w¦zªów siatki MES odpowiadaj¡ce

poªo»eniom poszczególnych tªumików z rysunku 8.4a) oraz wyra»one w metrach

wspóªrz¦dne x i y tych lokalizacji w globalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych zwi¡zanym

z pªyt¡.

Macierz (8.13) poszerzona o warto±ci funkcji celu (bezwymiarowy wspóªczynnik

tªumienia γ1) posiada struktur¦:

Ot(0) =


60 69 41 109

0,8 0,4 1,4 1,8

1,0 1,2 0,6 1,8

0,020839 0,015461 0,052576 0,092574

 . (8.14)
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Rysunek 8.4. Schemat optymalizacji poªo»enia tªumika dla pªyty wspornikowej rozwa»anej

w przykªadzie 8.1 przy zaªo»eniu jednego otoczenia na powierzchni pªyty: rój cz¡stek wy-

brany losowo w kroku zerowym iteracji (a), najlepsze poªo»enia cz¡stek w poszczególnych

iteracjach algorytmu PSO (b) [76]

Zatem we wst¦pnie przyj¦tym roju cz¡stek najbardziej korzystne poªo»enie odpowia-

da tªumikowi nr 4 wyst¦puj¡cemu w w¦¹le nr 109, poniewa» z t¡ lokalizacj¡ zwi¡zana

jest najwi¦ksza warto±¢ bezwymiarowego wspóªczynnika tªumienia γ1 = 0,092574.

Wektor Gt(0) zawieraj¡cy dane o najlepszym poªo»eniu tªumika w kroku zerowym

algorytmu przyjmuje posta¢:

Gt(0) =


109

1,8

1,8

0,092574

 , (8.15)

czyli jest to wektor skªadaj¡cy si¦ z elementów czwartej kolumny macierzy (8.14).

Na rysunku 8.4b) przedstawiono najkorzystniejsze poªo»enia tªumików wchodz¡-

cych w skªad 4-elementowego roju w poszczególnych iteracjach metody PSO. Przy

poªo»eniach tªumików podano warto±ci odpowiadaj¡cych im funkcji celu. Kolorem

czerwonym zaznaczono najlepsz¡ znalezion¡ pozycj¦ tªumika po zako«czeniu algo-

rytmu. Wyst¦puje ona w w¦¹le nr 65 siatki MES i odpowiada jej warto±¢ bezwymia-

rowego wspóªczynnika tªumienia γ1 = 0,096343.

W drugim wariancie zadania optymalizacyjnego rozwa»ono cztery otoczenia zgod-

nie z rysunkiem 8.3b). W zerowym kroku algorytmu PSO wylosowano, przy u»yciu

procedur opracowanych w ±rodowisku Octave, pocz¡tkowe poªo»enia cz¡stek roju
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w poszczególnych otoczeniach. Odpowiedni¡ informacj¦ odczytano z ci¡gu macie-

rzy {Ot(0)}l przy l = 1, 2, 3, 4. Otrzymano nast¦puj¡ce wyniki losowania:

{Ot(0)}1 =


26 38 60 36

0,6 0,8 0,8 0,4

0,4 0,6 1,0 0,6

0,016958 0,020720 0,020839 0,015453

 , (8.16)

{Ot(0)}2 =


62 64 21 64

1,2 1,6 1,8 1,6

1,0 1,0 0,2 1,0

0,038233 0,072462 0,092574 0,072462

 , (8.17)

{Ot(0)}3 =


71 83 92 104

0,8 1,0 0,6 0,8

1,2 1,4 1,6 1,8

0,020811 0,027414 0,016958 0,020227

 , (8.18)

{Ot(0)}4 =


84 85 87 98

1,2 1,4 1,8 1,8

1,4 1,4 1,4 1,6

0,037867 0,052576 0,095447 0,094286

 . (8.19)

Pocz¡tkowe rozmieszczenie cz¡stek roju, wynikaj¡ce z danych zawartych w po-

wy»szych macierzach, pokazano gra�cznie na rysunku 8.5. Z kolei na rysunku 8.6

przedstawiono najkorzystniejsze lokalizacje tªumików nale»¡cych do 4-elementowego

roju w kolejnych otoczeniach oraz w poszczególnych iteracjach metody PSO. Przy

poªo»eniach tªumików podano warto±ci odpowiadaj¡cych im funkcji celu. Kolorem

czerwonym zaznaczono najlepsz¡ znalezion¡ pozycj¦ tªumików w ka»dym z otocze«

po zako«czeniu algorytmu. Wyst¦puje ona dla ka»dego przypadku w w¦¹le nr 65

siatki MES, jak to miaªo miejsce dla wcze±niejszej sytuacji z jednym otoczeniem na

powierzchni pªyty.

Podsumowuj¡c niniejszy przykªad, mo»na doj±¢ do wniosku, »e optymalna po-

zycja jednego tªumika znajduje si¦ w pobli»u ±rodka swobodnej kraw¦dzi pªyty,

niezale»nie od wyboru liczby otocze«. Wynika st¡d kolejny wniosek, »e zaªo»ona

funkcja celu nie posiada lokalnych ekstremów i najkorzystniejsze poªo»enie tªumika

w ka»dej iteracji algorytmu PSO zmierza w kierunku ekstremum globalnego dla

ka»dego zaªo»onego otoczenia.
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Rysunek 8.5. Rój cz¡stek wybrany losowo w kroku zerowym iteracji PSO dla pªyty wspor-

nikowej rozwa»anej w przykªadzie 8.1 przy zaªo»eniu czterech otocze« na powierzchni pªyty

zgodnie z rysunkiem 8.3b): w otoczeniu nr 1 (a), w otoczeniu nr 2 (b), w otoczeniu nr 3 (c),

w otoczeniu nr 4 (d) [76]

Z analizy przebiegu algorytmu wynika, »e liczba niezb¦dnych iteracji metody

PSO do chwili osi¡gni¦cia po»¡danego rozwi¡zania jest najwi¦ksza dla otocze« 1 i 3

(odpowiednio 7 i 10 iteracji), a najmniejsza dla otocze« 2 i 4 (odpowiednio 4 i 6

iteracji). Jest to zwi¡zane z tym, »e otoczenia 1 i 3 s¡ bardziej oddalone od miejsca

optymalnego poªo»enia tªumika w porównaniu z otoczeniami 2 i 4. Zatem wybór

wst¦pnej lokalizacji cz¡stek roju ma zasadniczy wpªyw na liczb¦ iteracji algorytmu

i tym samym na czas oblicze«.

Ostatecznie jako rozwi¡zanie rozwa»anego zadania optymalizacyjnego przyj¦to

pozycj¦ tªumika w w¦¹le wewn¦trznym siatki MES znajduj¡cym si¦ najbli»ej ±rodka

kraw¦dzi swobodnej rozwa»anej pªyty wspornikowej. Optymalne poªo»enie tªumika
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Rysunek 8.6. Schemat optymalizacji poªo»enia tªumika dla pªyty wspornikowej rozwa»a-

nej w przykªadzie 8.1 przy zaªo»eniu czterech otocze« na powierzchni pªyty � najlepsze

poªo»enia cz¡stek w poszczególnych iteracjach algorytmu PSO: dla otoczenia nr 1 (a), dla

otoczenia nr 2 (b), dla otoczenia nr 3 (c), dla otoczenia nr 4 (d) [76]

w takiej lokalizacji wynika z faktu wyst¦powania przy swobodnej kraw¦dzi ekstre-

malnych przemieszcze« na wykresie pierwszej postaci drga« pªyty wspornikowej nie

posiadaj¡cej tªumików. Drgania swobodne pªyty utwierdzonej wzdªu» jednej kraw¦-

dzi, znajduj¡cej si¦ w pró»ni, analizowano w przykªadzie 4.2, a odpowiednie postacie

drga« przedstawiono gra�cznie na rysunku 4.5.

Przykªad 8.2. [76] Pªyta wyposa»ona w cztery tªumiki lepkospr¦»yste

W przykªadzie wyznaczono optymalne rozmieszczenie czterech tªumików lepko-

spr¦»ystych na powierzchni pªyty o schemacie podparcia przedstawionym na rysun-

ku 8.1b). Tego rodzaju warunki brzegowe zostaªy przyj¦te w celu utworzenia proble-

mu o charakterze niesymetrycznym, w którym optymalne rozmieszczenie tªumików
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nie jest przewidywalne. W modelu pªyty przyj¦to dyskretyzacj¦ przy pomocy siatki

MES o g¦sto±ci 15× 15 z numeracj¡ w¦zªów pokazan¡ na rysunku 8.2b). Z kolei na

rysunku 8.7 przedstawiono dwie pierwsze postacie drga« wªasnych rozwa»anej pªyty

w sytuacji, gdy pªyta znajduje si¦ w pró»ni oraz nie jest wyposa»ona w tªumiki

lepkospr¦»yste.

Rysunek 8.7. Wykresy dwóch pierwszych postaci drga« wªasnych nietªumionych dla pªyty

o schemacie podparcia wedªug rysunku 8.1b), wygenerowane w programie Octave

Przyj¦to, »e na powierzchni pªyty rozmieszczone s¡ cztery tªumiki (nd = 4).

Zatem ka»da pojedyncza cz¡stka roju charakteryzowana jest przez osiem wspóª-

rz¦dnych okre±laj¡cych poªo»enie poszczególnych tªumików wchodz¡cych w skªad tej

cz¡stki. Wektory poªo»enia i pr¦dko±ci i-tej cz¡stki roju, okre±lone wzorami ogólny-

mi (8.1) oraz (8.2), mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

Xi = [xi,1, yi,1, xi,2, yi,2, xi,3, yi,3, xi,4, yi,4] , (8.20)

Vi = [vxi,1, vyi,1, vxi,2, vyi,2, vxi,3, vyi,3, vxi,4, vyi,4] . (8.21)

W rozwa»anym przykªadzie przyj¦to dwa otoczenia na powierzchni pªyty oraz

osiem potencjalnych poªo»e« cz¡stek roju (grup czterech tªumików) w ka»dym oto-

czeniu, a zatem ns = 2 oraz np = 8. W odró»nieniu od poprzedniego przykªadu, nie

przyj¦to ±cisªego podziaªu powierzchni pªyty w celu wyznaczenia otocze«. Cz¡stki

roju wchodz¡ce w skªad ka»dego z dwóch otocze« s¡ wi¦c dobierane dowolnie.

Na rysunku 8.8 przedstawiono pocz¡tkowy, losowy wybór o±miu cz¡stek roju

na powierzchni pªyty. Wykonano trzy niezale»ne losowania dla ka»dego z dwóch

otocze«, a zatem w sumie otrzymano sze±¢ pocz¡tkowych ró»nych lokalizacji o±miu
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cz¡stek roju. Na rysunkach ka»d¡ 4-elementow¡ cz¡stk¦ oznaczono innym kolorem

i opatrzono numerem z zakresu od 1 do 8.

Rysunek 8.8. Rój cz¡stek wybrany losowo w zerowym kroku metody PSO dla pªyty rozwa-

»anej w przykªadzie 8.2, zakªadaj¡c dwa otoczenia na jej powierzchni: w otoczeniu nr 1 (a)

oraz nr 2 (b) przy losowaniu nr 1, w otoczeniu nr 1 (c) oraz nr 2 (d) przy losowaniu nr 2,

w otoczeniu nr 1 (e) oraz nr 2 (f) przy losowaniu nr 3 [76]
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Na rysunku 8.9 przedstawiono ko«cowe rozmieszczenia zbioru czterech tªumi-

ków po zako«czeniu algorytmu PSO dla dwóch otocze« i trzech ró»nych losowa«

cz¡stek roju w ka»dym otoczeniu. Podano te» otrzymane warto±ci funkcji celu γ1

(bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia pierwszej postaci drga«).

Otrzymane wyniki pozwalaj¡ sformuªowa¢ wniosek, »e po wykonaniu 15 iteracji

algorytmu PSO lokalizacje czterech tªumików na powierzchni pªyty s¡ ró»ne dla ka»-

dego z dwóch otocze«, przy trzech losowaniach cz¡stek roju w ka»dym otoczeniu.

Zatem wst¦pny dobór poªo»enia cz¡stek roju ma wpªyw na dokªadno±¢ wyników

ko«cowych. W zadaniach bardziej zªo»onych, gdzie rozmieszcza si¦ wi¦cej ni» jeden

tªumik, zaleca si¦ wi¦c dobór kilku otocze« oraz wykonanie kilku losowa« pocz¡tko-

wych pozycji tªumików. Wówczas z otrzymanego zbioru ko«cowych wyników nale»y

wybra¢ ten, który odpowiada nakorzystniejszej warto±ci funkcji celu.

W rozwa»anym przykªadzie przyj¦to rozmieszczenie tªumików z rysunku 8.9e) ja-

ko optymalne. Odpowiada mu warto±¢ funkcji celu γ1 = 0,086468. Na rysunku 8.10

przedstawiono najkorzystniejsze poªo»enia cz¡stek roju otrzymane w kolejnych itera-

cjach algorytmu PSO dla tego przypadku, tzn. przy wst¦pnym losowaniu nr 3 cz¡stek

wchodz¡cych w skªad otoczenia nr 1. Dla poszczególnych lokalizacji tªumików odpo-

wiadaj¡cych kolejnym iteracjom podano warto±ci funkcji celu, które rosn¡ wraz ze

wzrostem numeru iteracji. Warto zwróci¢ uwag¦ na fakt, »e najlepsza pozycja cz¡stki

w konkretnej iteracji wybierana jest spo±ród najkorzystniejszych lokalizacji uzyska-

nych przez cz¡stki roju we wszystkich zrealizowanych krokach czasowych. Zatem

dla kilku s¡siednich iteracji (np. 5 i 6) najlepsza pozycja cz¡stki w zakresie caªego

roju mo»e pozosta¢ niezmieniona. Z rysunku 8.10 wynika, »e optymalne poªo»enie

czterech tªumików otrzymano po wykonaniu 13 iteracji algorytmu PSO.

Analizuj¡c lokalizacje tªumików zestawione na rysunku 8.9, mo»na wyci¡gn¡¢

wniosek, »e optymalne poªo»enie trzech tªumików, które jest powtarzalne w wi¦k-

szo±ci otrzymanych wyników, wyst¦puje w okolicy ekstremum na wykresie pierwszej

postaci drga« nietªumionych pªyty (rysunek 8.7).

Na zako«czenie niniejszego przykªadu zbadano wpªyw optymalnej lokalizacji

czterech tªumików na warto±ci charakterystyk dynamicznych rozwa»anej pªyty. Wy-

niki bada« zestawiono w tabeli 8.1, gdzie podano cztery pierwsze cz¦sto±ci drga«

wªasnych dla pªyty nie posiadaj¡cej tªumików oraz wyposa»onej w tªumiki roz-

mieszczone zgodnie z optymaln¡ lokalizacj¡ pokazan¡ na rysunku 8.9e). Obliczenia

numeryczne w przypadku braku tªumików przeprowadzono przy zastosowaniu MES

oraz siatki 15 × 15, na podstawie zasad opisanych w rozdziale 4. Z tabeli wyni-

ka, »e udziaª czterech tªumików zgodnie z optymalnym rozmieszczeniem powoduje
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Rysunek 8.9. Optymalne poªo»enie czterech tªumików dla pªyty rozwa»anej w przykªa-

dzie 8.2, zakªadaj¡c dwa otoczenia na jej powierzchni: dla otoczenia nr 1 (a) oraz nr 2 (b)

przy wst¦pnym losowaniu nr 1, dla otoczenia nr 1 (c) oraz nr 2 (d) przy wst¦pnym losowaniu

nr 2, dla otoczenia nr 1 (e) oraz nr 2 (f) przy wst¦pnym losowaniu nr 3 [76]
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Rysunek 8.10. Schemat optymalizacji poªo»enia czterech tªumików na powierzchni pªyty

z przykªadu 8.2 � najkorzystniejsze lokalizacje cz¡stek w poszczególnych iteracjach algo-

rytmu PSO dla wst¦pnego losowania nr 3 cz¡stek w otoczeniu nr 1
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wzrost pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych o okoªo 7,5%. Dla kolejnych trzech cz¦-

sto±ci ten procentowy wzrost wynosi odpowiednio okoªo: 2,15%, 0,35% oraz 0,15%.

Celem niniejszego zadania optymalizacyjnego byªo zmaksymalizowanie efektu tªu-

mienia pierwszej postaci drga« wªasnych pªyty, a zatem dla pozostaªych postaci nie

zaszªa istotna zmiana warto±ci charakterystyk dynamicznych.

Tabela 8.1. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych dla pªyty z przykªadu 8.2 w przypadku

braku tªumików oraz w przypadku wyposa»enia w cztery tªumiki zgodnie z optymaln¡

lokalizacj¡ przedstawion¡ na rysunku 8.9e) [76]

Cz¦sto±ci drga« wªasnych ω [rad/s] dla siatki MES 15× 15

Nr Pªyta bez tªumików Pªyta z tªumikami wg rys. 8.9e)

1 67,802 72,896

2 138,812 141,802

3 200,449 201,151

4 273,269 273,679

Podsumowuj¡c powy»sze przykªady numeryczne, warto przedstawi¢ kilka uwag

ko«cowych. Jak wspomniano w podrozdziale 8.1, wybór parametrów charaktery-

stycznych dla metody PSO, tj. wspóªczynników kognitywnego c1 i socjalnego c2

oraz wagi inercji w ma istotny wpªyw na ko«cowe rezultaty rozwa»anego zadania

optymalizacyjnego. W rozpatrywanym zagadnieniu doboru optymalnego rozmiesz-

czenia tªumików na powierzchni pªyty najkorzystniejszym przypadkiem okazaªo si¦

przyj¦cie jednakowych warto±ci wspóªczynników c1 i c2, równych jedno±ci. Oznacza

to, »e pr¦dko±¢ danej cz¡stki roju zale»y w podobnym stopniu od jej samej oraz od

caªego roju. Na podstawie autorskich bada« stwierdzono, »e przyjmowanie jednego

ze wspóªczynników uczenia znacznie odbiegaj¡cego od drugiego zaskutkowaªo mniej

satysfakcjonuj¡cymi wynikami ko«cowymi zada« optymalizacyjnych. Ponadto ko-

rzystniejsze byªo przyjmowanie warto±ci wagi inercji bli»szej jedno±ci ze wzgl¦du na

wi¦ksze mo»liwo±ci aktualizacji pr¦dko±ci cz¡stki, st¡d w rozwa»anych przykªadach

przyj¦to t¡ warto±¢ równ¡ 0,75.

W niniejszej pracy przyj¦to bezwymiarowy wspóªczynnik tªumienia pierwszej

postaci drga« pªyty (γ1) jako funkcj¦ celu w zadaniu optymalizacyjnym. Maksy-

malizacja warto±ci tej funkcji pozwoliªa otrzyma¢ optymaln¡ lokalizacj¦ poªo»enia

ustalonej liczby tªumików na powierzchni pªyty i tym samym osi¡gn¡¢ najwi¦kszy

efekt tªumienia jej pierwszej postaci drga«. Jednak w procesie iteracyjnym metody

PSO zachodziªa konieczno±¢ wielokrotnego obliczania warto±ci wspóªczynnika γ1.
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Z uwagi na to, »e algorytm obliczania warto±ci γ1 jest równie» iteracyjny (metoda

kontynuacji), st¡d ko«cowe wyniki algorytmu PSO otrzymano kosztem znacznego

czasu obliczeniowego. Zatem aby zwi¦kszy¢ szybko±¢ procedury obliczeniowej PSO,

nale»aªoby rozwa»y¢ przyj¦cie innej funkcji celu.

W przykªadzie 8.2 wykazano, »e przyj¦cie optymalnej lokalizacji ukªadu czterech

tªumików spowodowaªo wzrost warto±ci pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty

w porównaniu z przypadkiem, gdy pozbawiona jest ona tªumików. Zmiana ta nie

byªa jednak znacz¡ca. W celu uzyskania wi¦kszego wzrostu tej charakterystyki dy-

namicznej nale»aªoby przyj¡¢ wi¦ksz¡ liczb¦ tªumików na powierzchni pªyty lub

dokona¢ zmiany ich parametrów. Jako przyczyn¦ wzrostu cz¦sto±ci drga« wªasnych

pªyty na skutek obecno±ci tªumików mo»na wskaza¢ zwi¦kszenie sztywno±ci ukªadu

ze wzgl¦du na wyst¦powanie elementu spr¦»ystego w tªumikach.



9. Analiza dynamiczna pªyt prostok¡tnych

w uj¦ciu probabilistycznym

Dynamik¦ pªyt prostok¡tnych Kirchho�a-Love'a, stanowi¡c¡ gªówny przedmiot

bada« w niniejszej pracy, do tej pory opisywano przy pomocy modelu o charakterze

deterministycznym. Zatem zakªadano, »e wszystkie niezb¦dne parametry (geome-

tryczne, materiaªowe) sªu»¡ce do opisu modelu przyjmuj¡ warto±ci liczbowe okre-

±lone w sposób jednoznaczny. Jednak w rzeczywistych warunkach wiele parametrów

projektowych ma charakter losowy, co oznacza, »e ich warto±ci zmieniaj¡ si¦ zale»nie

od zaistniaªych zdarze« losowych. Parametr projektowy b¦d¡cy funkcj¡, która ka»-

demu zdarzeniu z pewnego zbioru przyporz¡dkowuje warto±¢ liczbow¡, nazywa si¦

zmienn¡ losow¡. Model obliczeniowy pªyty, w którym wybrane parametry projekto-

we, np. dªugo±¢ boku pªyty czy moduª Younga materiaªu zakªada si¦ jako zmienne

losowe, nazywa si¦ modelem o charakterze probabilistycznym.

W niniejszym rozdziale przeprowadzono analiz¦ dynamiczn¡ pªyt w uj¦ciu pro-

babilistycznym (losowym). Polega ona na badaniu wpªywu losowo±ci wybranych

parametrów projektowych na warto±ci charakterystyk dynamicznych elementu kon-

strukcyjnego, przewa»nie cz¦sto±ci drga« wªasnych. Gªównym celem tak prowadzo-

nej analizy jest znalezienie parametru projektowego, którego niewielka zmiana ma

istotny wpªyw na odpowied¹ dynamiczn¡ konstrukcji. Prowadzone badania mo»na

podzieli¢ na dwa etapy [115]:

1. analiza deterministyczna � wyznaczenie charakterystyk dynamicznych pªyt na

podstawie sko«czonego zbioru warto±ci wybranego parametru projektowego, przyj-

mowanego jako zmienna losowa,

2. analiza probabilistyczna � wyznaczenie, przy pomocy zbioru danych determini-

stycznych utworzonego w etapie pierwszym, charakterystyk probabilistycznych

(np. warto±¢ oczekiwana, wariancja, sko±no±¢, kurtoza) dla wybranej cz¦sto±ci

drga« wªasnych b¦d¡cej funkcj¡ rozpatrywanego, zmiennego losowo parametru

projektowego.

W pierwszym etapie bada«, a wi¦c na poziomie analizy deterministycznej, za-

stosowano nast¦puj¡ce metody numeryczne:
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• metoda elementów sko«czonych � w celu utworzenia dyskretnego modelu pªyty

i opisu jej deformacji1,

• metoda podprzestrzennych iteracji w poª¡czeniu z metod¡ kontynuacji � w celu

rozwi¡zania nieliniowego problemu wªasnego opisuj¡cego ruch pªyty wyposa»onej

w lepkospr¦»yste tªumiki drga«.

W drugim etapie bada«, a wi¦c w analizie probabilistycznej, u»yto nast¦puj¡cych

metod:

• metoda najmniejszych kwadratów (ang. the least square method, LSM) � w celu

wyznaczenia wielomianów aproksymuj¡cych zale»no±¢ funkcyjn¡ cz¦sto±ci drga«

wªasnych od wybranych parametrów projektowych pªyty,

• stochastyczna metoda elementów sko«czonych � w celu wyznaczenia charaktery-

styk probabilistycznych na podstawie sko«czonej liczby oblicze« deterministycz-

nych wykonanych przy zastosowaniu metody elementów sko«czonych1.

Wykonuj¡c obliczenia probabilistyczne w uj¦ciu wy»ej opisanej stochastycznej me-

tody elementów sko«czonych, mo»na u»y¢ trzech alternatywnych technik obliczenio-

wych:

• metoda póªanalityczna (ang. semi-analytical method, SAM) � wykorzystuj¡ca

caªkowe de�nicje charakterystyk probabilistycznych oraz aproksymacj¦ funkcji

cz¦sto±ci drga« wªasnych przy pomocy wielomianów,

• uogólniona metoda perturbacji stochastycznej (ang. generalized stochastic per-

turbation technique, SPT) � wykorzystuj¡ca caªkowe de�nicje charakterystyk

probabilistycznych oraz rozwini¦cie funkcji cz¦sto±ci drga« wªasnych w szereg

Taylora,

• metoda symulacyjna Monte-Carlo (ang. Monte-Carlo simulations, MCS) � wy-

korzystuj¡ca znane ze statystyki estymatory wyznaczanych charakterystyk pro-

babilistycznych [77].

Badania numeryczne opisane w dalszej cz¦±ci niniejszego rozdziaªu przeprowa-

dzono przy pomocy dwóch rodzajów oprogramowania. Do analizy deterministycz-

nej zastosowano algorytmy opracowane w ±rodowisku Octave/Matlab, natomiast

w analizie probabilistycznej u»yto procedury obliczeniowe przygotowane w ±rodowi-

sku Maple.

1 W przykªadzie 9.3, opisanym w niniejszym rozdziale, obliczenia deterministyczne zostaªy wy-

konane równie» alternatywnie przy zastosowaniu metody ró»nic sko«czonych. W celu uwzgl¦dnienia

obecno±ci pªynu otaczaj¡cego analizowany ukªad pªyt u»yto metod¦ elementów brzegowych.
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9.1. Wprowadzenie teoretyczne do analizy probabilistycznej

W niniejszym podrozdziale opisano podstawowe zaªo»enia przyj¦te do analizy

dynamicznej pªyt w uj¦ciu probabilistycznym. Celem prowadzonej analizy jest wy-

znaczenie charakterystyk probabilistycznych, takich jak warto±¢ oczekiwana, wspóª-

czynnik wariancji, kurtoza czy sko±no±¢, dla wybranych cz¦sto±ci drga« wªasnych

pªyt. W zale»no±ci od rodzaju rozwa»anego zadania cz¦sto±ci drga« wªasnych stano-

wi¡ funkcje pewnych parametrów projektowych, które przyjmowane s¡ jako zmienne

losowe. Tymi parametrami projektowymi mog¡ by¢ np. dane geometryczne pªyty lub

ukªadu pªyt (dªugo±¢ boku pªyty, grubo±¢ pªyty, odlegªo±¢ mi¦dzy dwiema pªytami

stanowi¡cymi ukªad), dane materiaªowe (moduª Younga, wspóªczynnik Poissona, g¦-

sto±¢ materiaªu), a tak»e parametry tªumików lepkospr¦»ystych (w przypadku gdy

pªyta jest wyposa»ona w urz¡dzenia pasywnej redukcji drga«).

W dalszym ci¡gu przyj¦to, »e cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z tªumikami lep-

kospr¦»ystymi (lub ukªadu pªyt zanurzonych w pªynie) s¡ zale»ne od p parametrów

projektowych oraz j-ty parametr projektowy υj, gdzie j = 1, 2, 3, . . . , p, jest zmienn¡

losow¡ o normalnym (gaussowskim) rozkªadzie prawdopodobie«stwa charakteryzo-

wanym przez funkcj¦ g¦sto±ci:

gυj(x) =
1

2πσ2
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
. (9.1)

Rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej losowej υj mo»na wi¦c opisa¢ przy pomocy

dwóch parametrów:

• warto±¢ ±rednia µ � element ±rodkowy przyj¦tego sko«czonego zbioru warto±ci

zmiennej losowej (przy zaªo»eniu, »e elementy zbioru s¡ uporz¡dkowane rosn¡co),

• odchylenie standardowe σ = αµ, gdzie α to tzw. wspóªczynnik zmienno±ci (wspóª-

czynnik wariancji, niepewno±¢ wej±ciowa) zmiennej losowej przyjmuj¡cy warto±ci

w zakresie 0%�25%.

W podej±ciu probabilistycznym dla j-tego parametru projektowego υj zakªada

si¦ zbiór N warto±ci, które ten parametr mo»e przyjmowa¢. Przyjmuje si¦ ponadto,

»e elementy tego zbioru uporz¡dkowane s¡ rosn¡co i mo»na go zapisa¢ w nast¦puj¡cy

sposób:

Υj =
{
υ

(1)
j , υ

(2)
j , υ

(3)
j , . . . , υ

(N)
j

}
. (9.2)

Ka»dej z warto±ci parametru υ(k)
j przyj¦tej ze zbioru (9.2) odpowiada i-ta cz¦sto±¢

drga« wªasnych ω
(k)
i,j , któr¡ wyznacza si¦ zgodnie z metodologi¡ MES (lub MRS)
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opisan¡ w poprzednich rozdziaªach niniejszej pracy. Mo»na zatem utworzy¢ zbiór

par: {(
υ

(k)
j , ω

(k)
i,j

)
: k = 1, 2, 3, . . . , N

}
. (9.3)

Na podstawie dyskretnego zbioru punktów (9.3) okre±la si¦ nast¦pnie funkcj¦ ci¡-

gª¡ aproksymuj¡c¡ zale»no±¢ i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi od j-tego parametru

projektowego υj. Przyj¦to t¡ funkcj¦ jako wielomian n-tego stopnia postaci:

ωi,j = ωi (υj) = Ci,0 + Ci,1υj + Ci,2υ
2
j + . . .+ Ci,nυ

n
j , (9.4)

przy czym stopie« n wielomianu nale»y zaªo»y¢. Wspóªczynniki powy»szego wielo-

mianu mo»na wyznaczy¢ przy zastosowaniu algorytmu metody najmniejszych kwa-

dratów opracowanego np. w ±rodowisku Maple.

W dalszych rozwa»aniach wzi¦to pod uwag¦ nast¦puj¡ce parametry projekto-

we, od których zale»y cz¦sto±¢ drga« wªasnych pªyty wyposa»onej w lepkospr¦»yste

tªumiki drga« lub ukªadu pªyt zanurzonych caªkowicie w pªynie:

• parametry charakteryzuj¡ce geometri¦ pªyty lub ukªadu pªyt:

� wymiary pojedynczej pªyty: A×B ×H,

� odlegªo±¢ mi¦dzy pªytami stanowi¡cymi ukªad: c,

• parametry charakteryzuj¡ce materiaª, z którego wykonana jest pªyta lub o±rodek

zewn¦trzny:

� moduª Younga: E,

� wspóªczynnik Poissona: νp,

� g¦sto±¢ materiaªu: ρp,

� g¦sto±¢ cieczy otaczaj¡cej pªyt¦: ρc,

• staªe charakteryzuj¡ce tªumiki lepkospr¦»yste, które zamocowane s¡ do pªyty:

� staªa elementu spr¦»ystego: k0,

� staªe charakteryzuj¡ce (uªamkowy) element Maxwella: kd, cd, αd,

� temperatura referencyjna: T0,

• temperatura otoczenia pªyty: T .

Zale»no±¢ funkcyjn¡ i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych od powy»szych parametrów pro-

jektowych mo»na wi¦c zapisa¢ nast¦puj¡co:

• dla pojedynczej pªyty z lepkospr¦»ystymi tªumikami drga«:

ωi = ωi (v1) = ωi (A,B,H,E, νp, ρp, k0, kd, cd, αd, T0, T ) , (9.5)
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• dla ukªadu dwóch identycznych pªyt zanurzonych w pªynie:

ωi = ωi (v2) = ωi (A,B,H, c, E, νp, ρp, ρc) , (9.6)

gdzie v1 oraz v2 oznaczaj¡ wektory zawieraj¡ce zmienne projektowe dla ka»dego

z dwóch powy»szych przypadków.

Ka»dy parametr projektowy zawarty w wektorze v1 lub v2 mo»e zosta¢ przyj¦ty

jako zmienna losowa, od której zale»y rozpatrywana i-ta cz¦sto±¢ drga« wªasnych.

Jednak w wielu przypadkach losowo±¢ danego parametru projektowego jest maªo

znacz¡ca w odniesieniu do warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych. Zatem istotny ele-

ment prowadzonej analizy probabilistycznej stanowi wyznaczenie takiego parametru

projektowego, którego niewielka zmiana znacz¡co wpªywa na obserwowane warto-

±ci charakterystyk dynamicznych. Dla ka»dego parametru projektowego wyznaczy¢

mo»na tzw. znormalizowany gradient wra»liwo±ci wyra»ony wzorem:

∆ωi
∆υj

=

(
∂ωi
∂υj

)
ῡj

· ῡj
ω̄i
, (9.7)

gdzie ῡj oznacza warto±¢ ±redni¡ parametru projektowego υj, przyjmowan¡ jako

element ±rodkowy zaªo»onego zbioru warto±ci (9.2). Natomiast ω̄i oznacza i-t¡ cz¦-

sto±¢ drga« wªasnych odpowiadaj¡c¡ warto±ci ῡj. Pochodn¡ cz¡stkow¡ zawart¡ we

wzorze (9.7) wyznacza si¦ przy zaªo»eniu, »e i-ta cz¦sto±¢ drga« wªasnych zwi¡zana

jest z j-tym parametrem projektowym zale»no±ci¡ wielomianow¡ (9.4). Parametry

projektowe wyst¦puj¡ce we wzorze (9.5) lub (9.6), dla których znormalizowany gra-

dient wra»liwo±ci przyjmuje najwi¦ksz¡ warto±¢ dodatni¡ oraz najwi¦ksz¡ warto±¢

ujemn¡ nale»y uwzgl¦dni¢ w dalszej analizie probabilistycznej. Zakªada si¦, »e ich

losowo±¢ jest istotna w procesie wyznaczania cz¦sto±ci drga« wªasnych rozwa»anego

ukªadu.

Dla parametru projektowego υj maj¡cego znacz¡cy wpªyw na i-t¡ cz¦sto±¢ drga«

wªasnych ωi mo»na wyznaczy¢ nast¦puj¡ce charakterystyki probabilistyczne [77]:

• warto±¢ oczekiwana:

E (ωi) =

∫ ∞
−∞

n∑
k=1

Ci,kυ
k
j gυj(x) dx, (9.8)

• wariancja:

σ2 (ωi) =

∫ ∞
−∞

(
n∑
k=1

Ci,kυ
k
j − E (ωi)

)2

gυj(x) dx, (9.9)
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• wspóªczynnik zmienno±ci:

α (ωi) =

∣∣∣∣∣
√
σ2 (ωi)

E (ωi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣σ (ωi)

E (ωi)

∣∣∣∣ , (9.10)

• m-ty moment centralny:

µm (ωi) =

∫ ∞
−∞

(
n∑
k=1

Ci,kυ
k
j − E (ωi)

)m

gυj(x) dx, (9.11)

• sko±no±¢:

β (ωi) =
µ3 (ωi)

σ3 (ωi)
, (9.12)

• kurtoza:

κ (ωi) =
µ4 (ωi)

σ4 (ωi)
. (9.13)

W wy»ej przedstawionych caªkowych de�nicjach charakterystyk probabilistycznych

funkcja gυj(x) oznacza g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa losowej zmiennej projektowej υj.

Z kolei symbolem Ci,k oznaczono wspóªczynniki wielomianu (9.4) aproksymuj¡cego

zale»no±¢ cz¦sto±ci drga« wªasnych od parametru projektowego. Funkcj¦ g¦sto±ci

zmiennej losowej υj przyjmuje si¦ jak dla rozkªadu normalnego, a wi¦c ze wzoru (9.1).

Jeden z parametrów tego rozkªadu jest zale»ny od tzw. niepewno±ci wej±ciowej α,

która mo»e si¦ zmienia¢ w pewnym ustalonym zakresie. St¡d charakterystyki pro-

babilistyczne (9.8)�(9.13) wyznacza si¦ jako funkcje zmiennej niezale»nej α i przed-

stawia w postaci gra�cznej.

Informacj¦ o stopniu wra»liwo±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty lub ukªadu

pªyt na losowo±¢ parametru projektowego mo»na uzyska¢ na podstawie warto±ci

gradientu wra»liwo±ci (9.7), jak równie» bezpo±rednio przez znajomo±¢ charaktery-

styk (9.8)�(9.13). Warto±¢ oczekiwana pozwala okre±li¢ tendencj¦ centraln¡ zmiennej

losowej i jest to podstawowa charakterystyka, na podstawie której mo»na wyzna-

czy¢ warto±¢ badanej cz¦sto±ci drga« wªasnych b¦d¡cej funkcj¡ losowego parametru

projektowego. Wariancja stanowi miar¦ rozproszenia badanej zmiennej losowej wo-

kóª warto±ci ±redniej, natomiast wspóªczynnik zmienno±ci jest wzgl¦dn¡ miar¡ tego

rozproszenia. Wariancja oraz wspóªczynnik zmienno±ci pozwalaj¡ oceni¢, w jakim

stopniu zmienno±¢ parametru projektowego wpªywa na zmienno±¢ zale»nej od nie-

go cz¦sto±ci drga«. Sko±no±¢ oraz kurtoza s¡ charakterystykami okre±laj¡cymi, jak

bardzo rozkªad cz¦sto±ci drga« odbiega od rozkªadu normalnego. Sko±no±¢ stano-

wi miar¦ asymetrii tego rozkªadu, natomiast kurtoza jest miar¡ jego koncentracji

i spªaszczenia2.
2 zob. https://m�les.pl/pl/index.php/Miary_asymetrii,

https://obliczeniastatystyczne.pl/statystyka-podstawowe-pojecia
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Charakterystyki probabilistyczne rozpatrywanej cz¦sto±ci drga« wyznacza si¦ na

podstawie de�nicji caªkowych (9.8)�(9.13) w metodzie póªanalitycznej (SAM) oraz

w uogólnionej metodzie perturbacji stochastycznej (SPT). W metodzie SAM korzy-

sta si¦ bezpo±rednio z zale»no±ci wielomianowej (9.4) cz¦sto±ci drga« od parametru

projektowego. W metodzie SPT natomiast t¡ zale»no±¢ rozwija si¦ w odpowied-

ni szereg Taylora wokóª warto±ci oczekiwanej, co bardziej szczegóªowo opisano np.

w pracy [77]. W metodzie Monte-Carlo (MCS) wykorzystywane s¡ stosowane w sta-

tystyce estymatory warto±ci oczekiwanej, wariancji oraz centralnych momentów pro-

babilistycznych:

• warto±¢ oczekiwana:

E (ωi) =
1

N

N∑
k=1

ωi

(
υ

(k)
j

)
, (9.14)

• wariancja:

σ2 (ωi) =
1

N − 1

N∑
k=1

[
ωi

(
υ

(k)
j

)
− E (ωi)

]2

, (9.15)

• m-ty moment centralny:

µm (ωi) =
1

N

N∑
k=1

[
ωi

(
υ

(k)
j

)
− E (ωi)

]m
. (9.16)

We wzorach (9.14)�(9.16) symbolem N oznaczono liczb¦ wygenerowanych losowo

warto±ci parametru projektowego υj zgodnie z rozkªadem normalnym o znanej war-

to±ci ±redniej µ oraz odchyleniu standardowym σ = αµ, przy czym warto±ci α przy-

j¦to ze zbioru dyskretnego {0,025, 0,05, 0,075, . . . , 0,25}.
Po otrzymaniu charakterystyk probabilistycznych dla cz¦sto±ci drga« wªasnych

mo»liwe jest wyznaczenie wielko±ci, które pozwalaj¡ oceni¢ bezpiecze«stwo ukªadu

polegaj¡ce np. na unikni¦ciu zjawiska rezonansu. Wielko±ci te obejmuj¡:

• miar¦ niezawodno±ci pierwszego rz¦du (ang. First Order Reliability Measure,

FORM ):

βFORM =
E (ωi)− E

(
3
4
ωi
)

σ
(
ωi − 3

4
ωi
) , (9.17)

• entropi¦ wzgl¦dn¡ obliczan¡ na podstawie teorii Bhattacharyya:

H (ωi) =
1

4

(
E (ωi)− E

(
3
4
ωi
))2

σ2 (ωi) + σ2
(

3
4
ωi
) +

1

2
ln

(
σ2 (ωi) + σ2

(
3
4
ωi
)

2σ (ωi) · σ
(

3
4
ωi
) ) , (9.18)

• miar¦ bezpiecze«stwa wyznaczan¡ przy pomocy entropii wzgl¦dnej:

βH =
1

2

√
H (ωi). (9.19)
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Niezawodno±¢ badanego ukªadu wzrasta wraz ze wzrostem wska¹nika bezpiecze«-

stwa (9.17) lub (9.19). Przedstawione wy»ej wska¹niki obliczane s¡ na podstawie

warto±ci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego i-tej cz¦sto±ci drga« wªasnych.

Tego typu miary bezpiecze«stwa s¡ powszechnie stosowane podczas badania proble-

mów zawieraj¡cych elementy losowe.

9.2. Przykªady numeryczne zastosowania analizy

probabilistycznej

W niniejszym podrozdziale przedstawiono kilka przykªadów zastosowania wy-

»ej opisanych metod probabilistycznych podczas wykonywania analizy dynamicznej

pªyt. W dwóch pierwszych przykªadach rozpatrzono pªyty wyposa»one w lepkospr¦-

»yste tªumiki drga«. W przykªadzie trzecim natomiast analizie poddano ukªad dwóch

pªyt zanurzonych caªkowicie w pªynie. We wszystkich przykªadach3 zastosowano na-

st¦puj¡c¡ kolejno±¢ post¦powania:

1. analiza dynamiczna w uj¦ciu deterministycznym

a) przyj¦cie charakterystyk dynamicznych wyznaczanych w kontek±cie analizy

losowej, np. kilka pocz¡tkowych cz¦sto±ci drga« wªasnych badanych ukªadów,

b) przyj¦cie parametrów projektowych maj¡cych wpªyw na warto±ci wyznacza-

nych charakterystyk dynamicznych i potraktowanie ich jako zmienne losowe,

c) ustalenie dla ka»dego parametru projektowego υj sko«czonego zbioru jego

warto±ci (9.2),

d) obliczenie szukanej charakterystyki dynamicznej, przyjmuj¡c kolejno ka»d¡

z mo»liwych warto±ci rozpatrywanego j-tego parametru projektowego υj oraz

ustalone warto±ci ±rednie pozostaªych parametrów projektowych, zgodnie z me-

todologi¡ opisan¡ w poprzednich rozdziaªach niniejszej pracy,

e) okre±lenie postaci funkcji wielomianowych (9.4) aproksymuj¡cych zale»no±¢

charakterystyki dynamicznej od badanego parametru projektowego przy za-

stosowaniu metody najmniejszych kwadratów,

f) wyznaczenie parametrów projektowych istotnych przy analizie probabilistycz-

nej na podstawie warto±ci znormalizowanego gradientu wra»liwo±ci (9.7),

3 Stosowane w przykªadach procedury obliczeniowe korzystaj¡ce z metody najmniejszych kwa-

dratów oraz metod probabilistycznych SPT i MCS opracowaª w ±rodowisku Maple prof. dr hab. in».

M. Kami«ski. Algorytmy korzystaj¡ce z metody podprzestrzennych iteracji (przykªad 9.2) opraco-

waªa w ±rodowisku Matlab dr hab. in». M. �asecka-Plura. Pozostaªe algorytmy u»yte w przykªadach

numerycznych zamieszczonych w niniejszym rozdziale s¡ autorskimi procedurami obliczeniowymi.
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2. analiza dynamiczna w uj¦ciu probabilistycznym

a) sporz¡dzenie wykresów zale»no±ci wybranych momentów losowych (warto±¢

oczekiwana, wspóªczynnik zmienno±ci, sko±no±¢, kurtoza) od niepewno±ci wej-

±ciowej α, dla badanych charakterystyk dynamicznych, po wcze±niejszym

przyj¦ciu parametrów projektowych istotnych w analizie losowej,

b) obliczenie, dla wybranych parametrów projektowych, miar niezawodno±ci we-

dªug wzorów (9.17) lub (9.19) oraz przedstawienie w postaci gra�cznej zale»-

no±ci tych miar od niepewno±ci wej±ciowej α.

W przykªadzie 9.1 pomini¦to p. 2b), tzn. wyznaczanie miar niezawodno±ci badanego

ukªadu. W przykªadach 9.2 oraz 9.3 pomini¦to p. 1f) i istotne parametry projektowe

ustalono na podstawie analizy wyników otrzymanych w p. 1d).

Przykªad 9.1. [86] Analiza probabilistyczna pªyty prostok¡tnej wyposa»onej w lep-

kospr¦»yste tªumiki drga« opisane modelem klasycznym

W niniejszym przykªadzie analizie probabilistycznej poddano kwadratow¡ pªyt¦

wspornikow¡ wyposa»on¡ w trzy lepkospr¦»yste tªumiki drga« zamocowane przy jej

swobodnej kraw¦dzi. Pªyt¦ tego typu rozpatrywano w przykªadzie 7.1, a jej schemat

ze wskazaniem sposobu zamocowania pªyty oraz rozmieszczenia tªumików pokazano

na rysunku 7.6.

Analiz¦ losow¡ przeprowadzono dla pi¦ciu pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych

badanej pªyty. Przyj¦to, »e wyznaczane charakterystyki dynamiczne s¡ zale»ne od

nast¦puj¡cych zmiennych projektowych:

a) parametry geometryczne pªyty:

• dªugo±¢ boku pªyty

� warto±¢ ±rednia: Ā = B̄ = 2,0 m,

� zbiór warto±ci parametru: A = B ∈ {1,0, 1,2, 1,4, . . . , 3,0} m,

• grubo±¢ pªyty

� warto±¢ ±rednia: H̄ = 0,01 m,

� zbiór warto±ci parametru: H ∈ {0,002, 0,004, 0,006, . . . , 0,02} m,

b) parametry materiaªowe pªyty:

• moduª Younga

� warto±¢ ±rednia: Ē = 205 GPa,

� zbiór warto±ci parametru: E ∈ {180, 185, 190, . . . , 230} GPa,
• wspóªczynnik Poissona

� warto±¢ ±rednia: ν̄ = 0,3,
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� zbiór warto±ci parametru: ν ∈ {0,1, 0,14, 0,18, . . . , 0,5},
• g¦sto±¢ materiaªu pªyty

� warto±¢ ±rednia: ρ̄ = 7850 kg/m3,

� zbiór warto±ci parametru: ρ ∈ {7350, 7450, 7550, . . . , 8350} kg/m3,

c) parametry tªumików zamocowanych do pªyty:

• sztywno±¢ elementu spr¦»ystego

� warto±¢ ±rednia: k̄0 = 108,56 N/m,

� zbiór warto±ci parametru:

k0 ∈ {60, 70, 80, 90, 100, 108,56, 120, 130, 140, 150, 160} N/m,

• parametr sztywno±ci elementu Maxwella

� warto±¢ ±rednia: k̄1 = 19968,09 N/m,

� zbiór warto±ci parametru:

k1 ∈ {14500, 15500, 16500, 17500, 18500, 19968,09, 20500, 21500, 22500,

23500} N/m,

• parametr lepko±ci elementu Maxwella

� warto±¢ ±rednia: c̄1 = 229,63 Ns/m,

� zbiór warto±ci parametru:

c1 ∈ {130, 150, 170, 190, 210, 229,63, 250, 270, 290, 310, 330} Ns/m,

d) temperatura:

• referencyjna, w której okre±lono parametry tªumików

� warto±¢ ±rednia: T̄0 = 0,2◦C,

� zbiór warto±ci parametru: T0 ∈ {0, 0,04, 0,08, 0,12, . . . , 0,36, 0,4}◦C,
• temperatura otoczenia pªyty

� warto±¢ ±rednia: T̄ = 0,2◦C,

� zbiór warto±ci parametru: T ∈ {0, 0,04, 0,08, 0,12, . . . , 0,36, 0,4}◦C.

W powy»szym zestawieniu podano przyj¦te warto±ci ±rednie parametrów projekto-

wych, które oznaczono z u»yciem nadkre±lenia. Ponadto okre±lono sko«czony zbiór

warto±ci, które dany parametr jako zmienna losowa mo»e przyjmowa¢.

Dla ka»dego parametru projektowego wykonano seri¦ oblicze« deterministycz-

nych. W ka»dej serii przyjmowano kolejne warto±ci danego parametru projektowego

z ustalonego zbioru oraz warto±ci ±rednie pozostaªych parametrów. Nast¦pnie wy-

znaczono pi¦¢ pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych zgodnie z wcze±niej omówion¡

metodologi¡ MES dla pªyt z tªumikami drga«.

W tabelach 9.1 oraz 9.2 podano przykªadowe wyniki oblicze« deterministycznych,

w których jako zmienne losowe przyj¦to parametry geometryczne pªyty � odpowied-
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nio dªugo±¢ jej boku oraz grubo±¢. Powierzchni¦ ±rodkow¡ pªyty zdyskretyzowano

przy pomocy siatki MES o g¦sto±ci 14× 14.

Tabela 9.1. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 9.1 otrzymane przy za-

ªo»eniu dªugo±ci A jej kraw¦dzi jako zmiennej losowej

Dª. boku Cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

A [m] ω1 ω2 ω3 ω4 ω5

1,0 65,482 143,389 332,561 427,979 483,396

1,2 44,624 101,006 231,711 299,237 336,993

1,4 31,680 74,618 170,747 221,348 248,576

1,6 23,544 56,993 131,025 170,530 191,038

1,8 18,219 44,697 103,661 135,441 151,436

2,0 14,553 35,864 83,993 110,127 122,968

2,2 11,917 29,367 69,382 91,228 101,786

2,4 9,954 24,477 58,240 76,729 85,586

2,6 8,450 20,716 49,559 65,362 72,915

2,8 7,271 17,765 42,671 56,292 62,823

3,0 6,329 15,408 37,119 48,950 54,660

Tabela 9.2. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 9.1 otrzymane przy za-

ªo»eniu jej grubo±ci H jako zmiennej losowej

Grubo±¢ Cz¦sto±ci drga« wªasnych ωi [rad/s]

H [m] ω1 ω2 ω3 ω4 ω5

0,002 0,635 11,508 15,431 30,221 34,881

0,004 1,840 28,727 38,036 57,547 60,712

0,006 7,415 28,785 51,939 73,347 78,587

0,008 12,288 30,400 67,899 90,909 100,225

0,01 14,553 35,864 83,993 110,127 122,968

0,012 17,061 41,940 100,169 130,000 146,132

0,014 19,647 48,208 116,410 150,215 169,528

0,016 22,268 54,558 132,699 170,641 193,072

0,018 24,906 60,952 149,026 191,209 216,714

0,02 27,555 67,374 165,381 211,876 240,423

Na podstawie oblicze« deterministycznych wykonanych dla kolejnych zmiennych

projektowych wyznaczono w ±rodowisku Maple, przy u»yciu metody najmniejszych
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kwadratów, wielomiany aproksymuj¡ce zale»no±¢ mi¦dzy i-t¡ cz¦sto±ci¡ drga« wªa-

snych ωi oraz j-tym parametrem projektowym υj. Wielomiany te maj¡ posta¢ (9.4),

gdzie stopie« n wielomianu nale»y wst¦pnie przyj¡¢. Przykªadowo dla danych dys-

kretnych podanych w tabelach 9.1 oraz 9.2 otrzymane wielomiany przedstawiaj¡ si¦

nast¦puj¡co:

• dla zmiennej losowo dªugo±ci A boku pªyty:

ω1(A) = 9,666A4 − 92,834A3 + 336,646A2 − 555,769A+ 367,571, (9.20)

ω2(A) = 17,870A4 − 171,891A3 + 627,881A2 − 1055,285A+ 724,306, (9.21)

ω3(A) = 46,770A4 − 444,788A3 + 1599,673A2 − 2633,789A+ 1763,343, (9.22)

ω4(A) = 59,790A4 − 568,288A3 + 2042,458A2 − 3361,742A+ 2254,036, (9.23)

ω5(A) = 68,213A4 − 648,462A3 + 2330,546A2 − 3833,383A+ 2564,518, (9.24)

• dla zmiennej losowo grubo±ci H pªyty:

ω1(H) = −2,025 · 1011H5 + 1,186 · 104H4 − 2,551 · 108H3+

+ 2,418 · 106H2 − 7824,962H + 8,356,
(9.25)

ω2(H) = −7,291 · 1013H6 + 5,382 · 1012H5 − 1,578 · 1011H4+

+ 2,322 · 109H3 − 1,767 · 107H2 + 65948,422H − 65,891,
(9.26)

ω3(H) = 5,329 · 106H3 − 190281,629H2 + 10096,878H − 2,561, (9.27)

ω4(H) = 6,701 · 106H3 − 200082,619H2 + 11439,740H + 10,369, (9.28)

ω5(H) = 374271,562H3 + 34388,054H2 + 10435,340H + 15,334. (9.29)

Na rysunkach 9.1�9.2 pokazano wykresy wielomianów wyra»onych wzorami od-

powiednio (9.20)�(9.23) oraz (9.25)�(9.28) jako zale»no±ci dªugo±ci A boku lub gru-

bo±ci H pªyty. Wielomiany te nazywa si¦ krzywymi dopasowania lub funkcjami

odpowiedzi. Na wykresach naniesiono równie», w postaci dyskretnego zbioru punk-

tów, wyniki oblicze« deterministycznych zestawione w tabelach 9.1 oraz 9.2.

W celu wyznaczenia parametrów projektowych maj¡cych istotne znaczenie w ana-

lizie losowej wykonano obliczenia deterministyczne, analogiczne do tych przedstawio-

nych w tabelach 9.1 oraz 9.2, dla wszystkich badanych parametrów projektowych.

Nast¦pnie wyznaczono wzory odpowiednich wielomianowych krzywych dopasowa-

nia ωi(υj), gdzie υj oznacza j-ty parametr projektowy. Na podstawie postaci funkcji

ω1(υj) odpowiadaj¡cych pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych wyznaczono warto±ci
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Rysunek 9.1. Wykresy wielomianów wyra»onych wzorami (9.20)�(9.23) wraz z wynikami

oblicze« deterministycznych zestawionymi w tabeli 9.1

znormalizowanego gradientu wra»liwo±ci zgodnie ze wzorem (9.7). Odpowiednie wy-

niki zestawiono w tabeli 9.3. Analizuj¡c warto±ci zawarte w tej tabeli, mo»na wy-

ci¡gn¡¢ wniosek, »e parametrami projektowymi najbardziej wra»liwymi na zjawiska

losowe s¡ grubo±¢ pªyty oraz dªugo±¢ jej boku. Dla tych parametrow otrzymano naj-

wi¦ksz¡ dodatni¡ i najwi¦ksz¡ ujemn¡ warto±¢ gradientu wra»liwo±ci, odpowiednio

1,136 oraz −1,908. Zatem te dwie wielko±ci u»yto w dalszej analizie losowej. Zaªo-

»ono, »e oba badane geometryczne parametry projektowe s¡ zmiennymi losowymi

charakteryzowanymi przez rozkªad Gaussa o warto±ci oczekiwanej µ równej warto-

±ci ±redniej danego parametru oraz odchyleniu standardowym σ = αµ zwi¡zanym

z warto±ci¡ oczekiwan¡ wspóªczynnikiem niepewno±ci wej±ciowej α zmieniaj¡cym si¦

w zakresie 0%�20%. Wspóªczynnik α okre±la si¦ te» jako wspóªczynnik zmienno±ci
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Rysunek 9.2. Wykresy wielomianów wyra»onych wzorami (9.25)�(9.28) wraz z wynikami

oblicze« deterministycznych zestawionymi w tabeli 9.2

lub wspóªczynnik wariancji zmiennej projektowej. Przyj¦ty szeroki zakres wspóª-

czynnika α ma na celu sprawdzenie odpowiadaj¡cej zmienno±ci obliczanych charak-

terystyk dynamicznych.

Na rysunkach 9.3�9.4 przedstawiono wyniki oblicze« czterech charakterystyk pro-

babilistycznych: warto±ci oczekiwanej, wspóªczynnika zmienno±ci, sko±no±ci i kur-

tozy, które otrzymano przy zastosowaniu metody póªanalitycznej. Ka»d¡ z tych

charakterystyk wyznaczono dla pi¦ciu pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty

(ω1�ω5). Wykresy na rysunkach 9.3 oraz 9.4 dotycz¡ odpowiednio losowo zmiennej

dªugo±ci boku oraz grubo±ci pªyty. Na wykresach pokazane zostaªy zale»no±ci po-

szczególnych charakterystyk probabilistycznych od wspóªczynnika zmienno±ci (nie-

pewno±ci wej±ciowej) rozpatrywanej zmiennej projektowej � dªugo±ci boku lub gru-
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Tabela 9.3. Warto±ci znormalizowanego gradientu wra»liwo±ci pªyty z przykªadu 9.1 otrzy-

mane dla kolejnych parametrów projektowych maj¡cych wpªyw na jej pierwsz¡ cz¦sto±¢

drga« wªasnych [86]

Oznaczenie Znormalizowany

Nazwa zmiennej projektowej zmiennej gradient

projektowej wra»liwo±ci

Dªugo±¢ boku pªyty A [m] -1,908

Grubo±¢ pªyty H [m] 1,136

Moduª Younga E [Pa] 0,474

Wspóªczynnik Poissona ν [-] 0,067

G¦sto±¢ materiaªu pªyty ρ [kg/m3] -0,585

Sztywno±¢ elementu spr¦»ystego tªumika k0 [N/m] 0,0109

Sztywno±¢ elementu Maxwella tªumika k1 [N/m] -0,0709

Lepko±¢ elementu Maxwella tªumika c1 [Ns/m] 0,164

Temperatura referencyjna T0 [◦C] 0,0189

Temperatura otoczenia T [◦C] -0,0295

bo±ci pªyty. Obliczenia przeprowadzono z u»yciem de�nicji caªkowych (9.8)�(9.13)

przy zastosowaniu oprogramowania Maple. Mo»na zatem przyj¡¢ je jako dokªadne

w kontek±cie probabilistycznym.

Analizuj¡c wykresy przedstawione na rysunkach 9.3�9.4, mo»na wyci¡gn¡¢ kilka

wniosków ko«cowych odno±nie zmienno±ci pi¦ciu cz¦sto±ci drga« wªasnych w zale»-

no±ci od losowo±ci wpªywaj¡cych na nie geometrycznych parametrów projektowych.

Z rysunku 9.3 wynika, »e zwi¦kszanie warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci α dªu-

go±ci boku pªyty powoduje nieliniowy wzrost wszystkich charakterystyk probabi-

listycznych, w tym nawet warto±ci oczekiwanej pi¦ciu cz¦sto±ci drga« wªasnych.

Natomiast analiza wykresów na rysunku 9.4 pozwala zauwa»y¢, »e wykres warto-

±ci oczekiwanych dla kolejnych cz¦sto±ci drga« wªasnych przedstawia funkcje staªe,

a sko±no±¢ i kurtoza nie dla wszystkich cz¦sto±ci s¡ funkcjami rosn¡cymi.

Z obserwacji wykresów wspóªczynnika zmienno±ci na rysunkach 9.3 oraz 9.4

mo»na równie» wyci¡gn¡¢ interesuj¡ce wnioski. Na wykresie przedstawionym na

rysunku 9.3 wida¢, »e iloraz tego wspóªczynnika na wyj±ciu i na wej±ciu (tzn. dla

obliczanych charakterystyk dynamicznych oraz dla rozwa»anego parametru projek-

towego) zbli»a si¦ do warto±ci 3 przy niepewno±ci wej±ciowej α = 0,20. Z kolei na

odpowiadaj¡cym wykresie na rysunku 9.4 iloraz wspóªczynnika zmienno±ci pierwszej

cz¦sto±ci drga« wªasnych oraz wspóªczynnika zmienno±ci grubo±ci pªyty jest zbli»ony
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Rysunek 9.3. Wykresy zale»no±ci warto±ci oczekiwanej, wspóªczynnika zmienno±ci, sko±no-

±ci i kurtozy dla pi¦ciu pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych od wspóªczynnika zmienno±ci α

losowo zmiennej dªugo±ci boku A pªyty z przykªadu 9.1 [86]

do jedno±ci. Warto±ci wyj±ciowego wspóªczynnika zmienno±ci na tym wykresie, nie

przekraczaj¡ce 20%, wskazuj¡ na maª¡ zmienno±¢ badanej cechy (cz¦sto±¢ drga«)

ze wzgl¦du na zmienno±¢ grubo±ci pªyty4. Natomiast na wykresie z rysunku 9.3 po-

cz¡wszy od niepewno±ci wej±ciowej α = 12%, analizowany wspóªczynnik przekracza

25%, co wskazuje na przeci¦tn¡ zmienno±¢ badanej cechy. Dla warto±ci α > 18%,

odpowiadaj¡ce warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci pierwszej cz¦sto±ci drga« prze-

4 Badana cecha X wykazuje maª¡ zmienno±¢ dla wspóªczynnika zmienno±ci α(X) < 25%.

Zmienno±¢ tej cechy jest przeci¦tna dla 25% < α(X) < 45% oraz silna dla 45% < α(X) < 100%

(¹ródªo: https://obliczeniastatystyczne.pl/wspolczynnik-zmiennosci/).
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Rysunek 9.4. Wykresy zale»no±ci warto±ci oczekiwanej, wspóªczynnika zmienno±ci, sko±no-

±ci i kurtozy dla pi¦ciu pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych od wspóªczynnika zmienno±ci α

losowo zmiennej grubo±ci H pªyty z przykªadu 9.1 [86]

kraczaj¡ 45%, z czego wynika silna zmienno±¢ badanej cechy. Najwi¦ksze rozprosze-

nie wyników wzgl¦dem warto±ci ±redniej zostaje w obu przypadkach osi¡gni¦te dla

pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych, na co wskazuj¡ najwi¦ksze osi¡gane warto±ci

wspóªczynnika zmienno±ci.

Wykres sko±no±ci na rysunku 9.3, wykonany przy zaªo»eniu losowo zmiennej dªu-

go±ci boku pªyty, jest dla wszystkich cz¦sto±ci drga« wªasnych monotonicznie rosn¡cy

i przyjmuje warto±ci dodatnie. Zatem asymetria rozkªadu prawdopodobie«stwa cz¦-

sto±ci drga« jest w tym przypadku prawostronna (z wydªu»onym prawym ogonem)
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i ro±nie wraz ze wzrostem niepewno±ci wej±ciowej α. Wykresy odnosz¡ce si¦ do kolej-

nych cz¦sto±ci drga« s¡ do siebie zbli»one. Z kolei wykres sko±no±ci na rysunku 9.4,

dotycz¡cy losowo zmiennej grubo±ci pªyty, jest monotonicznie malej¡cy dla pierwszej

cz¦sto±ci drga«, monotonicznie rosn¡cy dla drugiej, a w przypadku pozostaªych cz¦-

sto±ci przyjmuje warto±ci bliskie zeru. Zatem rozkªad prawdopodobie«stwa pierwszej

cz¦sto±ci drga« wªasnych wykazuje asymetri¦ lewostronn¡ (z wydªu»onym lewym

ogonem). Asymetria rozkªadu drugiej cz¦sto±ci jest prawostronna, a dla pozostaªych

cz¦sto±ci rozkªad prawdopodobie«stwa jest zbli»ony do symetrycznego5.

Warto±ci kurtozy na rysunku 9.3 s¡ wi¦ksze od 3, a zatem w przypadku ka»-

dej z pi¦ciu cz¦sto±ci drga« wªasnych rozkªad prawdopodobie«stwa jest leptokur-

tyczny, z czego wynika du»y stopie« koncentracji wyników wokóª warto±ci ±redniej

w odniesieniu do rozkªadu normalnego6. Wykresy odnosz¡ce si¦ do pi¦ciu cz¦sto±ci

drga« s¡ do siebie zbli»one, a najwi¦ksze osi¡gane warto±ci kurtozy dotycz¡ cz¦sto±ci

pierwszej. Z wykresów na rysunku 9.4 wynika, »e dla cz¦sto±ci od ω3 do ω5 kurtoza

przyjmuje warto±ci bliskie 3, co wskazuje na rozkªad prawdopodobie«stwa zbli»ony

do normalnego (mezokurtyczny). W przypadku pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych

wykres kurtozy jest rosn¡cy dla niepewno±ci wej±ciowej α przyjmuj¡cej warto±ci

poni»ej 18%, a nast¦pnie mo»na zaobserwowa¢ niewielk¡ tendencj¦ malej¡c¡. War-

to±ci kurtozy wi¦ksze od 3 wskazuj¡ na leptokurtyczny rozkªad prawdopodobie«stwa

pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych. Dla drugiej cz¦sto±ci rozkªad jest platykurtyczny

ze wzgl¦du na warto±ci kurtozy mniejsze od 3, tzn. skupienie wyników wokóª warto±ci

±redniej jest mniejsze w porównaniu z rozkªadem normalnym. Wykres kurtozy w tym

przypadku jest malej¡cy dla 0% < α < 16%, a nast¦pnie ro±nie a» do osi¡gni¦cia

warto±ci 3 dla α = 20%.

Na zako«czenie niniejszego przykªadu zestawiono najwa»niejsze informacje wy-

nikaj¡ce z powy»szych obserwacji, podsumowuj¡ce analiz¦ sporz¡dzonych wykresów

czterech charakterystyk probabilistycznych:

5 Rozkªad prawdopodobie«stwa badanej cechy X jest symetryczny, gdy warto±¢ sko±no±ci

β(X) = 0. Asymetria rozkªadu tej cechy jest prawostronna (wydªu»ony prawy ogon rozkªa-

du) dla β(X) > 0 oraz lewostronna (wydªu»ony lewy ogon rozkªadu) dla β(X) < 0 (¹ródªo:

https://predictivesolutions.pl/skosnosc-i-kurtoza).
6 Rozkªad badanej cechy X jest normalny (mezokurtyczny), je±li jej kurtoza wynosi κ(X) = 3.

W przypadku gdy κ(X) > 3, rozkªad jest leptokurtyczny, tzn. bardziej wysmukªy ni» nor-

malny (z wi¦kszym skupieniem warto±ci wokóª ±redniej). Z kolei dla κ(X) > 3 rozkªad ce-

chy jest platykurtyczny, czyli mniej wysmukªy (bardziej spªaszczony) ni» normalny (¹ródªo:

https://m�les.pl/pl/index.php/Kurtoza).
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• W przypadku zmiennej losowo dªugo±ci A boku pªyty (rysunek 9.3):

� niepewno±¢ wej±ciowa α(A) w sposób istotny wpªywa na cz¦sto±ci drga« wªa-

snych od trzeciej do pi¡tej ze wzgl¦du na monotonicznie rosn¡ce wykresy

warto±ci oczekiwanych tych cz¦sto±ci,

� warto±ci oczekiwane pierwszej i drugiej cz¦sto±ci drga« wªasnych s¡ funkcjami

staªymi lub zbli»onymi do staªych,

� niewielka zmiana analizowanego parametru projektowego A mo»e spowodo-

wa¢ istotn¡ zmian¦ badanej cechy (cz¦sto±ci drga« wªasnych),

� im wi¦ksze warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci α(A), tym wi¦ksza jest prawo-

stronna asymetria oraz leptokurtyczno±¢ rozkªadu prawdopodobie«stwa ba-

danych cz¦sto±ci drga« wªasnych.

• W przypadku zmiennej losowo grubo±ci H pªyty (rysunek 9.4):

� zale»no±ci warto±ci oczekiwanych cz¦sto±ci drga« wªasnych od wspóªczynnika

zmienno±ci α(H) parametru projektowego H s¡ funkcjami staªymi,

� rozkªad prawdopodobie«stwa cz¦sto±ci drga« wªasnych od trzeciej do pi¡tej

jest zbli»ony do rozkªadu normalnego,

� rozkªad prawdopodobie«stwa pierwszej i drugiej cz¦sto±ci drga« wªasnych

pªyty wykazuje odst¦pstwo od rozkªadu normalnego, zwi¦kszaj¡ce si¦ wraz

ze wzrostem niepewno±ci wej±ciowej α(H).

Przykªad 9.2. [89, 115] Analiza probabilistyczna pªyty prostok¡tnej wyposa»onej

w lepkospr¦»yste tªumiki drga« opisane modelem uªamkowym

Analizie probabilistycznej poddano pªyt¦ kwadratow¡, któr¡ rozpatrywano w przy-

kªadzie 8.2. Jest to zatem pªyta o dªugo±ci boku A =2,0 m i grubo±ci H =0,01 m,

utwierdzona na prawej i dolnej kraw¦dzi oraz swobodnie podparta na kraw¦dzi

górnej zgodnie z rysunkiem 8.1b). Pªyt¦ wykonano z materiaªu posiadaj¡cego mo-

duª Younga E = 205 GPa, wspóªczynnik Poissona ν = 0,3 i g¦sto±¢ obj¦to±ciow¡

ρ = 7850 kg/m3. W obliczeniach numerycznych przyj¦to dyskretyzacj¦ przy pomocy

siatki MES o g¦sto±ci 15× 15. Do pªyty zamocowano cztery tªumiki lepkospr¦»yste,

rozmieszczone zgodnie z optymalnym poªo»eniem wyznaczonym przy pomocy meto-

dy PSO w przykªadzie 8.2. Przyj¦t¡ lokalizacj¦ tªumików przedstawiono na rysun-

ku 8.9e). Tªumiki lepkospr¦»yste zamocowane do pªyty opisano modelem uªamko-

wym zawieraj¡cym jeden element spr¦»ysty i jeden element Maxwella7 (rysunek 7.5).

Analiz¦ losow¡ przeprowadzono dla dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych

pªyty, które zale»¡ od nast¦puj¡cych parametrów projektowych:

7 W przykªadzie 8.2 zastosowano uogólniony model Maxwella do opisu tªumików.
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a) parametry materiaªowe pªyty:

• moduª Younga

� warto±¢ ±rednia: Ē = 205 GPa,

� zbiór warto±ci parametru: E ∈ {180, 185, 190, . . . , 230} GPa,
• wspóªczynnik Poissona

� warto±¢ ±rednia: ν̄ = 0,3,

� zbiór warto±ci parametru: ν ∈ {0,25, 0,26, 0,27, . . . , 0,35},
b) parametry tªumików zamocowanych do pªyty:

• sztywno±¢ elementu spr¦»ystego

� warto±¢ ±rednia: k̄0 = 110 N/m,

� zbiór warto±ci parametru: k0 ∈ {95, 98, 101, . . . , 125} N/m,

• parametr sztywno±ci elementu Maxwella

� warto±¢ ±rednia: k̄1 = 20000 N/m,

� zbiór warto±ci parametru: k1 ∈ {17500, 18000, 18500, . . . , 22500} N/m,

• parametr lepko±ci elementu Maxwella

� warto±¢ ±rednia: c̄1 = 230 Ns/m,

� zbiór warto±ci parametru: c1 ∈ {205, 210, 215, . . . , 255} Ns/m,

• rz¡d pochodnej uªamkowej opisuj¡cej element Maxwella

� warto±¢ ±rednia: ᾱd = 0,6,

� zbiór warto±ci parametru: αd ∈ {0,50, 0,52, 0,54, . . . , 0,70}.

Zaªo»ono wst¦pnie, »e ka»da z powy»szych wielko±ci mo»e odgrywa¢ rol¦ zmien-

nej losowej. Wykonano zatem dla kolejnych parametrów projektowych serie oblicze«

deterministycznych w sposób analogiczny jak w przykªadzie 9.1. Po przeprowadze-

niu wst¦pnej analizy uzyskanych warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych wybrano trzy

parametry projektowe: moduª Younga, wspóªczynnik Poissona oraz parametr αd

tªumika lepkospr¦»ystego w celu wykonania bada« w zakresie probabilistycznym.

Obliczenia deterministyczne dla tych trzech parametrów zestawiono w tabeli 9.4. Na

ich podstawie wyznaczono zale»no±ci funkcyjne wi¡»¡ce pierwsz¡ i drug¡ cz¦sto±¢

drga« wªasnych z odpowiednimi parametrami projektowymi. Funkcje wyznaczono

jako wielomiany trzeciego stopnia przy zastosowaniu metody najmniejszych kwadra-

tów. Przyjmuj¡ one nast¦puj¡ce postacie:

• dla zmiennego losowo moduªu Younga:

ω1(E) = 4,783 · 10−7E3 − 4,932 · 10−4E2 + 0,306E + 22,743, (9.30)

ω2(E) = 1,011 · 10−6E3 − 1,035 · 10−3E2 + 0,635E + 44,005, (9.31)
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• dla zmiennego losowo wspóªczynnika Poissona:

ω1(ν) = 8,333ν3 + 16,536ν2 − 2,208ν + 67,839, (9.32)

ω2(ν) = 82,226ν3 + 9,887ν2 − 3,025ν + 137,165, (9.33)

• dla zmiennego losowo parametru αd tªumika:

ω1(αd) = 10,817α3
d − 14,190α2

d + 8,417αd + 66,611, (9.34)

ω2(αd) = 9,710α3
d − 12,958α2

d + 7,080αd + 137,686. (9.35)

Tabela 9.4. Warto±ci dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty z przykªadu 9.2

otrzymane przy zaªo»eniu trzech zmiennych losowo parametrów projektowych: moduªu

Younga (E), wspóªczynnika Poissona (ν), rz¦du pochodnej uªamkowej (αd) tªumika [115]

E ω1 ω2 ν ω1 ω2 αd ω1 ω2

[GPa] [rad/s] [rad/s] [ - ] [rad/s] [rad/s] [ - ] [rad/s] [rad/s]

180 64,653 130,643 0,25 68,451 138,312 0,50 68,625 139,201

185 65,522 132,434 0,26 68,529 138,492 0,52 68,672 139,229

190 66,381 134,201 0,27 68,612 138,687 0,54 68,722 139,260

195 67,227 135,945 0,28 68,700 138,900 0,56 68,774 139,293

200 68,064 137,667 0,29 68,793 139,124 0,58 68,830 139,328

205 68,890 139,367 0,30 68,890 139,367 0,60 68,890 139,367

210 69,706 141,047 0,31 68,992 139,627 0,62 68,953 139,409

215 70,512 142,707 0,32 69,099 139,904 0,64 69,021 139,455

220 71,310 144,348 0,33 69,211 140,199 0,66 69,095 139,506

225 72,098 145,970 0,34 69,327 140,511 0,68 69,174 139,562

230 72,878 147,574 0,35 69,449 140,843 0,70 69,261 139,624

Wielomiany okre±lone wzorami (9.30)�(9.35) u»yto bezpo±rednio do wyznacze-

nia charakterystyk probabilistycznych metod¡ póªanalityczn¡ (SAM) oraz meto-

d¡ Monte-Carlo (MCS). Z kolei w uogólnionej metodzie perturbacji stochastycznej

(SPT) wykonano aproksymacj¦ otrzymanych funkcji wielomianowych przez rozwi-

ni¦cie ich w szereg pot¦gowy Taylora w otoczeniu warto±ci ±redniej, u»ywaj¡c para-

metr perturbacji ε > 0.

Na rysunku 9.5 przedstawiono wykresy czterech charakterystyk probabilistycz-

nych (warto±¢ oczekiwana, wspóªczynnik zmienno±ci, sko±no±¢, kurtoza) dla dwóch
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pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyta�tªumiki. Odpowiednie charakte-

rystyki pokazano jako zale»no±ci od niepewno±ci wej±ciowej (wspóªczynnika zmien-

no±ci) rozpatrywanej losowej zmiennej projektowej, któr¡ w rozwa»anym przypadku

jest moduª Younga. Charakterystyki probabilistyczne wyznaczono trzema metoda-

mi: póªanalityczn¡, symulacyjn¡ Monte-Carlo i perturbacji stochastycznej.

Rysunek 9.5. Wykresy zale»no±ci warto±ci oczekiwanej (a), wspóªczynnika zmienno±ci (b),

sko±no±ci (c) i kurtozy (d) od wspóªczynnika zmienno±ci α(E) moduªu Younga, otrzymane

dla dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych przy u»yciu metod: póªanalitycznej (SAM),

symulacyjnej Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT) [115]

Analizuj¡c wykres przedstawiony na rysunku 9.5b), mo»na wyciagn¡¢ wniosek, »e

warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci α(ω1, ω2), nie przekraczaj¡ce 14% oraz mniejsze

od odpowiadaj¡cych warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci α(E), wskazuj¡ na maª¡

zmienno±¢ badanych funkcji (ω1, ω2) cz¦sto±ci drga« ze wzgl¦du na losowo±¢ mo-

duªu Younga. Ujemne warto±ci sko±no±ci na rysunku 9.5c) oznaczaj¡ lewostronn¡

asymetri¦ rozkªadu prawdopodobie«stwa badanej cechy.

Wykres kurtozy na rysunku 9.5d) wymaga pewnego wyja±nienia. W przykªa-

dzie 9.1 kurtoz¦ obliczano bezpo±rednio ze wzoru (9.13). Natomiast obecnie zasto-
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sowano wzór poni»szy:

κ (ωi) =
µ4 (ωi)

σ4 (ωi)
− 3. (9.36)

Kurtoz¦ wyznaczon¡ ze wzoru (9.36) nazywa si¦ te» wspóªczynnikiem ekscesu, dla

którego stopie« odst¦pstwa od rozkªadu normalnego okre±la si¦ przez porównywa-

nie jego warto±ci z zerem. Warto±ci dodatnie wskazuj¡ na rozkªad leptokurtyczny,

a ujemne na rozkªad platykurtyczny. W przypadku de�nicji kurtozy zgodnie ze wzo-

rem (9.13) warto±ci¡ porównawcz¡ byªa liczba 3. Z rysunku 9.5d) wynika zatem, »e

kurtoza przyjmuje warto±ci dodatnie, rosn¡ce wraz ze wzrostem α(E). Zatem mo»na

stwierdzi¢, »e rozkªad prawdopodobie«stwa jest leptokurtyczny, z wi¦kszym skupie-

niem obserwacji wokóª warto±ci ±redniej w porównaniu z rozkªadem normalnym.

Na rysunku 9.6 przedstawiono wykresy analogiczne do tych z rysunku 9.5, ale

dotycz¡ce zmiennego losowo wspóªczynnika Poissona. Wykres warto±ci oczekiwanej

z rysunku 9.6a) nie ulegª zasadniczym zmianom w porównaniu z przypadkiem lo-

Rysunek 9.6. Wykresy zale»no±ci warto±ci oczekiwanej (a), wspóªczynnika zmienno±ci (b),

sko±no±ci (c) i kurtozy (d) od niepewno±ci wej±ciowej α(ν) wspóªczynnika Poissona, otrzy-

mane dla dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych przy u»yciu metod: póªanalitycz-

nej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT) [115]
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sowo zmiennego moduªu Younga. Natomiast warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci na

rysunku 9.6b) s¡ bliskie zeru, nie przekraczaj¡ce 1,6%, co wskazuje na maªo znacz¡c¡

zmienno±¢ cz¦sto±ci drga« wªasnych ze wzgl¦du na losowo±¢ wspóªczynnika Pois-

sona. Jednak mo»na zauwa»y¢ wyra¹n¡ ró»nic¦ mi¦dzy wykresami wspóªczynnika

zmienno±ci dla pierwszej i drugiej cz¦sto±ci drga« w porównaniu z rysunkiem 9.5b),

gdzie wykresy te praktycznie nakªadaªy si¦ na siebie. Warto±ci sko±no±ci na rysun-

ku 9.6c) s¡ dodatnie, co wskazuje na asymetri¦ prawostronn¡ rozkªadu, wi¦ksz¡

w porównaniu z przypadkiem zmiennego losowo moduªu Younga. Warto±ci kurtozy

na rysunku 9.6d) s¡ równie» dodatnie i przekraczaj¡ warto±¢ 3 w przypadku drugiej

cz¦sto±ci drga« wªasnych, a wi¦c koncentracja rozkªadu wokóª warto±ci ±redniej jest

jeszcze wi¦ksza w odniesieniu do wykresu z rysunku 9.5d).

Rysunek 9.7 przedstawia analiz¦ losow¡ przy zaªo»eniu zmiennego parametru αd

charakteryzuj¡cego tªumiki lepkospr¦»yste opisane modelem uªamkowym. Losowo±¢

Rysunek 9.7. Wykresy zale»no±ci warto±ci oczekiwanej (a), wspóªczynnika zmienno±ci (b),

sko±no±ci (c) i kurtozy (d) od niepewno±ci wej±ciowej α(αd) parametru αd tªumików, otrzy-

mane dla dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych przy u»yciu metod: póªanalitycznej

(SAM), symulacyjnej Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT) [115]
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tego parametru, podobnie jak w poprzednich przypadkach, nie wpªyn¦ªa na istotn¡

zmian¦ warto±ci oczekiwanej dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych, co mo»na

zobaczy¢ na rysunku 9.7a). Warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci na rysunku 9.7b) s¡

mniejsze od 1%, a wi¦ksza zmienno±¢ dotyczy pierwszej cz¦sto±ci drga«. Otrzymano

zatem najmniejsz¡ zmienno±¢ cz¦sto±ci drga« spo±ród trzech analizowanych para-

metrów projektowych. W rozpatrywanym przypadku uzyskano najwi¦ksze dodatnie

warto±ci sko±no±ci i kurtozy, co wskazuje na wi¦ksz¡ prawostronn¡ asymetri¦ i lep-

tokurtyczno±¢ rozkªadu dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« w porównaniu z dwoma

wcze±niej rozwa»anymi przypadkami zmiennych losowo parametrów projektowych E

oraz ν.

Na zako«czenie niniejszego przykªadu analizie poddano zale»no±¢ dwóch miar

bezpiecze«stwa od wspóªczynnika zmienno±ci moduªu Younga jako losowej zmien-

nej projektowej. Wzi¦to pod uwag¦ miary bezpiecze«stwa okre±lone wzorami (9.17)

oraz (9.19), a odpowiednie wykresy przedstawiono na rysunku 9.8. Z wykresów

Rysunek 9.8. Wykresy zale»no±ci miary niezawodno±ci pierwszego rz¦du (a) oraz miary

bezpiecze«stwa obliczanej wedªug entropii wzgl¦dnej (b) od niepewno±ci wej±ciowej α(E)

moduªu Younga, otrzymane przy u»yciu dwóch metod: póªanalitycznej (SAM) oraz per-

turbacji stochastycznej (SPT) [115]

wynika, »e oba wska¹niki βH oraz βFORM malej¡ wykªadniczo wraz ze wzrostem

wspóªczynnika niepewno±ci α(E). Zatem im wi¦ksze jest rozproszenie zmiennego

losowo moduªu Younga wokóª warto±ci ±redniej, tym mniejsza jest niezawodno±¢

badanego ukªadu pªyta�tªumiki, która maleje wraz ze zmniejszaniem si¦ warto±ci

danego wspóªczynnika bezpiecze«stwa. Ponadto mo»na zauwa»y¢, »e wi¦ksza nieza-

wodno±¢ ukªadu jest wskazywana przez indeks βFORM , czyli miar¦ bezpiecze«stwa

pierwszego rz¦du, co wynika z wy»szych warto±ci tego indeksu na rysunku 9.8b).
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Aby bezpiecznie oszacowa¢ niezawodno±¢ ukªadu, nale»aªoby wi¦c skorzysta¢ z miary

obliczanej przy zastosowaniu entropii wzgl¦dnej i teorii Bhattacharyya. Mo»na wy-

ci¡gn¡¢ zatem wniosek prognostyczny o konieczno±ci dalszych bada« niezawodno±ci

elementów konstrukcyjnych wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga« opisane

modelem uªamkowym z u»yciem tej miary bezpiecze«stwa.

Przykªad 9.3. [96] Analiza probabilistyczna ukªadu dwóch pªyt prostok¡tnych zanu-

rzonych caªkowicie w wodzie

W niniejszym przykªadzie rozpatrzono drgania wªasne ukªadu dwóch pªyt pro-

stok¡tnych zanurzonych caªkowicie w pªynie. Obliczenia numeryczne dla takich ukªa-

dów, wykonywane przy u»yciu metod numerycznych MES�MEB oraz MRS�MEB,

opisane zostaªy w rozdziale 6 w uj¦ciu deterministycznym. W obecnie prowadzonych

badaniach wykorzystano je jako baz¦ do analizy probabilistycznej.

Analiz¦ losow¡ przeprowadzono dla ukªadu dwóch pªyt kwadratowych o dªugo±ci

boku A = 2,0 m i grubo±ci H = 0,05 m. Pªyty wykonano z materiaªu posiada-

j¡cego moduª Younga E = 205 GPa, wspóªczynnik Poissona ν = 0,3 i g¦sto±¢

ρ = 7850 kg/m3. Ponadto przyj¦to, »e s¡ one zanurzone caªkowicie w wodzie o g¦sto-

±ci ρc = 1000 kg/m3. Podane warto±ci geometrycznych i materiaªowych parametrów

projektowych przyj¦to jako ±rednie w analizie losowej.

W pierwszej kolejno±ci rozpatrzono ukªad dwóch pªyt wspornikowych le»¡cych

w jednej pªaszczy¹nie i oddalonych od siebie o odlegªo±¢ c zgodnie z rysunkiem 9.9.

W tabeli 9.5 zestawiono warto±ci czterech pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªa-

du uzyskane przy zaªo»eniu odlegªo±ci c = 1,0 m, któr¡ przyj¦to jako warto±¢ ±redni¡.

Zastosowano dwie kombinacje metod numerycznych MES�MEB i MRS�MEB oraz

Rysunek 9.9. Ukªad dwóch wspornikowych pªyt kwadratowych le»¡cych w jednej pªasz-

czy¹nie i zanurzonych caªkowicie w cieczy, rozpatrywany w przykªadzie 9.3
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Tabela 9.5. Warto±ci czterech pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt z rysun-

ku 9.9 otrzymane przy u»yciu kombinacji metod numerycznych MES�MEB i MRS�MEB,

dla ró»nych dyskretyzacji pªyt zgodnie z MES, MRS i MEB [96]

Dyskretyzacja MES 11× 11 16× 16 21× 21

Dyskretyzacja MEB 10× 10 15× 15 20× 20

ω1 37,567 38,238 38,593

ω2 37,896 38,552 38,898

ω3 105,684 107,693 108,786

ω4 105,924 107,916 109,000

Dyskretyzacja MRS 10× 10 20× 20 30× 30

Dyskretyzacja MEB 5× 5 10× 10 15× 15

ω1 36,557 37,979 38,537

ω2 36,939 38,312 38,854

ω3 121,223 117,230 116,047

ω4 121,586 117,509 116,295

trzy ró»ne dyskretyzacje pªyty za pomoc¡ siatek MES i MRS, którym odpowiada

dyskretyzacja na podobszary zwi¡zane z obecno±ci¡ cieczy, ustalona zgodnie z zasa-

dami opisanymi w podrozdziaªach 6.2 i 6.3.

Dla ukªadu pªyt z rysunku 9.9 przeprowadzono analiz¦ losow¡ przy zaªo»eniu

siatek MES, MRS i siatki podobszarów cieczy o g¦sto±ciach odpowiednio: 16 × 16,

30× 30 i 15× 15. Przy tak przyj¦tych dyskretyzacjach porównano ko«cowe wyniki

analizy uzyskane przy zastosowaniu kombinacji metod MES�MEB i MRS�MEB.

Dla rozwa»anego ukªadu pªyt zbadano wpªyw losowo±ci g¦sto±ci cieczy na warto±ci

dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych. Wyniki oblicze« deterministycznych

dla przyj¦tego zbioru warto±ci g¦sto±ci cieczy ρc ∈ {900, 920, 940, . . . , 1100} kg/m3

zestawiono w tabeli 9.6. Na podstawie tych danych wyznaczono funkcje odpowie-

dzi w postaci wielomianów trzeciego stopnia. Wielomiany te, b¦d¡ce zale»no±ciami

pierwszej i drugiej cz¦sto±ci drga« ukªadu pªyt od g¦sto±ci cieczy, okre±lone s¡ na-

st¦puj¡cymi wzorami:

• dla kombinacji metod numerycznych MES�MEB:

ω1(ρc) = −3,545 · 10−9ρ3
c + 1,717 · 10−5ρ2

c − 3,663 · 10−2ρc + 61,240, (9.37)

ω2(ρc) = −3,399 · 10−9ρ3
c + 1,667 · 10−5ρ2

c − 3,607 · 10−2ρc + 61,347, (9.38)
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• dla kombinacji metod numerycznych MRS�MEB:

ω1(ρc) = −4,905 · 10−9ρ3
c + 2,149 · 10−5ρ2

c − 4,129 · 10−2ρc + 63,240, (9.39)

ω2(ρc) = −3,108 · 10−9ρ3
c + 1,603 · 10−5ρ2

c − 3,580 · 10−2ρc + 61,733. (9.40)

Tabela 9.6. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt z rysunku 9.9 otrzymane dla

zmiennej losowo g¦sto±ci cieczy ρc przy zastosowaniu kombinacji metod numerycznych

MES�MEB i MRS�MEB

ρc MES�MEB MRS�MEB

[kg/m3] ω1 ω2 ω1 ω2

900 39,599 39,912 39,912 40,228

920 39,315 39,629 39,625 39,942

940 39,038 39,351 39,435 39,661

960 38,766 39,079 39,070 39,386

980 38,499 38,813 38,801 39,117

1000 38,238 38,552 38,537 38,854

1020 37,982 38,296 38,279 38,595

1040 37,732 38,045 38,026 38,342

1060 37,486 37,799 37,777 38,094

1080 37,245 37,558 37,534 37,850

1100 37,008 37,321 37,295 37,611

Wykresy przedstawiaj¡ce warto±ci czterech charakterystyk probabilistycznych

dla dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych analizowanego ukªadu pªyt w za-

le»no±ci od wspóªczynnika zmienno±ci g¦sto±ci cieczy α(ρc) pokazano na rysun-

kach 9.10 oraz 9.11, gdzie w obliczeniach deterministycznych zastosowano kombi-

nacje metod numerycznych odpowiednio MES�MEB i MRS�MEB. Charakterystyki

probabilistyczne wyznaczono, podobnie jak w przykªadzie 9.2, przy wykorzystaniu

metod: póªanalitycznej (SAM), perturbacji stochastycznej (SPT) oraz symulacyjnej

Monte-Carlo (MCS).

Analizuj¡c wykresy przedstawione na rysunkach 9.10 oraz 9.11, mo»na wyci¡gn¡¢

wniosek, »e zastosowanie ka»dej z kombinacji metod MES�MEB i MRS�MEB skut-

kuje uzyskaniem zbli»onych do siebie warto±ci charakterystyk probabilistycznych8.

Nieco wi¦ksz¡ ró»nic¦ mo»na zauwa»y¢ jedynie w przypadku wykresów kurtozy na

8 tzn. ró»nice procentowe mi¦dzy wynikami otrzymanymi przy zastosowaniu MES�MEB

i MRS�MEB nie przekraczaj¡ 1%
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Rysunek 9.10. Wykresy zale»no±ci: warto±ci oczekiwanej (a), wspóªczynnika zmienno±ci

(b), sko±no±ci (c) i kurtozy (d) od niepewno±ci wej±ciowej α(ρc) g¦sto±ci cieczy ρc, otrzy-

mane dla dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt z rysunku 9.9 przy u»yciu

metod: póªanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT).

W obliczeniach deterministycznych u»yto kombinacj¦ metod MES�MEB [96]

rysunkach 9.10d) oraz 9.11d), gdzie przy u»yciu kombinacji MRS�MEB zaznacza si¦

podziaª mi¦dzy odpowiednimi warto±ciami odnosz¡cymi si¦ do pierwszej i drugiej

cz¦sto±ci drga«. Wtedy dla pierwszej cz¦sto±ci drga« warto±ci kurtozy s¡ wi¦ksze

w porównaniu z otrzymanymi na rysunku 9.10d). Na podstawie wykresów warto±ci

oczekiwanej na rysunkach 9.10a) oraz 9.11a) mo»na stwierdzi¢, »e ta charakterysty-

ka ro±nie w sposób nieliniowy wraz ze zwi¦kszaniem niepewno±ci wej±ciowej α(ρc).

Przebieg wykresu wspóªczynnika zmienno±ci oraz sko±no±ci na rysunkach 9.10b)�c)

oraz 9.11b)�c) wykazuje w przybli»eniu wzrost liniowy. Warto±ci wspóªczynnika

zmienno±ci, nie przekraczaj¡ce 9%, pozwalaj¡ wyci¡gn¡¢ wniosek o maªej zmien-

no±ci badanej cechy ze wzgl¦du na zmienno±¢ g¦sto±ci cieczy. Dodatnie warto±ci
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sko±no±ci i kurtozy wskazuj¡ na prawostronn¡ asymetri¦ oraz leptokurtyczny rozkªad

prawdopodobie«stwa badanej cechy.

Rysunek 9.11. Wykresy zale»no±ci: warto±ci oczekiwanej (a), wspóªczynnika zmienno±ci

(b), sko±no±ci (c) i kurtozy (d) od niepewno±ci wej±ciowej α(ρc) g¦sto±ci cieczy ρc, otrzy-

mane dla dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt z rysunku 9.9 przy u»yciu

metod: póªanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT).

W obliczeniach deterministycznych u»yto kombinacj¦ metod MRS�MEB [96]

Kolejna analiza dotyczy ukªadu pªyt, których powierzchnie ±rodkowe le»¡ w dwóch

równolegªych pªaszczyznach oddalonych od siebie o odlegªo±¢ c zgodnie z rysun-

kiem 9.12. W tabeli 9.7 zestawiono warto±ci czterech pierwszych cz¦sto±ci drga«

wªasnych otrzymane dla ró»nych dyskretyzacji, analogicznie jak w tabeli 9.5, przy

zaªo»eniu warto±ci ±redniej odlegªo±ci c = 1,0 m. Do dalszych analiz przyj¦to siatk¦

podobszarów cieczy o g¦sto±ci 15 × 15 oraz odpowiadaj¡ce jej dyskretyzacje MES

i MRS. W analizie probabilistycznej zaªo»ono, »e odlegªo±¢ c mi¦dzy pªytami jest

zmiennym losowo parametrem projektowym. Wyniki oblicze« deterministycznych
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Rysunek 9.12. Ukªad wspornikowych pªyt kwadratowych le»¡cych w dwóch pªaszczyznach

równolegªych i zanurzonych caªkowicie w cieczy, rozpatrywany w przykªadzie 9.3

Tabela 9.7. Warto±ci czterech pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt z rysun-

ku 9.12, otrzymane przy u»yciu kombinacji metod numerycznych MES�MEB i MRS�MEB

dla trzech ró»nych dyskretyzacji siatkami MES, MRS i siatk¡ podobszarów cieczy [96]

Dyskretyzacja MES 11× 11 16× 16 21× 21

Dyskretyzacja MEB 10× 10 15× 15 20× 20

ω1 35,950 36,658 37,029

ω2 39,238 39,867 40,201

ω3 104,218 106,292 107,417

ω4 107,286 109,219 110,274

Dyskretyzacja MRS 10× 10 20× 20 30× 30

Dyskretyzacja MEB 5× 5 10× 10 15× 15

ω1 34,755 36,332 36,935

ω2 38,429 39,682 40,188

ω3 119,050 115,530 114,487

ω4 123,599 119,089 117,746

dla przyj¦tego zbioru warto±ci c ∈ {0,5, 0,6, 0,7, . . . , 1,5} m zestawiono w tabeli 9.8.

Na podstawie tych danych wyznaczono funkcje odpowiedzi w postaci wielomianów

trzeciego stopnia. Wielomiany te, b¦d¡ce zale»no±ciami pierwszej i drugiej cz¦sto-

±ci drga« ukªadu pªyt od odlegªo±ci mi¦dzy pªytami, okre±lone s¡ nast¦puj¡cymi

wzorami:
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• dla kombinacji metod numerycznych MES�MEB:

ω1(c) = 3,056c3 − 12,487 · c2 + 18,650 · c+ 27,436, (9.41)

ω2(c) = −1,194c3 + 5,405 · c2 − 9,297 · c+ 44,953, (9.42)

• dla kombinacji metod numerycznych MRS�MEB:

ω1(c) = 3,056c3 − 12,517 · c2 + 18,761 · c+ 27,638, (9.43)

ω2(c) = −1,194c3 + 5,435 · c2 − 9,388 · c+ 45,335. (9.44)

Tabela 9.8. Warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt z rysunku 9.12 otrzymane

dla zmiennej losowo odlegªo±ci c mi¦dzy pªytami przy zastosowaniu kombinacji metod

numerycznych MES�MEB i MRS�MEB

odl. c MES�MEB MRS�MEB

[m] ω1 ω2 ω1 ω2

0,5 33,853 41,544 34,095 41,889

0,6 34,752 41,072 35,005 41,411

0,7 35,422 40,684 35,684 41,017

0,8 35,936 40,362 36,204 40,690

0,9 36,338 40,093 36,611 40,417

1,0 36,658 39,867 36,935 40,188

1,1 36,916 39,676 37,197 39,994

1,2 37,126 39,515 37,410 39,830

1,3 37,300 39,377 37,586 39,691

1,4 37,444 39,259 37,732 39,571

1,5 37,565 39,159 37,855 39,469

Wykresy przedstawiaj¡ce warto±ci czterech charakterystyk probabilistycznych

dotycz¡cych dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt, w zale»no-

±ci od wspóªczynnika zmienno±ci odlegªo±ci mi¦dzy pªytami α(c), pokazano na ry-

sunkach 9.13 oraz 9.14, przy czym w obliczeniach deterministycznych zastosowano

kombinacje metod numerycznych odpowiednio MES�MEB i MRS�MEB.

W rozwa»anym przypadku mo»na doj±¢ do wniosku, »e wykresy czterech cha-

rakterystyk probabilistycznych uzyskane przy zastosowaniu kombinacji metod nu-

merycznych MES�MEB i MRS�MEB s¡ do siebie zbli»one. Wykres warto±ci ocze-

kiwanej na rysunkach 9.13a) oraz 9.14a) dla ka»dej z cz¦sto±ci drga« jest w przy-

bli»eniu staªy. Warto±ci wspóªczynnika zmienno±ci na wykresach 9.13b) oraz 9.14b),



9.2. Przykªady numeryczne zastosowania analizy probabilistycznej 267

nie przekraczaj¡ce 2,5%, wskazuj¡ na maª¡ zmienno±¢ badanej cechy ze wzgl¦du na

losow¡ zmienno±¢ odlegªo±ci mi¦dzy pªytami. Wykresy sko±no±ci na rysunkach 9.13c)

oraz 9.14c) s¡ dodatnie i rosn¡ce dla cz¦sto±ci ω2 oraz ujemne i malej¡ce dla cz¦sto-

±ci ω1. Zatem wraz ze wzrostem niepewno±ci wej±ciowej α(c) rozkªad prawdopodo-

bie«stwa w pierwszym przypadku wykazuje tendencj¦ do zwi¦kszaj¡cej si¦ asymetrii

prawostronnej, a w drugim przypadku do zwi¦kszaj¡cej si¦ asymetrii lewostronnej.

Warto±ci kurtozy na rysunkach 9.13d) oraz 9.14d) s¡ dodatnie i wi¦ksze dla cz¦sto-

±ci ω1 w porównaniu z cz¦sto±ci¡ ω2. Zatem rozkªad prawdopodobie«stwa jest lep-

tokurtyczny, przy czym stopie« koncentracji warto±ci badanej cechy wokóª ±redniej

jest wi¦kszy w porównaniu z wcze±niej rozwa»anym przypadkiem zmiennej g¦sto±ci

cieczy dla ukªadu pªyt le»¡cych w jednej pªaszczy¹nie.

Rysunek 9.13. Wykresy zale»no±ci: warto±ci oczekiwanej (a), wspóªczynnika zmienno±ci

(b), sko±no±ci (c) i kurtozy (d) od niepewno±ci wej±ciowej α(c) odlegªo±ci mi¦dzy pªytami,

otrzymane dla dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt z rysunku 9.12 przy

u»yciu metod: póªanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycz-

nej (SPT). W obliczeniach deterministycznych u»yto kombinacj¦ metod MES�MEB [96]
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Rysunek 9.14. Wykresy zale»no±ci: warto±ci oczekiwanej (a), wspóªczynnika zmienno±ci

(b), sko±no±ci (c) i kurtozy (d) od niepewno±ci wej±ciowej α(c) odlegªo±ci mi¦dzy pªytami,

otrzymane dla dwóch pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyt z rysunku 9.12 przy

u»yciu metod: póªanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycz-

nej (SPT). W obliczeniach deterministycznych u»yto kombinacj¦ metod MRS�MEB [96]

Na zako«czenie przykªadu analizowano zale»no±¢ miary bezpiecze«stwa βH , obli-

czanej na podstawie entropii wzgl¦dnej, od wspóªczynnika zmienno±ci α(ρc) g¦sto±ci

cieczy jako zmiennej projektowej dla ukªadu pªyt przedstawionego na rysunku 9.9.

Rozwa»an¡ miar¦ bezpiecze«stwa okre±la wzór (9.19) i, jak stwierdzono w przykªa-

dzie 9.2, miara ta bezpieczniej szacuje niezawodno±¢ badanego ukªadu w porównaniu

z miar¡ niezawodno±ci pierwszego rz¦du βFORM . Otrzymane wyniki przedstawiaj¡

wykresy na rysunku 9.15. Z analizy wykresów mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e zastoso-

wanie kombinacji metod numerycznych MES�MEB oraz MRS�MEB nie powoduje

znacz¡cych ró»nic w warto±ciach wspóªczynnika bezpiecze«stwa βH . Podobne spo-

strze»enie odnotowuje si¦ przy porównaniu metod probabilistycznych SAM i SPT.
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Wida¢ równie», »e bezpiecze«stwo badanego ukªadu pªyt zmniejsza si¦ przy losowo

zmiennej g¦sto±ci cieczy. Nawet dla bardzo maªych warto±ci wspóªczynnika zmienno-

±ci g¦sto±ci cieczy niezawodno±¢ ukªadu obliczana na podstawie entropii wzgl¦dnej

osi¡ga poziom ni»szy od limitu wahaj¡cego si¦ wokóª warto±ci 5, prezentowanego

w dost¦pnej literaturze [96].

Rysunek 9.15. Wykresy zale»no±ci miary bezpiecze«stwa βH ukªadu pªyt z rysunku 9.9 od

niepewno±ci wej±ciowej α(ρc) g¦sto±ci cieczy, otrzymane przy u»yciu metody póªanalitycz-

nej (SAM) oraz perturbacji stochastycznej (SPT) dla pierwszej (a, c) i drugiej (b, d) cz¦sto-

±ci drga«, stosuj¡c w obliczeniach deterministycznych kombinacje metod MES�MEB (a, b)

oraz MRS�MEB (c, d) [96]





10. Analiza stateczno±ci pªyt prostok¡tnych

Wiod¡cym tematem rozprawy doktorskiej jest analiza dynamiczna pªyt cienkich.

Naturalne dopeªnienie tych rozwa»a« stanowi analiza stateczno±ci pªyt, któr¡ przed-

stawiono w niniejszym rozdziale. Omawiana tematyka dotyczy wyznaczania obci¡-

»enia krytycznego oraz postaci utraty stateczno±ci dla cienkich pªyt prostok¡tnych,

swobodnie podpartych lub utwierdzonych na obwodzie. W obliczeniach numerycz-

nych zastosowano metod¦ ró»nic sko«czonych (MRS), która umo»liwiªa opracowanie

prostych procedur w celu rozwi¡zania zada« stateczno±ci izotropowych pªyt cienkich

zarówno o staªej, jak i zmiennej grubo±ci. W analizach przyj¦to zaªo»enie, »e pªyta

obci¡»ona jest wyª¡cznie w swojej pªaszczy¹nie ±rodkowej. W ogólno±ci mo»e to by¢

obci¡»enie ±ciskaj¡ce lub rozci¡gaj¡ce pªyt¦ (jedno- lub dwukierunkowo), a tak»e

dziaªaj¡ce stycznie do jej kraw¦dzi. W celu wykonania analizy stateczno±ci pªyt o

takich warunkach obci¡»enia zastosowano, odpowiednio zmody�kowane, równanie

ró»niczkowe ugi¦cia pªyty izotropowej o zmiennej grubo±ci, wyra»one wzorem (3.6),

które zostaªo przedstawione w podrozdziale 3.1. Posta¢ ró»nicow¡ tego równania,

która zostaªa wyprowadzona w podrozdziaªach 3.2.2 (statyka) oraz 4.2 (dynamika),

w niniejszym podrozdziale przeksztaªcono do formy umo»liwiaj¡cej analiz¦ statecz-

no±ci. W rezultacie otrzymano dla takiego zagadnienia uogólniony problem wªasny

b¦d¡cy odpowiednikiem problemu (4.27) wyprowadzonego w podrozdziale 4.2 dla

zagadnie« dynamicznych.

Niniejszy rozdziaª rozpoczyna si¦ od wyprowadzenia uogólnionego problemu wªa-

snego na podstawie wzorów ró»nicowych pozwalaj¡cych wyznaczy¢ przybli»on¡ po-

sta¢ równania ró»niczkowego opisuj¡cego problem stateczno±ci pªyty izotropowej

o zmiennej grubo±ci. Rozwi¡zanie wyprowadzonego problemu wªasnego umo»liwia

okre±lenie warto±ci obci¡»enia krytycznego oraz postaci utraty stateczno±ci pªyt ob-

ci¡»onych w swej pªaszczy¹nie. W drugiej cz¦±ci rozdziaªu przedstawiono kilka przy-

kªadów numerycznych, w których wyznaczano parametry stateczno±ci pªyt podpar-

tych na obwodzie, przy ró»nych przypadkach obci¡»enia dziaªaj¡cego w ich pªasz-

czy¹nie. Do oblicze« numerycznych zastosowano autorskie procedury obliczeniowe

opracowane w ±rodowisku Octave.
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10.1. Rozwi¡zanie zadania stateczno±ci pªyty przy

zastosowaniu MRS

W analizie stateczno±ci, w przypadku ogólnym, przyjmuje si¦ obci¡»enie pªyty

dziaªaj¡ce w jej pªaszczy¹nie ±rodkowej w sposób pokazany na rysunku 10.1. Je-

±li na pªyt¦ naªo»ono jedno z obci¡»e« Nx lub Ny, to wówczas okre±la si¦ j¡ jako

jednokierunkowo ±ciskan¡ lub rozci¡gan¡, zale»nie od znaku przypisanego zadanemu

obci¡»eniu. Przyj¦to, »e wielko±ci Nx lub Ny o zwrotach pokazanych na rysunku 10.1

oznaczaj¡ obci¡»enie ±ciskaj¡ce pªyt¦ i maj¡ warto±¢ ujemn¡, poniewa» na ±ciankach

dodatnich1 pªyty zwrot obci¡»enia jest przeciwny do zwrotów osi x oraz y zaªo»onego

ukªadu wspóªrz¦dnych. Je±li na pªyt¦ naªo»ono jednocze±nie oba rodzaje obci¡»e«

Nx i Ny, to okre±la si¦ j¡ jako dwukierunkowo ±ciskan¡ lub rozci¡gan¡. Obci¡»enie

Nxy oraz Nyx nazywa si¦ stycznym do kraw¦dzi pªyty.

Rysunek 10.1. Obci¡»enie dziaªaj¡ce na pªyt¦ w analizie jej stateczno±ci [106]

Problem stateczno±ci pªyty izotropowej, obci¡»onej w jej pªaszczy¹nie ±rodkowej,

mo»na opisa¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cego równania ró»niczkowego, b¦d¡cego odpo-

wiednikiem równania (3.6) omówionego w podrozdziale 3.1:

D · ∇4w + 2 · ∂D
∂x
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∂y
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∂y
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∂y2
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· ∂

2w

∂x∂y
+
∂2D

∂y2
· ∂

2w

∂x2

]
= p̄(x, y),

(10.1)

1 �ciankami dodatnimi w przypadku pªyty przedstawionej na rysunku 10.1 s¡ ±cianka górna

oraz prawa, widoczne przy obserwowaniu pªyty z punktu o obu wspóªrz¦dnych x i y dodatnich.
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gdzie funkcja obci¡»enia p̄(x, y) pªyty, zgodnie z prac¡ [9], wyra»a si¦ poni»szym

wzorem:

p̄(x, y) = Nx
∂2w

∂x2
+ 2Nxy

∂2w

∂x∂y
+Ny

∂2w

∂y2
. (10.2)

Ponadto w = w(x, y) we wzorze (10.1) oznacza szukan¡ funkcj¦ ugi¦cia pªyty, nato-

miast D = D(x, y) jest znan¡ funkcj¡ jej sztywno±ci, zde�niowan¡ wzorem (3.5).

W dalszych rozwa»aniach przyj¦to nast¦puj¡ce obci¡»enie pocz¡tkowe pªyty:

N∗x = −1, N∗y = −α, N∗xy = β, (10.3)

przy czym parametry α > 0 oraz β > 0 s¡ wielko±ciami znanymi w analizowanym

zadaniu. Obci¡»enie pªyty okre±lone wzorem (10.3) nazywane jest te» obci¡»eniem

porównawczym lub referencyjnym. Poszukiwane obci¡»enie krytyczne jest iloczynem

obci¡»enia porównawczego oraz parametru λx > 0 i mo»na je zapisa¢ nast¦puj¡co:

Nx = −λx, Ny = −αλx, Nxy = βλx. (10.4)

Wówczas wzór (10.2) przyjmuje poni»sz¡ posta¢:

p̄(x, y) = −λx
∂2w

∂x2
+ 2βλx

∂2w

∂x∂y
− αλx

∂2w

∂y2
. (10.5)

Istot¡ zadania z analizy stateczno±ci pªyty jest wyznaczenie parametru λx, który

pozwala stwierdzi¢, ile razy szukane obci¡»enie krytyczne jest wi¦ksze od przyj¦tego

obci¡»enia referencyjnego.

W celu rozwi¡zania równania (10.1) zastosowano metod¦ ró»nic sko«czonych.

Wst¦pne zaªo»enia do tej metody przyj¦to identyczne jak w podrozdziale 3.2.2. Za-

tem powierzchni¦ ±rodkow¡ pªyty pokryto siatk¡ regularn¡ w sposób pokazany na

rysunku 3.4. Siatka ta skªada si¦ zm×n identycznych prostok¡tów o wymiarach h×k.
Nast¦pnie wszystkie pochodne cz¡stkowe wyst¦puj¡ce w równaniu zast¡piono przy-

bli»aj¡cymi je ilorazami ró»nicowymi. Przyj¦to, podobnie jak w podrozdziale 3.2.2,

ró»nice centralne wyra»one wzorami (3.27)�(3.38). Po podstawieniu tych ró»nic do

lewej strony równania (10.1) otrzymuje si¦ dla punktu (xi, yj) posta¢ ró»nicow¡ wyra-

»on¡ wzorem (3.39), wyprowadzonym w podrozdziale 3.2.2. Z kolei posta¢ ró»nicowa

funkcji obci¡»enia (10.5) dla punktu (xi, yj) jest nast¦puj¡ca:

p̄ij = −λx
wi+1,j − 2wij + wi−1,j

h2
+ 2βλx

wi+1,j+1 − wi+1,j−1 − wi−1,j+1 + wi−1,j−1

4hk
+

−αλx
wi,j+1 − 2wij + wi,j−1

k2
.

(10.6)
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Po zapisaniu równania (10.1) w postaci ró»nicowej dla wszystkich punktów (xi, yj)

b¦d¡cych w¦zªami siatki MRS (i = 1, 2, 3, . . . ,m+ 1, j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1), zgodnie

z zasadami opisanymi w podrozdziale 3.2.2, otrzymuje si¦ nast¦puj¡cy ukªad równa«,

przedstawiony w formie macierzowej:

∆ ·w = p̄ ·w, (10.7)

gdzie ∆ jest macierz¡ operatorów ró»nicowych, wyprowadzon¡ w podrozdziale 3.2.2,

której struktur¦ blokow¡, bez uwzgl¦dniania warunków brzegowych, okre±la wzór

(3.86). Natomiast macierz p̄ powstaª¡ w wyniku zapisu w postaci ró»nicowej pra-

wej strony równania (10.1), a wi¦c funkcji (10.5), mo»na zapisa¢ jako sum¦ trzech

macierzy blokowych:

p̄ = −λx
(

∆
(x)
G + ∆

(xy)
G + ∆

(y)
G

)
. (10.8)

Macierze ∆
(x)
G , ∆

(xy)
G oraz ∆

(y)
G odpowiadaj¡ kolejnym skªadnikom równania (10.5),

a ich postacie blokowe, bez uwzgl¦dniania warunków brzegowych, s¡ nast¦puj¡ce:

∆
(x)
G =



A

A

A

. . .

A

A


(n+1)×(n+1)

, (10.9)

∆
(xy)
G =



0 B

C 0 B

C 0 B

. . . . . . . . .

C 0 B

C 0


(n+1)×(n+1)

, (10.10)

∆
(y)
G =



D E

E D E

E D E

. . . . . . . . .

E D E

E D


(n+1)×(n+1)

. (10.11)
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Macierze-bloki wchodz¡ce w skªad macierzy (10.9)�(10.11) maj¡ struktury zapisane

poni»ej:

A =



−2 1

1 −2 1

1 −2 1
. . . . . . . . .

1 −2 1

1 −2


(m+1)×(m+1)

, (10.12)

B =



0 1

−1 0 1

−1 0 1
. . . . . . . . .

−1 0 1

−1 0


(m+1)×(m+1)

, (10.13)

C =



0 −1

1 0 −1

1 0 −1
. . . . . . . . .

1 0 −1

1 0


(m+1)×(m+1)

, (10.14)

D =



−2

−2

−2
. . .

−2

−2


(m+1)×(m+1)

, (10.15)

E =



1

1

1
. . .

1

1


(m+1)×(m+1)

. (10.16)
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Ponadto symbolem 0 we wzorze (10.10) oznaczono macierz zerow¡ o wymiarze

(m + 1) × (m + 1). Wektor w niewiadomych przemieszcze« pªyty w w¦zªach siat-

ki MRS, wyst¦puj¡cy w równaniu (10.7), ma posta¢ okre±lon¡ wzorami (3.92) oraz

(3.93), tzn. jest macierz¡ kolumnow¡ o wymiarze (m+ 1)(n+ 1)× 1. Mo»na zauwa-

»y¢, »e równanie macierzowe opisuj¡ce problem stateczno±ci jest bardzo podobne

do równania (3.85), podanego w podrozdziale 3.2.2, dotycz¡cego przypadku analizy

statycznej pªyt. Zasadnicza ró»nica polega na tym, »e w zadaniu stateczno±ci prawa

strona równania (10.7), zwi¡zana z obci¡»eniem pªyty, jest uzale»niona od wekto-

ra niewiadomych w jako efekt zastosowania wzorów ró»nicowych (3.29)�(3.31) do

funkcji obci¡»enia (10.5), zale»nej od funkcji ugi¦cia pªyty w(x, y).

Ostatecznie równanie (10.7) mo»na przedstawi¢ w postaci nast¦puj¡cego uogól-

nionego problemu wªasnego:

(∆− (−λx)∆G)w = 0, (10.17)

gdzie

∆ � macierz operatorów ró»nicowych okre±lona wzorem (3.86), zmody�kowana ze

wzgl¦du na warunki podparcia pªyty zgodnie z zasadami opisanymi w podrozdzia-

le 3.2.2 oraz w dodatku A,

λx � warto±¢ bezwgl¦dna obci¡»enia krytycznego Nx, przy czym λx > 0,

∆G = ∆
(x)
G + ∆

(xy)
G + ∆

(y)
G , przy czym macierze ∆

(x)
G , ∆

(xy)
G oraz ∆

(y)
G wyra»one

s¡ wzorami (10.9)�(10.11), odpowiednio zmody�kowanymi ze wzgl¦du na warunki

podparcia pªyty.

W dalszej cz¦±ci rozdziaªu przyj¦to, »e analizowana pªyta jest podparta na caªym

obwodzie, przy czym podparcie mo»e by¢ swobodne lub utwierdzone wzdªu» wybra-

nych kraw¦dzi. W takim przypadku nale»y zmody�kowa¢ macierz operatorów ró»ni-

cowych ∆ zgodnie z zasadami opisanymi w podrozdziale 3.2.2 oraz w dodatku A.1,

dla przypadku pªyty podpartej na obwodzie. Mody�kacji wymaga równie» macierz

∆G. W celu uwzgl¦dnienia zerowych ugi¦¢ punktów pªyty na kraw¦dziach nale»y

w macierzy blokowej ∆G zast¡pi¢ macierze-bloki w pierwszym i ostatnim wierszu

oraz w pierwszej i ostatniej kolumnie macierzami zerowymi2. Ponadto w ka»dej

macierzy-bloku, skªadaj¡cej si¦ na macierz ∆G, nale»y pierwszy i ostatni wiersz oraz

pierwsz¡ i ostatni¡ kolumn¦ zast¡pi¢ zerami3. Uwzgl¦dnienie zerowych momentów

2 eliminacja niewiadomych w11, w21, w31, . . . , wm+1,1 oraz w1,n+1, w2,n+1, w3,n+1, . . . , wm+1,n+1,

a wi¦c ugi¦¢ punktów pªyty na jej dolnej i górnej kraw¦dzi
3 eliminacja niewiadomych w11, w12, w13, . . . , w1,n+1 oraz wm+1,1, wm+1,2, wm+1,3, . . . , wm+1,n+1,

a wi¦c ugi¦¢ punktów pªyty na jej lewej i prawej kraw¦dzi
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zginaj¡cych na kraw¦dziach swobodnie podpartych lub zerowych k¡tów obrotu na

kraw¦dziach utwierdzonych nie wymaga wprowadzania dodatkowych mody�kacji do

macierzy ∆G. Wynika to st¡d, »e we wzorze (10.6) dla j = 2, 3, 4, . . . , n oraz dla

i = 2, 3, 4, . . . ,m nie wyst¦puj¡ ugi¦cia w punktach �kcyjnych znajduj¡cych si¦

poza obszarem pªyty.

10.2. Przykªady analizy stateczno±ci pªyt

W niniejszym podrozdziale przedstawiono przykªady numeryczne, w których

przeprowadzono analiz¦ stateczno±ci pªyt prostok¡tnych, podpartych na obwodzie

i obci¡»onych w swej pªaszczy¹nie ±rodkowej. Obliczenia numeryczne wykonano przy

zastosowaniu metody ró»nic sko«czonych zgodnie z zasadami opisanymi w poprzed-

nim podrozdziale. Gªównym celem analizy jest okre±lenie obci¡»enia krytycznego

oraz postaci utraty stateczno±ci pªyt na podstawie rozwi¡zania uogólnionego pro-

blemu wªasnego wyra»onego wzorem (10.17). Przy pomocy otrzymanych warto±ci

wªasnych λx wyznaczono obci¡»enia krytyczne pªyt odpowiadaj¡ce kilku pierwszym

postaciom ich utraty stateczno±ci. Postacie te przedstawiono gra�cznie w przykªa-

dzie 10.1, korzystaj¡c z odpowiednich wektorów wªasnych. We wszystkich zamiesz-

czonych przykªadach rozwa»ano pªyty cienkie o staªej lub zmiennej grubo±ci.

Przykªad 10.1. [106] Analiza stateczno±ci pªyty prostok¡tnej podpartej przegubowo

na obwodzie oraz obci¡»onej staªym obci¡»eniem normalnym dziaªaj¡cym jednokie-

runkowo

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ o schemacie podparcia i obci¡»enia przedsta-

wionym na rysunku 10.2. Przyj¦to, »e pªyta wykonana jest z materiaªu izotropowego

o module Younga E = 205 GPa oraz wspóªczynniku Poissona ν = 0,3.

W analizie stateczno±ci wzi¦to pod uwag¦ dwa przypadki wymiarów pªyty:

1. dªugo±ci boków lx = ly = 2,0 m oraz minimalna grubo±¢ H = H2 = 0,05 m,

2. dªugo±ci boków lx× ly = 2,0× 4,0 m oraz minimalna grubo±¢ H = H2 = 0,05 m.

W przykªadach zawartych w niniejszym rozdziale obci¡»enie krytyczneNcr wyra»ono

przez parametr bezwymiarowy zgodnie z poni»szym wzorem [9]:

Ñcr =
Ncr

D
· lx · ly, (10.18)

gdzie sztywno±¢ pªytow¡ D przyj¦to nast¦puj¡co:

D =
EH3

2

12(1− ν2)
. (10.19)
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Rysunek 10.2. Pªyta prostok¡tna analizowana w przykªadzie 10.1, podparta swobodnie na

obwodzie oraz ±ciskana obci¡»eniem Nx dziaªaj¡cym w jednym kierunku [106]

W tabeli 10.1 przedstawiono warto±ci obci¡»e« krytycznych odpowiadaj¡cych

trzem pierwszym postaciom utraty stateczno±ci pªyty. Zapisano je w notacji bezwy-

miarowej zgodnie ze wzorem (10.18). Rozpatrzono przypadek pªyty o staªej grubo±ci,

tzn. H1 = H2 = H oraz trzy ró»ne g¦sto±ci siatki MRS. Uzyskane wyniki porównano

z rozwi¡zaniami zawartymi w dost¦pnej literaturze, wyznaczonymi analitycznie lub

przy zastosowaniu metody elementów brzegowych.

Tabela 10.1. Warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« krytycznych pªyty z rysunku 10.2, przy

zaªo»eniu staªej grubo±ci H, otrzymane dla trzech ró»nych dyskretyzacji siatk¡ MRS [106]

Wymiary Ñcr Rozw. anal. Rozw. MEB Rozwi¡zanie MRS

pªyty [2, 3] [9] 5× 5 10× 10 15× 15

lx = 2,0 m 1 39,478 39,635 38,197 39,155 39,334

ly = 2,0 m 2 61,685 62,200 56,287 60,283 61,057

H = 0,05 m 3 109,662 111,406 85,942 103,183 106,735

lx = 2,0 m 1 30,843 30,925 29,841 30,590 30,730

ly = 4,0 m 2 � � 69,272 76,405 77,811

H = 0,05 m 3 � � 78,977 86,495 87,953

W tabelach 10.2 oraz 10.3 zestawiono warto±ci obci¡»e« krytycznych otrzymane

dla pªyty o liniowo zmiennej grubo±ci, której przekrój pokazano na rysunku 10.2.

Przyj¦to, »e grubo±¢H1 ∈ {1,5H2, 2,0H2, 2,5H2}. Wyniki podano dla dwóch g¦sto±ci

siatki MRS, odpowiednio 10× 10 i 15× 15.

Na rysunkach 10.3�10.4 przedstawiono gra�cznie postacie utraty stateczno±ci

pªyty kwadratowej odpowiednio o staªej i zmiennej grubo±ci. Odpowiadaj¡ one ko-
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Tabela 10.2. Warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« krytycznych pªyty z rysunku 10.2, przy

zaªo»eniu liniowo zmiennej grubo±ci, otrzymane dla dyskretyzacji siatk¡ MRS 10×10 [106]

Wymiary Ñcr Rozwi¡zanie MRS � siatka 10× 10

pªyty H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2

lx = 2,0 m 1 68,505 96,267 121,377

ly = 2,0 m 2 115,187 184,326 259,781

H2 = 0,05 m 3 190,891 278,232 329,748

lx = 2,0 m 1 55,595 80,102 98,388

ly = 4,0 m 2 134,325 190,757 243,938

H2 = 0,05 m 3 159,726 246,386 341,425

Tabela 10.3. Warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« krytycznych pªyty z rysunku 10.2, przy

zaªo»eniu liniowo zmiennej grubo±ci, otrzymane dla dyskretyzacji siatk¡ MRS 15×15 [106]

Wymiary Ñcr Rozwi¡zanie MRS � siatka 15× 15

pªyty H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2

lx = 2,0 m 1 68,731 95,586 117,982

ly = 2,0 m 2 117,028 188,196 266,613

H2 = 0,05 m 3 198,906 287,518 342,649

lx = 2,0 m 1 55,472 77,154 87,623

ly = 4,0 m 2 136,587 192,621 243,264

H2 = 0,05 m 3 163,012 252,933 352,486

Rysunek 10.3. Trzy pierwsze postacie utraty stateczno±ci odpowiadaj¡ce obci¡»eniom kry-

tycznym zestawionym w tabeli 10.1 dla pªyty kwadratowej o staªej grubo±ci [106]
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Rysunek 10.4. Trzy pierwsze postacie utraty stateczno±ci odpowiadaj¡ce obci¡»eniom kry-

tycznym zestawionym w tabeli 10.3 dla pªyty kwadratowej o liniowo zmiennej grubo±ci przy

zaªo»eniu, »e H1 = 2,5H2 [106]

lejnym warto±ciom obci¡»e« krytycznych, zamieszczonym w tabelach 10.1 oraz 10.3.

Wykresy wygenerowano w ±rodowisku Octave przy u»yciu siatki MRS o g¦sto-

±ci 15× 15. W przypadku pªyty o zmiennej grubo±ci przyj¦to, »e H1 = 2,5H2.

Na podstawie wyników zestawionych w tabeli 10.1 mo»na stwierdzi¢, »e zadowa-

laj¡ce warto±ci obci¡»e« krytycznych i jednocze±nie najbli»sze wynikom analitycz-

nym, w przypadku pªyty o staªej grubo±ci, uzyskano dla siatki 15 × 15. Ró»nica

warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego w rozwi¡zaniu analitycznym i przy u»y-

ciu MRS nie przekracza wtedy 1%. W przypadku drugiego i trzeciego obci¡»enia

krytycznego ró»nica ta jest wi¦ksza i wynosi odpowiednio 1,02% oraz 2,67% dla

pªyty kwadratowej.

Analizuj¡c tabele 10.2�10.3, mo»na zauwa»y¢, »e zwi¦kszanie grubo±ci H1 pªyty

przy jednej z kraw¦dzi, wzgl¦dem ustalonej grubo±ci H2 na przeciwlegªej kraw¦dzi,

skutkuje wzrostem warto±ci obci¡»enia krytycznego. Ponadto z danych w tabelach

wynika, »e 1,5-krotny wzrost grubo±ci H1 pªyty w odniesieniu do grubo±ci H2 po-

woduje okoªo 1,8-krotne zwi¦kszenie warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego.

W przypadku 2- oraz 2,5-krotnego wzrostu grubo±ci pªyty zwi¦kszenie warto±ci

pierwszego obci¡»enia krytycznego jest odpowiednio 2,5- oraz 3-krotne w porów-

naniu z pªyt¡ o staªej grubo±ci. Mo»na równie» wyci¡gn¡¢ wniosek, »e wraz ze

wzrostem ró»nicy w grubo±ciach pªyty na przeciwlegªych kraw¦dziach ro±nie ró»nica

procentowa mi¦dzy warto±ciami pierwszego obci¡»enia krytycznego, otrzymanymi

przy u»yciu siatek 10 × 10 oraz 15 × 15. Dla pªyty kwadratowej ró»nica ta wynosi

0,33%�2,8%, a dla pªyty prostok¡tnej 0,22%�10,94%, przy czym wi¦ksze warto±ci
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w podanych przedziaªach dotycz¡ ilorazu H1/H2 = 2,5. W przypadku drugiego

i trzeciego obci¡»enia krytycznego ró»nice te nie s¡ tak znacz¡ce. Przykªadowo ró»-

nica procentowa mi¦dzy warto±ciami drugiego obci¡»enia krytycznego pªyty prosto-

k¡tnej, uzyskanymi przy u»yciu siatek 10 × 10 oraz 15 × 15, wynosi odpowiednio

1,68%, 0,98% oraz 0,28% dla H1 = 1,5H2, H1 = 2,0H2 oraz H1 = 2,5H2. Ponie-

wa» najwi¦ksze znaczenie praktyczne w analizie konstrukcji ma pierwsze obci¡»enie

krytyczne, nale»y zastosowa¢ g¦stsz¡ siatk¦ MRS, aby uzyska¢ wyra¹n¡ zbie»no±¢

wyników oraz wi¦ksz¡ ich dokªadno±¢ dla pªyt o geometrii charakteryzuj¡cej si¦ du»¡

warto±ci¡ ilorazu H1/H2.

Obserwuj¡c przebieg postaci utraty stateczno±ci na rysunkach 10.3 oraz 10.4,

mo»na zauwa»y¢ zaburzon¡ symetri¦ wykresów w przypadku pªyty o liniowo zmien-

nej grubo±ci. Jest to spowodowane tym, »e obszary wyst¦powania ekstremalnych

przemieszcze« pªyty ulegaj¡ przesuni¦ciu w kierunku miejsc o mniejszej sztywno±ci.

Przykªad 10.2. [106] Analiza stateczno±ci pªyty prostok¡tnej podpartej przegubowo

na obwodzie oraz obci¡»onej staªym obci¡»eniem normalnym dziaªaj¡cym w dwóch

kierunkach

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ o schemacie podparcia i obci¡»enia przedsta-

wionym na rysunku 10.5. Parametry materiaªowe pªyty przyj¦to identyczne jak

w przykªadzie 10.1.

Rysunek 10.5. Pªyta prostok¡tna analizowana w przykªadzie 10.2, podparta swobodnie na

obwodzie, ±ciskana lub rozci¡gana w dwóch kierunkach

W tabeli 10.4 zestawiono warto±ci obci¡»enia krytycznego Ñcr,x, wyra»onego

w notacji bezwymiarowej, odpowiadaj¡cego pierwszej postaci utraty stateczno±ci
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pªyty kwadratowej o dªugo±ci boku 2,0 m oraz staªej grubo±ci wynosz¡cej 0,05 m.

Wyniki podano dla trzech g¦sto±ci siatki MRS i porównano je z dost¦pnymi w li-

teraturze rozwi¡zaniami analitycznymi oraz otrzymanymi przy zastosowaniu MEB.

Obliczenia w przykªadzie przeprowadzono, bior¡c pod uwag¦ ró»ne warto±ci ilorazów

obci¡»e« Ny oraz Nx dziaªaj¡cych wzdªu» kierunków osi odpowiednio y oraz x. Przy-

j¦to, »e ilorazy te nale»¡ do zbioru Ny/Nx ∈ {−0,25, 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0}, przy
czym ujemna warto±¢ oznacza, »e obci¡»enie dziaªa wzdªu» kierunku x ±ciskaj¡co,

natomiast zgodnie z kierunkiem y rozci¡gaj¡co na pªyt¦.

Tabela 10.4. Warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty kwadratowej o staªej gru-

bo±ci H = 0,05 m, obci¡»onej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

u»yciu trzech g¦sto±ci siatki MRS [106]

Ny/Nx Rozw. anal. Rozw. MEB Rozwi¡zanie MRS

[3] [9] 5× 5 10× 10 15× 15

-0,25 52,638 52,826 50,929 52,206 52,446

0 39,478 39,620 38,197 39,155 39,334

0,25 31,708 31,696 30,557 31,324 31,467

0,5 26,424 26,424 25,464 26,103 26,223

0,75 22,649 22,640 21,827 22,374 22,477

1,0 19,818 19,810 19,098 19,577 19,667

W tabelach 10.5�10.6 zestawiono warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego

pªyty kwadratowej o boku dªugo±ci 2,0 m przy zaªo»eniu, »e charakteryzuje si¦ ona

liniowo zmienn¡ grubo±ci¡, zgodnie z rysunkiem 10.5, przy czym minimalna grubo±¢

H2 = 0,05 m, natomiast H1 ∈ {1,5H2, 2H2, 2,5H2}. Wyniki otrzymane przy u»yciu

MRS podano dla dwóch g¦sto±ci siatki, odpowiednio 10× 10 oraz 15× 15.

W tabelach 10.7�10.8 zamieszczono warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego

pªyty prostok¡tnej o wymiarach lx×ly = 2,0×4,0 m. Pªyta charakteryzuje si¦ liniowo

zmienn¡ grubo±ci¡, zgodnie z rysunkiem 10.5, przy czym H2 = 0,05 m, natomiast

H1 ∈ {H2, 1,5H2, 2H2, 2,5H2}. Obliczenia wykonano, stosuj¡c dwie g¦sto±ci siatki

MRS, odpowiednio 10× 10 oraz 15× 15.

Z danych w tabeli 10.4 wynika, »e warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego

pªyty kwadratowej o staªej grubo±ci ró»ni¡ si¦ nieznacznie w porównaniu z rozwi¡-

zaniem analitycznym lub otrzymanym przy zastosowaniu MEB. Dla siatki MRS

o g¦sto±ci 15 × 15, podobnie jak w przykªadzie 10.1, ró»nica mi¦dzy odpowiednimi

warto±ciami nie przekracza 1%.
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Tabela 10.5. Warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty kwadratowej o liniowo

zmiennej grubo±ci, obci¡»onej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

u»yciu siatki MRS o g¦sto±ci 10× 10 [106]

Ny/Nx Rozwi¡zanie MRS dla siatki 10× 10

H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2

-0,25 85,788 115,232 141,743

0 68,505 96,267 121,377

0,25 56,168 81,333 104,695

0,5 47,394 69,925 91,400

0,75 40,926 61,131 80,804

1,0 35,986 54,215 72,262

Tabela 10.6. Warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty kwadratowej o liniowo

zmiennej grubo±ci, obci¡»onej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

u»yciu siatki MRS o g¦sto±ci 15× 15 [106]

Ny/Nx Rozwi¡zanie MRS dla siatki 15× 15

H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2

-0,25 86,294 115,113 139,153

0 68,731 95,586 117,982

0,25 56,302 80,498 101,144

0,5 47,487 69,087 87,971

0,75 40,998 60,337 77,588

1,0 36,045 53,477 69,276

Tabela 10.7. Warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty prostok¡tnej o liniowo

zmiennej grubo±ci, obci¡»onej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

u»yciu siatki MRS o g¦sto±ci 10× 10 [106]

Ny/Nx Rozwi¡zanie MRS dla siatki 10× 10

H1 = H2 H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2

-0,25 32,629 59,182 84,980 104,062

0 30,590 55,595 80,102 98,388

0,25 28,790 52,414 75,740 93,279

0,5 27,191 49,574 71,818 88,659

0,75 25,760 47,024 68,274 84,462

1,0 24,472 44,721 65,058 80,637
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Tabela 10.8. Warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty prostok¡tnej o liniowo

zmiennej grubo±ci, obci¡»onej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

u»yciu siatki MRS o g¦sto±ci 15× 15 [106]

Ny/Nx Rozwi¡zanie MRS dla siatki 15× 15

H1 = H2 H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2

-0,25 32,779 59,055 81,879 92,753

0 30,730 55,472 77,154 87,623

0,25 28,922 52,295 72,932 83,016

0,5 27,315 49,460 69,140 78,859

0,75 25,878 46,914 65,717 75,090

1,0 24,584 44,616 62,611 71,658

Na podstawie wyników w tabelach 10.5�10.8 mo»na wyci¡gn¡¢ wniosek, »e przyj-

muj¡c H1/H2 = 1,5, iloraz uzyskanego obci¡»enia krytycznego do odpowiadaj¡cej

jego warto±ci w pªycie o staªej grubo±ci równej H2, przy rosn¡cym ilorazie Ny/Nx,

wynosi 1,64�1,84 i 1,81�1,83 dla pªyty odpowiednio kwadratowej i prostok¡tnej.

W przypadku H1/H2 = 2,0 relacje te wynosz¡ odpowiednio 2,72�3,7 i 2,6�2,66,

natomiast przy zaªo»eniu H1/H2 = 2,5 przedziaªy przyjmuj¡ warto±ci 3,13�4,53

i 3,19�3,3. Zatem dla pªyty prostok¡tnej o zmiennej grubo±ci iloraz Ny/Nx w mniej-

szym stopniu wpªywa na wzrost warto±ci obci¡»enia krytycznego wzgl¦dem odpo-

wiadaj¡cej pªyty o staªej grubo±ci.

Procentowa ró»nica mi¦dzy warto±ciami pierwszego obci¡»enia krytycznego, uzy-

skanymi dla pªyty kwadratowej o zmiennej grubo±ci oraz siatek 10 × 10 i 15 × 15,

wzrasta wraz ze wzrostem ilorazu Ny/Nx przy H1/H2 = 2,0 oraz H1/H2 = 2,5

i wynosi odpowiednio od 0,1% do 1,36% oraz od 1,83% do 4,13%. Dla H1/H2 = 1,5

ró»nica ta maleje od 0,59% do 0,16% wraz ze wzrostem Ny/Nx. Z kolei w pªy-

cie prostok¡tnej ró»nice procentowe mi¦dzy warto±ciami obci¡»enia krytycznego dla

siatek 10×10 oraz 15×15 s¡ wi¦ksze w porównaniu z pªyt¡ kwadratow¡ w przypadku

H1/H2 = 2,0 oraz H1/H2 = 2,5 i wynosz¡ odpowiednio od 3,65% do 3,76% oraz

od 10,87% do 11,14%. Dla H1/H2 = 1,5 ró»nice te s¡ niewielkie, równe okoªo 0,2%.

Mo»na wi¦c wyci¡gn¡¢ wniosek, »e zarówno dla pªyty kwadratowej, jak i prostok¡t-

nej, przy H1/H2 ∈ {2,0, 2,5}, nale»aªoby wykona¢ obliczenia obci¡»enia krytycz-

nego, przyjmuj¡c g¦stsz¡ siatk¦ MRS, w celu uzyskania wi¦kszej zbie»no±ci i tym

samym dokªadniejszych wyników ko«cowych. Kryterium zbie»no±ci ustalono jako

ró»nic¦ procentow¡ mi¦dzy wynikami dla kolejnych siatek nie przekraczaj¡c¡ 1%.

We wszystkich zamieszczonych w niniejszym przykªadzie tabelach mo»na zauwa-
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»y¢, »e wraz ze wzrostem ilorazu Ny/Nx malej¡ warto±ci obci¡»enia krytycznego.

Spadki procentowe tych warto±ci mi¦dzy Ny/Nx = −0, 25 i Ny/Nx = 1, 0 wynosz¡

62,5% i 25% odpowiednio dla pªyty kwadratowej i prostok¡tnej o staªej grubo±ci,

przy u»yciu siatki MRS o g¦sto±ci 15 × 15. Przyjmuj¡c H1/H2 = 2,5 oraz t¡ sa-

m¡ siatk¦ MRS, obci¡»enie krytyczne obliczone dla ilorazu Ny/Nx = 1, 0 ulegªo

zmniejszeniu o 50,2% i 22,7%, odpowiednio dla pªyty kwadratowej i prostok¡tnej,

w porównaniu z przypadkiem Ny/Nx = −0, 25.

Przykªad 10.3. [106] Analiza stateczno±ci pªyty prostok¡tnej podpartej przegubowo

lub utwierdzonej na obwodzie oraz obci¡»onej staªym obci¡»eniem stycznym

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ o dwóch schematach podparcia na obwodzie,

poddan¡ dziaªaniu obci¡»enia stycznego Nxy zgodnie z rysunkiem 10.6. Parametry

materiaªowe pªyty przyj¦to identyczne jak w dwóch poprzednich przykªadach.

Rysunek 10.6. Pªyta prostok¡tna podparta swobodnie (a) lub utwierdzona na obwo-

dzie (b), obci¡»ona stycznie do kraw¦dzi, stanowi¡ca przedmiot analizy w przykªadzie 10.3

W tabeli 10.9 zestawiono warto±ci obci¡»enia krytycznego Ñcr,xy, wyra»onego

w notacji bezwymiarowej, odpowiadaj¡cego pierwszej postaci utraty stateczno±ci

pªyty o staªej grubo±ci wynosz¡cej 0,05 m. Wzi¦to pod uwag¦ pªyt¦ kwadratow¡

o dªugo±ci boku 2,0 m oraz pªyt¦ prostok¡tn¡ o bokach dªugo±ci 2,0 m i 4,0 m. Wyniki

podano dla trzech g¦sto±ci siatki MRS i porównano je z dost¦pnymi w literaturze

rozwi¡zaniami analitycznymi oraz otrzymanymi przy zastosowaniu MEB.

W tabelach 10.10�10.11 zestawiono warto±ci obci¡»enia krytycznego analogicz-

ne do tych z tabeli 10.9 z t¡ ró»nic¡, »e pªyta charakteryzuje si¦ liniowo zmienn¡

grubo±ci¡, zgodnie z rysunkiem 10.6, przy czym minimalna grubo±¢ H2 = 0,05 m,

natomiast H1 ∈ {1,5H2, 2H2, 2,5H2, 3H2}. Obliczenia wykonano przy u»yciu MRS,

stosuj¡c siatki o g¦sto±ciach wynosz¡cych 10× 10 oraz 15× 15.
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Tabela 10.9. Warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty o staªej grubo±ci 0,05 m,

obci¡»onej jak na rysunku 10.6, otrzymane dla trzech g¦sto±ci siatki MRS [106]

Wymiary Podparcie Rozw. anal. Rozw. MEB Rozwi¡zanie MRS

pªyty wg rys. 10.6 [3] [9] 10× 10 15× 15 20× 20

lx = 2,0 m a) 92,182 93,009 96,945 94,127 93,192

ly = 2,0 m b) 145,182 146,833 147,220 145,250 144,820

lx = 4,0 m a) 130,279 131,683 137,260 132,650 131,120

ly = 2,0 m b) 204,103 208,200 215,04 207,260 204,920

Tabela 10.10. Warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty o liniowo zmiennej gru-

bo±ci, obci¡»onej jak na rysunku 10.6, otrzymane przy u»yciu siatki MRS 10× 10 [106]

Wymiary Podparcie Rozwi¡zanie MRS dla siatki 10× 10 oraz H2 = 0,05 m

pªyty wg rys. 10.6 H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2 H1 = 3,0H2

lx = 2,0 m a) 178,794 275,228 381,828 494,663

ly = 2,0 m b) 269,557 411,319 567,616 734,659

lx = 4,0 m a) 237,126 340,711 451,021 568,533

ly = 2,0 m b) 370,971 525,500 687,963 860,612

Tabela 10.11. Warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty o liniowo zmiennej gru-

bo±ci, obci¡»onej jak na rysunku 10.6, otrzymane przy u»yciu siatki MRS 15× 15 [106]

Wymiary Podparcie Rozwi¡zanie MRS dla siatki 15× 15 oraz H2 = 0,05 m

pªyty wg rys. 10.6 H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2 H1 = 3,0H2

lx = 2,0 m a) 173,122 264,098 360,965 457,629

ly = 2,0 m b) 266,355 407,299 563,015 729,446

lx = 4,0 m a) 225,909 319,572 415,975 514,998

ly = 2,0 m b) 354,487 495,568 638,869 786,726

Na podstawie danych z tabeli 10.9 mo»na stwierdzi¢, »e przy u»yciu siatki MRS

o g¦sto±ci 15×15 otrzymane warto±ci obci¡»enia krytycznego ró»ni¡ si¦ w porówna-

niu z rozwi¡zaniem analitycznym dla pªyty kwadratowej i prostok¡tnej odpowiednio

o 2,11% i 1,82% w przypadku swobodnego podparcia oraz o 0,05% i 1,55% w sytuacji

utwierdzenia pªyt na obwodzie. Stosuj¡c siatk¦ 20 × 20, otrzymuje si¦ analogiczne

ró»nice wynosz¡ce odpowiednio 1,1% i 0,65% oraz 0,25% i 0,4%. Zatem najdokªad-

niejsze warto±ci obci¡»enia krytycznego uzyskano przy u»yciu siatki 20×20, w przy-

padku gdy rozwa»ana pªyta o staªej grubo±ci jest utwierdzona na obwodzie. Ró»nica

procentowa w odniesieniu do rozwi¡zania analitycznego nie przekracza wówczas 1%.
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Na podstawie wyników w tabelach 10.10�10.11 mo»na stwierdzi¢, »e iloraz ob-

ci¡»enia krytycznego obliczonego dla H1/H2 = 1,5 przez odpowiedni¡ jego warto±¢

w przypadku pªyty o staªej grubo±ci równej H2 wynosi 1,71�1,84. Przyjmuj¡c kolej-

no: H1/H2 = 2,0, H1/H2 = 2,5 oraz H1/H2 = 3,0, ilorazy te wynosz¡ odpowiednio:

2,39�2,84, 3,08�3,94 oraz 3,8�5,10. Wi¦ksze warto±ci zawarte w podanych przedzia-

ªach dotycz¡ pªyt kwadratowych.

Z danych w tabelach 10.10�10.11 mo»na odczyta¢ ponadto, »e ró»nica procento-

wa wyników uzyskanych przy u»yciu siatki 15 × 15 w porównaniu z siatk¡ 10 × 10

wynosi dla: H1/H2 = 1,5, H1/H2 = 2,0, H1/H2 = 2,5 oraz H1/H2 = 3,0 odpo-

wiednio: 3,17%�4,44%, 4,04%�5,70%, 5,46%�7,14% oraz 7,49%�8,59%, przy czym

wi¦ksze warto±ci w przedziaªach dotycz¡ pªyty prostok¡tnej. Z podanych ró»nic

procentowych wynika, »e warto±ci obci¡»enia krytycznego nale»y obliczy¢ dla g¦st-

szych siatek MRS w celu zaobserowania wyra¹nej zbie»no±ci uzyskiwanych rozwi¡-

za«. Przyj¦to kryterium, zgodnie z którym ró»nice procentowe mi¦dzy warto±ciami

otrzymanymi dla kolejnych siatek MRS nie powinny przekroczy¢ 1%.

Podsumowuj¡c dane zestawione we wszystkich zamieszczonych w niniejszym

przykªadzie tabelach, mo»na zaobserwowa¢, »e najwi¦ksze warto±ci pierwszego ob-

ci¡»enia krytycznego otrzymano dla pªyty prostok¡tnej utwierdzonej na obwodzie,

a najmniejsze w przypadku pªyty kwadratowej podpartej swobodnie.

Przykªad 10.4. [106] Analiza stateczno±ci pªyty prostok¡tnej podpartej przegubowo

na obwodzie oraz obci¡»onej liniowo zmiennym obci¡»eniem normalnym

W przykªadzie rozpatrzono pªyt¦ swobodnie podpart¡ na obwodzie o dwóch

schematach obci¡»enia normalnego, przedstawionych na rysunku 10.7. Parametry

materiaªowe pªyty przyj¦to identyczne jak we wcze±niej rozwa»anych przykªadach

niniejszego podrozdziaªu. Obci¡»enie przedstawione na rysunku 10.7a) dziaªa ±ciska-

j¡co na pªyt¦, rozªo»one jest wzdªu» jej kraw¦dzi o dªugo±ci ly oraz opisane jedn¡

funkcj¡ liniow¡. Obci¡»enie pokazane na rysunku 10.7b) rozªo»one jest wzdªu» tych

samych kraw¦dzi oraz okre±lone przy pomocy dwóch funkcji liniowych, przy czym

na poªowie kraw¦dzi dziaªa ono ±ciskaj¡co, a w pozostaªej jej cz¦±ci rozci¡gaj¡co na

pªyt¦.

Wykonuj¡c analiz¦ stateczno±ci pªyty o zmiennym obci¡»eniu normalnym, nale-

»y wprowadzi¢ mody�kacj¦ do macierzy ∆G wyst¦puj¡cej w uogólnionym problemie

wªasnym opisanym wzorem (10.17). Mody�kacja ta wynika ze zmiennych warto-

±ci obci¡»enia w poszczególnych w¦zªach siatki MRS zde�niowanej na powierzchni

pªyty. Warto±¢ obci¡»enia zmienia si¦ wraz ze zmian¡ wspóªrz¦dnej y. Na rysun-
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Rysunek 10.7. Pªyta prostok¡tna podparta swobodnie na obwodzie, poddana dziaªaniu

zmiennego obci¡»enia normalnego Nx w dwóch wariantach, analizowana w przykªadzie 10.4

ku 10.8 przedstawiono podziaª boku pªyty wzdªu» kierunku y w wyniku naªo»enia

siatki MRS o wymiarach m × n. Ponadto pokazano odpowiadaj¡cy podziaª ob-

ci¡»enia dla ka»dego z dwóch wariantów z rysunku 10.7. W przypadku dyskrety-

zacji pªyty zgodnie z rysunkiem 10.8b) nale»y przyj¡¢, »e n jest liczb¡ parzyst¡.

Z przedstawionych schematów obci¡»enia pªyty wynika, »e w macierzach ∆
(x)
G , ∆

(y)
G

oraz ∆
(xy)
G skªadaj¡cych si¦ na macierz ∆G, maj¡cych struktury blokowe wyra»o-

ne wzorami (10.9)�(10.16), nale»y przemno»y¢ elementy macierzy-bloków w j-tym

wierszu (j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1) przez nast¦puj¡ce warto±ci:

• dla obci¡»enia z rysunku 10.8a) � przez warto±¢ (j − 1)/n,

• dla obci¡»enia z rysunku 10.8b) � przez warto±¢ (j − 0,5n− 1)/(0,5n).

W tabelach 10.12�10.13 zestawiono warto±ci obci¡»enia krytycznego Ñcr,x odpo-

wiadaj¡cego trzem pierwszym postaciom utraty stateczno±ci, wyra»onego w notacji

bezwymiarowej, dla pªyt odpowiednio kwadratowej o dªugo±ci boku 2,0 m oraz pro-

stok¡tnej o dªugo±ci boków lx×ly = 3, 0×2, 0 m. Przyj¦to grubo±¢ pªyt równ¡ 0,05 m.

Wyniki uzyskane na podstawie MRS podano dla trzech ró»nych siatek i porówna-
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Rysunek 10.8. Schemat obliczeniowy pªyty prostok¡tnej poddanej dziaªaniu liniowo zmien-

nego obci¡»enia normalnego Nx w dwóch wariantach przedstawionych na rysunku 10.7

no je z dost¦pnymi w literaturze rozwi¡zaniami analitycznymi oraz otrzymanymi

przy zastosowaniu MEB. W tabeli 10.12 rozpatrzono obci¡»enie pªyty wedªug ry-

sunku 10.7a), natomiast w tabeli 10.13 zgodnie z rysunkiem 10.7b).

W tabelach 10.14�10.17 przedstawiono warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« kry-

tycznych, otrzymane dla pªyty o liniowo zmiennej grubo±ci, której przekrój pokazano

na rysunku 10.7. Obci¡»enie przyj¦to wedªug wariantu a) w tabelach 10.14�10.15

oraz zgodnie z wariantem b) w tabelach 10.16�10.17. Zaªo»ono grubo±¢ H2 =0,05 m

oraz H1 ∈ {1,5H2, 2,0H2, 2,5H2, 3,0H2}. Wyniki podano dla dwóch g¦sto±ci siatki

MRS, odpowiednio 10× 10 i 15× 15 w tabelach 10.14�10.15 oraz 10× 10 i 16× 16

w tabelach 10.16�10.17.

Z danych w tabeli 10.12 wynika, »e w przypadku liniowo zmiennego obci¡»eniaNx

o staªym znaku, dziaªaj¡cego na pªyt¦ kwadratow¡ o staªej grubo±ci, ró»nice procen-

towe mi¦dzy warto±ci¡ pierwszego obci¡»enia krytycznego otrzyman¡ przy pomocy

MRS a rozwi¡zaniem analitycznym wynosz¡: 3,4%, 0,75% i 0,25%, odpowiednio dla
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Tabela 10.12. Warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« krytycznych pªyty o staªej grubo±ci,

obci¡»onej zgodnie z rysunkiem 10.7a), otrzymane dla trzech g¦sto±ci siatki MRS

Wymiary Ñcr Rozw. anal. Rozw. MEB Rozwi¡zanie MRS

pªyty [2, 3] [9] 5× 5 10× 10 15× 15

lx = 2,0 m 1 76,983 77,386 74,267 76,386 76,783

ly = 2,0 m 2 � 115,735 104,312 112,019 113,524

H2 = 0,05 m 3 � 194,371 151,560 180,320 186,257

lx = 3,0 m 1 124,357 124,521 116,460 121,940 123,010

ly = 2,0 m 2 � � 132,080 135,710 136,390

H2 = 0,05 m 3 � � 144,100 164,400 168,630

Tabela 10.13. Warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« krytycznych pªyty o staªej grubo±ci,

obci¡»onej zgodnie z rysunkiem 10.7b), otrzymane dla trzech g¦sto±ci siatki MRS [106]

Wymiary Ñcr Rozw. anal. Rozw. MEB Rozwi¡zanie MRS

pªyty [2, 3] [9] 6× 6 10× 10 16× 16

lx = 2,0 m 1 252,662 254,801 229,890 243,600 248,650

ly = 2,0 m 2 � 269,193 246,110 259,540 264,410

H2 = 0,05 m 3 � 340,384 285,230 314,850 326,200

lx = 3,0 m 1 356,786 359,733 331,570 347,380 353,170

ly = 2,0 m 2 � � 337,641 362,295 371,679

H2 = 0,05 m 3 � � 370,347 419,396 439,074

Tabela 10.14. Warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« krytycznych pªyty o liniowo zmiennej

grubo±ci, obci¡»onej zgodnie z rysunkiem 10.7a), otrzymane przy u»yciu siatki MRS 10×10

Wymiary Ñcr Rozwi¡zanie MRS � siatka 10× 10

pªyty H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2 H1 = 3,0H2

lx = 2,0 m 1 132,425 184,234 230,908 271,063

ly = 2,0 m 2 213,102 334,199 456,427 572,081

H2 = 0,05 m 3 330,188 503,047 682,300 831,988

lx = 3,0 m 1 181,328 231,689 278,866 322,662

ly = 2,0 m 2 269,947 390,773 506,907 624,420

H2 = 0,05 m 3 324,074 529,272 737,979 965,493

siatek: 5×5, 10×10 i 15×15. W przypadku pªyty prostok¡tnej analogiczne ró»nice s¡

równe: 6,35%, 1,94% i 1,08%. Mo»na zatem stwierdzi¢, »e zadowalaj¡c¡ dokªadno±¢

pierwszego obci¡»enia krytycznego uzyskano przy u»yciu siatek 10× 10 oraz 15× 15
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Tabela 10.15. Warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« krytycznych pªyty o liniowo zmiennej

grubo±ci, obci¡»onej zgodnie z rysunkiem 10.7a), otrzymane przy u»yciu siatki MRS 15×15

Wymiary Ñcr Rozwi¡zanie MRS � siatka 15× 15

pªyty H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2 H1 = 3,0H2

lx = 2,0 m 1 133,019 183,444 225,662 256,558

ly = 2,0 m 2 216,683 341,850 469,498 588,920

H2 = 0,05 m 3 343,659 529,321 714,029 867,681

lx = 3,0 m 1 183,464 234,959 282,294 324,288

ly = 2,0 m 2 275,468 406,224 530,824 649,202

H2 = 0,05 m 3 332,890 555,507 771,025 970,506

Tabela 10.16. Warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« krytycznych pªyty o liniowo zmiennej

grubo±ci, obci¡»onej zgodnie z rysunkiem 10.7b), otrzymane przy u»yciu siatki MRS 10×10

Wymiary Ñcr Rozwi¡zanie MRS � siatka 10× 10

pªyty H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2 H1 = 3,0H2

lx = 2,0 m 1 356,822 451,530 540,705 622,997

ly = 2,0 m 2 510,940 725,508 930,977 1140,952

H2 = 0,05 m 3 616,705 972,349 1343,347 1769,970

lx = 3,0 m 1 475,490 571,600 661,893 749,692

ly = 2,0 m 2 634,626 845,837 1067,032 1311,396

H2 = 0,05 m 3 763,057 1110,739 1529,413 2033,606

Tabela 10.17. Warto±ci trzech pierwszych obci¡»e« krytycznych pªyty o liniowo zmiennej

grubo±ci, obci¡»onej zgodnie z rysunkiem 10.7b), otrzymane przy u»yciu siatki MRS 16×16

Wymiary Ñcr Rozwi¡zanie MRS � siatka 16× 16

pªyty H1 = 1,5H2 H1 = 2,0H2 H1 = 2,5H2 H1 = 3,0H2

lx = 2,0 m 1 364,463 463,849 554,657 633,851

ly = 2,0 m 2 528,820 765,167 986,202 1192,906

H2 = 0,05 m 3 642,443 1040,035 1416,934 1779,426

lx = 3,0 m 1 489,469 592,692 687,517 775,426

ly = 2,0 m 2 667,448 901,182 1116,439 1322,201

H2 = 0,05 m 3 819,499 1177,892 1518,804 1871,232

dla pªyty odpowiednio kwadratowej i prostok¡tnej. Przyj¦to kryterium dokªadno±ci

okoªo 1%.

Na podstawie analizy danych w tabeli 10.13 mo»na stwierdzi¢, »e w przypadku
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pªyty kwadratowej o staªej grubo±ci, obci¡»onej liniowo zmiennym obci¡»eniem Nx

o ró»nych znakach, ró»nice procentowe mi¦dzy warto±ci¡ pierwszego obci¡»enia kry-

tycznego uzyskan¡ przy zastosowaniu MRS a rozwi¡zaniem analitycznym wynosz¡:

9,01%, 3,59% i 1,59%, odpowiednio dla siatek: 5× 5, 10× 10 i 16× 16. Analogiczne

ró»nice dotycz¡ce pªyty prostok¡tnej przyjmuj¡ warto±ci: 7,07%, 2,64% i 1,01%. Za-

tem w celu uzyskania zadowalaj¡cej dokªadno±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego,

przy zaªo»eniu kryterium okoªo 1%, obliczenia dla pªyty kwadratowej nale»aªoby

przeprowadzi¢, stosuj¡c g¦stsz¡ siatk¦ MRS, np. 18× 18 lub 20× 20. W przypadku

pªyty prostok¡tnej mo»na przyj¡¢ siatk¦ MRS 16× 16 jako wystarczaj¡c¡.

Z warto±ci zestawionych w tabeli 10.15 wynika, »e w przypadku liniowo zmienne-

go obci¡»enia Nx o staªym znaku, przyjmuj¡c H1/H2 = 1,5, iloraz pierwszego obci¡-

»enia krytycznego pªyty o zmiennej oraz staªej grubo±ci równejH2 wynosi 1,49 i 1,73,

odpowiednio dla pªyty prostok¡tnej i kwadratowej, przy u»yciu siatki MRS 15× 15.

Dla H1/H2 = 2,0, H1/H2 = 2,5 oraz H1/H2 = 3,0 ilorazy te wynosz¡ odpowiednio:

1,91 i 2,39, 2,29 i 2,94 oraz 2,64 i 3,34. Mo»na wi¦c wyci¡gn¡¢ wniosek, »e krotno±¢

wzrostu pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty o zmiennej grubo±ci wzgl¦dem

warto±ci tego obci¡»enia dla odpowiadaj¡cej pªyty o staªej grubo±ci jest mniejsza

od ilorazu H1/H2 w przypadku pªyty prostok¡tnej oraz wi¦ksza od niego dla pªyty

kwadratowej.

Z danych w tabelach 10.14�10.15 mo»na odczyta¢, »e ró»nica procentowa wyni-

ków uzyskanych przy zastosowaniu siatki 15×15 w odniesieniu do siatki 10×10 wy-

nosi dla ilorazów: H1/H2 = 1,5, H1/H2 = 2,0, H1/H2 = 2,5 oraz H1/H2 = 3,0 odpo-

wiednio: 0,45%�4,08%, 0,43%�5,22%, 2,27%�4,65% oraz 2,94%�5,35% w przypadku

pªyty kwadratowej. W podanych przedziaªach procentowych wi¦ksze warto±ci ró»nic

dotycz¡ pierwszego obci¡»enia krytycznego dla H1/H2 = 3,0 oraz trzeciego obci¡»e-

nia krytycznego dla pozostaªych ilorazów H1/H2. W przypadku pªyty prostok¡tnej

analogiczne ró»nice procentowe mi¦dzy wynikami otrzymanymi przy u»yciu siatek

10×10 i 15×15 wynosz¡ dla kolejnych ilorazów H1/H2 odpowiednio: 1,18%�2,72%,

1,41%�4,96%, 1,23%�4,47% oraz 0,50%�3,97%. W podanych przedziaªach wi¦ksze

warto±ci ró»nic dotycz¡ drugiego obci¡»enia krytycznego dla ilorazów H1/H2 = 2,5

i H1/H2 = 3,0 oraz trzeciego obci¡»enia krytycznego w przypadku pozostaªych re-

lacji H1/H2. Z przedstawionych ró»nic procentowych wynika, »e warto±ci obci¡»e«

krytycznych nale»y obliczy¢, przyjmuj¡c g¦stsze siatki MRS, w celu zaobserowania

wyra¹nej zbie»no±ci uzyskiwanych wyników. Mo»na przyj¡¢, »e zbie»no±¢ ta rozpo-

czyna si¦ od siatki MRS, dla której otrzymane warto±ci obci¡»e« krytycznych nie
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ró»ni¡ si¦ wi¦cej ni» o 1% w porównaniu z najbli»sz¡ przyj¦t¡ siatk¡ o mniejszej

g¦sto±ci.

Na podstawie wyników zamieszczonych w tabeli 10.17 mo»na wyci¡gn¡¢ wnio-

sek, »e w przypadku liniowo zmiennego obci¡»enia Nx o ró»nych znakach, zakªadaj¡c

H1/H2 = 1,5, iloraz pierwszego obci¡»enia krytycznego pªyty o zmiennej grubo±ci

do warto±ci tego obci¡»enia dla odpowiadaj¡cej pªyty o staªej grubo±ci równej H2

wynosi 1,39 i 1,47, odpowiednio dla pªyty prostok¡tnej i kwadratowej, przyjmuj¡c

siatk¦ 16 × 16. Dla H1/H2 = 2,0, H1/H2 = 2,5 oraz H1/H2 = 3,0 ilorazy te wy-

nosz¡ odpowiednio: 1,68 i 1,87, 1,95 i 2,23 oraz 2,20 i 2,55. Przedstawione warto±ci

s¡ mniejsze od odpowiadaj¡cych im w pªycie z obci¡»eniem o staªym znaku i nie

przekraczaj¡ odpowiednich relacji H1/H2.

Z danych zawartych w tabelach 10.16�10.17 wynika, »e ró»nica procentowa warto-

±ci obci¡»enia krytycznego uzyskanych przy u»yciu siatek MRS 15× 15 oraz 10× 10

wynosi dla H1/H2 = 1,5, H1/H2 = 2,0, H1/H2 = 2,5 oraz H1/H2 = 3,0 odpo-

wiednio: 2,14%�4,17%, 2,73%-6,96%, 2,58%�5,48% oraz 0,53%�1,74% w przypadku

pªyty kwadratowej. W podanych przedziaªach procentowych wi¦ksze warto±ci ró»nic

dotycz¡ drugiego obci¡»enia krytycznego dla H1/H2 = 2,5 i H1/H2 = 3,0 oraz trze-

ciego obci¡»enia krytycznego w pozostaªych wariantach H1/H2. W przypadku pªyty

prostok¡tnej analogiczne ró»nice procentowe mi¦dzy wynikami otrzymanymi przy

zastosowaniu siatek 10× 10 i 15× 15 wynosz¡ dla kolejnych ilorazów H1/H2 odpo-

wiednio: 2,94%�7,40%, 3,69%�6,54%, 0,69%�4,63% oraz 0,82%�7,98%. W podanych

przedziaªach procentowych wi¦ksze warto±ci ró»nic dotycz¡ drugiego obci¡»enia kry-

tycznego dla H1/H2 = 2,0 i H1/H2 = 2,5 oraz trzeciego obci¡»enia krytycznego przy

zaªo»eniu pozostaªych ilorazów H1/H2. Z podanych ró»nic procentowych wynika, »e

warto±ci obci¡»e« krytycznych nale»y obliczy¢ dla g¦stszych siatek MRS, stosuj¡c

kryterium zbie»no±ci okre±lone podczas interpretacji wyników zawartych w tabe-

lach 10.14�10.15.

Porównuj¡c ze sob¡ wyniki w tabelach 10.14�10.15 oraz 10.16�10.17, mo»na

stwierdzi¢, »e wi¦ksze warto±ci obci¡»e« krytycznych otrzymano dla pªyty, na któr¡

naªo»ono liniowo zmienne obci¡»enie o ró»nych znakach, zgodnie z rysunkiem 10.7b).

Uzyskane w tym przypadku warto±ci pierwszego i drugiego obci¡»enia krytycznego

wzrosªy ponad 2-krotnie w odniesieniu do pªyty z obci¡»eniem o staªym znaku we-

dªug rysunku 10.7a).





11. Podsumowanie i wnioski ko«cowe

Niniejsz¡ dysertacj¦ po±wi¦cono szeroko rozumianej analizie d¹wigarów powierzch-

niowych � pªyt cienkich � z uwzgl¦dnieniem ortotropii materiaªowej, obecno±ci o±rod-

ka zewn¦trznego w postaci pªynu oraz dodatkowych wi¦zów lepkospr¦»ystych. Gªów-

ny element pracy stanowiªa analiza dynamiki pªyt zanurzonych w pªynie lub posa-

dowionych na podporach lepkospr¦»ystych, w uj¦ciu deterministycznym i losowym.

Zaprezentowan¡ na pocz¡tku dysertacji analiz¦ statyki nale»y traktowa¢ jako roz-

dziaª wprowadzaj¡cy w gªówny nurt poznawczy, a zadania stateczno±ci pocz¡tkowej

pªyt w uj¦ciu metody ró»nic sko«czonych, przedstawione na ko«cu pracy, stanowi¡

jego naturalne, krótkie uzupeªnienie.

W ni»ej przedstawionych podrozdziaªach zestawiono najwa»niejsze wnioski z ba-

da« przeprowadzonych w dysertacji, które podzielono na cztery kategorie [116]. Do-

konano skróconej analizy uzyskanych wyników w celu udzielenia odpowiedzi na sfor-

muªowane pytania badawcze oraz oceny poprawno±ci postawionych hipotez (wnioski

poznawcze, merytoryczne). Nast¦pnie, w ramach wniosków metodycznych, oceniono

prac¦ ze wzgl¦du na poprawno±¢ przyj¦tej metodyki badawczej. W podrozdziale po-

±wi¦conym wnioskom aplikacyjnym przedstawiono mo»liwo±ci i zakres wykorzystania

wyników pracy w praktyce in»ynierskiej oraz naukowej. Ostatnia grupa wniosków,

tzn. wnioski prognostyczne, zawiera wskazanie kierunków dalszych bada« nad pro-

blemami zwi¡zanymi z tematyk¡ dysertacji.

11.1. Wnioski poznawcze

W niniejszej rozprawie doktorskiej przeprowadzono analizy pozwalaj¡ce udzieli¢

odpowiedzi na postawione w rozdziale 2 pytania badawcze. Odnosz¡c si¦ do sformu-

ªowanych pyta«, skªadaj¡cych si¦ na gªówny problem badawczy, mo»na wyci¡gn¡¢

ni»ej zapisane wnioski:

1. Wpªyw czynników, takich jak umieszczenie pªyty w pªynnym o±rodku zewn¦trz-

nym, wyposa»enie jej w lepkospr¦»yste tªumiki drga« oraz anizotropowa struk-

tura, na warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych, przedstawia si¦ nast¦puj¡co:

a) Umieszczenie pªyty w o±rodku wodnym spowodowaªo zmniejszenie warto±ci

jej cz¦sto±ci drga« wªasnych w porównaniu z pªyt¡ znajduj¡c¡ si¦ w pró»ni.

Wielko±¢ tego spadku zale»y od:



296 11. Podsumowanie i wnioski ko«cowe

• sposobu podparcia pªyty � w sytuacji swobodnego podparcia na obwodzie

otrzymano wi¦kszy spadek w porównaniu z podparciem typu wsporniko-

wego,

• postaci funkcji sztywno±ci pªyty � w przypadku liniowo zmiennej grubo±ci

analizowany spadek warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty wspornikowej

zmniejsza si¦ wraz ze wzrostem jej grubo±ci przy utwierdzonej kraw¦dzi,

• materiaªu pªyty � w przypadku materiaªu ortotropowego otrzymano znacz-

ny spadek cz¦sto±ci drga« wªasnych pªyty, w wyniku zanurzenia jej w pªy-

nie, w porównaniu z analizowan¡ pªyt¡ o identycznych wymiarach, wyko-

nan¡ z materiaªu izotropowego,

• gª¦boko±ci zanurzenia pªyty w wodzie � spadek warto±ci cz¦sto±ci drga«

wªasnych zwi¦ksza si¦ wraz ze wzrostem tej gª¦boko±ci.

Masa doª¡czona, uwzgl¦dniaj¡ca obecno±¢ pªynu, ma zatem znaczny wpªyw

na charakterystyki dynamiczne pªyty.

b) Wyposa»enie pªyty w lepkospr¦»yste tªumiki drga« zaskutkowaªo zwi¦ksze-

niem warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych powstaªego ukªadu w porównaniu

z pªyt¡ nie posiadaj¡c¡ tªumików. Wielko±¢ tego wzrostu zale»y od:

• liczby tªumików zamocowanych do pªyty � im wi¦ksza jest ta liczba, tym

wi¦ksze s¡ warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyta�tªumiki,

• warto±ci parametrów charakteryzuj¡cych tªumiki zamocowane do pªyty,

• temperatury otoczenia tªumików � wzrost warto±ci cz¦sto±ci drga« wªa-

snych ukªadu pªyta�tªumiki zmniejsza si¦ wraz ze wzrostem temperatury

otoczenia w porównaniu z temperatur¡ referencyjn¡.

Jako przyczyn¦ wzrostu cz¦sto±ci drga« mo»na wskaza¢ zwi¦kszenie sztyw-

no±ci ukªadu z powodu wyst¦powania elementów spr¦»ystych w tªumikach.

c) Materiaª, z którego wykonano analizowan¡ pªyt¦ ma wpªyw na warto±ci jej

cz¦sto±ci drga« wªasnych. W pracy badano efekty zmiany materiaªu z izotro-

powego (stal) na ortotropowy (bor�»ywica epoksydowa) dla pªyty swobodnie

podpartej. Odnotowano nast¦puj¡ce obserwacje:

• W przypadku umieszczenia obu badanych pªyt w pró»ni stwierdzono, »e

zmiana materiaªu z izo- na ortotropowy spowodowaªa wzrost warto±ci

pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych o 12% oraz spadek drugiej i trzeciej

cz¦sto±ci odpowiednio o 25% i 35% (przykªad 4.4).

• W sytuacji caªkowitego zanurzenia badanych pªyt w wodzie wykazano,

»e wskutek rozwa»anej zmiany materiaªu nast¡piª spadek warto±ci trzech
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pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych odpowiednio o 42%, 61% oraz 55%

(przykªad 5.4).

Zmiana materiaªu badanego elementu pªytowego mo»e zatem spowodowa¢

zarówno zmniejszenie, jak i zwi¦kszenie warto±ci wybranej cz¦sto±ci drga«

wªasnych.

2. Na podstawie przykªadów zamieszczonych w rozdziaªach 3�6, gdzie te same za-

gadnienia analizowano przy zastosowaniu ró»nych metod numerycznych spo±ród

MES, MRS oraz MEB, mo»na odnotowa¢ nast¦puj¡ce spostrze»enia:

a) W przypadku analizy statycznej pªyt, przeprowadzonej przy u»yciu MES oraz

MRS (rozdziaª 3), stwierdzono, »e efektywno±¢ zastosowanej metody w znacz-

nej mierze zale»y od schematu podparcia badanej pªyty.

• Dla prostok¡tnej pªyty wspornikowej z przykªadu 3.1 szybsz¡ zbie»no±¢

warto±ci ugi¦cia wybranych jej punktów otrzymano, korzystaj¡c z metody

elementów sko«czonych. Przy zastosowaniu metody ró»nic sko«czonych

konieczne byªo u»ycie g¦stszej siatki w celu uzyskania poprawnych wyni-

ków.

• Analizuj¡c ró»ne schematy podparcia kwadratowych pªyt z przykªadu 3.2,

stwierdzono, »e warto±ci ugi¦cia ich punktu ±rodkowego obliczone przy

u»yciu MES byªy bli»sze wynikom analitycznym w porównaniu z MRS

w przypadku pªyty utwierdzonej na obwodzie, podpartej swobodnie na

dwóch kraw¦dziach oraz podpartej w sposób mieszany (dwie kraw¦dzie

swobodnie podparte i dwie kraw¦dzie utwierdzone). Z kolei w sytuacji

swobodnego podparcia pªyty na obwodzie dokªadniejsze wyniki oraz ich

szybsz¡ zbie»no±¢ otrzymano przy zastosowaniu MRS.

b) Przeprowadzaj¡c analiz¦ dynamiczn¡ pªyt umieszczonych w pró»ni, zgod-

nie z metodologiami MES oraz MRS (rozdziaª 4), stwierdzono, »e spo±ród

dwóch badanych schematów podparcia (swobodne podparcie na obwodzie lub

utwierdzenie na jednej kraw¦dzi � przykªady 4.1 oraz 4.2) najbli»sze wynikom

analitycznym cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzymano przy zastosowaniu MES.

W sytuacji u»ycia MRS w analizie pªyty podpartej swobodnie na obwodzie

otrzymano wyniki o zadowalaj¡cej dokªadno±ci, natomiast analizuj¡c pªy-

t¦ wspornikow¡, sformuªowano wniosek o konieczno±ci zastosowania g¦stszej

siatki w porównaniu z odpowiadaj¡c¡ dyskretyzacj¡ MES.

c) Podczas bada« drga« wªasnych pªyt zanurzonych w pªynie, przeprowadzonych

przy u»yciu kombinacji metod numerycznych MES�MEB oraz MRS�MEB

(rozdziaª 5), stwierdzono, »e efektywno±¢ zastosowanych metod zale»y od



298 11. Podsumowanie i wnioski ko«cowe

schematu podparcia badanych pªyt, ich gª¦boko±ci zanurzenia w cieczy oraz

numeru rozwa»anej cz¦sto±ci drga«.

• Na podstawie analizy w przykªadzie 5.1 prostok¡tnej pªyty podpartej swo-

bodnie na obwodzie oraz zanurzonej caªkowicie w wodzie, wykazano, »e

zastosowanie kombinacji metod MRS�MEB pozwoliªo otrzyma¢ dokªad-

niejsze warto±ci czterech pierwszych cz¦sto±ci drga« wªasnych w porówna-

niu z poª¡czeniem metod MES�MEB. Jako kryterium dokªadno±ci przy-

j¦to w tym przypadku ró»nic¦ w odniesieniu do wyników uzyskanych przy

pomocy MEB, zawartych w dost¦pnej literaturze. Je±li ró»nica nie prze-

kroczyªa 1%, to wyniki uznano za wystarczaj¡co dokªadne.

• Wprzypadku prostok¡tnej pªyty wspornikowej zanurzonej caªkowicie w wo-

dzie, rozwa»anej w przykªadzie 5.2, dokªadniejsze warto±ci pierwszej i trze-

ciej cz¦sto±ci drga« wªasnych uzyskano przy zastosowaniu poª¡czenia me-

tod MRS�MEB. Z kolei dla drugiej i czwartej cz¦sto±ci korzystniejsze oka-

zaªo si¦ u»ycie kombinacji MES�MEB. W celu oceny dokªadno±ci odnie-

siono si¦ do zawartych w literaturze wyników otrzymanych analitycznie.

Dla obu zastosowanych kombinacji metod numerycznych sformuªowano

wniosek o konieczno±ci przyj¦cia g¦stszych siatek MES oraz MRS w po-

równaniu z przypadkiem pªyty podpartej swobodnie na obwodzie.

• Podczas analizy w przykªadzie 5.5 prostok¡tnej pªyty wspornikowej za-

nurzonej cz¦±ciowo w wodzie w pozycji pionowej otrzymano najbli»sze

analitycznym warto±ci pierwszej i czwartej cz¦sto±ci drga« wªasnych przy

zastosowaniu kombinacji metod MRS�MEB dla wi¦kszo±ci przypadków

gª¦boko±ci zanurzenia. Kombinacja MES�MEB okazaªa si¦ by¢ dokªad-

niejsza przy wyznaczaniu drugiej i trzeciej cz¦sto±ci drga« wªasnych.

• Badaj¡c w przykªadzie 5.6 prostok¡tn¡ pªyt¦ wspornikow¡ zanurzon¡ w wo-

dzie w pozycji poziomej, z uwzgl¦dnieniem granicy o±rodków pró»nia�woda,

dokªadniejsze warto±ci pierwszej i czwartej cz¦sto±ci drga« wªasnych otrzy-

mano przy u»yciu kombinacji metod MRS�MEB dla wi¦kszo±ci przypad-

ków wzgl¦dnej gª¦boko±ci zanurzenia pªyty. Wyniki oblicze« drugiej i trze-

ciej cz¦sto±ci drga« wªasnych bardziej zbli»one do analitycznych uzyskano

przy zastosowaniu kombinacji MES�MEB.

d) W przypadku analizy dynamicznej ukªadu pªyt zanurzonych w pªynie, prze-

prowadzonej przy u»yciu kombinacji metod numerycznych MES�MEB oraz

MRS�MEB (rozdziaª 6), stwierdzono, »e efektywno±¢ zastosowanych metod

zale»y od schematu podparcia badanych pªyt, sposobu ich uªo»enia wzgl¦dem
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siebie oraz numeru rozwa»anej cz¦sto±ci drga«. O podobie«stwie wyników

uzyskanych za pomoc¡ obu kombinacji metod MES�MEB i MRS�MEB de-

cyduje zbli»ona g¦sto±¢ siatki podobszarów cieczy, której odpowiada g¦stsza

siatka MRS w porównaniu z siatk¡ MES.

• W przypadku ukªadu dwóch swobodnie podpartych pªyt zanurzonych

w pªynie, le»¡cych w jednej pªaszczy¹nie (przykªad 6.1) kombinacja metod

MES�MEB pozwoliªa otrzyma¢ dokªadniejsze warto±ci pierwszej i drugiej

cz¦sto±ci drga« wªasnych, tzn. bli»sze wynikom uzyskanym przy u»yciu

MEB, zawartym w dost¦pnej literaturze. Z kolei obliczaj¡c cz¦sto±ci od

czwartej do szóstej, korzystniejsza okazaªa si¦ by¢ kombinacja MRS�MEB.

• Podczas analizy ukªadu dwóch wspornikowych pªyt zanurzonych w pªynie,

le»¡cych w dwóch pªaszczyznach równolegªych (przykªad 6.2) otrzymano

dokªadniejsze warto±ci pierwszej, drugiej, pi¡tej i szóstej cz¦sto±ci drga«

wªasnych przy u»yciu kombinacji metod MRS�MEB, tzn. bardziej zbli-

»one do zawartych w literaturze rozwi¡za« uzyskanych w wyniku zasto-

sowania MEB. Z kolei korzystniejsze wyniki oblicze« trzeciej i czwartej

cz¦sto±ci drga« otrzymano, stosuj¡c kombinacj¦ MES�MEB.

3. W przykªadzie 7.1 wyznaczono zale»no±¢ pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych od

temperatury otoczenia na podstawie analizy pªyty wspornikowej wyposa»onej

w trzy lepkospr¦»yste tªumiki drga«. W wyniku przeprowadzonych bada« sfor-

muªowano nast¦puj¡ce wnioski:

• Wraz ze wzrostem temperatury pierwsza cz¦sto±¢ drga« wªasnych ukªadu

pªyta�tªumiki maleje i d¡»y do ustalonej warto±ci, która jest bliska cz¦sto-

±ci drga« wªasnych pªyty nie posiadaj¡cej tªumików (ró»nica wynosi oko-

ªo 1,14%).

• Dla temperatur o warto±ciach zbli»onych do temperatury referencyjnej pierw-

sza cz¦sto±¢ drga« wªasnych badanego ukªadu jest o okoªo 10% wy»sza w po-

równaniu z warto±ci¡ tej cz¦sto±ci w przypadku pªyty bez tªumików.

• Mo»na okre±li¢ warto±¢ temperatury, powy»ej której pierwsza cz¦sto±¢ drga«

wªasnych pªyty z tªumikami pozostaje staªa (w analizowanym przykªadzie ta

temperatura wynosi okoªo 8◦C).

4. W przykªadach zawartych w rozdziale 8 otrzymano nast¦puj¡ce optymalne loka-

lizacje ustalonej liczby tªumików lepkospr¦»ystych na powierzchniach analizowa-

nych pªyt:

• dla pªyty wspornikowej wyposa»onej w jeden tªumik lepkospr¦»ysty (przy-

kªad 8.1) � w pobli»u ±rodka jej swobodnej kraw¦dzi,
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• dla pªyty utwierdzonej na dwóch s¡siednich kraw¦dziach i swobodnie pod-

partej na trzeciej kraw¦dzi, wyposa»onej w cztery tªumiki lepkospr¦»yste

(przykªad 8.2) � w czterech s¡siednich w¦zªach siatki MES znajduj¡cych si¦

w pobli»u miejsca wyst¦powania ekstremalnego przemieszczenia na wykresie

pierwszej postaci drga« wªasnych pªyty.

W ka»dym przypadku zastosowano metod¦ optymalizacyjn¡ roju cz¡stek (PSO),

w której przyj¦to kryterium maksymalizacji bezwymiarowego wspóªczynnika tªu-

mienia pierwszej postaci drga« (γ1).

5. Na podstawie przykªadów zamieszczonych w rozdziaªach 4�6 oraz w rozdziale 10

mo»na sformuªowa¢ poni»sze wnioski odno±nie zale»no±ci mi¦dzy warto±ciami

cz¦sto±ci drga« wªasnych lub obci¡»e« krytycznych otrzymanymi dla pªyty o li-

niowo zmiennej grubo±ci H, gdzie H2 ≤ H ≤ H1, oraz odpowiadaj¡cej jej pªyty

o staªej grubo±ci H = H2:

a) Analizuj¡c w przykªadzie 4.3 dynamik¦ wspornikowej pªyty o liniowo zmien-

nej grubo±ci, umieszczonej w pró»ni, stwierdzono, »e pierwsza cz¦sto±¢ drga«

wªasnych otrzymana przy speªnieniu zale»no±ci H1/H2 = 2 (gdzie H1 oraz H2

� grubo±ci przy kraw¦dziach pªyty, odpowiednio utwierdzonej oraz przeciwle-

gªej swobodnej) jest 2,15-krotnie wi¦ksza w porównaniu z warto±ci¡ tej cz¦-

sto±ci uzyskanej dla pªyty o staªej grubo±ciH = H2. W przypadkuH1/H2 = 3

oraz H1/H2 = 4 wzrost rozwa»anej cz¦sto±ci drga« jest odpowiednio 3,4- oraz

4,7-krotny.

b) W przypadku analizy dynamicznej zanurzonej caªkowicie w wodzie wsporni-

kowej pªyty charakteryzuj¡cej si¦ liniowo zmienn¡ grubo±ci¡ (przykªad 5.3)

speªniaj¡c¡ zale»no±ci kolejno: H1/H2 = 2, H1/H2 = 3 oraz H1/H2 = 4

stwierdzono, »e otrzymana pierwsza cz¦sto±¢ drga« wªasnych jest odpowied-

nio: 2,3-, 3,8-, oraz 5,5-krotnie wi¦ksza w porównaniu z pªyt¡ o staªej grubo±ci

H = H2.

c) Analiza dynamiczna wspornikowej pªyty o liniowo zmiennej grubo±ci, zanu-

rzonej cz¦±ciowo w wodzie w pozycji pionowej (przykªad 5.7) pozwoliªa sfor-

muªowa¢ wniosek, »e w przypadkuH1/H2 = 2 otrzymano okoªo 2,2�2,3-krotny

wzrost warto±ci pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych w porównaniu z odpo-

wiedni¡ pªyt¡ o staªej grubo±ci H = H2. Dla H1/H2 = 3 analogiczny wzrost

tej cz¦sto±ci jest 3,8-krotny.

d) W przypadku ukªadu dwóch pªyt swobodnie podpartych o liniowo zmiennej

grubo±ci, zanurzonych caªkowicie w wodzie oraz le»¡cych w jednej pªaszczy¹-

nie (przykªad 6.3) stwierdzono, »e speªnienie warunku H1/H2 = 2 dla ka»dej
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z pªyt ukªadu (gdzie H1 oraz H2 oznaczaj¡ odpowiednio maksymaln¡ oraz

minimaln¡ grubo±¢ pªyty, mierzone wzdªu» podpartych kraw¦dzi) skutkuje

okoªo 1,7-krotnym wzrostem warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych w porównaniu

z ukªadem pªyt o staªej grubo±ci H = H2.

e) Analizuj¡c w przykªadzie 6.4 ukªad dwóch pªyt wspornikowych o liniowo

zmiennej grubo±ci, zanurzonych caªkowicie w wodzie oraz le»¡cych w dwóch

pªaszczyznach równolegªych, otrzymano okoªo 2,3-krotny wzrost pierwszej

i drugiej cz¦sto±ci drga« wªasnych w wyniku zmiany grubo±ci pªyt ukªadu ze

staªej (tzn. H = H2) na liniowo zmienn¡, speªniaj¡c¡ zale»no±¢ H1/H2 = 2.

f) W przypadku analizy stateczno±ci pªyt prostok¡tnych, podpartych swobod-

nie lub utwierdzonych na obwodzie, wpªyw ich liniowo zmiennej grubo±ci H

(speªniaj¡cej nierówno±¢ H2 ≤ H ≤ H1) na warto±¢ obci¡»enia krytycznego

zale»y od schematu jego dziaªania.

• Na podstawie analizy pªyty jednokierunkowo ±ciskanej (przykªad 10.1)

o liniowo zmiennej grubo±ci speªniaj¡cej zale»no±¢ H1/H2 = 1,5 stwier-

dzono, »e otrzymana warto±¢ pierwszego obci¡»enia krytycznego wzrosªa

1,8-krotnie w odniesieniu do pªyty maj¡cej staª¡ grubo±¢ H = H2. W sy-

tuacji gdy H1/H2 = 2 oraz H1/H2 = 2,5 wzrost rozwa»anego obci¡»enia

krytycznego jest odpowiednio 2,5- oraz 3-krotny.

• W przypadku pªyty obci¡»onej w dwóch kierunkach staªym obci¡»eniem

normalnym, ±ciskaj¡cym lub rozci¡gaj¡cym pªyt¦ (przykªad 10.2), speª-

nienie warunku H1/H2 = 1,5 skutkuje okoªo 1,64�1,84-krotnym wzrostem

warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego w porównaniu z odpowiedni¡

pªyt¡ o staªej grubo±ci H = H2. Dla H1/H2 = 2 oraz H1/H2 = 2,5

analizowane zwi¦kszenie warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego pªy-

ty jest odpowiednio 2,6�3,7-krotne oraz 3,13�4,53-krotne, w zale»no±ci od

ksztaªtu jej powierzchni ±rodkowej (prostok¡tna lub kwadratowa).

• Analizuj¡c pªyt¦ obci¡»on¡ stycznie do kraw¦dzi (przykªad 10.3), któ-

rej liniowo zmienna grubo±¢ speªnia zale»no±ci kolejno: H1/H2 = 1,5,

H1/H2 = 2 oraz H1/H2 = 2,5, otrzymano odpowiednio: 1,71�1,84-krotny,

2,39�2,84-krotny oraz 3,08�3,94-krotny wzrost warto±ci pierwszego obci¡-

»enia krytycznego w porównaniu z odpowiedni¡ pªyt¡ o staªej grubo±ci

H = H2. Wi¦ksze warto±ci w podanych przedziaªach dotycz¡ pªyt kwa-

dratowych.

• Pierwsze obci¡»enie krytyczne pªyty obci¡»onej liniowo zmiennym obci¡-

»eniem normalnym o staªym znaku (przykªad 10.4, rysunek 10.7a) wzrosªo
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w odniesieniu do pªyty o staªej grubo±ci odpowiednio: 1,49�1,73-krotnie,

1,91�2,39-krotnie oraz 2,29�2,94-krotnie w wyniku zmiany grubo±ci na li-

niowo zmienn¡, speªniaj¡c¡ kolejno zale»no±ci: H1/H2 = 1,5, H1/H2 = 2

oraz H1/H2 = 2,5. Wi¦ksze warto±ci w podanych przedziaªach otrzymano

dla pªyt kwadratowych.

• Analizuj¡c pªyt¦ obci¡»on¡ liniowo zmiennym obci¡»eniem normalnym

o ró»nych znakach (przykªad 10.4, rysunek 10.7b), otrzymano odpowied-

nio: 1,39�1,47-krotne, 1,68�1,87-krotne oraz 1,95�2,23-krotne zwi¦ksze-

nie warto±ci pierwszego obci¡»enia krytycznego jako skutek przej±cia ze

staªej na liniowo zmienn¡ grubo±¢ pªyty, która speªnia kolejno warunki:

H1/H2 = 1,5, H1/H2 = 2 oraz H1/H2 = 2,5. Wi¦ksze warto±ci w poda-

nych przedziaªach dotycz¡ pªyt kwadratowych.

W tabeli 11.1 zestawiono krotno±ci wzrostu warto±ci pierwszej cz¦sto±ci drga«

wªasnych w wyniku zmiany grubo±ci pªyty ze staªej (H = H2) na liniowo zmienn¡

tak¡, »e iloraz maksymalnej (H1) i minimalnej grubo±ci (H2) nale»y do zbioru

H1/H2 ∈ {2, 3, 4}. Krotno±ci wyra»ono ilorazem ω
(1)
1 /ω

(2)
1 , gdzie ω(1)

1 oraz ω(2)
1

oznaczaj¡ pierwsz¡ cz¦sto±¢ drga« wªasnych wyznaczon¡ dla pªyty o odpowiednio

liniowo zmiennej oraz staªej grubo±ci.

Tabela 11.1. Krotno±¢ wzrostu pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych w wyniku zmiany gru-

bo±ci pªyt lub ich ukªadów, analizowanych w rozdziaªach 4�6, ze staªej na liniowo zmienn¡

Rodzaj pªyty Przykªad ω
(1)
1 /ω

(2)
1 dla H1/H2:

lub ukªadu pªyt z rozdz. 4�6 2 3 4

wspornikowa w pró»ni 4.3 2,15 3,4 4,7

wspornikowa, caªkowicie w wodzie 5.3 2,3 3,8 5,5

wspornikowa, cz¦±ciowo w wodzie 5.7 2,2�2,3 3,8 �

ukªad pªyt swobodnie podp. w wodzie 6.3 1,7 � �

ukªad pªyt wspornikowych w wodzie 6.4 2,3 � �

W tabeli 11.2 zestawiono krotno±ci wzrostu warto±ci pierwszego obci¡»enia kry-

tycznego na skutek zmiany grubo±ci pªyty, analogicznie jak w tabeli 11.1, przy

czym przyj¦to, »eH1/H2 ∈ {1,5, 2, 2,5}. Krotno±ci zapisano jako ilorazNcr,1/Ncr,2,

gdzie Ncr,1 oraz Ncr,2 oznaczaj¡ pierwsze obci¡»enie krytyczne wyznaczone dla

pªyty o odpowiednio liniowo zmiennej oraz staªej grubo±ci.

6. W przykªadzie 9.1 wykonano analiz¦ probabilistyczn¡ pªyty wspornikowej wy-

posa»onej w trzy lepkospr¦»yste tªumiki drga«. Wyznaczono warto±ci znormali-

zowanego gradientu wra»liwo±ci dla wybranych parametrów projektowych maj¡-
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Tabela 11.2. Krotno±¢ wzrostu pierwszego obci¡»enia krytycznego ze wzgl¦du na zmian¦

grubo±ci pªyt, analizowanych w przykªadach 10.1�10.4, ze staªej na liniowo zmienn¡

Rodzaj Przykªad Ncr,1/Ncr,2 dla ilorazów H1/H2:

obci¡»enia z rozdz. 10 1,5 2 2,5

normalne 1-kierunkowe 10.1 1,8 2,5 3,0

normalne 2-kierunkowe 10.2 1,64�1,84 2,6�3,7 3,13�4,53

styczne do kraw¦dzi pªyty 10.3 1,71�1,84 2,39�2,84 3,08�3,94

liniowo zmienne (rys. 10.7a) 10.4 1,49�1,73 1,91�2,39 2,29�2,94

liniowo zmienne (rys. 10.7b) 10.4 1,39�1,47 1,68�1,87 1,95�2,23

cych wpªyw na warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu pªyta�tªumiki. Na pod-

stawie przeprowadzonych bada« sformuªowano wniosek, »e szczególnie wra»liwe

na zjawiska losowe s¡ geometryczne parametry projektowe, tzn. grubo±¢ pªyty

oraz dªugo±¢ jej boku. Najwi¦ksza ujemna warto±¢ gradientu, wynosz¡ca −1,908,
zostaªa wyznaczona dla dªugo±ci boku pªyty. Z kolei w przypadku grubo±ci pªyty

otrzymano najwi¦ksz¡ dodatni¡ warto±¢ gradientu równ¡ 1,136.

Na podstawie przedstawionej powy»ej analizy wyników bada« mo»na uzna¢, »e

odpowied¹ na postawione pytania badawcze zostaªa udzielona, a problem badawczy

rozwi¡zany.

W kolejnych, ni»ej opisanych punktach dokonano oceny poprawno±ci hipotez 1�4

zestawionych w rozdziale 2. Sformuªowano w tej kwestii nast¦puj¡ce wnioski:

1. W wi¦kszo±ci przypadków pojedynczych pªyt zanurzonych w pªynie zastosowanie

kombinacji metod numerycznych MRS�MEB pozwoliªo otrzyma¢ dokªadniejsze

warto±ci pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych w porównaniu z u»yciem poª¡cze-

nia metod MES�MEB. Jako kryterium porównawcze, umo»liwiaj¡ce dokonanie

oceny dokªadno±ci, przyj¦to rozwi¡zania analityczne lub otrzymane zgodnie z me-

todologi¡ MEB, zawarte w dost¦pnej literaturze.

Analizuj¡c pozostaªe cz¦sto±ci drga«, jak równie» ukªady pªyt zanurzonych w pªy-

nie, mo»na stwierdzi¢, »e efektywno±¢ zastosowanych metod numerycznych zale-

»y od czynników, takich jak schemat podparcia pªyty, gª¦boko±¢ jej zanurzenia

w cieczy czy sposób uªo»enia wzgl¦dem siebie pªyt stanowi¡cych ukªad.

2. Na podstawie analizy przeprowadzonej w przykªadzie 7.1 mo»na stwierdzi¢, »e

speªnione zostaªo kryterium poprawno±ci postawionej hipotezy 2, tzn. dla tem-

peratur bliskich temperaturze referencyjnej otrzymano pierwsz¡ cz¦sto±¢ drga«

wªasnych ukªadu pªyta�tªumiki ró»ni¡c¡ si¦ o okoªo 10% od odpowiedniej war-
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to±ci dla pªyty bez tªumików. Ustalone kryterium nie zostaªo jednak speªnione

w przypadku pªyty analizowanej w przykªadzie 8.1, gdzie przy optymalnym roz-

mieszczeniu czterech tªumików otrzymano w temperaturze referencyjnej wzrost

pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych ukªadu o okoªo 7,5% w porównaniu z pªyt¡

bez tªumików.

3. Badania przeprowadzone w przykªadach 8.1�8.2 pozwalaj¡ dowie±¢ sªuszno±ci

hipotezy 3, poniewa» w wyniku zastosowania metody optymalizacyjnej roju cz¡-

stek wraz z kryterium maksymalizacji bezwymiarowego wspóªczynnika tªumienia

pierwszej postaci drga« otrzymano optymalne rozmieszczenie ustalonej liczby

tªumików lepkospr¦»ystych na powierzchni badanych pªyt.

4. Na podstawie oblicze« wykonanych w przykªadzie 9.1 dowiedziono poprawno±ci

hipotezy 4, tzn. wykazano, »e odpowied¹ dynamiczna badanej pªyty jest naj-

bardziej wra»liwa na geometryczne parametry projektowe. Dla tych parametrów

uzyskano warto±ci znormalizowanego gradientu wra»liwo±ci speªniaj¡ce zaªo»one

kryterium poprawno±ci hipotezy.

Podsumowuj¡c powy»sze spostrze»enia, mo»na stwierdzi¢, »e na podstawie ba-

da« przeprowadzonych w dysertacji wykazano sªuszno±¢ hipotez 3 i 4. Ponadto nie-

znaczne osªabienie sformuªowanego kryterium poprawno±ci hipotezy 2 pozwoliªoby

wyci¡gn¡¢ pozytywny wniosek równie» o jej sªuszno±ci. Z kolei hipoteza 1 zostaªa

speªniona dla cz¦±ci spo±ród rozwa»anych w pracy przypadków.

Ostatecznie uznano, »e osi¡gni¦to zamierzony cel rozprawy, poniewa» zawarte

w niej analizy umo»liwiªy przedstawienie rozwi¡zania problemu badawczego oraz

przeprowadzenie dyskusji odno±nie speªnienia kryteriów ±wiadcz¡cych o poprawno±ci

postawionych hipotez.

11.2. Wnioski metodyczne

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wnioski stanowi¡ce ocen¦ poprawno±ci

zastosowanej w dysertacji metodyki badawczej. U»yte w pracy metody numeryczne

mo»na podzieli¢ na cztery grupy, które stosowano w analizie konkretnego zadania

badawczego. Zestawiono je poni»ej wraz z najwa»niejszymi wnioskami wynikaj¡cymi

z przeprowadzonych bada« oraz ocen¡ wiarygodno±ci uzyskanych wyników.

1. metoda elementów sko«czonych (MES), metoda ró»nic sko«czonych (MRS), me-

toda elementów brzegowych w poª¡czeniu z metod¡ elementów sko«czonych
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(MES�MEB) lub metoda elementów brzegowych w poª¡czeniu z metod¡ ró»nic

sko«czonych (MRS�MEB)

a) Metody u»yto w analizie statycznej (MES, MRS) oraz dynamicznej pªyt

umieszczonych w pró»ni (MES, MRS) lub zanurzonych caªkowicie b¡d¹ cz¦-

±ciowo w pªynie (MES�MEB, MRS�MEB), a tak»e w analizie ich stateczno±ci

(MRS).

b) Jako kryterium poprawno±ci u»ytych metod przyj¦to nie wi¦ksz¡ ni» 1% ró»-

nic¦ mi¦dzy uzyskanymi wynikami a warto±ciami zawartymi w literaturze,

otrzymanymi analitycznie lub zgodnie z metodologi¡ MEB.

c) Zastosowanie wymienionych metod numerycznych lub ich odpowiednio do-

branej kombinacji (MES, MRS, MES�MEB, MRS�MEB) pozwoliªo otrzyma¢

poprawne warto±ci szukanych przemieszcze« punktów pªyty, charakterystyk

dynamicznych lub obci¡»e« krytycznych przy u»yciu siatki MES lub MRS

o wªa±ciwie dobranej g¦sto±ci.

d) Porównanie wyników przeprowadzonych analiz z warto±ciami pochodz¡cymi

z literatury byªo mo»liwe wyª¡cznie dla pªyt o staªej grubo±ci, przy typowych

przypadkach podparcia i obci¡»enia.

e) Speªnienie przyj¦tego kryterium poprawno±ci dla standardowych schematów

pªyt pozwoliªo uogólni¢ prowadzone badania na bardziej zªo»one zagadnie-

nia (pªyty o zmiennej grubo±ci, charakteryzuj¡ce si¦ nietypowymi warunkami

podparcia) oraz stwierdzi¢ o wiarygodno±ci uzyskanych wyników.

2. metoda elementów sko«czonych w poª¡czeniu z metod¡ podprzestrzennych ite-

racji oraz metod¡ kontynuacji

a) Metody zastosowano, wykonuj¡c analiz¦ dynamiczn¡ pªyt wyposa»onych w lep-

kospr¦»yste tªumiki drga« oraz rozwi¡zuj¡c nieliniowe problemy wªasne.

b) Wyniki uzyskane przy pomocy metody elementów sko«czonych oraz meto-

dy kontynuacji uznano za poprawne, poniewa» przebieg wykresu zale»no±ci

pierwszej cz¦sto±ci drga« wªasnych (lub bezwymiarowego wspóªczynnika tªu-

mienia pierwszej postaci drga«) ukªadu pªyta�tªumiki od temperatury oto-

czenia pªyty okazaª si¦ zbli»ony do charakteru wykresu otrzymanego w pra-

cy [31], sporz¡dzonego dla ram wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga«.

c) Zastosowane dwa sposoby rozwi¡zywania nieliniowych problemów wªasnych1

1 Pierwszy sposób polegaª na u»yciu wyª¡cznie metody kontynuacji w celu rozwi¡zania peªnego

problemu wªasnego. W sposobie drugim u»yto metod¦ podprzestrzennych iteracji jako narz¦dzie

pomocnicze sªu»¡ce zredukowaniu wymiaru pierwotnego zadania, które nast¦pnie rozwi¡zywano,

stosuj¡c metod¦ kontynuacji.
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mo»na przyj¡¢ jako poprawne w analizowanych zagadnieniach, poniewa» otrzy-

mano identyczne wyniki przy u»yciu ka»dego z nich. Korzystniejsze okazaªo

si¦ jednak doª¡czenie metody podprzestrzennych iteracji do oblicze« nume-

rycznych z uwagi na mniejszy nakªad obliczeniowy potrzebny do rozwi¡zania

zredukowanego problemu wªasnego.

d) O wiarygodno±ci uzyskanych wyników ±wiadczy fakt wzrostu otrzymywanych

warto±ci cz¦sto±ci drga« wªasnych w miar¦ wyposa»ania badanej pªyty w ko-

lejne tªumiki lepkospr¦»yste. Jest to spowodowane zwi¦kszeniem sztywno±ci

ukªadu pªyta�tªumiki ze wzgl¦du na wyst¦powanie elementów spr¦»ystych

w tªumikach.

e) Uzyskane wyniki mo»na uogólni¢ na dowoln¡ liczb¦ tªumików lepkospr¦»y-

stych zamocowanych do pªyty, posiadaj¡cych dowolnie przyj¦te warto±ci pa-

rametrów.

3. metoda optymalizacji rojem cz¡stek (PSO) w poª¡czeniu z metod¡ elementów

sko«czonych oraz metod¡ kontynuacji

a) Metody umo»liwiªy rozwi¡zanie zadania optymalnego rozmieszczenia ustalo-

nej liczby tªumików lepkospr¦»ystych na powierzchni pªyty w celu uzyskania

maksymalnego efektu tªumienia jej wybranej postaci drga«.

b) Stwierdza si¦, »e zastosowana metodyka jest poprawna, a uzyskane wyniki

wiarygodne, poniewa» w analizowanych zagadnieniach otrzymano optymalne

poªo»enie jednego, jak równie» czterech tªumików na powierzchniach pªyt,

odpowiednio wspornikowej oraz charakteryzuj¡cej si¦ mieszanym sposobem

podparcia. Optymalna lokalizacja tªumików zostaªa skoncentrowana w prze-

widywanym obszarze wyst¦powania ekstremalnych przemieszcze« na wykre-

sach rozwa»anej postaci drga« wªasnych badanych pªyt.

c) Efektywno±¢ metody optymalizacyjnej PSO zale»y od doboru warto±ci jej pa-

rametrów charakterystycznych (wspóªczynniki uczenia, waga inercji), a tak»e

rodzaju przyj¦tej funkcji celu.

d) Uzyskane wyniki mo»na uogólni¢ na zadania optymalizacyjne dla przypad-

ków wi¦kszej ustalonej liczby tªumików zamocowanych do pªyt podpartych

w nietypowy sposób.

4. metody obliczania charakterystyk probabilistycznych zmiennej losowej: meto-

da póªanalityczna (SAM), uogólniona metoda perturbacji stochastycznej (SPT),

metoda symulacyjna Monte-Carlo (MCS), w poª¡czeniu z metodami wymienio-

nymi w p. 1 i 2

a) Metody zastosowano w analizie dynamicznej pªyt b¡d¹ ich ukªadów zanurzo-
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nych w cieczy lub wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga«, w uj¦ciu

losowym.

b) Zastosowanie kombinacji metod MES�MEB oraz MRS�MEB przy wyznacza-

niu charakterystyk probabilistycznych, w analizie dynamicznej ukªadu dwóch

pªyt zanurzonych w pªynie, pozwoliªo otrzyma¢ bardzo podobne wyniki ko«-

cowe. Wi¦ksz¡ ró»nic¦ zaobserwowano jedynie na wykresach kurtozy, sporz¡-

dzonych dla zmiennej losowo g¦sto±ci pªynu. Mo»na zatem obie kombinacje

metod MES�MEB oraz MRS�MEB uzna¢ za poprawne w kontek±cie wyzna-

czania momentów losowych.

c) Przy zastosowaniu ka»dej z trzech alternatywnych metod probabilistycznych

(SAM, MCS, SPT) otrzymano w przeprowadzonych analizach zbli»one do sie-

bie warto±ci momentów losowych, obliczanych dla wybranych cz¦sto±ci drga«

wªasnych pªyt. Nieco wi¦ksze odst¦pstwo wyników, w porównaniu z metodami

SAM oraz SPT, zaobserwowano w przypadku metody MCS, co jest efektem

jej symulacyjnego charakteru. Obliczenia przeprowadzone przy u»yciu me-

tody SAM mo»na przyj¡¢ jako dokªadne w kontek±cie probabilistycznym,

a zatem zgodno±¢ wyników uzyskanych trzema metodami (SAM, SPT, MCS)

stanowi potwierdzenie ich poprawno±ci.

11.3. Wnioski aplikacyjne

Zawarte w niniejszej dysertacji wyniki bada« otrzymano przy u»yciu nast¦puj¡-

cych autorskich procedur obliczeniowych opracowanych w ±rodowisku numerycznym

Octave:

1. algorytm caªkowania numerycznego maj¡cy na celu utworzenie macierzy sztyw-

no±ci czterow¦zªowego elementu sko«czonego typu plQ4 [1], u»ytego do opisu

deformacji pªyty cienkiej,

2. algorytm tworzenia macierzy operatorów ró»nicowych umo»liwiaj¡cy przeprowa-

dzenie analizy statycznej, dynamicznej lub stateczno±ci pªyt cienkich o staªej lub

zmiennej grubo±ci, zgodnie z metodologi¡ MRS,

3. algorytm budowy macierzy bezwªadno±ci pªyty oraz pªynu zastosowany w ce-

lu przeprowadzenia analizy dynamicznej pªyt zanurzonych caªkowicie lub cz¦-

±ciowo w pªynie w uj¦ciu poª¡czonych metod elementów sko«czonych i brze-

gowych (MES�MEB) lub metod ró»nic sko«czonych i elementów brzegowych

(MRS�MEB),
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4. rozszerzenie algorytmów z p. 3 na przypadek analizy dynamicznej ukªadów dwóch

pªyt zanurzonych caªkowicie w pªynie,

5. algorytm numerycznego rozwi¡zywania nieliniowego problemu wªasnego, zgodnie

z zasadami metody kontynuacji, pozwalaj¡cy przeprowadzi¢ analiz¦ dynamiczn¡

pªyty spoczywaj¡cej na sko«czonej liczbie podpór lepkospr¦»ystych, opisanych

przy pomocy modelu klasycznego lub uªamkowego,

6. algorytm wyznaczania optymalnego rozmieszczenia ustalonej liczby tªumików

lepkospr¦»ystych na powierzchni pªyty przy u»yciu metody roju cz¡stek (PSO)

wraz z kryterium maksymalizacji efektu tªumienia wybranej postaci drga«.

Ponadto w pracy zawarto wyniki analizy dynamicznej pªyt wyposa»onych w lep-

kospr¦»yste tªumiki drga« w uj¦ciu losowym, opracowane na podstawie przygoto-

wanego w ±rodowisku Maple autorskiego algorytmu umo»liwiaj¡cego wyznaczanie

charakterystyk probabilistycznych przy u»yciu metody póªanalitycznej. W algoryt-

mie zawarto równie» procedur¦ obliczania znormalizowanego gradientu wra»liwo±ci

dla parametrów projektowych, opracowan¡ w celu oceny wpªywu ich losowo±ci na

odpowied¹ dynamiczn¡ badanego ukªadu.

Przedstawione wy»ej procedury obliczeniowe, opracowane na potrzeby przepro-

wadzenia zawartych w pracy analiz, charakteryzuj¡ si¦ wzgl¦dn¡ prostot¡ i maj¡

charakter aplikacyjny. Mog¡ zosta¢ wykorzystane w praktyce in»ynierskiej w celu

utworzenia oprogramowania przydatnego przy projektowaniu pªytowych elementów

konstrukcyjnych. Algorytmy mo»na rozbudowa¢ tak, aby stanowiªy pomocne narz¦-

dzie przy projektowaniu ukªadów, takich jak np. pªyty fundamentowe, powierzchnie

sterowe statków lub elementy maszyn.

Zamieszczone w pracy procedury sªu»¡ce przeprowadzeniu analizy dynamicznej

pªyt wyposa»onych w lepkospr¦»yste tªumiki drga« mo»na praktycznie wykorzysta¢

w celu utworzenia modelu podªo»a lepkospr¦»ystego oraz wyznaczenia charaktery-

styk dynamicznych pªyty na takim podªo»u. Ukªad pªyta�podªo»e lepkospr¦»yste

stanowi model np. pªyty fundamentowej na podªo»u gruntowym.

W dysertacji w sposób in»ynierski uproszczono zªo»one zagadnienia z hydrospr¦-

»ysto±ci, co umo»liwia wykorzystanie ich w praktyce projektowej. Zaprezentowane

analizy dynamiczne pªyt o zmiennej grubo±ci, zanurzonych w pªynie, mo»na zasto-

sowa¢ w procesie projektowania powierzchni sterowych statków.
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11.4. Wnioski prognostyczne

Na podstawie przeprowadzonych analiz sugeruje si¦ nast¦puj¡ce kierunki dal-

szych bada«, pozwalaj¡cych wyja±ni¢ kolejne problemy zwi¡zane z tematyk¡ niniej-

szej rozprawy:

1. analiza statyczna, dynamiczna i stateczno±ci pªyt przeprowadzona przy u»y-

ciu MES:

• rozszerzenie analiz na przypadek pªyt o nietypowych ksztaªtach,

• zastosowanie np. trójk¡tnych elementów sko«czonych w celu dyskretyzacji

powierzchni ±rodkowej pªyty,

• rozbudowanie zadania na sytuacj¦, gdy pªyta wykazuje uszkodzenia powierzch-

niowe w postaci zarysowa«,

2. analiza statyczna, dynamiczna i stateczno±ci pªyt przeprowadzona przy u»y-

ciu MRS:

• uwzgl¦dnienie przypadku pªyt o grubo±ci zmieniaj¡cej si¦ w sposób nieliniowy,

3. zadanie dynamiki pªyt spoczywaj¡cych na podporach lepkospr¦»ystych:

• rozbudowanie zadania w celu przeprowadzenia analizy pªyt fundamentowych

o dowolnym ksztaªcie, spoczywaj¡cych na podªo»u lepkospr¦»ystym,

• dostosowanie procedur obliczeniowych do przypadku tªumików zamocowa-

nych w dwóch punktach do powierzchni pªyty i nie ª¡cz¡cych jej z podªo»em,

• zast¡pienie tªumików lepkospr¦»ystych mocowanych do pªyty warstwami lep-

kospr¦»ystymi zlokalizowanymi w obr¦bie jej grubo±ci,

4. analiza dynamiczna pojedynczych pªyt lub ukªadów dwóch pªyt zanurzonych

w pªynie:

• rozszerzenie zadania na przypadek ukªadów dowolnej liczby pªyt,

• uwzgl¦dnienie interakcji pªyt z pªynem ±ci±liwym.

5. zadanie wyznaczenia optymalnej lokalizacji tªumików na powierzchni pªyty przy

u»yciu metody PSO:

• przyj¦cie innej funkcji celu ni» zastosowana w dysertacji,

6. badania niezawodno±ci elementów konstrukcyjnych wyposa»onych w lepkospr¦-

»yste tªumiki drga« opisane za pomoc¡ modelu uªamkowego:

• kontynuowanie bada« zwi¡zanych z zastosowaniem miary bezpiecze«stwa ob-

liczanej przy u»yciu entropii wzgl¦dnej i teorii Bhattacharyya.
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A. Uwzgl¦dnienie warunków podparcia pªyt

w metodzie ró»nic sko«czonych

W niniejszym dodatku zamieszczono szczegóªowy opis przeksztaªce« macierzy

operatorów ró»nicowych ∆, wyra»onej wzorem (3.86) oraz stanowi¡cej macierz ukªa-

du równa« (3.85), ze wzgl¦du na warunki podparcia analizowanych pªyt. Przeksztaª-

cenia opisane w kolejnych podrozdziaªach wykonano dla trzech podstawowych sposo-

bów zamocowania pªyt. Uwzgl¦dnienie warunków podparcia pozwala wyeliminowa¢

warto±ci ugi¦¢ w tzw. punktach �kcyjnych, zlokalizowanych poza powierzchni¡ pªyty,

podczas zapisywania równania ró»nicowego (3.39) dla kolejnych w¦zªów siatki MRS

pokazanych na rysunku 3.4. W równaniu (3.39) ugi¦cia w punktach �kcyjnych, odpo-

wiadaj¡ce pewnym parom indeksów i oraz j, nale»y zast¦powa¢ wybranymi równa-

niami spo±ród (3.71)�(3.84). Ka»da para indeksów (i, j), gdzie i = 1, 2, 3, . . . ,m+ 1

oraz j = 1, 2, 3, . . . , n + 1, oznacza konkretny w¦zeª siatki MRS. Sposób indeksacji

w¦zªów pokazano na rysunku 3.4 i zgodnie z nim indeksy i oraz j oznaczaj¡ numer

odpowiednio pionowej oraz poziomej linii wchodz¡cej w skªad siatki MRS. Ponadto

przyj¦to, »e warto±ci indeksów i oraz j rosn¡ w kierunku odpowiednio od strony

lewej do prawej oraz od doªu do góry.

A.1. Pªyta podparta przegubowo na obwodzie

W przypadku pªyty podpartej przegubowo na obwodzie nale»y wzi¡¢ pod uwag¦

zerowe ugi¦cia w punktach siatki MRS le»¡cych na kraw¦dziach pªyty. Ponadto

uwzgl¦dnia si¦ zerowe momenty zginaj¡ce Mx oraz My na kraw¦dziach odpowiednio

lewej/prawej oraz dolnej/górnej.

1. Uwzgl¦dnienie zerowych ugi¦¢ na dolnej/górnej kraw¦dzi pªyty

a) Ze wzoru (3.73) wynika, »e:

w11 = w21 = w31 = · · · = wm+1,1 = 0,

w1,n+1 = w2,n+1 = w3,n+1 = · · · = wm+1,n+1 = 0.

b) W macierzy blokowej (3.86) nale»y pierwszy i ostatni wiersz oraz pierwsz¡

i ostatni¡ kolumn¦ przeksztaªci¢ w ten sposób, »e macierze-bloki na przek¡tnej

gªównej (A1, An+1) zast¦puje si¦ macierzami jednostkowymi, a w miejsce
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pozostaªych macierzy-bloków (B1, C1, D1, E1, Bn, Cn−1, Dn, En−1) wstawia

si¦ macierze zerowe.

2. Uwzgl¦dnienie zerowych ugi¦¢ na lewej/prawej kraw¦dzi pªyty

a) Ze wzoru (3.71) wynika, »e:

w11 = w12 = w13 = · · · = w1,n+1 = 0,

wm+1,1 = wm+1,2 = wm+1,3 = · · · = wm+1,n+1 = 0.

b) W macierzy blokowej (3.86) nale»y przeksztaªci¢ poszczególne macierze-bloki

w taki sposób, »e pierwszy i ostatni wiersz oraz pierwsz¡ i ostatni¡ kolumn¦

wypeªnia si¦ zerami, a na przek¡tnej gªównej w tych wierszach i kolumnach

przyjmuje si¦ warto±¢ jednostkow¡.

3. Uwzgl¦dnienie zerowych momentów zginaj¡cych My oraz Mx na kraw¦dziach

odpowiednio dolnej/górnej oraz lewej/prawej

a) Podczas zapisywania równania (3.39) dla punktów wewn¦trznych pªyty, bez-

po±rednio s¡siaduj¡cych z punktami na jej kraw¦dziach (czyli dla j ∈ {2, n},
i ∈ {2, 3, 4, . . .m} oraz dla i ∈ {2,m}, j ∈ {3, 4, . . . n − 1}), nale»y dokona¢

poni»szych mody�kacji pozwalaj¡cych wyeliminowa¢ ugi¦cia wi0, wi,n+2, w0,j

oraz wm+2,j w punktach �kcyjnych le»¡cych na zewn¡trz pªyty, w bezpo±red-

nim s¡siedztwie jej kraw¦dzi. Skorzystano z warunków (3.72) oraz (3.74).

Dla j = 2:

i = 2 ⇒ (α10)22w02 = −(α10)22w22 oraz (α11)22w20 = −(α11)22w22,

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1 ⇒ (α11)i2wi0 = −(α11)i2wi2,

i = m ⇒ (α11)m2wm0 = −(α11)m2wm2 oraz (α13)m2wm+2,2 = −(α13)m2wm2.

Dla j = 3, 4, 5, . . . , n− 1:

i = 2 ⇒ (α10)2jw0j = −(α10)2jw2j,

i = m ⇒ (α13)mjwm+2,j = −(α13)mjwmj.

Dla j = n :

i = 2 ⇒ (α10)2nw0n = −(α10)2nw2n oraz (α12)2nw2,n+2 = −(α12)2nw2n,

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1 ⇒ (α12)inwi,n+2 = −(α12)inwin,

i = m ⇒ (α12)mnwm,n+2 = −(α12)mnwmn oraz (α13)mnwm+2,n = −(α13)mnwmn.

b) Z powy»szego zapisu wynika, »e w macierzy (3.86) zmody�kowa¢ nale»y tylko

macierze-bloki Aj wyra»one wzorem (3.87). Przyjmuj¡ one wówczas nast¦-

puj¡ce postacie:
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• macierz A2

1 0 0

0 (A2)22 (α4)22 (α13)22

0 (α2)32 (A2)33 (α4)32 (α13)32

(α10)42 (α2)42 (A2)44 (α4)42 (α13)42

. . . . . . . . . . . . . . .

(α10)m−1,2 (α2)m−1,2 (A2)m−1,m−1 (α4)m−1,2 0

(α10)m,2 (α2)m,2 (A2)m,m 0

0 0 1


, (A.1)

gdzie:

(A2)22 = (α1 − α10 − α11)22,

(A2)i,i = (α1 − α11)i,2 dla i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1,

(A2)m,m = (α1 − α11 − α13)m,2,

• macierze Aj dla j = 3, 4, 5, . . . , n− 1

1 0 0

0 (Aj)22 (α4)2j (α13)2j

0 (α2)3j (α1)3j (α4)3j (α13)3j

(α10)4j (α2)4j (α1)4j (α4)4j (α13)4j

. . . . . . . . . . . . . . .

(α10)m−1,j (α2)m−1,j (α1)m−1,j (α4)m−1,j 0

(α10)m,j (α2)m,j (Aj)m,m 0

0 0 1


, (A.2)

gdzie:

(Aj)22 = (α1 − α10)2j,

(Aj)m,m = (α1 − α13)m,j,

• macierz An

1 0 0

0 (An)22 (α4)2,n (α13)2,n

0 (α2)3,n (An)33 (α4)3,n (α13)3,n

(α10)4,n (α2)4,n (An)44 (α4)4,n (α13)4,n

. . . . . . . . . . . . . . .

(α10)m−1,n (α2)m−1,n (An)m−1,m−1 (α4)m−1,n 0

(α10)m,n (α2)m,n (An)m,m 0

0 0 1


, (A.3)
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gdzie:

(An)22 = (α1 − α10 − α12)2,n,

(An)i,i = (α1 − α12)i,n dla i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1,

(An)m,m = (α1 − α12 − α13)m,n.

Ostatecznie, dla przypadku pªyty podpartej swobodnie na obwodzie, macierz ∆

ukªadu równa« (3.85) mo»na zapisa¢ w postaci:

∆ =



I 0 0

0 A2 B2 C2

0 D2 A3 B3 C3

E2 D3 A4 B4 C4

. . . . . . . . . . . . . . .

En−3 Dn−2 An−1 Bn−1 0

En−2 Dn−1 An 0

0 0 I


(n+1)×(n+1)

, (A.4)

gdzie:

• macierze Aj (j = 2, 3, 4, . . . , n) wyznacza si¦ zgodnie ze wzorami (A.1)�(A.3),

• macierze Bj i Dj (j = 2, 3, 4, . . . , n− 1) wyra»one s¡ wzorami (3.88) i (3.90),

• macierze Cj i Ej (j = 2, 3, 4, . . . , n− 2) okre±laj¡ wzory (3.89) i (3.91),

• macierz I � jednostkowa o wymiarze (m+ 1)× (m+ 1),

• macierz 0 � zerowa o wymiarze (m+ 1)× (m+ 1).

Uwaga

W sytuacji tzw. mieszanego podparcia pªyty na obwodzie, tzn. przegubowo na wy-

branych kraw¦dziach i w sposób utwierdzony na pozostaªych z nich, warunki zero-

wania si¦ momentów zginaj¡cych (3.72) i (3.74) nale»y zast¡pi¢ dla kraw¦dzi utwier-

dzonych warunkami zerowania si¦ k¡tów obrotu (3.76) oraz (3.78). Oznacza to, »e

wzory (A.1)�(A.3) ulegaj¡ nast¦puj¡cym mody�kacjom:

• dolna kraw¦d¹ utwierdzona � wpóªczynnik α11 nale»y dodawa¢ zamiast odejmo-

wa¢, obliczaj¡c elementy na przek¡tnej gªównej macierzy A2 (wzór (A.1)),

• górna kraw¦d¹ utwierdzona � wpóªczynnik α12 nale»y dodawa¢ zamiast odejmo-

wa¢, obliczaj¡c elementy na przek¡tnej gªównej macierzy An (wzór (A.3)),

• lewa kraw¦d¹ utwierdzona � wpóªczynnik α10 nale»y dodawa¢ zamiast odejmo-

wa¢, obliczaj¡c elementy na przek¡tnej gªównej macierzyAj (wzory (A.1)-(A.3)),
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• prawa kraw¦d¹ utwierdzona � wpóªczynnik α13 nale»y dodawa¢ zamiast odejmo-

wa¢, obliczaj¡c elementy na przek¡tnej gªównej macierzyAj (wzory (A.1)-(A.3)).

A.2. Pªyta podparta swobodnie na dwóch kraw¦dziach

W podrozdziale rozpatrzono pªyt¦ swobodnie podpart¡ na jej lewej i prawej

kraw¦dzi zgodnie z rysunkiem 3.5b). Uwzgl¦dniaj¡c warunki brzegowe, nale»y wzi¡¢

pod uwag¦ zerowe ugi¦cia oraz zerowe momenty zginaj¡ce Mx w punktach siatki

MRS le»¡cych na lewej i prawej kraw¦dzi pªyty. Ponadto w rozwa»anej sytuacji

obowi¡zuj¡ dodatkowe warunki dotycz¡ce swobodnej kraw¦dzi dolnej oraz górnej.

1. Uwzgl¦dnienie zerowych ugi¦¢ na lewej/prawej kraw¦dzi pªyty

a) Ze wzoru (3.71) wynika, »e:

w11 = w12 = w13 = · · · = w1,n+1 = 0,

wm+1,1 = wm+1,2 = wm+1,3 = · · · = wm+1,n+1 = 0.

b) W macierzy blokowej (3.86) dokonuje si¦ identycznego przeksztaªcenia jak

w podrozdziale A.1 w p. 2, tzn. w ka»dej skªadowej macierzy-bloku pierwszy

i ostatni wiersz oraz pierwsz¡ i ostatni¡ kolumn¦ nale»y wypeªni¢ zerami,

a na przek¡tnej gªównej w tych wierszach i kolumnach wstawia si¦ warto±¢

jednostkow¡.

2. Uwzgl¦dnienie zerowych momentów zginaj¡cych Mx na kraw¦dzi lewej/prawej

a) Zapisuj¡c równanie (3.39) dla punktów wewn¦trznych pªyty, bezpo±rednio

s¡siaduj¡cych z punktami na jej kraw¦dzi lewej/prawej (czyli dla i = {2,m},
j = {1, 2, 3, . . . , n+1}), nale»y dokona¢ poni»szych mody�kacji w celu wyeli-

minowania ugi¦¢ w0,j oraz wm+2,j w punktach �kcyjnych le»¡cych na zewn¡trz

pªyty, w bezpo±rednim s¡siedztwie jej lewej i prawej kraw¦dzi. Z warunku

(3.72) wynika, »e

dla j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1:

i = 2 ⇒ (α10)2jw0j = −(α10)2jw2j,

i = m ⇒ (α13)mjwm+2,j = −(α13)mjwmj.

b) Dla j ∈ {3, 4, 5, . . . , n− 1} nale»y zmody�kowa¢ wszystkie macierze-bloki Aj

zgodnie ze wzorem (A.2).

c) Dla j ∈ {1, 2, n, n + 1} nale»y w macierzach Aj dokona¢ mody�kacji jak

w p. b), a ponadto niezb¦dne s¡ dalsze przeksztaªcenia, opisane poni»ej w p. 3,

ze wzgl¦du na kraw¦d¹ swobodn¡ doln¡/górn¡.
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3. Uwzgl¦dnienie swobodnej kraw¦dzi dolnej/górnej

a) Przy pomocy warunków (3.81) i (3.82) mo»na wyeliminowa¢ z równa« (3.39)

ugi¦cia wi,0, wi,−1, wi,n+2 oraz wi,n+3 wyst¦puj¡ce w punktach �kcyjnych le-

»¡cych poni»ej dolnej oraz powy»ej górnej kraw¦dzi pªyty.

b) Przyj¦to nast¦puj¡cy, uproszczony zapis wzorów (3.81) i (3.82):

wi,j+1 = −wi,j−1 + β1wij + β2(wi−1,j + wi+1,j), (A.5)

wi,j+2 = wi,j−2 + γ1wi,j−1 + γ2wij + γ3(wi−1,j−1 + wi+1,j−1)+

+ γ4(wi−1,j + wi+1,j) + γ5(wi−2,j + wi+2,j),
(A.6)

gdzie:

β1 = 2

(
1 + ν

k2

h2

)
, (A.7)

β2 = −ν k
2

h2
, (A.8)

γ1 = −4

[
1 + (2− ν)

k2

h2

]
, (A.9)

γ2 =

[
6ν(2− ν)

k4

h4
+ 8

k2

h2
+ 4

]
, (A.10)

γ3 = 2(2− ν)
k2

h2
, (A.11)

γ4 = −4

[
k2

h2
+ ν(2− ν)

k4

h4

]
, (A.12)

γ5 = ν(2− ν)
k4

h4
. (A.13)

Korzystaj¡c ze wzoru (A.5), mo»na wyrazi¢ ugi¦cia wi,0 oraz wi,n+2, dla kolejnych

indeksów i = 1, 2, 3, . . . ,m+ 1, przy pomocy ugi¦¢ wyst¦puj¡cych w obr¦bie pªyty.

Dla j = 1:

i = 1⇒ w10 = −
0︷︸︸︷
w12 +β1

0︷︸︸︷
w11 +β2(

−w21︷︸︸︷
w01 +w21) = 0,

i = 2⇒ w20 = −w22 + β1w21 + β2(
0︷︸︸︷
w11 +w31) = −w22 + β1w21 + β2w31,

i = 3⇒ w30 = −w32 + β1w31 + β2(w21 + w41),

...

i = m− 1⇒ wm−1,0 = −wm−1,2 + β1wm−1,1 + β2(wm−2,1 + wm,1),

i = m⇒ wm,0 = −wm,2 + β1wm,1 + β2(wm−1,1 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,1) = −wm,2 + β1wm,1 + β2wm−1,1,

i = m+ 1⇒ wm+1,0 = −
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,2 +β1

0︷ ︸︸ ︷
wm+1,1 +β2(wm,1 +

−wm,1︷ ︸︸ ︷
wm+2,1) = 0.
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Dla j = n+ 1:

i = 1⇒ w1,n+2 = −
0︷︸︸︷

w1,n +β1

0︷ ︸︸ ︷
w1,n+1 +β2(

−w2,n+1︷ ︸︸ ︷
w0,n+1 +w2,n+1) = 0,

i = 2⇒ w2,n+2 = −w2,n + β1w2,n+1 + β2(
0︷ ︸︸ ︷

w1,n+1 +w3,n+1) = −w2,n + β1w2,n+1+

+ β2w3,n+1,

i = 3⇒ w3,n+2 = −w3,n + β1w3,n+1 + β2(w2,n+1 + w4,n+1),

...

i = m− 1⇒ wm−1,n+2 = −wm−1,n + β1wm−1,n+1 + β2(wm−2,n+1 + wm,n+1),

i = m⇒ wm,n+2 = −wm,n + β1wm,n+1 + β2(wm−1,n+1 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,n+1) =

= −wm,n + β1wm,n+1 + β2wm−1,n+1,

i = m+ 1⇒ wm+1,n+2 = −
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,n +β1

0︷ ︸︸ ︷
wm+1,n+1 +β2(wm,n+1 +

−wm,n+1︷ ︸︸ ︷
wm+2,n+1) = 0.

Przy u»yciu wzoru (A.6) mo»na przedstawi¢ ugi¦cia wi,−1 oraz wi,n+3, przyjmuj¡c

i = 2, 3, 4, . . . ,m, tak aby zale»aªy one od odpowiednich ugi¦¢ wewn¡trz pªyty.

Dla j = 1:

i = 2:

w2,−1 = w23 − γ1w20 − γ2w21 − γ3(
0︷︸︸︷
w10 +w30)− γ4(

0︷︸︸︷
w11 +w31)− γ5(

−w21︷︸︸︷
w01 +w41) =

= w23 + γ1w22 + ϕ1w21 + ϕ2w31 + γ3w32 + ϕ3w41,

i = 3:

w3,−1 = w33 − γ1w30 − γ2w31 − γ3(w20 + w40)− γ4(w21 + w41)− γ5(
0︷︸︸︷
w11 +w51) =

= w33 + γ1w32 + ϕ4w31 + ϕ2(w21 + w41) + γ3(w22 + w42) + ϕ3w51,

i = 4:

w4,−1 = w43 − γ1w40 − γ2w41 − γ3(w30 + w50)− γ4(w31 + w51)− γ5(w21 + w61) =

= w43 + γ1w42 + ϕ4w41 + ϕ2(w31 + w51) + γ3(w32 + w52) + ϕ3(w21 + w61),

...

i = m− 2:

wm−2,−1 = wm−2,3 + γ1wm−2,2 + ϕ4wm−2,1 + ϕ2(wm−3,1 + wm−1,1)+

+ γ3(wm−3,2 + wm−1,2) + ϕ3(wm−4,1 + wm,1),

i = m− 1:

wm−1,−1 = wm−1,3 − γ1wm−1,0 − γ2wm−1,1 − γ3(wm−2,0 + wm,0)+
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− γ4(wm−2,1 + wm,1)− γ5(wm−3,1 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,1) = wm−1,3 + γ1wm−1,2 + ϕ4wm−1,1+

+ ϕ2(wm−2,1 + wm,1) + γ3(wm−2,2 + wm,2) + ϕ3wm−3,1,

i = m :

wm,−1 = wm,3 − γ1wm,0 − γ2wm,1 − γ3(wm−1,0 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,0)− γ4(wm−1,1 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,1)+

− γ5(wm−2,1 +

−wm,1︷ ︸︸ ︷
wm+2,1) = wm,3 + γ1wm,2 + ϕ1wm,1 + ϕ2wm−1,1 + γ3wm−1,2 + ϕ3wm−2,1.

Dla j = n+ 1:

i = 2:

w2,n+3 = w2,n−1 + γ1w2,n + γ2w2,n+1 + γ3(
0︷︸︸︷

w1,n +w3,n) + γ4(
0︷ ︸︸ ︷

w1,n+1 +w3,n+1)+

+ γ5(

−w2,n+1︷ ︸︸ ︷
w0,n+1 +w4,n+1) = w2,n−1 + γ1w2,n + (γ2 − γ5)w2,n+1 + γ3w3,n + γ4w3,n+1+

+ γ5w4,n+1,

i = 3:

w3,n+3 = w3,n−1 + γ1w3,n + γ2w3,n+1 + γ3(w2,n + w4,n) + γ4(w2,n+1 + w4,n+1)+

+ γ5(w1,n+1 + w5,n+1),

i = 4:

w4,n+3 = w4,n−1 + γ1w4,n + γ2w4,n+1 + γ3(w3,n + w5,n) + γ4(w3,n+1 + w5,n+1)+

+ γ5(w2,n+1 + w6,n+1),

...

i = m− 2:

wm−2,n+3 = wm−2,n−1 + γ1wm−2,n + γ2wm−2,n+1 + γ3(wm−3,n + wm−1,n)+

+ γ4(wm−3,n+1 + wm−1,n+1) + γ5(wm−4,n+1 + wm,n+1),

i = m− 1:

wm−1,n+3 = wm−1,n−1 + γ1wm−1,n + γ2wm−1,n+1 + γ3(wm−2,n + wm,n)+

+ γ4(wm−2,n+1 + wm,n+1) + γ5(wm−3,n+1 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,n+1) = wm−1,n−1 + γ1wm−1,n+

+ γ2wm−1,n+1 + γ3(wm−2,n + wm,n) + γ4(wm−2,n+1 + wm,n+1) + γ5wm−3,n+1,

i = m :

wm,n+3 = wm,n−1 + γ1wm,n + γ2wm,n+1 + γ3(wm−1,n +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,n)+

+ γ4(wm−1,n+1 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,n+1) + γ5(wm−2,n+1 +

−wm,n+1︷ ︸︸ ︷
wm+2,n+1) = wm,n−1 + γ1wm,n+

+ (γ2 − γ5)wm,n+1 + γ3wm−1,n + γ4wm−1,n+1 + γ5wm−2,n+1.
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W powy»szych wzorach przyj¦to nast¦puj¡ce oznaczenia:

ϕ1 = −(γ2 + γ1β1 + γ3β2 − γ5), (A.14)

ϕ2 = −(γ4 + γ3β1 + γ1β2), (A.15)

ϕ3 = −(γ5 + γ3β2), (A.16)

ϕ4 = −(γ1β1 + γ2 + 2γ3β2). (A.17)

Macierz ∆ ukªadu (3.85) charakteryzuje si¦ postaci¡ blokow¡ wyra»on¡ wzorem

(3.86). Poszczególne bloki tej macierzy, w sytuacji swobodnego podparcia pªyty na

dwóch kraw¦dziach, mo»na wyznaczy¢, korzystaj¡c z ni»ej zestawionych wzorów:

• macierze Aj (j = 3, 4, 5, . . . , n− 1) � wzór (A.2),

• macierze Bj (j = 2, 3, 4, . . . , n− 1) � wzór (3.88),

• macierze Cj (j = 2, 3, 4, . . . , n− 1) � wzór (3.89),

• macierze Dj (j = 2, 3, 4, . . . , n− 1) � wzór (3.90),

• macierze Ej (j = 1, 2, 3, . . . , n− 2) � wzór (3.91),

• macierz A1 � poni»szy wzór (A.18):



1 0 0

0 (A1)22 (A1)23 (A1)24

0 (A1)32 (A1)33 (A1)34 (A1)35

(A1)42 (A1)43 (A1)44 (A1)45 (A1)46

. . . . . . . . . . . . . . .

(A1)m−1,m−3 (A1)m−1,m−2 (A1)m−1,m−1 (A1)m−1,m 0

(A1)m,m−2 (A1)m,m−1 (A1)m,m 0

0 0 1


, (A.18)

gdzie:

(A1)22 = (α1)21 − (α10)21 + (α3)21β1 + (α8)21β2 + (α11)21ϕ1,

(A1)i,i = (α1)i,1 + (α3)i,1β1 + (α6)i,1β2 + (α8)i,1β2 + (α11)i,1ϕ4 dla

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1,

(A1)m,m = (α1)m,1 − (α13)m,1 + (α3)m,1β1 + (α6)m,1β2 + (α11)m,1ϕ1,

(A1)i,i+1 = (α4)i,1 + (α3)i,1β2 + (α8)i,1β1 + (α11)i,1ϕ2 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1,

(A1)i,i−1 = (α2)i,1 + (α6)i,1β1 + (α3)i,1β2 + (α11)i,1ϕ2 dla i = 3, 4, 5, . . . ,m,

(A1)i,i+2 = (α13)i,1 + (α8)i,1β2 + (α11)i,1ϕ3 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 2,

(A1)i,i−2 = (α10)i,1 + (α6)i,1β2 + (α11)i,1ϕ3 dla i = 4, 5, 6, . . . ,m,
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• macierz B1 � poni»szy wzór (A.19):

1 0

0 (B1)22 (B1)23

(B1)32 (B1)33 (B1)34

(B1)43 (B1)44 (B1)45

. . . . . . . . .

(B1)m−1,m−2 (B1)m−1,m−1 (B1)m−1,m

(B1)m,m−1 (B1)m,m 0

0 1


, (A.19)

gdzie:

(B1)i,i = (α5)i,1 − (α3)i,1 + (α11)i,1γ1 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m,

(B1)i,i+1 = (α9)i,1 − (α8)i,1 + (α11)i,1γ3 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1,

(B1)i,i−1 = (α7)i,1 − (α6)i,1 + (α11)i,1γ3 dla i = 3, 4, 5, . . . ,m,

• macierz C1 � poni»szy wzór (A.20):

1

(C1)22

(C1)33

(C1)44

. . .

(C1)m−1,m−1

(C1)m,m

1


, (A.20)

gdzie

(C1)i,i = (α12)i,1 + (α11)i,1 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m,

• macierz A2 � poni»szy wzór (A.21):

1 0 0

0 (A2)22 (A2)23 (A2)24

0 (A2)32 (A2)33 (A2)34 (A2)35

(A2)42 (A2)43 (A2)44 (A2)45 (A2)46

. . . . . . . . . . . . . . .

(A2)m−1,m−3 (A2)m−1,m−2 (A2)m−1,m−1 (A2)m−1,m 0

(A2)m,m−2 (A2)m,m−1 (A2)m,m 0

0 0 1


, (A.21)
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gdzie:

(A2)22 = (α1)22 − (α10)22 − (α11)22,

(A2)i,i = (α1)32 − (α11)32 dla i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1,

(A2)m,m = (α1)m,2 − (α13)m,2 − (α11)m,2,

(A2)i,i+1 = (α4)i,2 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1,

(A2)i,i−1 = (α2)i,2 dla i = 3, 4, 5, . . . ,m,

(A2)i,i+2 = (α13)i,2 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 2,

(A2)i,i−2 = (α10)i,2 dla i = 4, 5, 6, . . . ,m,

• macierz D1 � poni»szy wzór (A.22):

1 0

0 (D1)22 (D1)23

(D1)32 (D1)33 (D1)34

(D1)43 (D1)44 (D1)45

. . . . . . . . .

(D1)m−1,m−2 (D1)m−1,m−1 (D1)m−1,m

(D1)m,m−1 (D1)m,m 0

0 1


, (A.22)

gdzie:

(D1)i,i = (α3)i,2 + (α11)i,2β1 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m,

(D1)i,i+1 = (α8)i,2 + (α11)i,2β2 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1,

(D1)i,i−1 = (α6)i,2 + (α11)i,2β2 dla i = 3, 4, 5, . . . ,m,

• macierz An � poni»szy wzór (A.23):



1 0 0

0 (An)22 (An)23 (An)24

0 (An)32 (An)33 (An)34 (An)35

(An)42 (An)43 (An)44 (An)45 (An)46

. . . . . . . . . . . . . . .

(An)m−1,m−3 (An)m−1,m−2 (An)m−1,m−1 (An)m−1,m 0

(An)m,m−2 (An)m,m−1 (An)m,m 0

0 0 1


, (A.23)
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gdzie:

(An)22 = (α1)2,n − (α10)2,n − (α12)2,n,

(An)i,i = (α1)3,n − (α12)3,n dla i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1,

(An)m,m = (α1)m,n − (α13)m,n − (α12)m,n,

(An)i,i+1 = (α4)i,n dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1,

(An)i,i−1 = (α2)i,n dla i = 3, 4, 5, . . . ,m,

(An)i,i+2 = (α13)i,n dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 2,

(An)i,i−2 = (α10)i,n dla i = 4, 5, 6, . . . ,m,

• macierz Bn � poni»szy wzór (A.24):

1 0

0 (Bn)22 (Bn)23

(Bn)32 (Bn)33 (Bn)34

(Bn)43 (Bn)44 (Bn)45

. . . . . . . . .

(Bn)m−1,m−2 (Bn)m−1,m−1 (Bn)m−1,m

(Bn)m,m−1 (Bn)m,m 0

0 1


, (A.24)

gdzie:

(Bn)i,i = (α5)i,n + (α12)i,nβ1 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m,

(Bn)i,i+1 = (α9)i,n + (α12)i,nβ2 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1,

(Bn)i,i−1 = (α7)i,n + (α12)i,nβ2 dla i = 3, 4, 5, . . . ,m,

• macierz An+1 � poni»szy wzór (A.25):

1 0 0

0 (An+1)22 (An+1)23 (An+1)24

0 (An+1)32 (An+1)33 (An+1)34 (An+1)35

(An+1)42 (An+1)43 (An+1)44 (An+1)45 (An+1)46

. . . . . . . . . . . . . . .

(An+1)m−1,m−3 (An+1)m−1,m−2 (An+1)m−1,m−1 (An+1)m−1,m 0

(An+1)m,m−2 (An+1)m,m−1 (An+1)m,m 0

0 0 1


, (A.25)

gdzie:

(An+1)22 = (α1)2,n+1 − (α10)2,n+1 + (α5)2,n+1β1 + (α9)2,n+1β2 + (α12)2,n+1(γ2 − γ5),
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(An+1)i,i = (α1)i,n+1 + (α7)i,n+1β2 + (α9)i,n+1β2 + (α5)i,n+1β1 + (α12)i,n+1γ2 dla

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1,

(An+1)m,m = (α1)m,n+1 − (α13)m,n+1 + (α5)m,n+1β1 + (α7)m,n+1β2+

+ (α12)m,n+1(γ2 − γ5),

(An+1)i,i+1 = (α4)i,n+1 + (α5)i,n+1β2 + (α9)i,n+1β1 + (α12)i,n+1γ4 dla

i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1,

(An+1)i,i−1 = (α2)i,n+1 + (α7)i,n+1β1 + (α5)i,n+1β2 + (α12)i,n+1γ4 dla

i = 3, 4, 5, . . . ,m,

(An+1)i,i+2 = (α13)i,n+1 + (α9)i,n+1β2 + (α12)i,n+1γ5 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 2,

(An+1)i,i−2 = (α10)i,n+1 + (α7)i,n+1β2 + (α12)i,n+1γ5 dla i = 4, 5, 6, . . . ,m,

• macierz Dn � poni»szy wzór (A.26):

1 0

0 (Dn)22 (Dn)23

(Dn)32 (Dn)33 (Dn)34

(Dn)43 (Dn)44 (Dn)45

. . . . . . . . .

(Dn)m−1,m−2 (Dn)m−1,m−1 (Dn)m−1,m

(Dn)m,m−1 (Dn)m,m 0

0 1


, (A.26)

gdzie:

(Dn)i,i = (α3)i,n+1 − (α5)i,n+1 + (α12)i,n+1γ1 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m,

(Dn)i,i+1 = (α8)i,n+1 − (α9)i,n+1 + (α12)i,n+1γ3 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1,

(Dn)i,i−1 = (α6)i,n+1 − (α7)i,n+1 + (α12)i,n+1γ3 dla i = 3, 4, 5, . . . ,m,

• macierz En−1 � poni»szy wzór (A.27):

1

(En−1)22

(En−1)33

(En−1)44

. . .

(En−1)m−1,m−1

(En−1)m,m

1


, (A.27)
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gdzie

(En−1)i,i = (α12)i,n+1 + (α11)i,n+1 dla i = 2, 3, 4, . . . ,m.

Uwaga

W przypadku pªyty utwierdzonej na dwóch przeciwlegªych kraw¦dziach nale»y na

nich uwzgl¦dni¢ zerowe k¡ty obrotu. Oznacza to, »e w celu eliminacji ugi¦¢ w0,j oraz

wm+2,j (j = 1, 2, 3, . . . , n + 1) w punktach �kcyjnych korzysta si¦ z warunku (3.76)

i wtedy

dla j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1:

i = 2 ⇒ (α10)2jw0j = (α10)2jw2j,

i = m ⇒ (α13)mjwm+2,j = (α13)mjwmj.

Zatem macierze Aj przyjmuj¡ postacie jak we wzorach (A.18), (A.21), (A.2), (A.23)

oraz (A.25) z t¡ ró»nic¡, »e obliczaj¡c drugi i przedostatni element przek¡tnej gªów-

nej tych macierzy, wspóªczynniki α10 i α13 nale»y dodawa¢ zamiast odejmowa¢.

W efekcie wy»ej zapisanych warunków dla kraw¦dzi utwierdzonych zmianie ulegaj¡

nast¦puj¡ce ugi¦cia w punktach �kcyjnych:

w10 = −
0︷︸︸︷
w12 +β1

0︷︸︸︷
w11 +β2(

w21︷︸︸︷
w01 +w21) = 2β2w21,

wm+1,0 = −
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,2 +β1

0︷ ︸︸ ︷
wm+1,1 +β2(wm,1 +

wm,1︷ ︸︸ ︷
wm+2,1) = 2β2wm,1,

w1,n+2 = −
0︷︸︸︷

w1,n +β1

0︷ ︸︸ ︷
w1,n+1 +β2(

w2,n+1︷ ︸︸ ︷
w0,n+1 +w2,n+1) = 2β2w2,n+1,

wm+1,n+2 = −
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,n +β1

0︷ ︸︸ ︷
wm+1,n+1 +β2(wm,n+1 +

wm,n+1︷ ︸︸ ︷
wm+2,n+1) = 2β2wm,n+1,

w2,−1 = w23 − γ1w20 − γ2w21 − γ3(
0︷︸︸︷
w10 +w30)− γ4(

0︷︸︸︷
w11 +w31)− γ5(

w21︷︸︸︷
w01 +w41) =

= w23 + γ1w22 + ϕ′1w21 + ϕ2w31 + γ3w32 + ϕ3w41,

wm,−1 = wm,3 − γ1wm,0 − γ2wm,1 − γ3(wm−1,0 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,0)− γ4(wm−1,1 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,1)+

− γ5(wm−2,1 +

wm,1︷ ︸︸ ︷
wm+2,1) = wm,3 + γ1wm,2 + ϕ′1wm,1 + ϕ2wm−1,1 + γ3wm−1,2 + ϕ3wm−2,1,

w2,n+3 = w2,n−1 + γ1w2,n + γ2w2,n+1 + γ3(
0︷︸︸︷

w1,n +w3,n) + γ4(
0︷ ︸︸ ︷

w1,n+1 +w3,n+1)+

+ γ5(

w2,n+1︷ ︸︸ ︷
w0,n+1 +w4,n+1) = w2,n−1 + γ1w2,n + (γ2 + γ5)w2,n+1 + γ3w3,n + γ4w3,n+1+

+ γ5w4,n+1,
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wm,n+3 = wm,n−1 + γ1wm,n + γ2wm,n+1 + γ3(wm−1,n +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,n)+

+ γ4(wm−1,n+1 +
0︷ ︸︸ ︷

wm+1,n+1) + γ5(wm−2,n+1 +

wm,n+1︷ ︸︸ ︷
wm+2,n+1) = wm,n−1 + γ1wm,n+

+ (γ2 + γ5)wm,n+1 + γ3wm−1,n + γ4wm−1,n+1 + γ5wm−2,n+1,

gdzie przyj¦to oznaczenie:

ϕ′1 = −(γ2 + γ1β1 + 3γ3β2 + γ5). (A.28)

Dodatkowe zmiany nale»y zatem wprowadzi¢ w macierzach A1 oraz An+1. Macierz

A1 okre±la wzór (A.18) z t¡ ró»nic¡, »e drugi i przedostatni element na jej przek¡tnej

gªównej oblicza si¦ zgodnie z poni»szym zapisem:

(A1)22 = (α1)21 − (α10)21 + (α3)21β1 + (α8)21β2 + (α11)21ϕ1 + 2β2(α6)21,

(A1)m,m = (α1)m,1 − (α13)m,1 + (α3)m,1β1 + (α6)m,1β2 + (α11)m,1ϕ1 + 2β2(α8)m,1.

Macierz An+1 wyra»ona jest wzorem (A.25), przy czym zmiany dotycz¡ drugiego

i przedostatniego elementu na przek¡tnej gªównej. Obliczaj¡c te elementy, nale»y

skorzysta¢ z nast¦puj¡cych wzorów:

(An+1)22 = (α1)2,n+1 − (α10)2,n+1 + (α5)2,n+1β1 + (α9)2,n+1β2 + 2(α7)2,n+1β2+

+ (α12)2,n+1(γ2 + γ5),

(An+1)m,m = (α1)m,n+1 − (α13)m,n+1 + (α5)m,n+1β1 + (α7)m,n+1β2 + 2(α9)m,n+1β2+

+ (α12)m,n+1(γ2 + γ5).

A.3. Pªyta utwierdzona na jednej kraw¦dzi

W podrozdziale rozwa»ono pªyt¦ utwierdzon¡ na lewej kraw¦dzi zgodnie z rysun-

kiem 3.5c). W sytuacji takiego zamocowania nale»y wzi¡¢ pod uwag¦ zerowe ugi¦cia

oraz zerowe k¡ty obrotu ϕy w punktach siatki MRS le»¡cych na lewej kraw¦dzi pªyty.

Uwzgl¦dnia si¦ tak»e dodatkowe warunki dotycz¡ce swobodnych kraw¦dzi: dolnej,

górnej i prawej oraz swobodnego naro»a prawego.

1. Uwzgl¦dnienie zerowych ugi¦¢ na lewej kraw¦dzi pªyty

a) Ze wzoru (3.71) wynika, »e

w11 = w12 = w13 = · · · = w1,n+1 = 0. (A.29)

b) We wszystkich macierzach skªadowych tworz¡cych macierz blokow¡ (3.86)

wypeªnia si¦ zerami pierwszy wiersz i pierwsz¡ kolumn¦, a na przek¡tnej

gªównej w tym wierszu i kolumnie wstawia si¦ warto±¢ jednostkow¡.
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2. Uwzgl¦dnienie zerowych k¡tów obrotu ϕy na lewej kraw¦dzi pªyty

a) Zapisuj¡c równanie (3.39) dla punktów wewn¦trznych pªyty, bezpo±rednio

s¡siaduj¡cych z punktami na jej lewej kraw¦dzi (i = 2, j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1),

nale»y dokona¢ ni»ej zapisanej mody�kacji. Wówczas mo»liwe jest wyelimi-

nowanie ugi¦¢ w0,j w punktach �kcyjnych le»¡cych na zewn¡trz pªyty, w bez-

po±rednim s¡siedztwie jej lewej kraw¦dzi. Skorzystano z warunku (3.76).

Dla j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1:

i = 2 ⇒ (α10)2jw0j = (α10)2jw2j.

b) Z powy»szego zapisu wynika, »e macierze-bloki Aj skªadaj¡ce si¦ na macierz

(3.86) nale»y zmody�kowa¢ tak, aby dla j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1 byªy wyra»one

wzorem ogólnym:

1 0 0

0 (Aj)22 (Aj)23 (Aj)24

0 (Aj)32 (Aj)33 (Aj)34 (Aj)35

(Aj)42 (Aj)43 (Aj)44 (Aj)45 (Aj)46

. . . . . . . . . . . . . . .

(Aj)m−1,m−3 (Aj)m−1,m−2 (Aj)m−1,m−1 (Aj)m−1,m (Aj)m−1,m+1

(Aj)m,m−2 (Aj)m,m−1 (Aj)m,m (Aj)m,m+1

(Aj)m+1,m−1 (Aj)m+1,m (Aj)m+1,m+1


,

(A.30)

gdzie

(Aj)22 = (α1 + α10)2j dla j = 3, 4, 5, . . . , n− 1.

Warto±ci pozostaªych elementów macierzy Aj zale»¡ od indeksu j i ustala si¦

je na podstawie warunków brzegowych dla swobodnych kraw¦dzi oraz naro»y

pªyty.

3. Uwzgl¦dnienie swobodnej kraw¦dzi dolnej/górnej

a) Post¦puj¡c jak w podrozdziale A.2, w p. 3, eliminuje si¦ z równa« (3.39)

ugi¦cia: wi,0, wi,−1, wi,n+2 i wi,n+3, odpowiadaj¡ce punktom �kcyjnym le»¡-

cym poni»ej dolnej oraz powy»ej górnej kraw¦dzi pªyty. Nale»y skorzysta¢

z warunków (3.81) i (3.82).

b) Przyj¦to uproszczony zapis warunków (3.81) i (3.82), zgodnie ze wzorami

(A.5) i (A.6) przedstawionymi w podrozdziale A.2.

4. Uwzgl¦dnienie swobodnej kraw¦dzi prawej

a) Przy u»yciu warunków (3.79) i (3.80) mo»liwa jest eliminacja z równa« (3.39)

ugi¦¢ wm+2,j oraz wm+3,j wyst¦puj¡cych w punktach �kcyjnych le»¡cych na

zewn¡trz prawej kraw¦dzi pªyty.



A.3. Pªyta utwierdzona na jednej kraw¦dzi 335

b) Przyj¦to uproszczony zapis wzorów (3.79) i (3.80), przedstawiony poni»ej:

wi+1,j = −wi−1,j + β′1wij + β′2(wi,j−1 + wi,j+1), (A.31)

wi+2,j = wi−2,j + γ′1wi−1,j + γ′2wij + γ′3(wi−1,j−1 + wi−1,j+1)+

+ γ′4(wi,j−1 + wi,j+1) + γ′5(wi,j−2 + wi,j+2),
(A.32)

gdzie:

β′1 = 2

(
1 + ν

h2

k2

)
, (A.33)

β′2 = −ν h
2

k2
, (A.34)

γ′1 = −4

[
1 + (2− ν)

h2

k2

]
, (A.35)

γ′2 =

[
6ν(2− ν)

h4

k4
+ 8

h2

k2
+ 4

]
, (A.36)

γ′3 = 2(2− ν)
h2

k2
, (A.37)

γ′4 = −4

[
h2

k2
+ ν(2− ν)

h4

k4

]
, (A.38)

γ′5 = ν(2− ν)
h4

k4
. (A.39)

5. Uwzgl¦dnienie swobodnego naro»a prawego

a) Korzystaj¡c z warunku (3.84), dokonuje si¦ eliminacji z równa« (3.39) ugi¦¢

wm+2,0 oraz wm+2,n+2 w punktach �kcyjnych s¡siaduj¡cych ze swobodnymi

naro»ami pªyty.

b) Wzór (3.84) mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cej postaci:

wi+1,j+1 = wi+1,j−1 + wi−1,j+1 − wi−1,j−1 =

= −3wi−1,j−1 + β1wi−1,j + β′1wi,j−1 + β2wi−2,j+

+ β′2wi,j−2 + (β′2 + β2)wij.

(A.40)

Stosuj¡c wzór (A.5), mo»na zapisa¢ zale»no±ci pozwalaj¡ce przedstawi¢ ugi¦cia

wi,0 oraz wi,n+2, gdzie i = 1, 2, 3, . . . ,m + 1, przy pomocy ugi¦¢ w punktach miesz-

cz¡cych si¦ w obszarze pªyty.

Dla j = 1:

i = 1: w10 = −
0︷︸︸︷
w12 +β1

0︷︸︸︷
w11 +β2(

w21︷︸︸︷
w01 +w21) = 2β2w21,

i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1: wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,
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i = m : wm,0 = −wm,2 + β1wm,1 + β2(wm−1,1 + wm+1,1), (A.41)

i = m+ 1: wm+1,0 = −wm+1,2 + β1wm+1,1 + β2(wm,1 + wm+2,1). (A.42)

Dla j = n+ 1:

i = 1: w1,n+2 = −
0︷︸︸︷

w1,n +β1

0︷ ︸︸ ︷
w1,n+1 +β2(

w2,n+1︷ ︸︸ ︷
w0,n+1 +w2,n+1) = 2β2w2,n+1,

i = 2, 3, 4, . . . ,m− 1: wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m : wm,n+2 = −wm,n + β1wm,n+1 + β2(wm−1,n+1 + wm+1,n+1), (A.43)

i = m+ 1:

wm+1,n+2 = −wm+1,n + β1wm+1,n+1 + β2(wm,n+1 + wm+2,n+1). (A.44)

Analogiczne post¦powanie jak wy»ej przeprowadza si¦ w odniesieniu do ugi¦¢

wi,−1 oraz wi,n+3, gdzie i = 2, 3, 4, . . . ,m+ 1. Nale»y wówczas u»y¢ wzoru (A.6).

Dla j = 1:

i = 2:

w2,−1 = w23 − γ1w20 − γ2w21 − γ3(
0︷︸︸︷
w10 +w30)− γ4(

0︷︸︸︷
w11 +w31)− γ5(

w21︷︸︸︷
w01 +w41) =

= w23 + γ1w22 + ϕ′1w21 + ϕ2w31 + γ3w32 + ϕ3w41,

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 2:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m− 1:

wm−1,−1 = wm−1,3 − γ1wm−1,0 − γ2wm−1,1 − γ3(wm−2,0 + wm,0) +

−γ4(wm−2,1 + wm,1)− γ5(wm−3,1 + wm+1,1) = wm−1,3 + γ1wm−1,2 + ϕ4wm−1,1 +

+ϕ2(wm−2,1 + wm,1) + γ3(wm−2,2 + wm,2) + ϕ3(wm−3,1 + wm+1,1),

i = m :

wm,−1 = wm,3 − γ1wm,0 − γ2wm,1 − γ3(wm−1,0 + wm+1,0) +

−γ4(wm−1,1 + wm+1,1)− γ5(wm−2,1 + wm+2,1) = wm,3 + γ1wm,2 + (A.45)

+ϕ4wm,1 + ϕ2(wm−1,1 + wm+1,1) + γ3(wm−1,2 + wm+1,2) +

+ϕ3(wm−2,1 + wm+2,1),

i = m+ 1:

wm+1,−1 = wm+1,3 − γ1wm+1,0 − γ2wm+1,1 − γ3(wm,0 + wm+2,0) +

−γ4(wm,1 + wm+2,1)− γ5(wm−1,1 + wm+3,1) = wm+1,3 + γ1wm+1,2 + (A.46)

+ϕ4wm+1,1 + ϕ2(wm,1 + wm+2,1) + γ3(wm,2 + wm+2,2) +

+ϕ3(wm−1,1 + wm+3,1).
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Dla j = n+ 1:

i = 2:

w2,n+3 = w2,n−1 + γ1w2,n + γ2w2,n+1 + γ3(
0︷︸︸︷

w1,n +w3,n) + γ4(
0︷ ︸︸ ︷

w1,n+1 +w3,n+1) +

+γ5(

w2,n+1︷ ︸︸ ︷
w0,n+1 +w4,n+1) = w2,n−1 + γ1w2,n + (γ2 + γ5)w2,n+1 + γ3w3,n +

+γ4w3,n+1 + γ5w4,n+1,

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 2:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m− 1:

wm−1,n+3 = wm−1,n−1 + γ1wm−1,n + γ2wm−1,n+1 + γ3(wm−2,n + wm,n) +

+γ4(wm−2,n+1 + wm,n+1) + γ5(wm−3,n+1 + wm+1,n+1),

i = m :

wm,n+3 = wm,n−1 + γ1wm,n + γ2wm,n+1 + γ3(wm−1,n + wm+1,n) +

+γ4(wm−1,n+1 + wm+1,n+1) + γ5(wm−2,n+1 + wm+2,n+1), (A.47)

i = m+ 1:

wm+1,n+3 = wm+1,n−1 + γ1wm+1,n + γ2wm+1,n+1 + γ3(wm,n + wm+2,n) +

+γ4(wm,n+1 + wm+2,n+1) + γ5(wm−1,n+1 + wm+3,n+1). (A.48)

Aby odpowiednio zapisa¢ ugi¦cia wm+2,j oraz wm+3,j wyst¦puj¡ce w punktach

�kcyjnych, gdzie j = 1, 2, 3, . . . , n+1, nale»y wykorzysta¢ wzory (A.31) oraz (A.32).

Dla i = m+ 1:

j = 1: wm+2,1 = −wm,1 + β′1wm+1,1 + β′2(wm+1,0 + wm+1,2), (A.49)

j = 2: wm+2,2 = −wm,2 + β′1wm+1,2 + β′2(wm+1,1 + wm+1,3), (A.50)

j = 3: wm+2,3 = −wm,3 + β′1wm+1,3 + β′2(wm+1,2 + wm+1,4),

...

j = n− 1:

wm+2,n−1 = −wm,n−1 + β′1wm+1,n−1 + β′2(wm+1,n−2 + wm+1,n),

j = n :

wm+2,n = −wm,n + β′1wm+1,n + β′2(wm+1,n−1 + wm+1,n+1), (A.51)

j = n+ 1:

wm+2,n+1 = −wm,n+1 + β′1wm+1,n+1 + β′2(wm+1,n + wm+1,n+2). (A.52)
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Dla i = m+ 1:

j = 1:

wm+3,1 = wm−1,1 + γ′1wm,1 + γ′2wm+1,1 + γ′3(wm,0 + wm,2) +

+γ′4(wm+1,0 + wm+1,2) + γ′5(wm+1,−1 + wm+1,3), (A.53)

j = 2:

wm+3,2 = wm−1,2 + γ′1wm,2 + γ′2wm+1,2 + γ′3(wm,1 + wm,3) +

+γ′4(wm+1,1 + wm+1,3) + γ′5(wm+1,0 + wm+1,4), (A.54)

j = 3:

wm+3,3 = wm−1,3 + γ′1wm,3 + γ′2wm+1,3 + γ′3(wm,2 + wm,4) +

+γ′4(wm+1,2 + wm+1,4) + γ′5(wm+1,1 + wm+1,5),
...

j = n− 1:

wm+3,n−1 = wm−1,n−1 + γ′1wm,n−1 + γ′2wm+1,n−1 + γ′3(wm,n−2 + wm,n) +

+γ′4(wm+1,n−2 + wm+1,n) + γ′5(wm+1,n−3 + wm+1,n+1),

j = n :

wm+3,n = wm−1,n + γ′1wm,n + γ′2wm+1,n + γ′3(wm,n−1 + wm,n+1) +

+γ′4(wm+1,n−1 + wm+1,n+1) + γ′5(wm+1,n−2 + wm+1,n+2), (A.55)

j = n+ 1:

wm+3,n+1 = wm−1,n+1 + γ′1wm,n+1 + γ′2wm+1,n+1 +

+γ′3(wm,n + wm,n+2) + γ′4(wm+1,n + wm+1,n+2) + (A.56)

+γ′5(wm+1,n−1 + wm+1,n+3).

Ugi¦cia wm+2,0 oraz wm+2,n+2 wyst¦puj¡ce w punktach �kcyjnych przynaro»nych

zapisuje si¦ przy pomocy ugi¦¢ w obr¦bie pªyty, stosuj¡c wzór (A.40).

Dla i = m+ 1:

j = 1:

wm+2,0 = wm+2,2 − wm,2 + wm,0 = −3wm,2 + β1wm,1 + β′1wm+1,2 + β2wm−1,1+

+ β′2wm+1,3 + (β′2 + β2)wm+1,1,

j = n+ 1:

wm+2,n+2 = wm+2,n − wm,n + wm,n+2 = −3wm,n + β1wm,n+1 + β′1wm+1,n+

+ β2wm−1,n+1 + β′2wm+1,n−1 + (β′2 + β2)wm+1,n+1.
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Cz¦±¢ z zapisanych wy»ej wzorów wymaga mody�kacji, poniewa» wyst¦puj¡

w nich ugi¦cia w punktach �kcyjnych, które nale»y wyeliminowa¢. Zostaªy one w po-

wy»szych wzorach podkre±lone.

• We wzorze (A.42) w miejsce podkre±lonego ugi¦cia �kcyjnego wm+2,1 nale»y pod-

stawi¢ wzór (A.49). Otrzymuje si¦ wówczas:

wm+1,0 = −wm+1,2+β1wm+1,1+β2 [wm,1 − wm,1 + β′1wm+1,1 + β′2(wm+1,0 + wm+1,2)] .

St¡d wynika, »e

wm+1,0 = ϕ5wm+1,1 − wm+1,2, (A.57)

gdzie

ϕ5 =
β1 + β2β

′
1

1− β2β′2
. (A.58)

• Wy»ej wyznaczony wzór (A.57) nale»y podstawi¢ do wzoru (A.49), aby wyelimi-

nowa¢ ugi¦cie wm+1,0. Wtedy przemieszczenie wm+2,1 mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co:

wm+2,1 = −wm,1 + β′1wm+1,1 + β′2(ϕ5wm+1,1 − wm+1,2 + wm+1,2) =

= −wm,1 + ϕ′5wm+1,1,
(A.59)

gdzie

ϕ′5 =
β′1 + β′2β1

1− β2β′2
. (A.60)

• W celu eliminacji we wzorze (A.44) podkre±lonego ugi¦cia wm+2,n+1 nale»y u»y¢

wzoru (A.52). Otrzymuje si¦ wtedy:

wm+1,n+2 = −wm+1,n + β1wm+1,n+1+

+ β2 [wm,n+1 − wm,n+1 + β′1wm+1,n+1 + β′2(wm+1,n + wm+1,n+2)]

i nast¦pnie wyznacza si¦ przemieszczenie wm+1,n+2, którego posta¢ podano po-

ni»ej:

wm+1,n+2 = ϕ5wm+1,n+1 − wm+1,n. (A.61)

• Do wzoru (A.52) nale»y zastosowa¢ powy»szy wzór (A.61), podstawiaj¡c go

w miejsce podkre±lonego ugi¦cia wm+1,n+2. Wówczas:

wm+2,n+1 = −wm,n+1 + β′1wm+1,n+1+

+ β′2(ϕ5wm+1,n+1 − wm+1,n + wm+1,n) = −wm,n+1 + ϕ′5wm+1,n+1.
(A.62)
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• We wzorze (A.47) nale»y wyeliminowa¢ podkre±lone ugi¦cie wm+2,n+1 przez pod-

stawienie wzoru (A.62). Otrzymuje si¦ wtedy:

wm,n+3 = wm,n−1 + γ1wm,n + γ3(wm−1,n + wm+1,n) + γ2wm,n+1+

+ γ4(wm−1,n+1 + wm+1,n+1) + γ5(wm−2,n+1 − wm,n+1 + ϕ′5wm+1,n+1) =

= wm,n−1 + γ1wm,n + γ3(wm−1,n + wm+1,n) + (γ2 − γ5)wm,n+1+

+ γ4wm−1,n+1 + (γ4 + γ5ϕ
′
5)wm+1,n+1 + γ5wm−2,n+1.

(A.63)

• We wzorze (A.53) w miejsce podkre±lonych przemieszcze«: wm,0, wm+1,0 oraz

wm+1,−1 nale»y podstawi¢ wzory odpowiednio: (A.41), (A.57) oraz (A.46). Wów-

czas:

wm+3,1 = wm−1,1 + γ′1wm,1 + γ′2wm+1,1 + γ′3[−wm,2 + β1wm,1+

+ β2(wm−1,1 + wm+1,1) + wm,2] + γ′4(ϕ5wm+1,1 − wm+1,2 + wm+1,2)+

+ γ′5[wm+1,3 + γ1wm+1,2 + ϕ4wm+1,1 + ϕ2(wm,1 + wm+2,1)+

+ γ3(wm,2 + wm+2,2) + ϕ3(wm−1,1 + wm+3,1) + wm+1,3].

W powy»szym wzorze eliminuje si¦ podkre±lone ugi¦cia wm+2,1 oraz wm+2,2 przez

podstawienie wzorów odpowiednio (A.59) oraz (A.50). Wtedy:

wm+3,1 = wm−1,1 + γ′1wm,1 + γ′2wm+1,1 + γ′3[−wm,2 + β1wm,1+

+ β2(wm−1,1 + wm+1,1) + wm,2] + γ′4(ϕ5wm+1,1 − wm+1,2 + wm+1,2)+

+ γ′5{wm+1,3 + γ1wm+1,2 + ϕ4wm+1,1 + ϕ2(wm,1 − wm,1 + ϕ′5wm+1,1)+

+ γ3[wm,2 − wm,2 + β′1wm+1,2 + β′2(wm+1,1 + wm+1,3)]+

+ ϕ3(wm−1,1 + wm+3,1) + wm+1,3} =

= (1 + γ′3β2 + γ′5ϕ3)wm−1,1 + (γ′1 + γ′3β1)wm,1 + [γ′2 + γ′3β2+

+ γ′4ϕ5 + γ′5(ϕ4 + ϕ2ϕ
′
5 + γ3β

′
2)]wm+1,1 + γ′5ϕ3wm+3,1+

+ γ′5(γ1 + γ3β
′
1)wm+1,2 + γ′5(γ3β

′
2 + 2)wm+1,3.

Z powy»szego wyznacza si¦ przemieszczenie wm+3,1, otrzymuj¡c ostatecznie:

wm+3,1 = ϕ11wm−1,1 + ϕ12wm,1 + ϕ13wm+1,1 + ϕ14wm+1,2 + ϕ15wm+1,3, (A.64)

gdzie przyj¦to oznaczenia:

ϕ11 =
1 + γ′3β2 + γ′5ϕ3

1− γ′5ϕ3

, (A.65)

ϕ12 =
γ′1 + γ′3β1

1− γ′5ϕ3

, (A.66)
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ϕ13 =
γ′2 + γ′3β2 + γ′4ϕ5 + γ′5(ϕ4 + ϕ2ϕ

′
5 + γ3β

′
2)

1− γ′5ϕ3

, (A.67)

ϕ14 =
γ′5(γ1 + γ3β

′
1)

1− γ′5ϕ3

, (A.68)

ϕ15 =
γ′5(2 + γ3β

′
2)

1− γ′5ϕ3

. (A.69)

• Po podstawieniu wzoru (A.57) do (A.54), w miejsce przemieszczenia wm+1,0,

otrzymuje si¦:

wm+3,2 = wm−1,2 + γ′1wm,2 + γ′2wm+1,2 + γ′3(wm,1 + wm,3)+

+ γ′4(wm+1,1 + wm+1,3) + γ′5(ϕ5wm+1,1 − wm+1,2 + wm+1,4) =

= wm−1,2 + γ′1wm,2 + γ′2wm+1,2 + γ′3(wm,1 + wm,3)+

+ ϕ24wm+1,1 + ϕ23wm+1,2 + γ′4wm+1,3 + γ′5wm+1,4,

(A.70)

gdzie:

ϕ23 = γ′2 − γ′5, (A.71)

ϕ24 = γ′4 + γ′5ϕ5. (A.72)

• Podkre±lone ugi¦cie wm+1,n+2 wyst¦puj¡ce we wzorze (A.55) eliminuje si¦ przy

pomocy wzoru (A.61), otrzymuj¡c:

wm+3,n = wm−1,n + γ′1wm,n + γ′2wm+1,n + γ′3(wm,n−1 + wm,n+1)+

+ γ′4(wm+1,n−1 + wm+1,n+1) + γ′5(wm+1,n−2 + ϕ5wm+1,n+1 − wm+1,n) =

= wm−1,n + γ′1wm,n + ϕ23wm+1,n + γ′3(wm,n−1 + wm,n+1)+

+ γ′4wm+1,n−1 + ϕ24wm+1,n+1 + γ′5wm+1,n−2.

(A.73)

• We wzorze (A.48) w miejsce podkre±lonych ugi¦¢ wm+2,n, wm+2,n+1 oraz wm+3,n+1

podstawia si¦ wzory odpowiednio (A.51), (A.62) oraz (A.56). Wówczas:

wm+1,n+3 = wm+1,n−1 + γ1wm+1,n + γ2wm+1,n+1+

+ γ3[wm,n − wm,n + β′1wm+1,n + β′2(wm+1,n−1 + wm+1,n+1)]+

+ γ4(wm,n+1 − wm,n+1 + ϕ′5wm+1,n+1)+

+ γ5[wm−1,n+1 + wm−1,n+1 + γ′1wm,n+1 + γ′2wm+1,n+1 + γ′3(wm,n + wm,n+2)+

+ γ′4(wm+1,n + wm+1,n+2) + γ′5(wm+1,n−1 + wm+1,n+3)].
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Po dalszym rozwini¦ciu powy»szego wzoru, przez wstawienie w nim zamiast pod-

kre±lonych przemieszcze« wm,n+2 oraz wm+1,n+2 wzorów odpowiednio (A.43) oraz

(A.61), uzyskuje si¦ nast¦puj¡c¡ jego posta¢:

wm+1,n+3 = wm+1,n−1 + γ1wm+1,n + γ2wm+1,n+1+

+ γ3[wm,n − wm,n + β′1wm+1,n + β′2(wm+1,n−1 + wm+1,n+1)]+

+ γ4(wm,n+1 − wm,n+1 + ϕ′5wm+1,n+1)+

+ γ5{wm−1,n+1 + wm−1,n+1 + γ′1wm,n+1 + γ′2wm+1,n+1+

+ γ′3[wm,n − wm,n + β1wm,n+1 + β2(wm−1,n+1 + wm+1,n+1)]+

+ γ′4(wm+1,n + ϕ5wm+1,n+1 − wm+1,n) + γ′5(wm+1,n−1 + wm+1,n+3)}.

Po wyznaczeniu przemieszczenia wm+1,n+3 otrzymuje si¦ nast¦puj¡cy wzór:

wm+1,n+3 = ϕ6wm+1,n−1 + ϕ7wm+1,n + ϕ8wm+1,n+1+

+ ϕ9wm−1,n+1 + ϕ10wm,n+1,
(A.74)

gdzie u»yto oznacze«:

ϕ6 =
1 + γ3β

′
2 + γ5γ

′
5

1− γ5γ′5
, (A.75)

ϕ7 =
γ1 + γ3β

′
1

1− γ5γ′5
, (A.76)

ϕ8 =
γ3β

′
2 + γ2 + γ4ϕ

′
5 + γ5γ

′
2 + γ5γ

′
3β2 + γ5γ

′
4ϕ5

1− γ5γ′5
, (A.77)

ϕ9 =
γ5(2 + γ′3β2)

1− γ5γ′5
, (A.78)

ϕ10 =
γ5(γ′1 + γ′3β1)

1− γ5γ′5
. (A.79)

• Podkre±lone ugi¦cia: wm,n+2, wm+1,n+2 oraz wm+1,n+3 wyst¦puj¡ce we wzorze

(A.56) eliminuje si¦, stosuj¡c wzory odpowiednio: (A.43), (A.61) oraz (A.74).

Otrzymuje si¦ wówczas:

wm+3,n+1 = wm−1,n+1 + γ′1wm,n+1 + γ′2wm+1,n+1+

+ γ′3[wm,n − wm,n + β1wm,n+1 + β2(wm−1,n+1 + wm+1,n+1)]+

+ γ′4(wm+1,n + ϕ5wm+1,n+1 − wm+1,n) + γ′5(wm+1,n−1 + ϕ6wm+1,n−1+

+ ϕ7wm+1,n + ϕ8wm+1,n+1 + ϕ9wm−1,n+1 + ϕ10wm,n+1).

Powy»szy wzór mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cej, uproszczonej formie:

wm+3,n+1 = ϕ′9wm−1,n+1 + ϕ′10wm,n+1 + ϕ′8wm+1,n+1+

+ ϕ′6wm+1,n−1 + ϕ′7wm+1,n,
(A.80)
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gdzie przyj¦to oznaczenia:

ϕ′6 = γ′5(1 + ϕ6), (A.81)

ϕ′7 = γ′5ϕ7, (A.82)

ϕ′8 = γ′2 + γ′3β2 + γ′4ϕ5 + γ′5ϕ8, (A.83)

ϕ′9 = 1 + γ′3β2 + γ′5ϕ9, (A.84)

ϕ′10 = γ′1 + γ′3β1 + γ′5ϕ10. (A.85)

• W miejsce podkre±lonego przemieszczenia wm+2,1 we wzorze (A.45) nale»y pod-

stawi¢ wzór (A.59), otrzymuj¡c:

wm,−1 = wm,3 + γ1wm,2 + ϕ4wm,1 + ϕ2(wm−1,1 + wm+1,1)+

+ γ3(wm−1,2 + wm+1,2) + ϕ3(wm−2,1 − wm,1 + ϕ′5wm+1,1) =

= ϕ3wm−2,1 + ϕ2wm−1,1 + ϕ16wm,1 + ϕ17wm+1,1+

+ γ3(wm−1,2 + wm+1,2) + γ1wm,2 + wm,3,

(A.86)

gdzie:

ϕ16 = ϕ4 − ϕ3, (A.87)

ϕ17 = ϕ2 + ϕ3ϕ
′
5. (A.88)

• We wzorze (A.46) nale»y wyeliminowa¢ ugi¦cia: wm+2,1, wm+2,2 oraz wm+3,1 przez

podstawienie wzorów odpowiednio: (A.59), (A.50) oraz (A.64). Otrzymuje si¦

wtedy:

wm+1,−1 = wm+1,3 + γ1wm+1,2 + ϕ4wm+1,1+

+ ϕ2(wm,1 − wm,1 + ϕ′5wm+1,1)+

+ γ3 [wm,2 − wm,2 + β′1wm+1,2 + β′2(wm+1,1 + wm+1,3)] +

+ ϕ3(wm−1,1 + ϕ11wm−1,1 + ϕ12wm,1+

+ ϕ13wm+1,1 + ϕ14wm+1,2 + ϕ15wm+1,3) =

= ϕ18wm−1,1 + ϕ19wm,1 + ϕ20wm+1,1 + ϕ21wm+1,2 + ϕ22wm+1,3,

(A.89)

gdzie zastosowano oznaczenia:

ϕ18 = ϕ3(1 + ϕ11), (A.90)

ϕ19 = ϕ3ϕ12, (A.91)

ϕ20 = ϕ4 + ϕ3ϕ13 + γ3β
′
2 + ϕ2ϕ

′
5, (A.92)

ϕ21 = ϕ3ϕ14 + γ1 + γ3β
′
1, (A.93)

ϕ22 = ϕ3ϕ15 + γ3β
′
2 + 1. (A.94)
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Wy»ej wyprowadzone wzory umo»liwiaj¡ przedstawienie ugi¦¢ w punktach �k-

cyjnych jako liniow¡ kombinacj¦ przemieszcze« punktów mieszcz¡cych si¦ w ob-

r¦bie pªyty. Na ich podstawie mo»na nast¦pnie zapisa¢ zmody�kowane postacie

macierzy-bloków skªadaj¡cych si¦ na macierz ∆, której struktur¦ wyra»a wzór (3.86).

Poni»ej zestawiono poszczególne elementy macierzyAj okre±lonej wzorem (A.30).

Dla j = 1:

i = 2:

(A1)22 = (α1)21 + (α10)21 + 2β2(α6)21 + β1(α3)21 + β2(α8)21 + ϕ′1(α11)21,

(A1)23 = (α4)21 + β2(α3)21 + β1(α8)21 + ϕ2(α11)21,

(A1)24 = (α13)21 + β2(α8)21 + ϕ3(α11)21,

i = 3:

(A1)32 = (α2)31 + β2(α3)31 + β1(α6)31 + ϕ2(α11)31,

(A1)33 = (α1)31 + β2(α6)31 + β1(α3)31 + β2(α8)31 + ϕ4(α11)31,

(A1)34 = (α4)31 + β2(α3)31 + β1(α8)31 + ϕ2(α11)31,

(A1)35 = (α13)31 + β2(α8)31 + ϕ3(α11)31,

i = 4, 5, 6, . . . ,m− 2:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m− 1:

(A1)m−1,m−3 = (α10)m−1,1 + β2(α6)m−1,1 + ϕ3(α11)m−1,1,

(A1)m−1,m−2 = (α2)m−1,1 + β2(α3)m−1,1 + β1(α6)m−1,1 + ϕ2(α11)m−1,1,

(A1)m−1,m−1 = (α1)m−1,1 + β2(α6)m−1,1 + β1(α3)m−1,1 + β2(α8)m−1,1 + ϕ4(α11)m−1,1,

(A1)m−1,m = (α4)m−1,1 + β2(α3)m−1,1 + β1(α8)m−1,1 + ϕ2(α11)m−1,1,

(A1)m−1,m+1 = (α13)m−1,1 + β2(α8)m−1,1 + ϕ3(α11)m−1,1,

i = m :

(A1)m,m−2 = (α10)m,1 + β2(α6)m,1 + ϕ3(α11)m,1,

(A1)m,m−1 = (α2)m,1 + β2(α3)m,1 + β1(α6)m,1 + ϕ2(α11)m,1,

(A1)m,m = (α1)m,1 + β2(α6)m,1 + β1(α3)m,1 + ϕ16(α11)m,1 − (α13)m,1,

(A1)m,m+1 = (α4)m,1 + β2(α3)m,1 + ϕ5(α8)m,1 + ϕ17(α11)m,1 + ϕ′5(α13)m,1,

i = m+ 1:

(A1)m+1,m−1 = (α10)m+1,1 + β2(α6)m+1,1 + β2(α8)m+1,1 + ϕ18(α11)m+1,1+

+ ϕ11(α13)m+1,1,
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(A1)m+1,m = (α2)m+1,1 + β1(α6)m+1,1 + β1(α8)m+1,1 + ϕ19(α11)m+1,1+

+ ϕ12(α13)m+1,1 − (α4)m+1,1,

(A1)m+1,m+1 = (α1)m+1,1 + β2(α6)m+1,1 + ϕ5(α3)m+1,1 + (β2 + β′2)(α8)m+1,1+

+ β′2(α9)m+1,1 + ϕ20(α11)m+1,1 + ϕ′5(α4)m+1,1 + ϕ13(α13)m+1,1.

Dla j = 2:

i = 2:

(A2)22 = (α1 + α10 − α11)22,

(A2)23 = (α4)22,

(A2)24 = (α13)22,

i = 3:

(A2)32 = (α2)32,

(A2)33 = (α1 − α11)32,

(A2)34 = (α4)32,

(A2)35 = (α13)32,

i = 4, 5, 6, . . . ,m− 2:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m− 1:

(A2)m−1,m−3 = (α10)m−1,2,

(A2)m−1,m−2 = (α2)m−1,2,

(A2)m−1,m−1 = (α1 − α11)m−1,2,

(A2)m−1,m = (α4)m−1,2,

(A2)m−1,m+1 = (α13)m−1,2,

i = m :

(A2)m,m−2 = (α10)m,2,

(A2)m,m−1 = (α2)m,2,

(A2)m,m = (α1 − α11 − α13)m,2,

(A2)m,m+1 = (α4)m,2 + β′1(α13)m,2,

i = m+ 1:

(A2)m+1,m−1 = (α10 + α13)m+1,2,

(A2)m+1,m = (α2 − α4)m+1,2 + γ′1(α13)m+1,2,

(A2)m+1,m+1 = (α1 − α11)m+1,2 + β′1(α4)m+1,2 + β′2(α9)m+1,2 + ϕ23(α13)m+1,2.
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Dla j = 3, 4, 5, . . . , n− 1:

i = 2:

(Aj)22 = (α1 + α10)2,j,

(Aj)23 = (α4)2,j,

(Aj)24 = (α13)2,j,

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1:

elementy macierzy zgodnie ze wzorem (3.87),

i = m :

(Aj)m,m−2 = (α10)m,j,

(Aj)m,m−1 = (α2)m,j,

(Aj)m,m = (α1 − α13)m,j,

(Aj)m,m+1 = (α4)m,j + β′1(α13)m,j,

i = m+ 1:

(Aj)m+1,m−1 = (α10 + α13)m+1,j,

(Aj)m+1,m = (α2 − α4)m+1,j + γ′1(α13)m+1,j,

(Aj)m+1,m+1 = (α1)m+1,j + β′1(α4)m+1,j + β′2(α9 + α8)m+1,j + γ′2(α13)m+1,j.

Dla j = n :

i = 2:

(An)22 = (α1 + α10 − α12)2,n,

(An)23 = (α4)2,n,

(An)24 = (α13)2,n,

i = 3:

(An)32 = (α2)3,n,

(An)33 = (α1 − α12)3,n,

(An)34 = (α4)3,n,

(An)35 = (α13)3,n,

i = 4, 5, 6, . . . ,m− 2:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m− 1:

(An)m−1,m−3 = (α10)m−1,n,

(An)m−1,m−2 = (α2)m−1,n,
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(An)m−1,m−1 = (α1 − α11)m−1,n,

(A2)m−1,m = (α4)m−1,n,

(A2)m−1,m+1 = (α13)m−1,n,

i = m :

(An)m,m−2 = (α10)m,n,

(An)m,m−1 = (α2)m,n,

(An)m,m = (α1 − α12 − α13)m,n,

(An)m,m+1 = (α4)m,n + β′1(α13)m,n,

i = m+ 1:

(An)m+1,m−1 = (α10 + α13)m+1,n,

(An)m+1,m = (α2 − α4)m+1,n + γ′1(α13)m+1,n,

(An)m+1,m+1 = (α1 − α12)m+1,n + β′1(α4)m+1,n + β′2(α8)m+1,n + ϕ23(α13)m+1,n.

Dla j = n+ 1:

i = 2:

(An+1)22 = (α1)2,n+1 + (α10)2,n+1 + 2β2(α7)2,n+1 + β1(α5)2,n+1 + β2(α9)2,n+1+

+ (γ2 + γ5)(α12)2,n+1,

(An+1)23 = (α4)2,n+1 + β2(α5)2,n+1 + β1(α9)2,n+1 + γ4(α12)2,n+1,

(An+1)24 = (α13)2,n+1 + β2(α9)2,n+1 + γ5(α12)2,n+1,

i = 3:

(An+1)32 = (α2)3,n+1 + β1(α7)3,n+1 + β2(α5)3,n+1 + γ4(α12)3,n+1,

(An+1)33 = (α1)3,n+1 + β2(α7)3,n+1 + β1(α5)3,n+1 + β2(α9)3,n+1 + γ2(α12)3,n+1,

(An+1)34 = (α4)3,n+1 + β2(α5)3,n+1 + β1(α9)3,n+1 + γ4(α12)3,n+1,

(An+1)35 = (α13)3,n+1 + β2(α9)3,n+1 + γ5(α12)3,n+1,

i = 4, 5, 6, . . . ,m− 2:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m− 1:

(An+1)m−1,m−3 = (α10)m−1,n+1 + β2(α7)m−1,n+1 + γ5(α12)m−1,n+1,

(An+1)m−1,m−2 = (α2)m−1,n+1 + β2(α5)m−1,n+1 + β1(α7)m−1,n+1 + γ4(α12)m−1,n+1,

(An+1)m−1,m−1 = (α1)m−1,n+1 + β2(α7)m−1,n+1 + β1(α5)m−1,n+1 + β2(α9)m−1,n+1+

+ γ2(α12)m−1,n+1,

(An+1)m−1,m = (α4)m−1,n+1 + β2(α5)m−1,n+1 + β1(α9)m−1,n+1 + γ4(α12)m−1,n+1,
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(An+1)m−1,m+1 = (α13)m−1,n+1 + β2(α9)m−1,n+1 + γ5(α12)m−1,n+1,

i = m :

(An+1)m,m−2 = (α10)m,n+1 + β2(α7)m,n+1 + γ5(α12)m,n+1,

(An+1)m,m−1 = (α2)m,n+1 + β1(α7)m,n+1 + β2(α5)m,n+1 + γ4(α12)m,n+1,

(An+1)m,m = (α1)m,n+1 + β2(α7)m,n+1 + β1(α5)m,n+1 + (γ2 − γ5)(α12)m,n+1+

− (α13)m,n+1,

(An+1)m,m+1 = (α4)m,n+1 + β2(α5)m,n+1 + ϕ5(α9)m,n+1 + (γ4 + γ5ϕ
′
5)(α12)m,n+1+

+ ϕ′5(α13)m,n+1,

i = m+ 1:

(An+1)m+1,m−1 = (α10)m+1,n+1 + β2(α7)m+1,n+1 + β2(α9)m+1,n+1 + ϕ9(α12)m+1,n+1+

+ ϕ′9(α13)m+1,n+1,

(An+1)m+1,m = (α2)m+1,n+1 + β1(α7)m+1,n+1 + β1(α9)m+1,n+1 + ϕ10(α12)m+1,n+1+

+ ϕ′10(α13)m+1,n+1 − (α4)m+1,n+1,

(An+1)m+1,m+1 = (α1)m+1,n+1 + β2(α7)m+1,n+1 + ϕ5(α5)m+1,n+1+

+ (β2 + β′2)(α9)m+1,n+1 + β′2(α8)m+1,n+1 + ϕ′5(α4)m+1,n+1 + ϕ8(α12)m+1,n+1+

+ ϕ′8(α13)m+1,n+1.

Macierze Bj (j = 1, 2, 3, . . . , n), okre±lone dla pªyty utwierdzonej na lewej kra-

w¦dzi, mo»na wyrazi¢ poni»szym wzorem:

1 0

0 (Bj)22 (Bj)23

(Bj)32 (Bj)33 (Bj)34

(Bj)43 (Bj)44 (Bj)45

. . . . . . . . .

(Bj)m−1,m−2 (Bj)m−1,m−1 (Bj)m−1,m

(Bj)m,m−1 (Bj)m,m (Bj)m,m+1

(Bj)m+1,m (Bj)m+1,m+1


. (A.95)

Dla j = 1:

i = 2:

(B1)22 = (α5 − α3)21 + γ1(α11)21,

(B1)23 = (α9 − α8)21 + γ3(α11)21,

i = 3:

(B1)32 = (α7 − α6)31 + γ3(α11)31,
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(B1)33 = (α5 − α3)31 + γ1(α11)31,

(B1)34 = (α9 − α8)31 + γ3(α11)31,

i = 4, 5, 6, . . . ,m− 1:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m :

(B1)m,m−1 = (α7 − α6)m,1 + γ3(α11)m,1,

(B1)m,m = (α5 − α3)m,1 + γ1(α11)m,1,

(B1)m,m+1 = (α9 − α8)m,1 + γ3(α11)m,1,

i = m+ 1:

(B1)m+1,m = (α7 − α6 − 3α8 − α9)m+1,1,

(B1)m+1,m+1 = (α5 − α3)m+1,1 + β′1(α8 + α9)m+1,1 + ϕ21(α11)m+1,1 + ϕ14(α13)m+1,1.

Dla j = 2, 3, 4, . . . , n− 1:

i = 2:

(Bj)22 = (α5)2,j,

(Bj)23 = (α9)2,j,

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1:

elementy macierzy zgodnie ze wzorem (3.88),

i = m :

(Bj)m,m−1 = (α7)m,j,

(Bj)m,m = (α5)m,j,

(Bj)m,m+1 = (α9)m,j + β′2(α13)m,j,

i = m+ 1:

(Bj)m+1,m = (α7 − α9)m+1,j + γ′3(α13)m+1,j,

(Bj)m+1,m+1 = (α5)m+1,j + β′2(α4)m+1,j + β′1(α9)m+1,j + γ′4(α13)m+1,j.

Dla j = n :

i = 2:

(Bn)22 = (α5)2,n + β1(α12)2,n,

(Bn)23 = (α9)2,n + β2(α12)2,n,

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,
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i = m :

(Bn)m,m−1 = (α7)m,n + β2(α12)m,n,

(Bn)m,m = (α5)m,n + β1(α12)m,n,

(Bn)m,m+1 = (α9)m,n + β2(α12)m,n + β′2(α13)m,n,

i = m+ 1:

(Bn)m+1,m = (α7 − α9)m+1,n + γ′3(α13)m+1,n,

(Bn)m+1,m+1 = (α5)m+1,n + ϕ5(α12)m+1,n + ϕ′5(α9)m+1,n + β′2(α4)m+1,n + ϕ24(α13)m+1,n.

Macierze Dj−1 (j = 2, 3, 4, . . . , n + 1), z uwzgl¦dnieniem analizowanego wspor-

nikowego zamocowania pªyty, okre±la poni»szy wzór:



1 0

0 (Dj)22 (Dj)23

(Dj)32 (Dj)33 (Dj)34

(Dj)43 (Dj)44 (Dj)45

. . . . . . . . .

(Dj)m−1,m−2 (Dj)m−1,m−1 (Dj)m−1,m

(Dj)m,m−1 (Dj)m,m (Dj)m,m+1

(Dj)m+1,m (Dj)m+1,m+1


. (A.96)

Dla j = 2:

i = 2:

(D1)22 = (α3)22 + β1(α11)22,

(D1)23 = (α8)22 + β2(α11)22,

i = 3:

(D1)32 = (α6)32 + β2(α11)32,

(D1)33 = (α3)32 + β1(α11)32,

(D1)34 = (α8)32 + β2(α11)32,

i = 4, 5, 6, . . . ,m− 1:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m :

(D1)m,m−1 = (α6)m,2 + β2(α11)m,2,

(D1)m,m = (α3)m,2 + β1(α11)m,2,

(D1)m,m+1 = (α8)m,2 + β2(α11)m,2 + β′2(α13)m,2,
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i = m+ 1:

(D1)m+1,m = (α6 − α8)m+1,2 + γ′3(α13)m+1,2,

(D1)m+1,m+1 = (α3)m+1,2 + β′2(α4)m+1,2 + ϕ5(α11)m+1,2 + ϕ′5(α8)m+1,2+

+ ϕ24(α13)m+1,2.

Dla j = 3, 4, 5, . . . , n :

i = 2:

(Dj−1)22 = (α3)2,j,

(Dj−1)23 = (α8)2,j,

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1:

elementy macierzy zgodnie ze wzorem (3.90),

i = m :

(Dj−1)m,m−1 = (α6)m,j,

(Dj−1)m,m = (α3)m,j,

(Dj−1)m,m+1 = (α8)m,j + β′2(α13)m,j,

i = m+ 1:

(Dj−1)m+1,m = (α6 − α8)m+1,j + γ′3(α13)m+1,j,

(Dj−1)m+1,m+1 = (α3)m+1,j + β′2(α4)m+1,j + β′1(α8)m+1,j + γ′4(α13)m+1,j.

Dla j = n+ 1:

i = 2:

(Dn)22 = (α5)2,n + β1(α12)2,n,

(Dn)23 = (α9)2,n + β2(α12)2,n,

i = 3, 4, 5, . . . ,m− 1:

wzory jak dla pªyty analizowanej w podrozdziale A.2,

i = m :

(Dn)m,m−1 = (α6 − α7)m,n+1 + γ3(α12)m,n+1,

(Dn)m,m = (α3 − α5)m,n+1 + γ1(α12)m,n+1,

(Dn)m,m+1 = (α8 − α9)m,n+1 + γ3(α12)m,n+1,

i = m+ 1:

(Dn)m+1,m = (α6 − α7)m+1,n+1 + γ3(α12)m+1,n+1,

(Dn)m+1,m+1 = (α3 − α5)m+1,n+1 + β′1(α9 + α8)m+1,n + ϕ7(α12)m+1,n+1+

+ ϕ′7(α13)m+1,n+1.
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Macierze Cj (j = 1, 2, 3, . . . , n − 1) w sytuacji utwierdzenia pªyty na lewej kra-

w¦dzi okre±lone s¡ nast¦puj¡co:



1

(Cj)22

(Cj)33

(Cj)44

. . .

(Cj)m−1,m−1

(Cj)m,m

(Cj)m+1,m+1


. (A.97)

Dla j = 1:

i = 2, 3, 4, . . . ,m :

(C1)i,i = (α12 + α11)i,1,

i = m+ 1:

(C1)m+1,m+1 = (α12)m+1,1 + β′2(α8 + α9)m+1,1 + ϕ15(α13)m+1,1 + ϕ22(α11)m+1,1.

Dla j = 2, 3, 4, . . . , n− 1:

i = 2, 3, 4, . . . ,m :

(Cj)i,i = (α12)i,j,

i = m+ 1:

(Cj)m+1,m+1 = (α12)m+1,j + β′2(α9)m+1,j + γ′5(α13)m+1,j.

Macierze Ej−2 (j = 3, 4, 5, . . . , n + 1) w rozwa»anym przypadku mo»na okre±li¢

jak ni»ej:



1

(Ej)22

(Ej)33

(Ej)44

. . .

(Ej)m−1,m−1

(Ej)m,m

(Ej)m+1,m+1


. (A.98)
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Dla j = 3, 4, 5, . . . , n :

i = 2, 3, 4, . . . ,m :

(Ej−2)i,i = (α11)i,j,

i = m+ 1:

(Ej−2)m+1,m+1 = (α11)m+1,j + β′2(α8)m+1,j + γ′5(α13)m+1,j.

Dla j = n+ 1:

i = 2, 3, 4, . . . ,m :

(En−1)i,i = (α11 + α12)i,j,

i = m+ 1:

(En−1)m+1,m+1 = (α11)m+1,n+1 + β′2(α9 + α8)m+1,n+1 + ϕ′6(α13)m+1,n+1+

+ ϕ6(α12)m+1,n+1.

W poni»szym przykªadzie opisano sposób wyznaczania wybranych elementów

wy»ej okre±lonych macierzy-bloków, tworz¡cych macierz ∆ ukªadu równa« (3.85),

uwzgl¦dniaj¡c warunki brzegowe analizowanej pªyty.

Przykªad A.1. Wyznaczanie elementów macierzy operatorów ró»nicowych pªyty

z uwzgl¦dnieniem jej warunków zamocowania

Przedmiotem rozwa»a« w niniejszym przykªadzie jest wspornikowa pªyta prosto-

k¡tna, utwierdzona przy lewej kraw¦dzi. Na pªyt¦ naªo»ono regularn¡ siatk¦ MRS

w sposób pokazany na rysunku 3.4. Nale»y wyznaczy¢ niezerowe elementy drugiego

wiersza macierzy A1, B1 oraz C1, które wchodz¡ w skªad macierzy ∆ o strukturze

blokowej okre±lonej wzorem (3.86). S¡ to wi¦c elementy:

• (A1)22, (A1)23 oraz (A1)24 w macierzyA1 o strukturze okre±lonej wzorem (A.30),

• (B1)22 oraz (B1)23 w macierzy B1 wyra»onej wzorem (A.95),

• (C1)22 w diagonalnej macierzy C1 o strukturze zgodnej ze wzorem (A.97).

Caªe macierze A1, B1 oraz C1 mo»na zbudowa¢, korzystaj¡c z równania (3.39)

zapisanego dla kolejnych punktów (i, j) siatki MRS nale»¡cych do dolnej kraw¦dzi

pªyty. W celu wyznaczenia wskazanych w zadaniu elementów macierzy nale»y wspo-

mniane równanie zapisa¢ tylko dla pierwszego z punktów dolnej kraw¦dzi, a wi¦c

dla (i, j) = (2, 1). Punkt (i, j) = (1, 1) w rozwa»anym sposobie zamocowania pªyty

pomija si¦, poniewa» wyst¦puje w nim zerowe przemieszczenie w11. Uwzgl¦dniono

to w pierwszym wierszu i kolumnie analizowanych macierzy.

Na rysunku A.1 pokazano zbiór 13 punktów1, w których wyst¦puj¡ przemiesz-
1 por. rysunek 3.6
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czenia wchodz¡ce w skªad równania (3.39) zapisanego dla punktu (i, j) = (2, 1).

Podano równie» przy tych punktach wspóªczynniki (αl)ij (l = 1, 2, 3, . . . , 13), nie-

zb¦dne do zapisania odpowiedniej kombinacji liniowej rozwa»anych przemieszcze«.

Kolorem czerwonym oznaczono na rysunku punkty �kcyjne (poza pªyt¡), zielonym �

punkty w obr¦bie pªyty oraz czarnym � punkty na kraw¦dzi lewej (wyst¦puj¡ w nich

zerowe przemieszczenia).

Rysunek A.1. Zbiór 13 punktów u»ytych w celu zapisania równania (3.39) dla w¦zªa siatki

(i, j) = (2, 1) wraz ze wskazaniem wspóªczynników (αl)ij wyst¦puj¡cych w równaniu

Poni»ej przedstawiono kolejne etapy rozwi¡zywania zadania:

1. zapisanie równania ró»nicowego (3.39) dla punktu (i, j) = (2, 1) (skorzystanie

pomocniczo z rysunku A.1):

(α1)21w21 + (α2)21

0︷︸︸︷
w11 + (α3)21w20 + (α4)21w31 + (α5)21w22+

+ (α6)21w10 + (α7)21w12 + (α8)21w30 + (α9)21w32 + (α10)21w01+

+ (α11)21w2,−1 + (α12)21w23 + (α13)21w41 = p21,

(A.99)

2. zapisanie ugi¦¢ w punktach �kcyjnych (podkre±lone w równaniu (A.99)) jako

zale»no±ci od przemieszcze« w punktach wyst¦puj¡cych w obr¦bie pªyty (sko-



A.3. Pªyta utwierdzona na jednej kraw¦dzi 355

rzystanie z odpowiednich wzorów zestawionych w niniejszym dodatku dla pªyty

utwierdzonej na lewej kraw¦dzi):

w20 = −w22 + β1w21 + β2w31,

w10 = 2β2w21,

w30 = −w32 + β1w31 + β2(w21 + w41),

w01 = w21,

w2,−1 = w23 + γ1w22 + ϕ′1w21 + ϕ2w31 + γ3w32 + ϕ3w41,

(A.100)

3. podstawienie równa« (A.100) do wzoru (A.99) oraz pogrupowanie niewiadomych

przemieszcze« zgodnie z kolejno±ci¡ elementów w wektorze (3.92):

(A1)22︷ ︸︸ ︷
[(α1)21 + (α10)21 + 2β2(α6)21 + β1(α3)21 + β2(α8)21 + ϕ′1(α11)21]w21+

+

(A1)23︷ ︸︸ ︷
[(α4)21 + β2(α3)21 + β1(α8)21 + ϕ2(α11)21]w31+

+

(A1)24︷ ︸︸ ︷
[(α13)21 + β2(α8)21 + ϕ3(α11)21]w41+

+

(B1)22︷ ︸︸ ︷
[(α5 − α3)21 + γ1(α11)21]w22 +

(B1)23︷ ︸︸ ︷
[(α9 − α8)21 + γ3(α11)21]w32+

+

(C1)22︷ ︸︸ ︷
[(α12 + α11)21]w23 = p21,

(A.101)

4. wyznaczenie, na podstawie wzoru (A.101), szukanych elementów macierzy A1,

B1 oraz C1 zgodnie z ni»ej zapisan¡ reguª¡:

• (A1)22, (A1)23 oraz (A1)24 � wspóªczynniki przy przemieszczeniach odpo-

wiednio: w21, w31 oraz w41,

• (B1)22 oraz (B1)23 � wspóªczynniki przy przemieszczeniach odpowiednio w22

oraz w32,

• (C1)22 � wspóªczynniki przy przemieszczeniu w23.

5. zapisanie ko«cowej postaci elementów macierzy:

(A1)22 = (α1)21 + (α10)21 + 2β2(α6)21 + β1(α3)21 + β2(α8)21 + ϕ′1(α11)21,

(A1)23 = (α4)21 + β2(α3)21 + β1(α8)21 + ϕ2(α11)21,

(A1)24 = (α13)21 + β2(α8)21 + ϕ3(α11)21,

(B1)22 = (α5 − α3)21 + γ1(α11)21,

(B1)23 = (α9 − α8)21 + γ3(α11)21,

(C1)22 = (α12 + α11)21.
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metoda optymalizacji rojem cz¡stek, 50,

56, 63, 211, 221, 300, 306, 308,

309

algorytm, 217

cz¡stka, 212, 218, 219, 223, 228

efektywno±¢, 216, 306

krok ogólny, 215, 219

krok zerowy, 213, 218, 223, 224

kryteria zako«czenia, 217

mody�kacje, 56

otoczenie, 212, 218, 219, 222

parametry steruj¡ce, 56

przyrost czasowy, 222

rój, 212, 218, 219, 224

s¡siedztwo, zob. otoczenie

waga inercji, 215, 216, 218, 222

wariant klasyczny, 56

wspóªczynniki uczenia, 215, 216, 218,

222

zbiór potencjalnych rozwi¡za«, 212,

213

metoda podprzestrzennych iteracji, 49, 55,

182, 197, 201, 206�209, 236, 305

krok ogólny, 198

krok zerowy, 198

warunki zako«czenia, 200

zredukowany problem wªasny, 199

metoda ró»nic sko«czonych, 48, 53, 54,

237, 304

w dynamice pªyt w cieczy, 138, 140,

141, 145

w dynamice pªyt w pró»ni, 99, 107

w stateczno±ci pªyt, 271, 273, 277

w statyce pªyt, 67, 73, 89, 94, 95, 297

miara

asymetrii, 240

bezpiecze«stwa, 242, 259

wg Bhattacharyya, 309

wg entropii wzgl¦dnej, 241, 260, 268

koncentracji i spªaszczenia, 240

niezawodno±ci, 243

pierwszego rz¦du, 57, 241, 259, 268

rozproszenia, 240

model

Bhatttacharyya, 57

tªumienia proporcjonalnego, 217

model pªyty

deterministyczny, 235

probabilistyczny, 235

moduª

stratno±ci, 189

sztywno±ci dynamicznej, 189

tªumienia, 189

zachowawczy, 189

zespolony, 189



362 Skorowidz

moduª Younga, 243

jako zmienna losowa, 235, 237, 254�256,

258, 259

pªyty izotropowej, 66

podªu»ny, 142

poprzeczny, 142

wªókien/osnowy, 66

moment

centralny, 240, 241

losowy, 57, 243, 307

zginaj¡cy w pªycie, 78, 277, 322

na kraw¦dziach, 319, 320, 323

niepewno±¢ wej±ciowa, 237, 243, 247�250,

253, 256, 263

niezawodno±¢ ukªadu, 242, 269

normowanie wektora wªasnego, 101, 193

numeracja

elementów sko«czonych, 70, 88

mas skupionych w w¦zªach siatki MRS,

109

podobszarów cieczy

przy caªkowitym zanurzeniu pªyty,

118

przy cz¦±ciowym zanurzeniu pªyty,

123

numeracja w¦zªów

elementu sko«czonego plQ4, 68

podobszarów cieczy, 122

siatki MES, 69, 88, 213

siatki MES z podobszarami cieczy, 129

siatki MRS, 73

siatki MRS z podobszarami cieczy, 135,

166

wewn¦trznych siatki MES, 222

obci¡»enie krytyczne, 50, 61, 62, 271, 273,

276, 277, 280, 282, 284, 286, 287,

290, 292, 293, 301

wyra»one bezwymiarowo, 277, 278, 281,

285, 288

obci¡»enie pªyty

±ciskaj¡ce, 271, 272, 282

pocz¡tkowe, 273

porównawcze, 273

równomierne, 91

sprowadzone do w¦zªów siatki, 91

referencyjne, 273

rozci¡gaj¡ce, 271, 282

styczne do kraw¦dzi, 271, 272, 285,

301

w pªaszczy¹nie ±rodkowej, 271, 272,

277

zmienne liniowo, 287

odchylenie standardowe, 237, 242, 247

operator liniowy, 187

optymalizacja rojem cz¡stek, zob. metoda

optymalizacji rojem cz¡stek

ortogonalno±¢ wektorów wªasnych, 101

o±rodek zewn¦trzny, 47, 48

otoczenie, 212, 222

parametr

homotopii, 193

perturbacji, 255

parametr projektowy, 62, 63, 235�243, 246,

247, 253, 254, 259, 260, 264, 302,

304, 308

geometryczny, 249

warto±¢ ±rednia, 244

pasywna redukcja drga«, 47, 48, 54, 181,

183

pªaszczyzna ±rodkowa, zob. powierzchnia

±rodkowa pªyty

pªyn

±ci±liwy, 118, 309

nie±ci±liwy, 117, 121
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pªyn nielepki, 117, 118

pªyta

fundamentowa, 308, 309

kompozytowa, 56

wzgl¦dna gª¦boko±¢ zanurzenia w pªy-

nie, 144, 148

pªyta cienka, 47, 48, 53, 57, 58, 61, 65,

271, 277, 295

grubo±¢, 61, 65

ugi¦cie, 65

pªyta ±ciskana (rozci¡gana)

dwukierunkowo, 272

jednokierunkowo, 272, 301

pªyta-belka, 87

pochodna

cz¡stkowa, 273

funkcji zªo»onej, 76

niecaªkowitego rz¦du, zob. uªamkowa

uªamkowa, 55, 186, 254

podobszar cieczy, 118, 138, 143, 144, 148,

166, 261

�kcyjny, 125

posta¢ drga« wªasnych pªyty, 54

w cieczy, 132, 134, 138, 140, 141

w pró»ni, 49, 101, 104, 111, 113, 114,

228

z tªumikami, 192

posta¢ utraty stateczno±ci pªyty, 50, 271,

277, 278, 281, 282, 285, 289

potencjaª

pola pr¦dko±ci pªynu, 118

warstwy podwójnej, 119

powierzchnia

±rodkowa pªyty, 48, 65�68, 271�273

swobodna cieczy, 124, 127, 144, 146,

147, 149

pr¦dko±¢ d¹wi¦ku w cieczy, 119

problem badawczy, 48, 61�63, 303

problem wªasny

hermitowski, 199

liniowy, 197

nieliniowy, 47, 58, 64, 197, 201, 206,

305, 308

dla pªyty z tªumikami, 49, 55, 182,

192, 236

z parametrem homotopii, 193

standardowy, 101�103

zredukowany, 199, 206, 208, 209

przykªady numeryczne � dynamika

pªyta o zmiennej grubo±ci w pró»ni,

114

pªyta o zmiennej grubo±ci zanurzona

caªkowicie w wodzie, 140

pªyta o zmiennej grubo±ci zanurzona

cz¦±ciowo w wodzie, 149

pªyta ortotropowa w pró»ni, 115

pªyta ortotropowa zanurzona caªko-

wicie w wodzie, 142

pªyta swobodnie podparta w pró»ni,

111

pªyta swobodnie podparta zanurzona

caªkowicie w wodzie, 138

pªyta utwierdzona w pró»ni, 112

pªyta utwierdzona zanurzona caªko-

wicie w wodzie, 139, 148

pªyta utwierdzona zanurzona cz¦±cio-

wo w wodzie, 144

ukªad pªyt swobodnie podpartych o sta-

ªej grubo±ci, 169

ukªad pªyt swobodnie podpartych o zmien-

nej grubo±ci, 176

ukªad pªyt wspornikowych o staªej gru-

bo±ci, 173

ukªad pªyt wspornikowych o zmiennej

grubo±ci, 178

przykªady numeryczne � optymalizacja
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pªyta z czterema tªumikami, 227

pªyta z jednym tªumikiem, 222

przykªady numeryczne � tªumiki, 201

model uªamkowy tªumika, 206

wpªyw temperatury, 202

przykªady numeryczne � probabilistyka

pªyta z tªumikami drga« wg modelu

klasycznego, 243

pªyta z tªumikami drga« wg modelu

uªamkowego, 253

ukªad pªyt zanurzonych w pªynie, 260

przykªady numeryczne � stateczno±¢

pªyta obci¡»ona stycznie do kraw¦dzi,

285

pªyta obci¡»ona w sposób liniowo zmien-

ny, 287

pªyta ±ciskana jednokierunkowo, 277

pªyta ±ciskana lub rozci¡gana dwu-

kierunkowo, 281

przykªady numeryczne � statyka

pªyta obci¡»ona równomiernie, 91, 95

pªyta-belka wspornikowa, 87

punkty

caªkowania, 69, 111�113, 116, 138�140,

143

�kcyjne, 87, 277, 319, 320, 323, 324,

332, 334, 335, 337�339, 344, 354

rama ±cinana, 54�56

reakcja naro»a pªyty, 79

rezonans, 101, 241

rozkªad Choleskiego macierzy, 102, 103

rozkªad prawdopodobie«stwa

asymetria lewostronna, 252, 256, 267

asymetria prawostronna, 251, 253, 258,

259, 264, 267

Gaussa, zob. normalny

leptokurtyczny, 252, 253, 257, 259, 264,

267

mezokurtyczny, 252

normalny, 237, 240, 247, 252, 253, 257

platykurtyczny, 252, 257

symetryczny, 252

rozproszenie wzgl¦dem warto±ci ±redniej,

251

rój cz¡stek, 212

równanie

drga« swobodnych nietªumionych, 100

Helmholtza, 118

pracy wirtualnej, 88

przyrostowe Newtona, 194

równanie równowagi pªyty

wg MES

w dynamice, 100

w dynamice z tªumikami, 191

w statyce, 70, 99

wg MRS

w dynamice, 108

w stateczno±ci, 274

w statyce, 83

równanie ró»nicowe ugi¦cia pªyty, 75, 319,

353, 354

w analizie stateczno±ci, 271

równanie ró»niczkowe ugi¦cia

pªyty anizotropowej, 66

pªyty izotropowej, 67

w analizie stateczno±ci, 271, 272, 276

ró»nice centralne w punkcie, 74, 273

s¡siedztwo, zob. otoczenie

siªa poprzeczna w pªycie, 79

siªa w tªumiku lepkospr¦»ystym, 182, 185,

189

caªkowita po przeksztaªceniu Lapla-

ce'a
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w modelu uªamkowym, 187

w uogólnionym modelu Maxwella,

187

w uogólnionymmodelu reologicznym,

187

w elemencie Kelvina, 185

po przeksztaªceniu Laplace'a, 187

w elemencie Maxwella, 186

po przeksztaªceniu Laplace'a, 187

w elemencie spr¦»ystym, 185

po przeksztaªceniu Laplace'a, 186

siªy

bezwªadno±ci, 107

intensywno±¢ obci¡»enia, 107

hydrodynamiczne, 119

sko±no±¢, 235, 237, 240, 248, 249, 251, 255,

258, 263, 267

sposoby skupiania masy pªyty, 104

sprz¦»enie hermitowskie macierzy, 199

stochastyczna metoda elementów sko«czo-

nych, zob.metoda elementów sko«-

czonych

stochastyczny algorytm obliczeniowy, 211

szereg pot¦gowy, 120

Taylora, 236, 241, 255

temperatura referencyjna, 63, 182, 188,

190, 202, 205, 221, 238, 244, 296,

299, 303

tªumik lepkospr¦»ysty, 47, 49, 50, 54, 58,

236�238, 242, 243, 296, 299, 305

budowa, 181

modele, 182, 183, 218

uªamkowy, 49, 55, 184, 206, 253,

258, 260

uogólniony Maxwella, 49, 55, 183,

202, 221

uogólniony reologiczny, 183, 188

Zenera, 183

optymalna lokalizacja, 47, 50, 55, 62�64,

211, 222, 230, 253, 299, 304, 306,

308, 309

funkcja celu, 215

wpªyw temperatury, 54, 61�63

transformacja falkowa, 56

transformata Laplace'a, 182, 186

równania ruchu pªyty z tªumikami, 49,

191

wektora oddziaªywania tªumika na pªy-

t¦, 191

ukªad pªyt, 49, 50, 153, 239, 242, 260

oznaczenia wymiarów, 154

przykªady numeryczne, 168

w dwóch pªaszczyznach, 153, 154, 158,

264

w jednej pªaszczy¹nie, 153, 154, 156,

260

warunki podparcia

wg MES, 164

wg MRS, 166, 168

uogólniony problem wªasny, 49, 50, 198

sprowadzenie do standardowego pro-

blemu wªasnego, 102

w dynamice pªyty

wg MES, 100

wg MRS, 108

w dynamice ukªadu pªyt w cieczy

wg MES i MEB, 160

wg MRS i MEB, 165

w dynamice ukªadu pªyta�ciecz

wg MES i MEB, 128, 134

wg MRS i MEB, 134

w stateczno±ci pªyty, 271, 277, 288

wg MRS, 276

waga caªkowania, 69
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waga inercji, 215, 216

dobór, 216, 233

warto±¢, 222

wariancja, 235, 239�241

warstwa lepkospr¦»ysta, 309

warto±¢ oczekiwana, 235, 237, 239�242,

247�249, 253, 255, 257, 259, 263,

266

warto±¢ ±rednia, 237, 247, 255, 260

odlegªo±ci mi¦dzy pªytami, 260, 264

parametru projektowego, 239, 244

warto±¢ wªasna, 101, 103, 109, 197, 198,

200, 201, 277

zespolona, 192, 196

warunki

pocz¡tkowe w dynamice pªyty, 100

podparcia pªyty, 78, 132, 135, 217,

276, 296

warunki brzegowe

typu Neumanna, 119

wg MES, 71

wg MRS

brzeg swobodnie podparty, 79

brzeg swobodny, 81

brzeg utwierdzony, 80

naro»e punktowo podparte, 82

naro»e swobodne, 82

pªyta podparta na dwóch kraw¦dziach,

323

pªyta podparta na obwodzie, 319

pªyta wspornikowa, 333

wektor

amplitud, 100

ci±nienia hydrodynamicznego pªynu,

124

oddziaªywania tªumika na pªyt¦, 191

poªo»enia cz¡stki roju wg PSO, 212,

215, 219, 223, 228

wektor

przyspieszenia w¦zªów pªyty, 100

residualny, 200

wspóªrz¦dnych Ritza, 199

zmiennych projektowych, 239

wektor obci¡»enia pªyty

warunki brzegowe, 72, 87

wg MES, 72, 99, 100

wg MRS, 86, 107

z tªumikami, 191

wektor pr¦dko±ci

cz¡stki roju wg PSO, 212, 214, 215,

218, 219, 223, 228

pªynu, 124

w¦zªów pªyty, 100

wektor przemieszcze«

wg MES, 70, 99, 100

wg MRS, 86, 276

wektor siª

skupionych, 72

w¦zªowych elementu plQ4, 72

wektor wªasny, 101, 103, 104, 109, 192,

197, 198, 200, 201, 277

normalizacja, 101

ortogonalno±¢, 101

w¦zªy

elementu sko«czonego plQ4, 68

siatki MES, 69

wewn¦trzne, 213, 217

siatki MRS, 73

wnioski

aplikacyjne, 295, 307

metodyczne, 295, 304

poznawcze, 295,

prognostyczne, 295, 309

wspóªczynnik

ekscesu, 257

sztywno±ci, 186, 188
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wspóªczynnik

±ci±liwo±ci cieczy, 118

tªumienia, 186, 188

wariancji, 237, 248

wspóªczynnik kognitywny, socjalny, 215

dobór, 216, 233

warto±ci, 222

wspóªczynnik Poissona, 243

jako zmienna losowa, 237, 255, 257�259

pªyty izotropowej, 66

wªókien/osnowy, 67

wspóªczynnik zmienno±ci, 237, 240, 248�251,

253, 255�259, 263, 266

dªugo±ci boku pªyty, 248, 249

g¦sto±ci cieczy, 262, 268, 269

grubo±ci pªyty, 248, 249

moduªu Younga, 256

odlegªo±ci mi¦dzy pªytami, 266

pierwszej cz¦sto±ci drga«, 250

wzgl¦dne przemieszczenie tªumika, 186, 189

wzór Williama-Landela-Ferry'ego, 190

zagadnienie dynamiczne, 99, 100, 271

zanurzenie pªyty w pªynie

caªkowite, 118

cz¦±ciowe, 123

pionowo, 125

poziomo, 126

zasada proporcjonalno±ci cz¦stotliwo±ciowo-

temperaturowej, 49, 55, 182, 188,

190, 202

zdarzenie losowe, 47, 235

zmienna

losowa, 235, 237, 239, 240, 242, 244,

247, 254, 256, 306

projektowa, 243, 245, 248, 256

zmienno±¢ cechy

maªa, 250

przeci¦tna, 250

silna, 251

znormalizowany gradient wra»liwo±ci, 62,

63, 239, 240, 242, 247, 303, 304,

308
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