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analiza losowa

Przedmiotem niniejszej dysertacji jest analiza statyki, dynamiki oraz statecz-
nosci prostokatnych dzwigaréow plytowych spetniajacych gltowne zalozenia hipotezy
Kirchhoffa-Love’a. Przyjeto, ze badane ptyty charakteryzuja sie stata lub zmienna
sztywnoscig. Ponadto w przypadku stalej sztywnosci rozwazono kwestie anizotropii
materiatowe;j.

Zasadnicza czes$¢ rozprawy rozpoczeto od rozdziatu po$wieconego zagadnieniu
statyki ptyt. Zawarto w nim opis postepowania, ktore nalezy zastosowaé, aby wy-
znaczy¢ wartosci przemieszczenn pionowych plyt w ujeciu metody elementoéw skonczo-
nych (MES) oraz metody roznic skoniczonych (MRS). Zamieszczono rowniez szczego-
towe zasady sprowadzania roéwnania deformacji ptyty izotropowej o zmiennej sztyw-
no$ci do ukltadu rownan réznicowych, zgodnie z metodologia MRS. Zawarte w roz-
dziale wyprowadzenia stanowity baze do zagadnien przedstawionych w dalszej czesci
rozprawy, a wiec dotyczacych wyznaczania czestosci drgan wlasnych oraz obciaze-
nia krytycznego plyt o stalej lub zmiennej grubosci, ustalonej zgodnie ze wstepnie
zatozong funkcja.

Znaczng czesSé rozprawy poswiecono analizie dynamicznej ptyt, w ramach ktorej
rozwigzywano zadania drgan wlasnych pojedynczej ptyty oraz ukladéw dwoch ptyt
zanurzonych w plynie. Zastosowano autorskie procedury obliczeniowe korzystajace
z metod elementow skoniczonych i réznic skonczonych oraz metody elementéw brze-
gowych (MEB). Rozwazono takze dynamike plyt spoczywajacych na wiezach lep-
kosprezystych, gdzie odpowiedni nieliniowy problem wtasny, utworzony przy uzyciu
metodologii MES, rozwigzano zgodnie z zasadami metody kontynuacji. Zastosowa-

no réwniez pomocniczo metode podprzestrzennych iteracji, aby zredukowaé problem
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wlasny do zagadnienia o mniejszym wymiarze. Wiezy (ttumiki) lepkosprezyste opisa-
no za pomoca dwoch modeli: klasycznego i utamkowego, przy czym w drugim z nich
wykorzystano rachunek pochodnych niecatkowitego rzedu. W rozprawie rozwiaza-
no réwniez zadanie optymalnego rozmieszczenia ustalonej liczby tlumikéw lepko-
sprezystych na powierzchni ptyty w celu uzyskania maksymalnego efektu ttumienia
wybranej postaci drgann. Aby rozwigzaé¢ tak sformutowany problem, postuzono sie
algorytmem optymalizacji metoda roju czastek (PSO).

W pracy przeprowadzono takze analize losowa dla zagadniert dynamicznych ptyt
wyposazonych w lepkosprezyste ttumiki drgan oraz uktadow ptyt zanurzonych catko-
wicie w plynie. Odpowiednie momenty losowe wyznaczano przy uzyciu trzech alter-
natywnych metod probabilistycznych: metody poétanalitycznej, uogoélnionej metody
perturbacji stochastycznej oraz metody symulacyjnej Monte-Carlo.

Na zakoriczenie gtownych rozwazan wykonano analize statecznosci ptyt obcigzo-
nych w swej plaszczyZnie w celu wyznaczenia wartos$ci obciazen krytycznych odpo-
wiadajacych kilku wybranym postaciom utraty statecznosci. Zagadnienie rozwigzano
numerycznie zgodnie z zasadami metody roznic skonczonych. Tematyka ta stanowi
naturalne dopetnienie catosci rozwazan.

Wsrod najwazniejszych oryginalnych elementow niniejszej dysertacji mozna wy-
rozni¢ propozycje autorskich metod catkowania numerycznego majacych na celu
wyznaczenie macierzy sztywnosci oraz macierzy bezwladnosci ptyty dla potrzeb wy-
konania jej analizy dynamicznej. Ponadto opracowano autorskie procedury oblicze-
niowe pozwalajace rozwiazac nieliniowe zadanie analizy dynamicznej ptyt spoczywa-
jacych na wiezach lepkosprezystych oraz wyznaczy¢ optymalna lokalizacje ustalone;j
liczby tych wiezéw na powierzchni plyty. Opracowane procedury umozliwily takze
wykonanie analizy statyki, dynamiki i stateczno$ci ptyt o zmiennej grubosci. Do-
konano réwniez polaczenia wybranych metod numerycznych sposréd MES, MRS
i MEB w zadaniach interakcji ptyta—ciecz. Aby rozwiazaé¢ nieliniowy problem wta-
sny dla plyt z wiezami lepkosprezystymi, uzyto w algorytmach metode kontynuacji.
W zagadnieniu tym uwzgledniono takze podejscie losowe.

Autorskie procedury obliczeniowe w zakresie analizy statycznej, dynamicznej
i stateczno$ci plyt opracowano w $§rodowisku Octave, a na potrzeby analizy losowej

uzyto srodowisko programistyczne Maple.
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The subject of this dissertation is the static, dynamic and stability analysis
of rectangular plate girders fulfilling the main assumptions of the Kirchhoff-Love
hypothesis. It was assumed that the tested plates were characterized by constant or
variable stiffness. Furthermore, in the case of constant stiffness plates, the issue of
material anisotropy was considered.

The main part of the dissertation began with a chapter devoted to the issue
of plate statics. It describes the procedure to be used to determine the values of
vertical displacements of plates using the finite element method (FEM) and the
finite difference method (FDM). Detailed rules for reducing the deformation equation
of an isotropic plate with variable stiffness to a system of difference equations, in
accordance with the MRS methodology, are also included. The derivations included
in the chapter constituted the basis for the issues presented in the further part of
the thesis, i.e. those related to determining the natural frequency and the critical
load of plates with constant or variable thickness, determined in accordance with
the initially assumed function.

A significant part of the thesis was devoted to the dynamic analysis of plates, in
which the problems of natural vibrations of a single plate and systems of two plates
immersed in a fluid were solved. Proprietary calculation procedures based on the
finite element and finite difference methods as well as the boundary element method
(BEM) were used. The dynamics of plates resting on viscoelastic constraints was
also considered, where the corresponding nonlinear eigenproblem, generated using
the FEM methodology, was solved according to the principles of the continuation
method. The subspace iteration method was also used as an auxiliary method to
reduce the eigenvalue problem to a lower-dimensional problem. Viscoelastic constra-

ints (dampers) were described using two models: classical and fractional, the latter
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of which used fractional derivative calculus. The thesis also solved the problem of
optimally distributing a fixed number of viscoelastic dampers on the plate surface
in order to obtain the maximum damping effect for the selected vibration mode. To
solve this problem, the particle swarm optimization (PSO) algorithm was used.

The paper also performed a random analysis for dynamic problems of plates equ-
ipped with viscoelastic vibration dampers and plate systems completely immersed
in a fluid. The corresponding random moments were determined using three alter-
native probabilistic methods: the semi-analytical method, the generalized stochastic
perturbation method and the Monte-Carlo simulation method.

At the end of the main considerations, an analysis of the stability of the plates
loaded in their plane was performed in order to determine the values of critical loads
corresponding to several selected modes of stability loss. The problem was solved
numerically according to the principles of the finite difference method. This topic is
a natural complement to the overall considerations.

Among the most important original elements of this dissertation, one can highli-
ght the proposal of original numerical integration methods allowing to determine the
stiffness matrix and the inertia matrix of the plate for the purposes of its dynamic
analysis. In addition, proprietary computational procedures were developed to solve
the nonlinear problem of dynamic analysis of plates resting on viscoelastic constra-
ints and to determine the optimal location of a fixed number of these constraints
on the plate surface. The developed procedures also enabled the analysis of statics,
dynamics and stability of plates with variable thickness. Selected numerical methods
from FEM, FDM and BEM were also combined in plate—fluid interaction problems.
In order to solve nonlinear eigenproblems for plates with viscoelastic constraints,
the continuation method was used in the algorithms. A random approach was also
taken into account in this issue.

Proprietary calculation procedures for static, dynamic and plate stability analysis
were developed in the Octave environment, and the Maple programming environ-

ment was also used for random analysis.
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9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

Wykresy wielomianéw wyrazonych wzorami (9.20)—(9.23) wraz z

wynikami obliczent deterministycznych zestawionymi w tabeli 9.1.......

Wykresy wielomianéw wyrazonych wzorami (9.25)—(9.28) wraz z

wynikami obliczert deterministycznych zestawionymi w tabeli 9.2.......

Wykresy zalezno$ci wartosci oczekiwanej, wspolezynnika zmiennosci,
sko$nosci i kurtozy dla pieciu pierwszych czestosci drgan wtasnych

od wspolczynnika zmiennosci o losowo zmiennej dtugoséci boku A

plyty z przyktadu 9.1 [86] ..oovvvviiiiiiiiiiiiiii

Wykresy zaleznosci wartosci oczekiwanej, wspotczynnika zmiennodci,
skognosci i kurtozy dla pieciu pierwszych czestosci drgan wtasnych

od wspotczynnika zmiennosci a0 losowo zmiennej grubosci H plyty z

przykiadu 9.1 [86]......ovmeii e

Wykresy zaleznosci wartosci oczekiwanej (a), wspotczynnika
zmiennosci (b), skosnosci (¢) i kurtozy (d) od wspolczynnika
zmienno$ci a(F) modutu Younga, otrzymane dla dwoch pierwszych
czestosel drgan whasnych przy uzyciu metod: potanalitycznej (SAM),
symulacyjnej Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej

(SPT) [L15] e,

Wykresy zaleznosci wartosci oczekiwanej (a), wspolczynnika
zmiennosci (b), skosnosei (c) 1 kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowej
a(v) wspolczynnika Poissona, otrzymane dla dwoch pierwszych

czestosci drgan whasnych przy uzyciu metod: potanalitycznej (SAM),

Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT) [115].......

Wykresy zaleznosci wartosci oczekiwanej (a), wspolczynnika
zmiennosci (b), skosnosci (c) 1 kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowe;j
a(ayg) parametru o ttumikow, otrzymane dla dwoch pierwszych
czestosci drgan whasnych przy uzyciu metod: potanalitycznej (SAM),
symulacyjnej Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastyczne;j

(SPT) [L15] et

Wykresy zalezno$ci miary niezawodnosci pierwszego rzedu (a)
oraz miary bezpieczenistwa obliczanej wedtug entropii wzglednej
(b) od niepewnosci wejsciowej a(E) modutu Younga, otrzymane

przy uzyciu dwoch metod: potanalitycznej (SAM) oraz perturbacji

stochastycznej (SPT) [115] . ..ottt

. 247

. 248
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9.9. Uktad dwéch wspornikowych plyt kwadratowych lezacych w jedne;j
ptaszczyznie i zanurzonych catkowicie w cieczy, rozpatrywany w
przykladzie 9.3 ... o 260

9.10. Wykresy zaleznosci: wartosci oczekiwanej (a), wspotezynnika
zmiennosci (b), skosnosci (c) i kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowe;j
a(p.) gestosci cieczy pe, otrzymane dla dwoch pierwszych czestosci
drgan wlasnych uktadu plyt z rysunku 9.9 przy uzyciu metod:
polanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji
stochastycznej (SPT). W obliczeniach deterministycznych uzyto
kombinacje metod MES-MEB [96] ... 263

9.11. Wykresy zaleznosci: wartosci oczekiwanej (a), wspotczynnika
zmiennosci (b), skosnosci (c) 1 kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowe;j
a(p.) gestosci cieczy p,, otrzymane dla dwoch pierwszych czestosci
drgan wtasnych uktadu ptyt z rysunku 9.9 przy uzyciu metod:
potanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji
stochastycznej (SPT). W obliczeniach deterministycznych uzyto
kombinacje metod MRS-MEB [96] ....ccoooviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiececee 264

9.12. Uktad wspornikowych pltyt kwadratowych lezacych w dwdch
plaszczyznach rownoleglych i zanurzonych catkowicie w cieczy,

rozpatrywany w przyktadzie 9.3 ... 265

9.13. Wykresy zaleznosci: wartosci oczekiwanej (a), wspotezynnika
zmiennosci (b), skosnosci (c) 1 kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowej
a(c) odlegtosci miedzy plytami, otrzymane dla dwoch pierwszych
czestosci drgan wlasnych uktadu plyt z rysunku 9.12 przy uzyciu
metod: potanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji
stochastycznej (SPT). W obliczeniach deterministycznych uzyto
kombinacje metod MES-MEB [96] ...t 267

9.14. Wykresy zaleznosci: wartosci oczekiwanej (a), wspotczynnika
zmiennosci (b), skosnosci (c) 1 kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowe;j
a(c) odleglosci miedzy plytami, otrzymane dla dwoch pierwszych
czestosci drgan wlasnych uktadu ptyt z rysunku 9.12 przy uzyciu
metod: polanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji
stochastycznej (SPT). W obliczeniach deterministycznych uzyto
kombinacje metod MRS-MEB [96] ....ccoooviriiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicece 268



SPIS RYSUNKOW 25

9.15.

10.1.
10.2.

10.3.

10.4.

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

Al

Wykresy zaleznosci miary bezpieczenstwa Sy uktadu plyt z rysunku

9.9 od niepewnosci wejsciowe] a(p.) gestosci cieczy, otrzymane

przy uzyciu metody poétanalitycznej (SAM) oraz perturbacji
stochastycznej (SPT) dla pierwszej (a, ¢) i drugiej (b, d) czestosci

drgan, stosujac w obliczeniach deterministycznych kombinacje metod
MES-MEB (a, b) oraz MRS-MEB (c, d) [96]......ccoviriiii 269

Obciazenie dziatajace na ptyte w analizie jej statecznosci [106]........... 272
Ptyta prostokatna analizowana w przyktadzie 10.1, podparta

swobodnie na obwodzie oraz $ciskana obcigzeniem N, dziatajacym

w jednym kierunku [L106]........ccccoceiiiiiiiniiniiiii 278
Trzy pierwsze postacie utraty statecznos$ci odpowiadajace

obcigzeniom krytycznym zestawionym w tabeli 10.1 dla ptyty
kwadratowej o statej grubosci [106].........ooooviiiiiiiiiiiii 279
Trzy pierwsze postacie utraty statecznosci odpowiadajace

obcigzeniom krytycznym zestawionym w tabeli 10.3 dla ptyty
kwadratowej o liniowo zmiennej grubosci przy zalozeniu, ze

Hy = 25Hg [106] i 280
Ptyta prostokatna analizowana w przykltadzie 10.2, podparta

swobodnie na obwodzie, $ciskana lub rozciagana w dwoch kierunkach . 281
Plyta prostokatna podparta swobodnie (a) lub utwierdzona na

obwodzie (b), obciazona stycznie do krawedzi, stanowiaca przedmiot
analizy w przykladzie 10.3 ... 285
Ptyta prostokatna podparta swobodnie na obwodzie, poddana

dziataniu zmiennego obciazenia normalnego N, w dwoch wariantach,
analizowana w przykladzie 10.4 ..., 288
Schemat obliczeniowy plyty prostokatnej poddanej dzialaniu

liniowo zmiennego obciazenia normalnego N, w dwdch wariantach

przedstawionych na rysunku 10.7........coooiiiiiiii 289

Zbior 13 punktow uzytych w celu zapisania rownania (3.39) dla
wezla siatki (i, 7) = (2, 1) wraz ze wskazaniem wspotczynnikow (oy);

WYStEPUJACYCh W IOWNANIT ...eeutiiniiiiii e 354






Wykaz skrotéw 1 oznaczen

Wazniejsze skroty

AEM - metoda rownan rownowaznych (ang. the analog equation method),
MCS - metoda symulacyjna Monte-Carlo stosowana w analizie losowej

(ang. Monte-Carlo simulation method),

MEB - metoda elementéow brzegowych,

MES - metoda elementow skoticzonych,

MPS — metoda pasm skoriczonych,

MRS — metoda réznic skoriczonych,

PSO — metoda roju czastek (ang. the particle swarm optimization method),
SAM - metoda pétanalityczna stuzaca do obliczania momentéw losowych

(ang. semi-analytical method),
SPT - uogdlniona metoda perturbacji stochastycznej (ang. generalized

stochastic perturbation method).

Wazniejsze oznaczenia

Podrozdzial 3.1

w=w(z,y) — funkcja ugiecia plaszczyzny Srodkowej plyty  C R?,

p=p(x,y) — funkcja obciazenia plyty w jednostkach sily na jednostke po-
wierzchni,

D — macierz kwadratowa o wymiarze 3 X 3 zawierajaca sztywnosci

plyty na zginanie i skrecanie,
E — modul Younga materialu plyty izotropowej,
v —  wspo6lczynnik Poissona materiatu ptyty izotropowej,
H — stata grubosé ptyty,
E,, Ey — modul Younga odpowiednio wtokien i osnowy materialu ptyty

ortotropowej (wloknokompozytowej),
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Vw, Vo

My, Mo

wspolczynnik Poissona odpowiednio wlokien i osnowy materiatu

plyty ortotropowej (wtoknokompozytowej),

udzial objetosciowy wlokien i osnowy w materiale ptyty orto-
tropowej (wloknokompozytowej),

dhugos¢ i szerokosé plyty prostokatnej,

funkcja grubosci ptyty okreslona na obszarze Q2 = [0, A] x [0, B],
funkcja sztywnosci na zginanie ptyty izotropowej o zmiennej gru-

bosci.

Podrozdzial 3.2.1

plQ4
lel

Q.

Wiy, Pixs Piy

SRS

wé(z,y)

1—Q2

Nf(z,y)

1

NE

Ke

prostokatny element skonczony 4-weztowy opisany w [1],
liczba elementéw skoriczonych typu plQ4 dyskretyzujacych po-

wierzchnie plyty,
powierzchnia pojedynczego elementu skoriczonego e, przy czym

e=1,2,3,..., 1,
stopnie swobody w i-tym wezle (i = 1,2, 3,4) elementu skonczo-
nego plQ4 (przemieszczenie translacyjne oraz dwa obroty wzgle-

dem osi odpowiednio z i y),
wektor przemieszczenia i-tego wezla (i = 1,2,3,4) elementu

skoniczonego e typu plQ4,

wielomian czwartego stopnia stuzacy do aproksymacji funkcji
ugiecia ptyty w dowolnym punkcie elementu skoniczonego e,
wspolezynniki wielomianu w®(z,y) okreslonego wyzej,

wektor przemieszczenia elementu skonczonego e typu plQ4,
funkcje ksztattu pojedynczego elementu skonczonego e typu
plQ4 odpowiadajace kolejnym jego stopniom swobody, przy
czymi¢=1,2,3,...,12,

wektor zawierajacy wyzej okreslone funkcje ksztaltu pojedyn-

czego elementu skoniczonego e typu plQ4,
macierz sztywnosci o wymiarze 12 x 12 pojedynczego elementu

skoniczonego e typu plQ4,
macierz pochodnych drugiego rzedu z funkcji ksztattu pojedyn-

czego elementu skonczonego plQ4,
punkty catkowania nalezace do obszaru [—1,1] x [—1, 1], stoso-

wane w niestandardowej metodzie catkowania numerycznego,
wagi stosowane w niestandardowej metodzie catkowania nume-

rycznego,
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BAGED] — jakobian przeksztalcenia obszaru 2 w obszar [—1,1] x [—1, 1],
mXxXn — wymiary siatki MES dyskretyzujacej ptyte prostokatna umiesz-
czong w prozni (liczba elementow skonczonych dzielacych od-

powiednio pozioma i pionowa krawedz plyty),

h; — szerokoSci elementow skoriczonych w kierunku poziomym
(1=1,2,3,...,m),
k; — szerokosci elementéw skoniczonych w kierunku pionowym

(j:172737"'7n)7

K — globalna macierz sztywnodci plyty,

w — globalny wektor przemieszczen weztowych ptyty,

f — globalny wektor obciazen wezlowych ptyty,

fe — wektor obciazen weztowych pojedynczego elementu skoniczone-
go e typu plQ4,

P, — globalny wektor sit skupionych dzialajacych na plyte, przyto-
zonych bezposrednio do weztéw siatki MES,

Q5 — wektor sit weztowych elementu skoriczonego e pochodzacych od
obcigzenia roztozonego, przypadajacego w jego obrebie; warto-
Sci wektora zalezg od funkcji ksztattu elementu,

h x k — wymiary podobszaréw prostokatnych skladajacych sie na re-

gularng siatke MES.

Podrozdzial 3.2.2

m X n — wymiary siatki MRS nalozonej na powierzchnie srodkowsg plyty
prostokatnej,

h x k — wymiary podobszaréw prostokatnych skladajacych sie na re-
gularng siatke MRS,

(@i, ;) — wspotrzedne pojedynczego wezlta siatki MRS, przy czym i =
1,2,3,....m+1loraz 3 =1,2,3,...,n+1,

Wy — przyblizona warto$¢ przemieszczenia punktu ptyty o wspol-

rzednych (x;,y;),

Wikl j+1 — przyblizona warto$¢ przemieszczenia punktu ptyty o wspol-
rzednych (x; £ h,y; £ k),
(%)ij, (%) ~ — przyblizone pochodne funkcji przemieszczenia pionowego plyty
ij

w punkcie (z;,y,), wyrazone przy pomocy roznic centralnych,
(a1);;(u3);;  — wspblezynniki przy niewiadomych przemieszczeniach w otocze-
niu punktu (x;,y;) wystepujace w réznicowe]j postaci rownania

ugiecia plyty izotropowej o zmiennej sztywnosci,
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(@m)iﬁ (@y)ij

p

Aia B]7 Ck7 Dj7 Ek

Hb H2

Dodatek A

wartos¢ doktadna funkcji sztywnosci plyty w punkcie
(i, Yi),

przyblizone pochodne funkcji sztywnosci ptyty w punkcie
(xi,y;j), wyrazone przy pomocy réznic centralnych,
przyblizone warto$ci momentéw zginajacych w punkcie
(xi,y;), wzgledem osi odpowiednio z oraz y, wyrazone przy
pomocy réznic centralnych,

przyblizone wartosci zastepczych sit poprzecznych w punk-

cie (z;,9;), wzgledem osi odpowiednio x oraz y, wyrazone
przy pomocy réznic centralnych,

przyblizone wartosci katow obrotu ptyty w punkeie (z;, y;),
wzgledem osi odpowiednio x oraz y, wyrazone przy pomo-
cy réoznic centralnych,

przyblizona warto$¢ reakcji naroza plyty w punkcie
(xi,y;j), wyrazona przy pomocy réznic centralnych,
macierz operatorow roznicowych, tzn. macierz uktadu row-
nan roznicowych zastepujacego rownanie ugiecia plyty
0 zmiennej sztywnosci,

wektor niewiadomych przemieszczen weztow siatki MRS,
wektor obcigzenia przypadajacego na poszczegolne punkty

siatki MRS,
macierze-bloki tworzace blokowa strukture macierzy A,

przy czym ¢ = 1,2,3,....n+1; j = 1,2,3,...,n; k =
1,2,3,...,n—1,
odpowiednio maksymalna i minimalna grubo$¢ ptyty o li-

niowo zmiennej grubosci w jednym kierunku.

Obowigzuja oznaczenia do podrozdziatu 3.2.2 z ponizszym uzupelnieniem:

51'7 Vis Pk

oznaczenia pomocnicze stosowane przy wyprowadzaniu
macierzy operatoréow réznicowych dla plyty swobodnie
podpartej na dwoch przeciwlegtych krawedziach, gdzie
1=1,2,7=1,2,3,4,5;k=1,2,3,4,

oznaczenie pomocnicze stosowane przy wyprowadzaniu

macierzy operatoréw roéoznicowych dla plyty utwierdzonej

na dwoch przeciwlegltych krawedziach,



Wazniejsze oznaczenia

31

!/ / /
39 ’Yja Pk, P; o

Podrozdzial 4.1

\

oznaczenia pomocnicze uzywane przy wyprowadzaniu ma-
cierzy operatoroéw roéznicowych dla ptyty podpartej wspor-
nikowo na lewej krawedzi, gdzie ¢+ = 1,2; 5 = 1,2,3,4,5;
k=5,6,7,...,24;1=5,6,7,...,10.

globalna macierz sztywnosci plyty,

globalny wektor przemieszczen weztow siatki MES,

globalny wektor obciazeni ptyty,

zmienna czasowa,

liczba weztow siatki MES dyskretyzujacej powierzchnie ptyty,
liczba stopni swobody plyty ustalana wedtug zasad MES,
globalna macierz bezwtadnosci (mas) plyty,

macierz tlumienia konstrukcyjnego ptyty,

zalezne od zmiennej czasowej t wektory odpowiednio: przy-
spieszenia, predkosci i przemieszczen uogoélnionych weztow
plyty,

zalezny od zmiennej czasowej t wektor obciazen zewnetrznych
plyty,

chwila poczatkowa,

wektory odpowiednio predkoéci i przemieszczen uogblnionych
weztow ptyty w chwili poczatkowej,

-ty wektor wlasny, gdzie i = 1,2, 3, ..., ng,

i-ta czestosé drgan wilasnych, gdzie 1 = 1,2,3, ..., n,,

i-ta wartos¢ wlasna, gdzie 1 = 1,2, 3, ..., ng,

macierz wektorow wlasnych o wymiarze ng X ng,

diagonalna macierz warto$ci wlasnych o wymiarze n, x ng

albo macierz trojkatna dolna w rozktadzie Choleskiego,
macierz symetryczna w standardowym problemie wlasnym,

macierz jednostkowa,

warto$¢ masy skupionej w i-tym wezle siatki MES przy zato-
zeniu granulacji masy w ptlycie, gdzie 1 = 1,2, 3, ..., we,
gesto$¢ materiatu plyty,

pole powierzchni plyty przypadajace na i-ty wezet siatki
MES, gdzie i = 1,2,3, ..., w,,

grubosé¢ plyty,

dhugosé i szeroko$é plyty prostokatnej,
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Tle

Podrozdzial 4.2

p(r,y) = B(z,y)

Podrozdzial 5.1

N

cxd

liczba elementow skoniczonych dyskretyzujacych powierzchnie

plyty zgodnie z zasadami MES,
macierz bezwladnosci pojedynczego elementu skoriczonego

wchodzacego w sktad siatki MES dyskretyzujacej ptyte,
macierz pochodnych czastkowych pierwszego rzedu z funkcji

ksztaltu charakteryzujacych element skonczony,
macierz zalezna od gestosci materiatu ptyty.

intensywnos$¢ obcigzenia sitami bezwtadno$ci w punkcie ptyty
o wspolrzednych (z,y),

masa plyty na jednostke powierzchni wyrazona w kg/m? albo
liczba podobszaréw siatki MRS wzdtuz poziomej krawedzi

plyty,
liczba podobszaréw siatki MRS wzdluz pionowej krawedzi

plyty,

przemieszczenie pionowe punktu plyty o wspoltrzednych (z, y)
w chwili ¢,

obciazenie plyty sitami bezwtadnosci, przypadajace na punkt
plyty o wspotrzednych (4, j) = (z;,y;), gdziei = 1,2,3,...,m
oraz j =1,2,3,...,n,

masa czesci plyty przypadajacej na wezet (i, 7) siatki MRS,
pole powierzchni czesci plyty przypadajacej na wezel (i, 5)
siatki MRS,

przemieszczenie pionowe punktu (7, 7) ptyty w chwili ¢,
amplituda drgani punktu (i, 7) plyty,

iloraz masy oraz pola powierzchni czesci ptyty przypadajacej
na wezel (i, j) siatki MRS ,

diagonalna macierz bezwladnosci plyty,

wektor amplitud ptyty w wezlach siatki MRS.

liczba podobszaréw cieczy dyskretyzujacych powierzchnie

plyty zgodnie z zasadami MEB,
wymiary siatki podobszaréw cieczy dyskretyzujgcej plyte

zgodnie z zasadami MEB,
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Sr -

wymiary prostokatnych podobszaréw cieczy tworzacych siat-
ke regularna, dyskretyzujaca ptyte zgodnie z zasadami MEB,
pole powierzchni pojedynczego podobszaru cieczy wspottwo-
rzacego siatke regularng, dyskretyzujaca ptyte zgodnie z za-
sadami MEB,

potencjal pola predkosci ptynu,

wektor polozenia punktu w przestrzeni,

wspotczynnik $cisliwosci cieczy,

predkos$é¢ dzwieku w cieczy,

czestosé kotowa drgan wlasnych cieczy $cisliwej (liczba zespo-
lona, przy czym dla ptynu niedcisliwego wy,,, = 0),
przemieszczenie normalne powierzchni srodkowej plyty,
amplituda przemieszczenia punktu ptyty,

amplituda wypadkowego wektora ci$nienia hydrodynamicz-
nego w punkcie (z,,y,) na powierzchni S, ptyty,

gestosé cieczy otaczajacej plyte,

macierz kwadratowa o wymiarze N X N wyznaczana w celu

otrzymania macierzy bezwladnoéci cieczy otaczajacej plyte,
sity hydrodynamiczne dziatajace na powierzchnie ptyty,

macierz bezwladnosci (mas) cieczy otaczajacej plyte,
macierz diagonalna o wymiarze N x N zawierajaca na gléwnej
przekatnej pola powierzchni podobszaréw cieczy otaczajacej
plyte,

wspotrzedne punktéw naroznych n-tego podobszaru cie-
czy wzgledem lokalnego uktadu wspotrzednych o poczatku
w punkcie m, uzyte w celu wyznaczenia elementu H,,, ma-
cierzy H,

macierz zawierajagca w kolejnych kolumnach wspoétrzedne
punktow naroznych podobszaréw cieczy w uktadzie global-
nym, przyjetym w lewym dolnym narozu ptyty,

macierz zawierajagca w kolejnych kolumnach wspoétrzedne
punktéw kolokacji podobszarow cieczy w uktadzie globalnym
plyty,

macierz powigzan dla podobszaréw cieczy, o wymiarze 4 X N,
zawierajgca w kolejnych kolumnach numery wezléw naroz-
nych podobszaréw cieczy,

glebokos$¢ potozenia n-tego podobszaru cieczy ponizej po-

wierzchni swobodnej ptynu.
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Podrozdzial 5.2

M, M,. - macierz bezwladnosci ukladu plyta—ciecz,

M., — macierz bezwladnosci (mas) cieczy otaczajacej plyte,

M, — macierz bezwladnosci ptyty,

cxd — wymiary siatki podobszaréw cieczy dyskretyzujacej ptyte zgodnie
z zasadami MEB,

hy x ki — wymiary prostokatnych podobszaréw cieczy skladajacych sie na
regularng siatke dyskretyzujaca plyte zgodnie z zasadami MEB,

mxn  — wymiary siatki MES dyskretyzujacej plyte,

K M7 - macierz sztywnosSci oraz konsystentna macierz bezwladnosci po-

jedynczego elementu skoniczonego dyskretyzujacego ptyte zgodnie

z zasadami MES,
ny — liczba elementow skonczonych w kierunku pionowym, liczona w cze-

Sci plyty niezanurzonej w ptynie,
A — wymiar poziomy plyty zanurzonej w plynie,

Sy
\

wymiar pionowy plyty zanurzonej w plynie, mierzony w czesci oto-

czonej ciecza,

By — wymiar pionowy plyty zanurzonej w ptynie, mierzony w czesci znaj-
dujacej sie w prozni,

H — grubos¢ plyty,

ko — pionowy wymiar elementu skonczonego dyskretyzujacego po-

wierzchnie plyty zanurzonej w ptynie, mierzony w czesci znajduja-

cej sie w prozni.

Podrozdzial 5.3

M — macierz bezwladnosci uktadu ptyta—ciecz,

A — macierz operatoréw réoznicowych wedlug metodologii MRS,

cxd — wymiary siatki podobszaréow cieczy dyskretyzujacej pltyte zgodnie
z zasadami MEB,

h x k — wymiary podobszaréw sktadajacych sie na regularng siatke dyskre-
tyzujaca plyte zgodnie z zasadami MRS,

mXxXn —  wymiary siatki MRS dyskretyzujacej plyte,

my — liczba podobszaréow siatki MRS w kierunku pionowym, liczona

w czesci plyty w préozni,
A — wymiar poziomy (pionowy) plyty zanurzonej catkowicie (czesciowo)

w plynie,



Wazniejsze oznaczenia

35

B

A

Podrozdzial 6.1

Pe
Cc; X dz

AZ'XBZ'XHL‘

hiXk’i

l

>

H117 H127 H217 H22

wymiar pionowy (poziomy) plyty zanurzonej calkowicie
(czesciowo) w plynie,

wymiar pionowy plyty zanurzonej w plynie, mierzony
w czesci znajdujgcej sie w prozni,

wymiar pionowy plyty zanurzonej w plynie, mierzony
w czescl znajdujacej sie w cieczy,

grubosé plyty.

gestos$¢ cieczy otaczajacej uktad ptyt,

wymiary siatki podobszaréw cieczy dyskretyzujacej i-ta
ptyte uktadu zanurzonego catkowicie w plynie (i = 1,2),
wymiary geometryczne i-tej pltyty uktadu zanurzonego cal-
kowicie w plynie (i = 1,2),

wymiary podobszaréw cieczy dyskretyzujacych i-tg plyte
uktadu zanurzonego catkowicie w ptynie (i = 1,2),
odleglo$é miedzy plytami stanowiacymi uktad zanurzony
catkowicie w cieczy (I; < 0, jesli rzuty ptyt nachodza ma
siebie),

przesuniecie dolnej krawedzi ptyty prawej wzgledem dolnej
krawedzi ptyty lewej w uktadzie dwoch ptyt zanurzonych
catkowicie w plynie,

odlegto$é¢ miedzy ptaszczyznami pokrywajacymi sie z po-
wierzchniami $rodkowymi plyt stanowiacych uktad zanu-

rzony catkowicie w plynie,
macierz bezwladno$ci cieczy otaczajacej uktad dwoch plyt,

macierz diagonalna zawierajaca pola podobszaréw cieczy
dla kolejnych ptyt stanowigcych uktad zanurzony catkowi-
cie w ptynie,

macierze zawierajace wartosci pol powierzchni podobsza-
row cieczy i-tej plyty w ukladzie zanurzonym catkowicie
w plynie (i = 1,2),

macierz kwadratowa o wymiarze (c;d;+cadsy) X (¢1dy+cads)
wyznaczana w celu otrzymania macierzy bezwtadnosci cie-
czy My,

podmacierze o wymiarach odpowiednio: c¢;dy X ¢1dy, ¢1dy X

Cads, cody X c1dy, cods X cods skltadajace sie na macierz H,,
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Podrozdzial 6.2

macierz zawierajaca w kolejnych kolumnach wspoétrzedne
punktow naroznych podobszarow cieczy i-tej ptyty (i = 1,2)
uktadu zanurzonego catkowicie w ptynie w globalnym ukta-
dzie wspotrzednych przyjetym w lewym dolnym narozu wy-

sunietej najbardziej na lewo ptyty,
macierz zawierajaca w kolejnych kolumnach wspotrzedne

punktow kolokacji podobszarow cieczy i-tej plyty (i = 1,2)
uktadu zanurzonego catkowicie w ptynie w globalnym ukta-
dzie wspotrzednych okreslonym jak wyzej,

macierz powigzan o wymiarze 4 X ¢;d; dla podobszarow cie-
czy, zawierajaca w kolejnych kolumnach numery weztéw na-
roznych podobszaréw cieczy dla i-tej ptyty uktadu zanurzo-

nego catkowicie w plynie,
wspotrzedne punktow naroznych podobszaru cieczy o nu-

merze n lub n/, gdzie n = 1,2,3,...,¢1dy oraz n' =
1,2,3,...,cads, wzgledem lokalnego uktadu wspotrzednych
o poczatku w srodku podobszaru cieczy o numerze m lub m/,
gdzie m = 1,2,3,...,c1dy oraz m’ = 1,2,3, ..., cado, uzyte
w celu wyznaczenia elementow podmacierzy H;; sktadaja-

cych sie na macierz H, (i,j = 1,2).

macierz sztywnosci uktadu dwéch plyt zanurzonych catko-

wicie w plynie,
macierz sztywnosci i-tej plyty (¢ = 1,2) ukladu otoczonego

catkowicie ptynem,
macierz bezwtadnosci uktadu dwoéch plyt zanurzonych cat-

kowicie w plynie,

macierz bezwladnosci uktadu dwoch ptyt znajdujacych sie
w prézni, majaca wymiar 3(wey + Wea) X 3(Wer + Wea),
macierz bezwladnosci cieczy otaczajacej uktad dwoch plyt,
macierz bezwladnosci i-tej ptyty (i = 1,2) ukladu zanurzo-

nego calkowicie w plynie,
liczba wezlow siatki MES dyskretyzujacej i-ta plyte (i =

1,2) uktadu otoczonego catkowicie ptynem,
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Podrozdzial 6.3

m; X n;

CiXdi

hiin

Podrozdzial 7.1

podmacierze o wymiarach odpowiednio: c;d; X cid;y,
c1dy X cady, cady X c1dy, cody X cods skladajace sie na

macierz M, ..

macierz operatoréw réznicowych wyznaczona dla uktadu

dwoch plyt zanurzonych catkowicie w ptynie,
macierz operatoréw roznicowych wyznaczona dla i-tej

plyty (i = 1,2) uktadu otoczonego catkowicie ptynem,
macierz bezwladnosci uktadu dwoéch plyt zanurzonych
catkowicie w ptlynie,

macierz bezwtadnosci uktadu dwoch plyt znajdujacych
sie w prozni, majaca wymiar 3(we; + Wea) X 3(We1 + Wesa ),
macierz bezwtadnosci cieczy otaczajacej uktad dwoch
plyt,

macierz bezwladnosci i-tej plyty (i = 1,2) ukladu zanu-
rzonego catkowicie w plynie,

wymiary siatki MRS dyskretyzujacej i-ta ptyte uktadu
zanurzonego catkowicie w plynie (i = 1, 2),

wymiary siatki podobszaréw cieczy dyskretyzujacej i-ta
ptyte uktadu zanurzonego catkowicie w ptynie (i = 1,2),
wymiary podobszarow cieczy zdefiniowanych dla i-tej

plyty uktadu zanurzonego catkowicie w plynie (i = 1,2).

liczba elementow Maxwella wchodzacych w sktad ttumika
lepkosprezystego opisanego uogélnionym modelem reolo-
gicznym,

parametr sztywnosci j-tego elementu (Maxwella lub Ke-
lvina) ttumika lepkosprezystego, gdzie j = 0,1,2,...,m,
parametr ttumienia j-tego elementu (Maxwella lub Ke-
lvina) tlumika lepkosprezystego, gdzie j = 0,1,2,...,m,
parametr przyjmujacy wartosci z przedziatu (0, 1], cha-
rakteryzujacy utamkowy element Kelvina lub utamkowy
element Maxwella wchodzacy w sktad ttumika lepkospre-

zystego opisanego modelem utamkowym,
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Podrozdzial 7.2

parametr sztywnosci utamkowego elementu Maxwella,
parametr thumienia utamkowego elementu Maxwella,
catkowita sita panujaca w tltumiku lepkosprezystym, bedaca

funkcjg czasu t,
sita w j-tym elemencie wchodzacym w sktad ttumika lepko-

sprezystego, gdzie j =0,1,2,...,m,

sita w ulamkowym elemencie Maxwella wchodzacym
w sktad ttumika lepkosprezystego opisanego modelem utam-
kowym,

iloraz wspotczynnika sztywnosci k; i wspotczynnika ttumie-
nia c; dla j-tego elementu Maxwella wchodzacego w sklad
ttumika lepkosprezystego, gdzie j = 1,2,3,...,m,

iloraz wspotczynnika sztywnodci kg 1 wspolezynnika ttumie-
nia c¢; dla utamkowego elementu Maxwella wchodzacego
w sktad ttumika lepkosprezystego opisanego modelem utam-
kowym,

wzgledne przemieszczenie ttumika rowne réznicy przemiesz-
czen jego koricow,

pochodna utamkowa rzedu a wzgledem czasu t z wyrazenia

bedacego funkcja czasu,
przeksztalcenie Laplace’a funkcji odpowiednio: u;(t), ua(t)

oraz u(t),
przeksztalcenie Laplace’a funkeji Aq(t),

oznaczenia  pomocnicze uzyte w  celu  opisania
L-transformaty caltkowitej sity wystepujacej w tlumiku

lepkosprezystym.

temperatura referencyjna, w ktorej ustalono parametry ttu-
mika lepkosprezystego,

parametr sztywnosci j-tego elementu (Maxwella lub Kelvi-
na) ttumika lepkosprezystego ustalony w temperaturze re-
ferencyjnej Tp, gdzie j =0,1,2,...,m,

parametr tlumienia j-tego elementu (Maxwella lub Kelvina)
ttumika lepkosprezystego ustalony w temperaturze referen-

cyjnej Ty, gdzie 5 =0,1,2,...,m,
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k;

parametr sztywnosci j-tego elementu (Maxwella lub Kelvina) ttu-
mika lepkosprezystego ustalony w temperaturze T r6znej od tem-

peratury referencyjnej, gdzie 7 =0,1,2,...,m,
parametr tlumienia j-tego elementu (Maxwella lub Kelvina) ttu-

mika lepkosprezystego ustalony w temperaturze 1" r6znej od tem-

peratury referencyjnej, gdzie j =0,1,2,...,m,
czesto§¢ wymuszonych drgan harmonicznych wykonywanych

przez ttumik lepkosprezysty,
amplituda wzglednego przemieszczenia thumika Aq(t),

amlituda odpowiednio catkowitej sity w ttumiku oraz sity w j-tym
elemencie ttumika, gdzie 7 =0,1,2,...,m,

jednostka urojona,

modul sztywnosci dynamicznej (modut zachowawczy),

modul ttumienia (modutl stratnosci),

modul zespolony,

funkcja przesuniecia,

stale wyznaczane doswiadczalnie w celu okreslenia postaci funkcji

przesuniecia avp.

Podrozdzial 7.3

= Q2
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globalna macierz bezwtadnosci ptyty,

macierz tlumienia konstrukcyjnego ptyty,

globalna macierz sztywnosci ptyty,

wektor przemieszczen ugélnionych weztéw plyty,

wektor obciazenia wynikajacy z oddzialtywania ttumikéw na plyte,
liczba ttumikéw przymocowanych do plyty,

wektor oddzialywania r-tego tlumika na plyte, gdzie r =
1,2,3,...,ng,

przeksztatcenie Laplace’a funkeji q(t),

przeksztalcenie Laplace’a funkcji odpowiednio () oraz £,.(t),
liczba stopni swobody plyty,

macierz lokalizacji r-tego ttumika, gdzie r =1,2,3,...,ny,
macierz lokalizacji uktadu ny ttumikow zamocowanych do ptyty,
i-ta czestosé drgan wihasnych, gdzie 1 = 1,2,3, ..., ng,
bezwymiarowy wspoélczynnik ttumienia i-tej postaci drgan wta-

snych, gdzie i = 1,2,3,..., ns.
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Podrozdzial 7.3.1

€1, &2

Mgy 1)

parametr homotopii przyjmujacy wartosci z przedziatu [0, 1], sto-

sowany w metodzie kontynuacji,
skrotowe oznaczenie nieliniowego problemu wtasnego opisujacego

roOwnanie ruchu plyty wyposazonej w podpory lepkosprezyste,
rOwnanie normalizujace, wykorzystywane w metodzie kontynu-
acji,

k-te przyblizenie i-tej wartosci wlasnej oraz i-tego wektora wia-
snego, gdzie i = 1,2,3,...,ng,

k-ty przyrost warto$ci wlasnej oraz wektora wlasnego stuzacy do
wyznaczenia k-tego przyblizenia i-tej wartosci wlasnej oraz i-tego

wektora wlasnego w nieliniowym problemie wlasnym,
doktadno$ci obliczenn wartosci wtasnej i wektora wlasnego w me-

todzie kontynuacji,
odpowiednio czes¢ rzeczywista i czes¢ urojona i-tej czestosci drgan

wtasnych w;.

Podrozdzial 7.3.2

X

€1, €2, €3

macierz kwadratowa o wymiarze ng X n, zawierajaca w kolejnych
kolumnach wektory wlasne: q,,q,, qs, ..., q,, stanowigce rozwig-

zanie pelnego nieliniowego problemu wtasnego,
macierz diagonalna o wymiarze ng X n, zawierajaca na gléwnej

przekatnej kolejne wartosci wlasne: si, $o,83,...,S,, stanowigce

S
rozwigzanie pelnego nieliniowego problemu wtasnego,
wymiar zredukowanego nieliniowego problemu wtasnego, przy

czym m < ng,
macierz o wymiarze ng X m zawierajaca w kolejnych kolumnach

wektory wtasne: qﬁj’, qgj), qgj), e ,q%) stanowiace j-te przyblize-

nie rozwigzania zredukowanego nieliniowego problemu wtasnego,
macierz diagonalna o wymiarze m X m zawierajaca na gléwnej
G) ) () ()

przekatnej kolejne wartosci wlasne: sy, s57,s57,...,5; stano-

wiace j-te przyblizenie rozwigzania zredukowanego nieliniowego

problemu wtlasnego,
doktadno$ci obliczenn wartosci wtasnej i wektora wlasnego w me-

todzie podprzestrzennych iteracji.
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Podrozdzial 8.1

Xi; Vz

mXmn

h xk

XX”

{0t}

{Vt},

x (1)
V(t—i—l)

t+1 t+1
Lg,z‘ )7Lé,i )

C1, C2

liczba ttumikéw zamocowanych do powierzchni plyty,
liczba czastek wchodzacych w sktad roju utworzonego zgodnie

z metodg PSO,
liczba otoczeni, tzn. liczba niezaleznych zbioréw n, potencjal-

nych potozen nyg ttumikow,

odpowiednio wektor potozenia oraz wektor predkosci i-tej
czastki roju, czyli zbioru ng ttumikoéw lepkosprezystych,
wymiary siatki MES dyskretyzujacej ptyte,

wymiary podobszaréw prostokatnych sktadajacych sie na re-

gularna siatke MES,
macierz pomocnicza do algorytmu PSO, tworzona w $rodo-

wisku Octave, zawierajaca w kolejnych wierszach odpowiednio

numeracje oraz wspotrzedne weztow wewnetrznych siatki MES,
cigg tzw. macierzy otoczeniowych majacych wymiar 3ng X ny,

gdzie | =1,2,3,...,n, oraz kazda z macierzy zawiera w kolej-
nych kolumnach numery weztéw siatki MES i ich wspoétrzedne
x oraz y odpowiadajace potozeniom n, ttumikow sktadajacych
sie na kolejne czastki roju,

ciag macierzy majacych wymiar 3ng X n,, przy czym [ =
1,2,3,...,ns oraz kazda z macierzy zawiera w kolejnych ko-
lumnach numery weztow siatki MES oraz wspoélrzedne v, oraz
v, odpowiadajace predkosciom ng tlumikow skladajacych sie
na kolejne czastki roju,

potozenie i-tej czastki roju w (¢ + 1)-szym kroku czasowym,
predkosé i-tej czastki roju w (¢t + 1)-szym kroku czasowym,
macierze diagonalne o wymiarze 2ng4 X 2ny zawierajace na prze-
katnej glownej liczby losowe 7 przedziatu [0, 1],

wspolezynniki uczenia (kognitywny i socjalny) wykorzystywa-
ne w metodzie PSO,

waga inercji (miara bezwladnosci) ruchu czastki roju w meto-

dzie PSO,

najlepsze polozenie i-tej czastki roju sposréd chwil czasowych:
0,1,2,...,t, gdzie 1 =1,2,3,...,ny,

najlepsza globalna pozycja zbioru ng ttumikow w zakresie ca-
tego roju w rozpatrywanym otoczeniu, wybrana sposréd chwil

czasowych: 0,1,2,...,¢,
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Podrozdzial 9.1

wij = wi(v;) -

globalna macierz bezwtadnosci ptyty,

globalna macierz sztywnosci ptyty,

globalna macierz ttumienia konstrukcyjnego plyty,
bezwymiarowy wspotczynnik tlumienia ¢-tej postaci drgan,
i-ta czestosé drgan wilasnych ptlyty,

parametry ttumikéw lepkosprezystych objasnione w oznacze-

niach do podrozdziatu 7.1,
przyrost czasowy w algorytmie PSO,

maksymalna przyjeta liczba iteracji w algorytmie PSO,
ciag wektorow stanowiacych kolumny z macierzy {Ot}; odpo-
wiadajace najwiekszym wartosciom funkcji celu dla kolejnych

otoczen o numerze [ =1,2,3,...,n,,
cigg macierzy zawierajacych w kolejnych kolumnach najlep-

sze potozenia poszczegolnych czastek roju w kazdym z otoczen

o numerze [ = 1,2,3,...,n, w kroku czasowym t.

liczba parametrow projektowych, od ktorych zaleza obliczane
charakterystyki dynamiczne uktadu,

j-ty parametr projektowy, gdzie 7 =1,2,3,...,p,

gestos¢é normalnego rozktadu prawdopodobienstwa j-tego pa-

rametru projektowego v; bedacego zmienng losows,
warto$¢ Srednia charakteryzujaca rozktad normalny g, (z),

odchylenie standardowe charakteryzujace rozktad normalny
Gv; (z),

wspolezynnik zmiennosci (wariancji) zmiennej losowej bedacy
ilorazem jej odchylenia standardowego i wartosci sredniej,
liczba elementéw zbioru wartosci, ktére moze przyjmowaé roz-
patrywany (zmienny losowo) parametr projektowy albo licz-
ba wygenerowanych losowo wartosci parametru projektowego

zgodnie z rozktadem normalnym o znanych parametrach,
zbior wartosci przyjmowanych przez j-ty parametr projektowy
bedacy zmienng losowa,

wielomianowa zalezno$¢ funkcyjna miedzy i-ta czestoscia drgan
wlasnych i j-tym parametrem projektowym,

zalozony stopient wielomianu w;(v;),
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wspotezynniki wielomianu w;(v;) aproksymujacego zaleznosc i-tej
czestosci drgan wlasnych od parametru projektowego v;, przy
czym k=0,1,2,...,n,

wymiary plyty, odpowiednio: dtugosé, szerokosé i grubosé,
odlegto$é miedzy dwiema ptytami stanowigcymi uktad zanurzony

catkowicie w ptynie,

modul Younga materiatu ptyty,

wspoOlczynnik Poissona materiatu ptyty,

gesto$¢ materiatu ptyty,

gestos$é cieczy otaczajacej plyte,

stala elementu sprezystego w ttumiku lepkosprezystym,

stale charakteryzujace ulamkowy element Maxwella w ttumiku
lepkosprezystym,

temperatura referencyjna, w ktorej ustalono parametry ttumika
lepkosprezystego,

temperatura otoczenia plyty,

wektor zawierajacy zmienne projektowe plyty wyposazonej w lep-
kosprezyste ttumiki drgan,

wektor zawierajacy zmienne projektowe uktadu dwoch plyt zanu-

rzonych calkowicie w plynie,
znormalizowany gradient wrazliwosci i-tej czestosci drgan wta-

snych na losowe zmiany parametru projektowego v,
wartosc¢ srednia parametru projektowego v;,

Srednia wartos¢ i-tej czestosci drgan wlasnych, tj. odpowiadajaca
sredniej wartosci parametru projektowego U,
warto$¢ oczekiwana i-tej czestosci drgan wlasnych zaleznej od lo-

sowo zmiennego parametru projektowego v,

wariancja i-tej czestosci drgan wtasnych zaleznej od losowo zmien-
nego parametru projektowego v,

wspoOtczynnik zmiennosci i-tej czestosci drgan wlasnych zaleznej
od losowo zmiennego parametru projektowego v;,

m-ty moment centralny i-tej czestosci drgan wtasnych zaleznej od

losowo zmiennego parametru projektowego v,

sko$nos¢ i-tej czestosci drgan wlasnych zaleznej od losowo zmien-

nego parametru projektowego v,
kurtoza i-tej czestosci drgan wtasnych zaleznej od losowo zmien-

nego parametru projektowego v,

miara niezawodno$ci pierwszego rzedu i-tej czestosci drgan wta-

snych w;,
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entropia wzgledna i-tej czestosci drgan wlasnych obliczana na

podstawie teorii Bhattacharyya,
miara bezpieczenstwa i-tej czestosci drgan wlasnych wyznacza-

na przy pomocy entropii wzglednej.

Podrozdzial 10.1

N, N,
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A B
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obciagzenie Sciskajace lub rozciagajace plyte, dziatajace w jej
plaszczyznie wzdtuz kierunku osi odpowiednio x oraz v,
obcigzenie dzialajace w ptaszczyznie plyty, stycznie do jej kra-
wedzi,

dhigosci bokow plyty prostokatnej,

funkcja sztywnosci plyty,

funkcja ugiecia plyty,

funkcja obcigzenia plyty rozwazana w analizie jej statecznosci,
obciazenie porownawcze (referencyjne) rozwazane w analizie
statecznosci plyty, dzialajace w jej plaszczyznie odpowiednio
wzdtuz kierunku osi z, osi y lub stycznie do krawedzi,

iloraz obcigzenia N, przez obcigzenie N, przy czym « > 0,
iloraz obcigzenia N,, przez obcigzenie N,, przy czym 3 > 0,
dodatni parametr wskazujacy, ile razy obciazenie krytyczne N,
plyty jest wieksze od obciazenia poréwnawczego N7,
wymiary regularnej siatki MRS pokrywajacej powierzchnie
srodkowa ptyty prostokatnej w analizie jej statecznosci,
wymiary podobszaréw prostokatnych skladajacych sie na re-
gularng siatke MRS,

wspolrzedne pojedynczego wezta siatki MRS, przy czym ¢ =
1,2,3,....m+1loraz j=1,2,3,...,n+1,

przyblizona warto$¢ przemieszczenia punktu plyty o wspol-
rzednych (x;,v;),

przyblizona warto$¢ przemieszczenia punktu plyty o wspol-
rzednych (z; £ h,y; £ k),

przyblizona wartos¢ funkcji obciazenia ptyty p(z,y) w punkcie
o wspoélrzednych (z;,y;),

macierz operatoréw réznicowych,

wektor niewiadomych przemieszczen weztow siatki MRS,
wektor obcigzenia plyty w poszczegdlnych wezlach siatki MRS

wyznaczany w analizie jej statecznosci,
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AP, A9, A
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Podrozdzial 10.2
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Podrozdzial 11.1
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macierze blokowe takie, ze A(g) + A(gy) + Ag’) = Ag,
macierze-bloki wchodzace w sktad wyzej okreslonych macie-
rzy: A(Gm), Agy), A(Gy).

dhigosci bokow ptyty prostokatnej mierzone wzdtuz osi od-

powiednio x oraz v,
odpowiednio maksymalna oraz minimalna grubos$¢ plyty

o liniowo zmiennej sztywnosci,

stala grubosé¢ plyty,

obciazenie krytyczne ptyty wyrazone w notacji bezwymia-
rowej,

modul Younga materiatu ptyty,

wspoOlczynnik Poissona materiatu plyty,

obcigzenie plyty dzialajace w jej ptaszczyznie, odpowiednio
wzdtuz kierunkéw osi x i y oraz stycznie do krawedzi,
wymiary regularnej siatki MRS pokrywajacej powierzchnie
srodkowa ptyty prostokatnej w analizie jej statecznosci,
wymiary podobszaréow prostokatnych sktadajacych sie na re-
gularng siatke MRS.

bezwymiarowy wspo6tczynnik ttumienia pierwszej postaci
drgan,

grubo$¢ plyty (stata lub liniowo zmienna)

odpowiednio maksymalna oraz minimalna grubos$¢ plyty

o liniowo zmiennej grubosci H, tzn. Hy, < H < Hy,
iloraz pierwszych czestosci drgan wlasnych wyznaczonych

dla plyty o liniowo zmiennej grubosci (Hy < H < H;) oraz
dla odpowiadajacej jej plyty o stalej grubosci (H = Hs),
iloraz pierwszych obciazen krytycznych wyznaczonych dla
plyty o liniowo zmiennej grubosci (Hy < H < Hy) oraz dla
odpowiadajacej jej plyty o statej grubosci (H = Ha).






Wprowadzenie do podjetej tematyki badan

Tematem niniejszej dysertacji doktorskiej jest analiza ptytowych dzwigaréw po-
wierzchniowych stanowiacych wazny element konstrukcji budowlanych i inzynier-
skich. Rozprawa obejmuje zagadnienia z zakresu statyki, dynamiki i statecznodci
plyt cienkich, dla ktorych przyjmuje sie grubos¢ nie przekraczajaca 0,1 dtugosci
krotszego boku. Rozpatrywane dzwigary powierzchniowe moga by¢ w ogélnosci wy-
konane z materialéw anizotropowych tj. takich, ktére wykazuja rozne wtasciwosci
zaleznie od kierunku obserwacji. Ponadto w niniejszej pracy uwzgledniono przypadek
umieszczenia badanych elementéw konstrukcyjnych w réznych osrodkach zewnetrz-
nych, np. w cieczy. Rozpatrzono roéwniez sytuacje wyposazenia ptyt w dodatkowe
elementy stuzace pasywnej redukeji drgan, do ktorych naleza ttumiki (wiezy) lepko-
sprezyste.

Motywacje do podjecia badan nad niniejszym tematem stanowi cheé¢ opracowa-
nia autorskich procedur obliczeniowych usprawniajacych projektowanie nietypowych
dzwigarow powierzchniowych, np. wykonanych z materialow anizotropowych lub
wyposazonych w elementy tlumigce drgania. Procedury te moga stuzyc¢ efektyw-
nej analizie statyki, dynamiki i statecznosci prostokatnych dzwigaréw ptytowych.
Opracowane algorytmy umozliwiaja ponadto wyboér réznych wariantéw numerycz-
nych metod obliczeniowych w celu ustalenia metody optymalnej dla rozpatrywanego
przypadku.

Wazna kwestia w projektowaniu elementéw plytowych jest optymalne zabez-
pieczenie ich przed niekorzystnymi skutkami drgan. Zagadnienie to przyjeto jako
gltowna motywacje do tego, aby opracowa¢, w ramach niniejszej rozprawy, proce-
dury obliczeniowe pozwalajace ustali¢ optymalng lokalizacje elementéw ttumigcych
drgania na powierzchni ptyt.

W wielu zagadnieniach inzynierskich zwigzanych z procesem projektowania kon-
strukeji istotna role odgrywaja zdarzenia losowe. Wartosci parametréow projekto-
wych, majacych wplyw na konicowy dobor elementow konstrukeyjnych, czesto zmie-
niaja sie w sposob losowy. Ta problematyke uznano jako motywacje do tego, aby na
zakonczenie rozwazan nad zjawiskami dynamicznymi w plytach przeprowadzié¢ do-
datkowe badania z zastosowaniem numerycznego aparatu probabilistycznego przy

rozwigzywaniu nieliniowych problemoéw wtlasnych.
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Podsumowujac powyzsze rozwazania, mozna stwierdzi¢, ze teoria dZzwigaroéw po-
wierzchniowych jest zagadnieniem na etapie ciagltego rozwoju, wymagajacym wpro-
wadzania uzupetnien oraz procedur obliczeniowych usprawniajgcych ich skuteczna
analize.

Niniejsza praca sktada si¢ z jedenastu rozdzialow. W rozdziale pierwszym omo-
wiono aktualny stan wiedzy zwigzanej z tematyka pracy. Dokonano przegladu naj-
wazniejszych pozycji literaturowych z zakresu teorii dzwigaréw powierzchniowych
oraz analizy dynamiki i statecznosci elementéw konstrukcyjnych. Przedstawiono
rOwniez prace naukowe obejmujace zagadnienia dynamiczne w wybranych typach
konstrukecji budowlanych z uwzglednieniem obecno$ci osrodka zewnetrznego oraz
elementow pasywnej redukcji drgan. Zestawiono tez wiedze dotyczaca zastosowania
metod probabilistycznych w mechanice konstrukceji.

W rozdziale drugim sformutowano pytania sktadajace sie na gtéwny problem ba-
dawczy oraz postawiono kilka hipotez badawczych. Przedstawiono koncepcje rozwig-
zania problemu w postaci zadan szczegdétowych oraz podano kryteria umozliwiajace
weryfikacje hipotez. Omoéwiono réwniez istote nowosci poszukiwanego rozwiazania
problemu badawczego.

W rozdziale trzecim przedstawiono istotne informacje z zakresu analizy statycz-
nej prostokatnych ptyt cienkich. Ta tematyka nie jest wiodgca w niniejszej rozprawie,
jednak zawarto ja w celu pltynnego przejscia do tematu zasadniczego, jakim jest dy-
namika ptyt. W rozdziale opisano dwie metody numeryczne stosowane w analizie
statycznej, do ktorych naleza metoda elementéw skoriczonych (MES) oraz metoda
roznic skonczonych (MRS). Podstawy teoretyczne stuzace wyznaczaniu przemiesz-
czen punktow plyty zgodnie z MES sa znane i w pracy przedstawiono je skroétowo.
Bardziej szczegdtowo zaprezentowano wyprowadzenia bazujace na MRS i pozwala-
jace uzyska¢ uktad réwnan réznicowych, z rozwigzania ktérego otrzymuje sie prze-
mieszczenia punktow nalezacych do dyskretnego zbioru weztow siatki pokrywaja-
cej powierzchnie srodkows plyty. Rozdzial zakoriczono przykladami numerycznymi
obejmujacymi zagadnienia wyznaczania ugie¢ w plytach o wybranych schematach
podparcia i obciazenia przy zastosowaniu MES oraz MRS. Wzieto pod uwage plyty
o stalej i zmiennej grubosci.

W rozdziale czwartym rozwazono tematyke drgan wlasnych ptyt prostokatnych
umieszczonych w prozni. Dynamika ptyt stanowi wiodacy temat niniejszej rozpra-
wy, stad tez kontynuowano go przez kolejne rozdziaty, tj. od piatego do dziewiatego.
Rozdzial czwarty rozpoczeto od przedstawienia istotnych wyprowadzen, przy uzyciu

metodologii MES lub MRS, ktore podano w celu otrzymania odpowiedniego uogdl-



49

nionego problemu wtasnego. W zaprezentowanych pod koniec rozdziatu przyktadach
numerycznych wyznaczano czestosci oraz postacie drgan wtasnych wybranych ptyt
o statej lub zmiennej grubosci, biorac pod uwage roézne schematy ich podparcia.

Rozdzial piaty poswiecono zagadnieniu dynamiki cienkich ptyt prostokatnych
zanurzonych w plynie. Stanowi on kontynuacje gtownego watku niniejszej dyserta-
cji. Rozpoczeto go od wprowadzenia teoretycznego, w ktérym omoéwiono metode
elementow brzegowych (MEB), biorac pod uwage kwestie budowy macierzy bez-
wladnosci ptynu. Nastepnie zaprezentowano metodyke wyznaczania charakterystyk
dynamicznych ptyt zanurzonych catkowicie lub czesciowo w plynie. Zastosowano
dwie kombinacje metod numerycznych: MES i MEB oraz MRS i MEB. W rozdziale
zamieszczono rowniez przyktady numeryczne, w ktorych przeprowadzono analize
drgan wtasnych wybranych plyt otoczonych ptynem, majacych stalyg lub zmienna
grubos¢.

Rozdziat szo6sty dotyczy analizy dynamicznej uktadu dwoch prostokatnych ptyt
cienkich zanurzonych catkowicie w ptynie. Na wstepie opisano sposob wyznacza-
nia macierzy bezwtadnosci pltynu otaczajacego uktad dwoch plyt przy zastosowaniu
MEB i zalozeniu, ze ich powierzchnie Srodkowe zawieraja sie w jednej plaszczyznie
lub w dwoch ptaszczyznach réwnolegtych. W dalszej czesci rozdziatu opisano meto-
dyke okreslania czestosci drgan wlasnych uktadu dwéch plyt zanurzonych catkowicie
w plynie. Podobnie jak w rozdziale pigtym, zastosowano dwie kombinacje metod nu-
merycznych: MES-MEB oraz MRS-MEB. Na zakoriczenie rozdzialu zaprezentowano
przyktady numeryczne, w ktérych analizowano otoczone ptynem uktady plyt o statej
lub zmiennej grubosci.

W rozdziale sioddmym przeprowadzono analize dynamiczng ptyt cienkich wypo-
sazonych w lepkosprezyste ttumiki drgai. Rozwazono drgania wtasne ttumione ptyt
spoczywajacych na podporach (wiezach) lepkosprezystych, przy ustalonych warun-
kach podparcia na krawedziach. Rozdzial rozpoczeto od opisu modelu ttumika lep-
kosprezystego, przy czym rozwazono dwa modele: uogélniony Maxwella oraz utam-
kowy. Nastepnie opisano zalezno$¢ od temperatury parametrow tlumika, zgodnie
z zasada proporcjonalnosci czestotliwosciowo-temperaturowej. Przedstawiono takze
rownanie ruchu plyty wyposazonej w lepkosprezyste ttumiki drgan oraz zaprezento-
wano wyprowadzenie pozwalajace sprowadzi¢ je do nieliniowego problemu wlasnego
przy uzyciu transformaty Laplace’a. Podano podstawy teoretyczne dwoch metod
numerycznych: kontynuacji i podprzestrzennych iteracji, pozwalajacych ten problem
rozwiazac. Rozdziat zakoniczono przyktadami numerycznymi, w ktérych wyznaczano

czestosci drgan wtasnych oraz bezwymiarowe wspoétczynniki tlumienia wybranych
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plyt wyposazonych w ustalong liczbe ttumikoéw lepkosprezystych, z uwzglednieniem
wplywu temperatury. Do opisu deformacji plyt zastosowano metode elementow
skoniczonych. W badaniach analizowano wylacznie ptyty o statej grubosci.

Rozdzial 6smy stanowi kontynuacje tematyki zwiazanej z dynamika plyt wypo-
sazonych w wiezy (thumiki) lepkosprezyste. Rozwazono w nim kwestie optymalne-
go rozmieszczenia ustalonej liczby ttumikoéw lepkosprezystych na powierzchni ptyty
w celu maksymalizacji efektu tlumienia wybranej postaci drgan. Do tak sformuto-
wanego zagadnienia zastosowano metaheurystyczny algorytm optymalizacyjny na-
zywany metoda roju czastek (ang. Particle Swarm Optimization Method, PSO). Na
poczatku rozdzialu przedstawiono teoretyczne podstawy zastosowanej metody opty-
malizacyjnej. Nastepnie zaprezentowano przyktady numeryczne, w ktérych przepro-
wadzono badania majace na celu optymalne rozmieszczenie zadanej liczby ttumikow
na powierzchni ptyt o ustalonych warunkach podparcia na krawedziach. W przykta-
dach przyjeto bezwymiarowy wspoétczynnik ttumienia pierwszej postaci drgan jako
funkcje celu.

Rozdzial dziewiaty jest ostatnim z zakresu analizy dynamicznej ptyt cienkich.
O ile wczesniej badania prowadzano w ujeciu deterministycznym, to w tym roz-
dziale dokonano przejscia na poziom probabilistyczny, tzn. uwzgledniono losowosé
wybranych parametrow projektowych majacych wplyw na wartosci kilku poczat-
kowych czestosci drgan wlasnych analizowanych uktadéw. Na poczatku rozdzialu
przedstawiono teoretyczne podstawy stochastycznej metody elementow skonczonych
stosowanej w analizie probabilistycznej. Nastepnie zamieszczono kilka przyktadow
numerycznych, w ktorych rozwazano dynamike pltyt w ujeciu losowym. W przy-
ktadach wzieto pod uwage plyty wyposazone w lepkosprezyste ttumiki drgan oraz
uktady dwoch ptyt zanurzonych catkowicie w plynie.

Rozdzial dziesigty dotyczy analizy statecznosci prostokatnych ptyt cienkich o sta-
tej lub zmiennej grubosci. Tematyka ta nie jest wiodaca w niniejszej rozprawie,
jednak stanowi naturalne dopetnienie rozwazan z zakresu analizy dynamicznej. Za-
rowno w analizie drgan wlasnych, jak i w badaniach stateczno$ci szukane charakte-
rystyki ptyt otrzymuje sie w wyniku rozwigzania odpowiedniego uogoélnionego pro-
blemu wtlasnego. Rozdzial rozpoczeto od teoretycznych wyprowadzen prowadzacych
do sformutowania postaci tego problemu, ktérego rozwigzanie umozliwia wyznacze-
nie wartosci obcigzen krytycznych oraz postaci utraty statecznosci ptyt. Aparatem
badawczym stosowanym w niniejszym rozdziale byta metoda réznic skonczonych.

Rozdzial zakonczono przykladami numerycznymi, w ktérych wyznaczano parame-
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try statecznosci plyt podpartych na obwodzie, przy réznych przypadkach obciazenia
dziatajacego w ich plaszczyznie.

W rozdziale jedenastym zawarto analize i interpretacje wynikow badan pod ka-
tem odpowiedzi na pytania badawcze oraz oceny poprawnoéci postawionych hipotez
badawczych. Dokonano takze podsumowania i zestawiono wnioski koficowe z pracy,
dzielac je na poznawcze, metodyczne, aplikacyjne oraz prognostyczne.

Na zakoniczenie dysertacji podano zestawienie literatury przydatnej w celu pod-
jecia studiow nad rozwazanym tematem oraz skorowidz wybranych poje¢ wystepu-

jacych w rozprawie.






1. Analiza stanu wiedzy i oméwienie

informaciq ze zrodel

Klasyczna teoria dzwigaréw powierzchniowych, tj. ptyt i powtok stosowanych
jako elementy konstrukcji budowlanych, w zakresie ich analizy statycznej, jest zna-
na i dostepna w literaturze ogolnej. Podstawowe informacje z tej tematyki zawarto
np. w pracach [1]-[3]. Aby ustali¢ posta¢ deformacji plyty przy zadanym obcia-
zeniu, mozna zastosowa¢ zamieszczone w tych pozycjach wyprowadzenia i wzory
analityczne. Dotycza one jednak tylko typowych schematéw obcigzenia oraz pod-
parcia ptyt i pozwalaja wyznaczy¢ przemieszczenia jedynie w charakterystycznych
punktach ich powierzchni. W celu okreslenia przyblizonej postaci deformacji plyty
jako calosci, przy niestandardowych warunkach podparcia lub obcigzenia, stosu-
je sie znane metody numeryczne. Do najwazniejszych nalezg: metoda elementow
skoniczonych (MES), metoda roznic skonczonych (MRS) oraz metoda elementow
brzegowych (MEB). W wybranych zadaniach alternatywa moze by¢ metoda pasm
skoriczonych (MPS), ktora laczy technike MES z podejsciem analitycznym. Wie-
dze z zakresu teoretycznych podstaw wymienionych metod numerycznych zesta-
wiono w dostepnej literaturze ogolnej. W niniejszej pracy w ramach analizy sta-
tycznej utworzono modele obliczeniowe plyt zgodnie z metodologiami MES oraz
MRS. Z matematycznymi podstawami MES mozna zapozna¢ sie, korzystajac np.
z prac [4]-[6]. Zastosowanie MES w mechanice konstrukcji zostato obszernie opisane
w pozycjach [1, 7]. Natomiast podstawy MRS w odniesieniu do analizy konstrukeji
przedstawiono w [8]. Alternatywna i skuteczna metode numeryczna wykorzystywana
w analizie plyt cienkich, obok MES i MRS, stanowi MEB, ktoéra jest gldéwnym narze-
dziem uzytym w pracy [9]. Natomiast zadanie statyki ptyt cienkich spoczywajacych
na podtozu sprezystym typu Winklera zostalo w efektywny sposob rozwiazane za
pomoca MPS w pozycji [10].

Wiodaca tematyka niniejszej rozprawy obejmuje zagadnienie analizy dynamicz-
nej prostokatnych ptyt cienkich. Dynamika konstrukcji budowlanych stanowi te-
mat wielu badan, a dostepna literatura jest bardzo obszerna. Problematyka drgan
wlasnych i wymuszonych w strukturach pretowych, strunowych, ptytowych i po-
wlokowych zostata szczegolowo opisana w pracy [11]. Autorzy prac [12]-[14] prze-

prowadzili analize dynamiczng ptyt cienkich o zmiennej grubosci przy zastosowa-
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niu metody elementow brzegowych oraz tzw. metody rownan rownowaznych (ang.
the Analog FEquation Method, AEM). W niniejszej pracy analiza tego typu zostala
wykonana przy uzyciu aparatu metody roznic skoriczonych, stosujac odpowiednie
rownanie deformacji plyty, ktére mozna wyprowadzi¢ przy wykorzystaniu zalozen
teorii sprezystosci. Odpowiednie wyprowadzenia zawarto w pracach [12]-[14]. Wplyw
masy ptynnego osrodka sprezystego (powietrza i wody) na czestosci i postacie drgan
wlasnych plyt zostal zbadany w pracach [15]-[22]. Autorzy pracy [23| przedstawili
nieliniowe drgania belek Timoshenki w ujeciu metody elementéw skonczonych potg-
czonej z metoda roznic skonczonych. W pracach |9, 24| zaprezentowano analize drgan
wlasnych plyt catkowicie lub cze$ciowo zanurzonych w wodzie przy uzyciu petnego
podejscia MEB z uwzglednieniem zmodyfikowanego (uproszczonego) sformutowania
warunkow brzegowych. W niniejszej dysertacji ta tematyka zostala opisana przy za-
stosowaniu dwoch kombinacji metod numerycznych, MES-MEB oraz MRS-MEB,
przy czym MEB uzyto jedynie do budowy macierzy bezwtadnosci ptynu otaczaja-
cego plyte, a wyniki obliczen opublikowano w pracach [25, 26]. Problem interakcji
konstrukeji i ptynu byl przedmiotem wielu analiz zawartych np. w [27]-[29]. Zo-
stal on np. zbadany analitycznie w pracy |21]. Zagadnienie wyznaczania macierzy
bezwladnosci ptynu z uzyciem teorii potencjatu i bezpos$redniego podejscia MEB
szczegdlowo opisano np. w pozycjach [17, 19].

Wazna problematyke omawiana w niniejszej pracy stanowi analiza drgan wla-
snych pltyt wyposazonych w elementy pasywnej redukcji drgan, do ktoérych nale-
73 thumiki (wiezy) lepkosprezyste. Mocowanie do plyt tych elementéw ma na celu
zmiane charakterystyk dynamicznych powstalych w ten sposob uktadow, gtéwnie
czestosci drgan wlasnych, i tym samym zmniejszenie ich podatnosci na wplywy
dynamiczne. Badanie konstrukcji wyposazonej w ttumiki drgan stanowi przedmiot
wielu prac oraz publikacji naukowych. Informacje teoretyczne dotyczace elementow
pasywnej redukcji drgan zawarto np. w monografii [30]. W pracy [31] rozwazone zo-
staly drgania ram $cinanych z uwzglednieniem wplywu temperatury na parametry
ttumikow zamocowanych do konstrukeji. Autorzy pracy |32] zbadali zachowanie sie
materiatu lepkosprezystego pod wptywem wzrostu temperatury.

W niniejszej dysertacji rozwazono bardziej szczegotowo drgania wtasne prosto-
katnych plyt cienkich wyposazonych w ustalona liczbe ttumikow (wiezow) lepkospre-
zystych zamocowanych jednym koricem do powierzchni plyty oraz drugim konicem
do sztywnego podtoza. Wyniki badan opublikowano w pozycji [33]. W prowadzonych
w rozprawie analizach przyjeto, ze parametry ttumikow lepkosprezystych zaleza od

temperatury zgodnie z zasada proporcjonalnosci czestotliwo$ciowo-temperaturowej,
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co zostato omoéwione miedzy innymi w pracach |31, 32, 34, 35|. W przypadku analizy
dynamicznej ptyt wyposazonych w lepkosprezyste ttumiki drgan nalezy wyznaczy¢
rozwigzanie rownania ruchu plyty (rownanie chwilowej rownowagi dynamicznej),
ktore ma posta¢ nieliniowego problemu wtasnego. Problem tego typu mozna roz-
wiaza¢ np. przy pomocy metody kontynuacji opisanej szerzej w pracach [36]-|39].
Metoda ta zostata uzyta np. w zadaniach dynamiki belek wielowarstwowych, co
zaprezentowano w [40, 41|, oraz w dwuwymiarowych ramach Scinanych z thumikami
lepkosprezystymi [39, 41|. W pracy [41] wzieto pod uwage metode kontynuacji w po-
taczeniu z metoda podprzestrzennych iteracji uzytej w celu zredukowania wymiaru
nieliniowego problemu wtasnego.

W niniejszej dysertacji pojedynczy ttumik lepkosprezysty opisano przy pomo-
cy uogélnionego modelu Maxwella lub, alternatywnie, modelu utamkowego. Opis
pierwszego z nich mozna znalez¢ miedzy innymi w pracach [42]-[44]. W ulamko-
wym modelu ttumika lepkosprezystego wykorzystuje sie pochodne niecatkowitego
rzedu (ulamkowe, frakcyjne) w celu opisu jego parametréw materiatowych. Wie-
dze teoretyczna dotyczaca matematycznych podstaw tych pochodnych zawarto np.
w pracy [45]. Pochodne utamkowe znajduja zastosowanie praktyczne miedzy inny-
mi do modelowania wlasciwosci mikrostruktur. Autorzy pracy [46] dokonali analizy
sejsmicznej konstrukeji z ttumikami lepkosprezystymi opisanymi modelem utamko-
wym. Z kolei w pracy [47| zastosowano pochodne frakcyjne w celu przeanalizowania
stochastycznej odpowiedzi sejsmicznej tego typu uktadéw. Pochodne niecatkowitego
rzedu zostaly uzyte rowniez w [48], aby zbadaé stochastyczna odpowiedz wielo-
wymiarowego uktadu nieliniowego wyposazonego w ttumiki lepkosprezyste opisane
przy pomocy modelu utamkowego. W pracach [45, 49, 50| zbadano ten model wie-
z6w lepkosprezystych, wykorzystujac tzw. podejscie ,pelnej pamieci”’, tzn. operator
utamkowy zarzadza pamiecia od chwili poczatkowej do chwili biezacej. Takie po-
dej$cie mozna uogo6lni¢ przez uzycie tzw. ,krotkiej pamieci”, czyli ograniczonej do
konkretnego przedziatu czasowego (skala dtugosci czasu), co zostato zaprezentowane
w |45, 51, 52|.

W wielu konstrukcjach inzynierskich wyposazonych w ttumiki lepkosprezyste wy-
maga sie, aby ich liczba byta ograniczona, a rozmieszczenie spetnialo pewne z gory
narzucone warunki. Istotna kwestig staje sie wowczas ustalenie optymalnej loka-
lizacji elementoéw tlumigcych drgania zamocowanych do konstrukcji. W niniejszej
dysertacji podjeto sie rozwiazania zadania optymalnego rozmieszczenia okreslonej
liczby tlumikow (wiezow) lepkosprezystych na powierzchni ptyty w taki sposob, aby

docelowo uzyska¢ maksymalny efekt ttumienia wybranej postaci drgan powstatego
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uktadu. Problem optymalnej lokalizacji ttumikéw w konstrukcjach budowlanych jest
czestym przedmiotem badan, jednak przewaznie odnosza si¢ one do modeli ramo-
wych, glownie ram $cinanych. Opis tych analiz zawarto np. w pracach [53]-63].
W niniejszej rozprawie, w celu ustalenia najkorzystniejszego polozenia ttumikoéw na
powierzchni ptyt, zastosowano metaheurystyczny algorytm optymalizacyjny nazy-
wany metoda roju czastek (ang. particle swarm optimization method, PSO). Metoda
ta znajduje szerokie zastosowanie praktyczne w rozwigzywaniu réznego rodzaju za-
dan optymalizacyjnych i stanowi przedmiot wielu prac naukowych. Algorytm PSO
zostal utworzony w 1995 roku jako wynik badan prowadzonych przez Kennedy’ego
i Eberharta, ktore opublikowano w pracy [64]. Jest to stochastyczny algorytm opar-
ty na obserwacji zachowania sie np. wedrujgcego stada ptakow. Pozwala on okresli¢
przyblizone rozwigzanie roznych zadan optymalizacyjnych. Istote metody PSO oraz
jej zastosowanie w problemach optymalizacyjnych konstrukeji opisano w pracy [65],
gdzie autorzy zbadali wptyw wspoétczynnikéw algorytmu na rozwigzanie zadania
optymalizacji struktury kratowej. Algorytm PSO wykazuje wrazliwos¢ na wartosci
przypisanych do niego tzw. parametréow sterujacych. Wyniki badan wplywu tych
parametréow na efektywnos¢ metody PSO zaprezentowano w pracach |66]-68]. Do
omawianej metody optymalizacyjnej wprowadzono wiele modyfikacji, ktorych opis
mozna odnalez¢ w pracach [69]-[74]. Spojna prezentacje Sciezki rozwoju oraz aktu-
alny stan wiedzy o metodzie PSO zawarto w publikacji [75]. W niniejszej rozprawie
zastosowano klasyczny wariant tej metody, opisany w pracy [65], a wyniki prowa-
dzonych badan opublikowano w pozycji [76].

Analiza dynamiczna konstrukcji z uwzglednieniem zjawisk losowych stanowi przed-
miot wielu badan. W niniejszej pracy tematyka ta zostalta przedstawiona pod koniec
rozwazan z zakresu dynamiki ptyt cienkich. Problematyke mechaniki stochastyczne;j
szeroko opisano miedzy innymi w pracach |77, 78|. Podstawowa metoda numeryczna
stosowang w tego typu zagadnieniach jest stochastyczna metoda elementow skon-
czonych, ktora zostala uzyta miedzy innymi w kontekscie analizy zginania cienkich
plyt prostokatnych w [79]. Biorac pod uwage niepewnosci parametréw geometrycz-
nych, analize zginania tych ptyt mozna réwniez przeprowadzi¢ przy wykorzystaniu
stochastycznej metody elementow skonczonych i transformacji falkowej [80]. Stocha-
styczna MES byta takze efektywnie stosowana w analizie odpowiedzi dynamicznej
ptyt kompozytowych wykonanych z kompozytu grafit-epoksyd [81]. Inne badania
z tej problematyki mozna tez znalezé w pracach [82, 83|. Interesujacy, naukowy
i inzynierski problem modelowania topaty Smigta przedstawiono w pracy [84]. Cho-

ciaz autorzy tej pracy nie uzyli typowego podejscia losowego, to jednak wykonali
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analize histogramu odchyleri btedéw obrobki, ktore moga mie¢ charakter losowy.
Kompleksowy przeglad niektorych deterministycznych i stochastycznych metod uzy-
wanych w dynamice zawarto w pracy [85]. W niniejszej dysertacji rozwazono odpo-
wiedZ probabilistyczng w zagadnieniu drgan wtasnych cienkich ptyt prostokatnych
spoczywajacych na lepkosprezystych podporach. Wyniki przeprowadzonych badan
opublikowano w pracy [86], gdzie rozwazono uogblniony model Maxwella w opi-
sie ttumikow lepkosprezystych. W publikacji tej nie uwzgledniono analizy entropii
wzglednej, natomiast zawarto ja np. w pracach [87, 88].

Analiza losowa dynamiki ptyt cienkich wyposazonych w tlumiki lepkosprezyste
opisane modelem utamkowym stanowi przedmiot kolejnych badan prowadzonych
w dysertacji i opublikowanych w [89]. Zadania brzegowe uwzgledniajace pochodne
frakcyjne maja istotne znaczenie w mechanice, jednak rzadko sg one rozwigzywane
z niepewnos$ciami natury losowej [90|. W zagadnieniach tych problemy odnoszace
sie do stochastycznej linearyzacji moga by¢ rozwigzywane metodami pozwalajacymi
na mniejszy naktad obliczeniowy, do ktorych wlacza sie metode potanalityczna oraz
uogoblniong metode perturbacji stochastycznej [78, 91, 92].

W niniejszej rozprawie, przy pomocy procedur obliczeniowych uwzgledniajacych
efekty losowe, okre$lano postacie tzw. funkcji odpowiedzi wigzacych badane cha-
rakterystyki dynamiczne plyt (czestosci drgan wlasnych) z wybranym zrodlem nie-
pewnosci (parametrem projektowym). Przy pomocy tych funkcji wyznaczano na-
stepnie, ze wzglednie duzg doktadnoscia, kilka pierwszych momentéw losowych dla
wybranych czestosci drgan wtasnych badanych uktadow, stosujac dwie wspomniane
wezesniej metody stochastyczne (potanalityczna oraz uogolnionej perturbacji stocha-
stycznej), a takze metode symulacyjna Monte-Carlo [92]. Uwgledniono réwniez en-
tropie wzgledng zgodnie z modelem Bhattacharyya [93], ktora poréwnywano z mia-
ra niezawodnosci pierwszego rzedu [94]. Podobnego typu badania przeprowadzono
w publikacji [95], gdzie wzieto pod uwage rozne warianty podparcia badanych ptyt
przy pomocy wiez6w lepkosprezystych.

W dysertacji rozwazano takze kwestie losowosci wystepujacej w uktadach dwoch
plyt cienkich zanurzonych catkowicie w plynie, przy czym analize dynamiczna w uje-
ciu deterministycznym prowadzono przy uzyciu kombinacji metod numerycznych
MES-MEB oraz MRS-MEB. Ta tematyke w nieco szerszym kontekscie, ktadacym
wiekszy nacisk na MEB, przedstawiono w pracy [96].

Pod koniec dysertacji przedstawiono rozwazania z zakresu analizy statecznosSci
cienkich plyt prostokatnych. Tematyke ta ujeto w rozprawie ze wzgledu na analogie

wystepujace w procedurach obliczeniowych miedzy zagadnieniami dynamiki oraz
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statecznosci ptyt. Najwazniejsze informacje odnosnie teorii statecznosci elementow
plytowych zawarto w [2, 97|, a zadania zawierajace liniowe oraz nieliniowe zagad-
nienia z tej tematyki, w ujeciu metody réwnan rownowaznych w potaczeniu z MEB,
rozwiazywano w pracach [98]-[101]. Z kolei w pozycjach [102]-[104] przedstawiono
koncepcje rozwigzywania zadan ze statecznosci ptyt cienkich wraz z przyktadami
liczbowymi, gdzie zastosowano MEB. Analiza statecznosci spawanych dzwigaréw
stalowych poddanych zginaniu oraz dziataniu sit $cinajacych zostala przeprowa-
dzona w pracy [105] w ujeciu MES oraz MEB. W niniejszej rozprawie zagadnienie
statecznosci w odniesieniu do ptyt cienkich zostalto rozwazone zgodnie z metodologia
MRS oraz zaprezentowane w [106].

Podsumowujac omoéwiony powyzej stan wiedzy zwigzanej z tematem niniejszej
dysertacji, mozna wymieni¢ kilka istotnych elementow, ktore wymagaja uzupelnie-

nia. Sg to:

1. wyznaczenie charakterystyk dynamicznych dzwigaréw powierzchniowych (plyt)
zanurzonych w plynie w ujeciu kilku alternatywnych kombinacji metod nume-
rycznych wraz z analiza poré6wnawcza,

2. szczegbdlowy opis rozwiazania rOwnania ruchu plyty o zmiennej sztywnosci w uje-
ciu metody roznic skonczonych,

3. analiza dynamiczna elementow plytowych (dwuwymiarowych) wyposazonych w lep-
kosprezyste ttumiki drgan z uwzglednieniem wplywu temperatury,

4. zastosowanie probabilistycznego aparatu numerycznego w zagadnieniach dyna-
micznych wymagajacych rozwiagzywania nieliniowych problemoéow wlasnych,

5. opracowanie autorskich procedur obliczeniowych umozliwiajacych przeprowadze-

nie analizy statycznej, dynamicznej oraz statecznosci plyt cienkich.

W kolejnych rozdziatach rozprawy podjeto sie wypeinienia wyzej przedstawio-

nych luk:

1. Wyznaczono charakterystyki dynamiczne cienkich ptyt prostokatnych oraz ich
uktadow zanurzonych w ptynie w ujeciu dwoch kombinacji metod numerycznych
MES-MEB oraz MRS-MEB. Wykonano ponadto analize poréwnawcza uzyska-
nych wynikow (rozdzialy 5-6).

2. Przedstawiono szczegdlowy opis rozwigzania réwnania ruchu plyty o zmiennej
sztywnosci w ujeciu metody roznic skonczonych (rozdzialy 34, rozdziat 10, do-
datek A).
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3. Przeprowadzono analize dynamiczng elementow ptytowych wyposazonych w lep-
kosprezyste ttumiki drgan z uwzglednieniem wptywu temperatury oraz optymal-
nej lokalizacji (rozdzialy 7-8).

4. Wykonano analize dynamiczna ptyt wyposazonych w lepkosprezyste ttumiki drgan,
biorac pod uwage ujecie losowe (rozdzial 9).

5. W celu przeprowadzenia analiz statyki, dynamiki i statecznosci ptyt uzyto w ni-
niejszej rozprawie autorskich, wzglednie prostych procedur obliczeniowych przy-

gotowanych w srodowisku oprogramowania Octave.






2. Problem badawczy 1 cel pracy

Problematyka niniejszej dysertacji miesci sie w obszarze nauk technicznych obej-
mujacych zagadnienia mechaniki konstrukeji w ujeciu deterministycznym i probabi-
listycznym (losowym) z zastosowaniem metod numerycznych.

Przedmiotem prowadzonych badan sa cienkie plyty prostokatne spetniajace hi-
poteze Kirchhoffa-Love’a. Zaklada sie, ze ich maksymalna grubo$¢ nie przekracza
0,1 dtugosci krotszego boku. Ponadto przyjeto, ze w obrebie badanej plyty gruboscé
moze zmienia¢ sie zgodnie z ustalong funkcja.

W ramach podejmowanego problemu badawczego mozna wyrdzni¢ nastepujace

podobszary zagadnien specjalistycznych:

e analiza statyczna plyt prostokatnych o statej lub zmiennej grubosci,

e analiza drgan wlasnych plyt prostokatnych badz ich uktadow o statej lub zmien-
nej grubosci, umieszczonych w prozni lub zanurzonych w cieczy,

e analiza drgan wtasnych plyt prostokatnych wyposazonych w lepkosprezyste ttu-
miki drgan w ujeciu deterministycznym i losowym,

e analiza statecznosci pltyt prostokatnych o statej lub zmiennej grubosci.

W celu wykonania powyzszych analiz obliczano przemieszczenia pionowe, a takze
wyznaczano charakterystyki dynamiczne (czestosci drgai wiasnych i/lub bezwymia-
rowe wspoOtezynniki thumienia) lub obciazenia krytyczne dla okreslonych dzwigarow
plytowych. W wiekszosci prowadzonych badan rozwiazywano metodami numerycz-
nymi odpowiednie liniowe i nieliniowe zagadnienia wtlasne.

Glownym celem rozprawy jest rozwiazanie nizej opisanego problemu badawcze-
go oraz udowodnienie poprawnos$ci hipotez badawczych przedstawionych w dalszej
czesci niniejszego rozdziatu.

Problem badawczy pracy mozna sformutowaé¢ w postaci kilku pytan:

1. W jaki sposdb umieszczenie dzwigaréw ptytowych w réznych osrodkach zewnetrz-
nych, wyposazenie w lepkosprezyste elementy ttumigce drgania lub anizotropowa
struktura wptywaja na ich charakterystyki dynamiczne?

2. Jak dobor metod numerycznych sposrod MES, MRS i MEB wptywa na efektyw-
no$¢ procedur obliczeniowych w analizie statycznej i dynamicznej plyt?

3. W jaki sposob temperatura otoczenia wplywa na charakterystyki dynamiczne

plyt wyposazonych w lepkosprezyste ttumiki drgan?
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2. Problem badawczy i cel pracy

4.

Czy istnieje mozliwo$é doboru optymalnej lokalizacji skoriczonej liczby ttumikow

lepkosprezystych na powierzchni ptyty i jakie zastosowaé w tym celu kryterium?

. Jak przedstawiaja sie charakterystyki dynamiczne, a takze obciazenie krytyczne

plyt o liniowo zmiennej grubosci w poréwnaniu z ptytami o statej grubosci?

. Ktore parametry projektowe plyty, wptywajace na jej charakterystyki dynamicz-

ne, s szczegdlnie wrazliwe na zjawiska losowe?

W celu udzielenia odpowiedzi na powyzsze pytania, sktadajace si¢ na problem

badawczy, rozwigzywano w niniejszej rozprawie nastepujace zadania szczegotowe:

1.

wyznaczenie czestosci drgan wlasnych dla ptyt umieszczonych w prézni, zanu-
rzonych w cieczy, wykonanych z r6znych materialow lub wyposazonych w lep-
kosprezyste ttumiki drgan, a nastepnie sformutowanie odpowiednich wnioskow
pozwalajacych ustali¢ wpltyw wymienionych czynnikéw na wartosci rozwazanych

charakterystyk dynamicznych,

. wykonanie powyzszych analiz przy zastosowaniu réznych metod numerycznych

sposrod MES, MRS i MEB oraz sformutowanie wnioskéw odnosnie ich efektywno-
Sci na podstawie analizy zbieznosci metod oraz poréwnania uzyskanych wynikow
z rozwigzaniami zawartymi w dostepnej literaturze,

wyznaczenie w sposob graficzny zalezno$ci wybranej czestosci drgan wlasnych od

temperatury otoczenia dla ptyty wyposazonej w lepkosprezyste ttumiki drgan,

. wyznaczenie optymalnej lokalizacji ustalonej liczby ttumikow lepkosprezystych

na powierzchni ptyty przy zastosowaniu metody optymalizacyjnej roju czastek,
zaktadajac bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia pierwszej postaci drgan jako

funkcje celu,

. wyznaczenie czestosci drgan wlasnych/obcigzenia krytycznego dla wybranych

plyt o stalej oraz zmiennej grubosci, a nastepnie ustalenie odpowiedniej zalez-

no$ci miedzy otrzymanymi wielko$ciami dla obu przypadkéw geometrii plyt,

. wyznaczenie znormalizowanego gradientu wrazliwo$ci odpowiadajacego wybra-

nym parametrom projektowym plyty oraz stwierdzenie, dla ktorych parametrow

osigga on najwiekszg wartos¢ dodatnig oraz najwieksza warto$¢ ujemna.

W pracy postawiono kilka hipotez badawczych, ktoérych stusznosci dowodzono

w trakcie prowadzonych bada:

1.

Charakterystyki dynamiczne ptyt lub ich ukladéw zanurzonych w cieczy otrzy-

mane przy uzyciu metod numerycznych MRS-MEB sg blizsze wynikom anali-
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tycznym lub uzyskanym zgodnie z metodologia MEB |9] w poréwnaniu z opisem
MES-MEB.
Dla temperatury otoczenia bliskiej referencyjnej jej wptyw na charakterystyki

dynamiczne plyt wyposazonych w lepkosprezyste ttumiki drgan jest znaczacy.

. Istnieje optymalne rozmieszczenie ustalonej liczby ttumikow lepkosprezystych na

powierzchni ptyty pozwalajace uzyska¢ maksymalny efekt ttumienia wybranej

postaci jej drgan witasnych.

. Odpowiedz dynamiczna konstrukeji (plyty) jest szczegdlnie wrazliwa na geome-

tryczne parametry projektowe.

Ponadto przyjeto nastepujace kryteria pozwalajace uzasadni¢ poprawnos$é¢ powyz-

szych hipotez:

1.

wyznaczenie czestosci drgan wlasnych dla wybranych ptyt lub ich uktadéw zanu-
rzonych w cieczy przy uzyciu dwoch kombinacji metod numerycznych (MES-MEB
i MRS-MEB), a nastepnie wykazanie, ze wartosci czestosci uzyskane za pomoca
kombinacji MRS-MEB sg blizsze wynikom analitycznym lub otrzymanym zgod-
nie z metodologia MEB w poréwnaniu z opisem MES-MEB,

. wyznaczenie zaleznosci wybranej czestosci drgan wtasnych od temperatury oto-

czenia dla ptyty wyposazonej w ttumiki lepkosprezyste oraz wykazanie istotnej
zmiany badanej czestosci (przynajmniej o 10%), w poréwnaniu z ptyta bez thu-

mikow, w przypadku temperatur otoczenia bliskich temperaturze referencyjnej,

. wykazanie, ze zastosowanie metody optymalizacyjnej roju czastek wraz z kryte-

rium maksymalizacji warto$ci bezwymiarowego wspotczynnika ttumienia wybra-
nej postaci drgan pozwalaja uzyskaé optymalne rozmieszczenie ustalonej liczby

ttumikow lepkosprezystych na powierzchni plyty,

. wyznaczenie znormalizowanego gradientu wrazliwosci dla przyjetego zbioru pa-

rametrow projektowych analizowanej ptyty oraz wykazanie, ze osigga on naj-
wieksza warto$¢ dodatnia oraz najwieksza wartos¢ ujemna dla parametrow geo-

metrycznych.

Istote nowosci poszukiwanego rozwiazania problemu badawczego mozna przed-

stawi¢ w kilku nizej opisanych aspektach:

1.

Zaproponowano autorskie metody catkowania numerycznego w celu wyznaczenia
macierzy sztywnosci i macierzy bezwtadnosci ptyty dla potrzeb wykonania jej
analizy dynamicznej.

Opracowano autorskie procedury obliczeniowe pozwalajace:
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e rozwigza¢ zadanie interakcji z ptynem ptyty lub uktadu ptyt,

e rozwigza¢ nieliniowe zadanie analizy dynamicznej ptyty z zamocowanymi
do jej powierzchni lepkosprezystymi ttumikami drgan, uwzgledniajac wplyw
temperatury,

e wyznaczy¢ optymalng lokalizacje ustalonej liczby ttumikéw lepkosprezystych
na powierzchni ptyty,

e wykonaé¢ analize stateczno$ci plyty o zmiennej grubosci.

3. Dokonano potaczenia r6znych metod numerycznych sposrod MES, MRS, MEB
w zadaniach np. interakcji ptyta—ciecz.
4. Rozwiazywano nieliniowe problemy wtasne przy uzyciu metody kontynuacji, z za-

stosowaniem numerycznego aparatu probabilistycznego.

Procedury obliczeniowe stuzace przeprowadzeniu analizy statycznej, dynamicznej
i statecznoéci plyt opracowano przy wykorzystaniu metodologii MES, MRS i MEB
w Srodowisku oprogramowania Octave. Do analizy probabilistycznej, w zakresie wy-

znaczania momentow losowych, zastosowano dodatkowo srodowisko Maple.
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Niniejszy rozdzial dotyczy tematyki wyznaczania ugie¢ w plytach prostokat-
nych o réznorakich warunkach podparcia i obcigzenia. Stanowi on w dysertacji role
wstepna (przygotowawcza) do glownej tresci pracy, jaka jest analiza dynamiczna
plyt. W ramach analizy statycznej zastosowano dwie metody numeryczne — metode
elementow skoriczonych (MES) oraz metode réznic skoriczonych (MRS). Pierwsza
z wymienionych metod uznano w niniejszej pracy za bardziej odpowiednig do pro-
wadzenia analiz dla plyt anizotropowych o stalej grubosci, natomiast druga — do
badan plyt izotropowych o zmiennej grubosci.

Na poczatku rozdziatu przedstawiono krotkie wprowadzenie teoretyczne do te-
matu analizy statycznej ptyt. Nastepnie omowiono zastosowane metody numeryczne
wraz z przedstawieniem niezbednych wyprowadzen pozwalajacych na opracowanie
odpowiednich algorytmoéow komputerowych. Na zakoriczenie podano wyniki obliczen
numerycznych, ktore poréwnano z wynikami zawartymi w literaturze. W prezen-
towanych przyktadach przyjeto, ze plyty wykonane sa z materiatu izotropowego,

a wiec wykazujacego jednakowe wlasciwosci niezaleznie od kierunku obserwacji.

3.1. Wprowadzenie teoretyczne

Do analiz, ktorych wyniki przedstawiono w tym rozdziale, stosowano modele ptyt
spelniajacych gloéwne zalozenie hipotezy Kirchhoffa-Love’a, nazywanych dalej ply-
tami cienkimi. Zgodnie z tym zatozeniem ,odcinek prostopadty do nieodksztatcone]
powierzchni §rodkowej plyty pozostaje prostoliniowy, niewydtuzony i prostopadty
do powierzchni odksztalconej” [107]. W prowadzonych badaniach wzieto pod uwage
cienkie plyty prostokatne. Przez plyte nalezy rozumie¢ ,dzwigar powierzchniowy
ptaski ograniczony dwiema powierzchniami o matej krzywiznie” [107]. Grubosci roz-
patrywanych ptyt nie powinny przekraczaé¢ 0,1 dtugosci ich krotszego boku. Ponadto
zaktada sie male ugiecia ptyt, nie przekraczajace 0,2 ich grubosci.

Podstawowym elementem analizy statycznej ptyt jest okreslenie ich deformacji
(ugie¢) pod wpltywem dzialajacego obciazenia. W teorii plyt cienkich przyjmuje sie
jako model obliczeniowy powierzchnie Srodkowa ptyty, tzn. ptaszczyzne réwno odda-
long od jej powierzchni zewnetrznych, odpowiednio dolnej oraz gornej [107]. W ta-

kim modelu pomija sie prace plyty po kierunku jej gruboéci, a deformacje mozna
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w przyblizeniu okre$li¢ na podstawie wartosci pionowych przemieszczen wybranych
punktéw nalezacych do powierzchni srodkowej.

W procedurach obliczeniowych dotyczacych plyt o statej grubosci przyjeto, ze
sa one wykonane z materialu anizotropowego, czyli takiego, ktory posiada rézne
wlasciwosci zaleznie od kierunku obserwacji. Przyktadem moze by¢ material wtokno-
kompozytowy ztozony z warstw zawierajacych wtokna utozone pod réznymi katami.
Rownanie rozniczkowe ugiecia plyty anizotropowej przedstawia sie nastepujaco [1]:

O*w 0w O*w *w O*w

Dyi——+4 (2D12+4D33) == + Doo—— +4D13——— + 4Dog———
11 + (2D12 + 4D33) + Do + 413 + 2 50

= 1
Ox? Ox20y? oyt 0x3dy P, (3.1)

gdzie w = w(z, y) jest funkcja ugiecia ptaszcezyzny srodkowej plyty Q zawartej w R?,
p = p(z,y) jest funkcja obciazenia, a D;; (i, j = 1,2, 3) sa sktadowymi macierzy kwa-
dratowej D o wymiarach 3 X 3 zawierajacej sztywnosci ptyty na zginanie i skrecanie.
Dla materialow izotropowych niezerowymi elementami tej macierzy sa:
 E-H 3

12(1 — v2)’
D13 = Dy = D,
D33 =0,5(1 —v)D,

Dll - D22 - D
(3.2)

gdzie I/ oraz v sa odpowiednio modulem Younga i wspétczynnikiem Poissona ma-
terialu plyty, a H jest jej gruboécig. Z kolei dla wloknokompozytowych materia-
tow ortotropowych, tzn. sktadajacych sie z wlokien i osnowy oraz wykazujacych
zmienne wlasciwosci w dwoch prostopadlych kierunkach, niezerowymi elementami

macierzy D sa:

E\H? E,H3
Dll = 1—7 D22 = 2—7
12(1 — V12V21) 12(]- - V12V21)
E2V12H3 GwGO
gdzie:
E,Ey
Ey =myEy, E ) Ey, = ’
1=m + moLy, Lo moEw + muFo
V12 = My ly + MLy, (34)
E, E
Gu= 5, Gy = 5t
2(1 4 vy) 2(1+ )

W powyzszych wzorach przyjeto nastepujace oznaczenia:

E.,, Ey — modut Younga odpowiednio wtokien i osnowy,
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Vi, Vo — wspOtczynnik Poissona odpowiednio wiokien i osnowy,

M, Mo — udzial objetosciowy odpowiednio wlokien i osnowy w materiale [1].
W niniejszej pracy przyblizone rozwiazanie réwnania (3.1) wyznaczono przy zasto-
sowaniu metody elementéw skonczonych.

W przypadku plyty izotropowej o zmiennej grubosci okreslonej funkcja H(x,y)
odpowiadajaca funkcja sztywnosci na zginanie wyrazona jest wzorem:
E-H(z,y)’

12(1 —v?) -

Rownanie rézniczkowe opisujace zadanie zginania ptyty o sztywnosci wedtug powyz-

D(z,y) = (3.5)

szego wzoru przedstawia sie nastepujaco [12]:

D-V4w+2-a—D-V2a—w+2-a—D-v28—w+V2D-V2w+
ox Ox dy Ay 5.6
0?’D  0*w 2D *w D w (36)

—(1=v)

922 Oy? e 0xdy  Oxdy + Oy2 a2 = pl.y),

przy czym zakltada sie, ze funkcja H(x,y) wystepujaca we wzorze (3.5) okreslona jest
na obszarze 2 = [0, A] x [0, B, gdzie A i B sa odpowiednio dtugoscia i szerokoscia
plyty prostokatnej. W niniejszej pracy rownanie (3.6) rozwiazano w sposéb przybli-
zony przy uzyciu metody roznic skoriczonych. Wystepujace w réwnaniu operatory

definiuje si¢ nastepujaco:
Pw  w

Viw = 92 + 8_y2’ (3.7)

2 2 3 3
V(i * 2 o= ot + (33)
Ve (ot i) S = e+ (3.9
Viw = % +2. ajjgw + ?;;fj. (3.10)

3.2. Omoéwienie metod obliczeniowych

W niniejszym podrozdziale oméwiono dwie metody numeryczne — metode ele-
mentow skoriczonych oraz metode réznic skoriczonych jako podstawowe narzedzie
uzyte w celu przeprowadzenia analizy statycznej prostokatnych ptyt cienkich, czyli
wyznaczenia ugie¢ w wybranych punktach ich powierzchni §rodkowej. Przedstawio-
no sposdb rozwiazywania, wspomnianymi metodami numerycznymi, rownan (3.1)
oraz (3.6). Ponadto opisano kolejno$¢ postepowania prowadzaca do wyznaczenia
postaci deformacji wybranych plyt prostokatnych obciazonych na powierzchni i za-

mocowanych na rozne sposoby.
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3.2.1. Metoda elementéw skonczonych

W celu opisania deformacji ptyty nalezy podzieli¢ jej powierzchnie srodkowa 2
na skoriczong liczbe elementow Q. (e = 1,2,3,...,1,) takich, ze

lel
Q= )Q, gdzie Q,, NQ,, = dla i # .

e=1
W niniejszej dysertacji zastosowano elementy skoriczone typu plQ4 opisane np. w [1].

Pojedynczy element skonczony przedstawiono na rysunku 3.1.

¥ y Y
4 (Wy, Pux, (/14},)

3 (w3, 93, (/J3y) @ Pax @ 03x
{ i .
) Wy A 3 X
Q‘L l @ A Pix A Pox
1w, 01 0,) 2 (Wp, 925, 9,,) | @ |
) ' W w2

L a s a ) z

7

Rysunek 3.1. Element skoniczony 4-weztowy typu plQ4: numeracja weztow (po lewej), stop-

nie swobody w weztach (po prawej)

Element skonczony typu plQ4 charakteryzuje sie czterema weztami rozmiesz-
czonymi w jego punktach naroznych. W i-tym wezle (i = 1,2,3,4) okresla sie trzy
stopnie swobody, ktorymi sa przemieszczenie pionowe w; oraz dwa katy obrotu wzgle-
dem osi x i y kartezjanskiego uktadu wspotrzednych: ¢z, pi. W wezle o numerze ¢

mozna zatem okresli¢ 3-elementowy wektor przemieszczenia:

Wi = [w; Pix 1] 51 =1,2,3,4, (3.11)
gdzie
w 8w
iz = 8_y oraz QDZ‘y = _% (312)

W celu okreslenia stopni swobody w dowolnym punkcie elementu skoficzonego do-
konuje sie aproksymacji funkcji ugiecia przy pomocy wielomianu dwoch zmiennych

czwartego stopnia o nastepujacym wzorze:

we(l,’ y) = a1 + axr + agy + CK4.I‘2 + asTy + a6y2 + Oé7$3+ (3 13)
+ Oésfzy + ozg:):y2 + a10y3 + anm?’y + am;py?’,

gdzie aqy # 0 lub a5 # 0.

Pole przemieszczen w obrebie pojedynczego elementu mozna zapisaé¢ tez w nastepu-

jacej postaci wektorowej:

w(z,y) = N°wW°, (3.14)
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gdzie:

we = [w] w5 wi wy

" (3.15)
N® = [Ni(z,y) N3(z,y) N5(z,y) ... Niz(z,y)]. (3.16)

We wzorze (3.16) funkcje Nf(z,vy), gdzie i = 1,2,3,...,12, nazywa si¢ funkcjami
ksztaltu elementu skonczonego e. Zaklada sie, ze sa one postaci (3.13), gdzie nie-
znane wspotczynniki wyznacza sie przez rozwiazanie odpowiedniego uktadu rownan.
Kazda i-ta funkcja ksztattu odpowiada jednostkowej wartosci i-tego stopnia swobo-
dy elementu skoniczonego i zerowej wartosci pozostatych stopni swobody. Doktadne
wzory wszystkich funkcji ksztaltu zawarte sa w pracy [1].

Zgodnie z metodologia MES macierz sztywnosci pojedynczego elementu skon-

czonego plQ4 o polu powierzchni A wyznacza sie z nastepujgcego wzoru [1, 5]:
K¢ = / B'DBdV = H/ B DB dA, (3.17)
v A

gdzie D jest macierza okreslajaca sztywnosci ptyty na zginanie i skrecanie, a B jest
macierzg zawierajaca pochodne funkcji ksztattu, okreslong nastepujaco:
o o 0"
B = [B;; =|l=— == 2 N°.
[Bislgrz [8952 Oy? 8x8y]

(3.18)

Calke (3.17) mozna obliczy¢ analitycznie. Wzory na kolejne elementy kf; macierzy
K°, gdzie i,j = 1,2,3,...,12, podano w pracy [1|. Calki z wyrazeni macierzowych
mozna tez wyznacza¢ numerycznie, stosujac np. catkowanie metoda Gaussa. W ni-
niejszej pracy podjeto probe zastosowania niestandardowych, autorskich metod cat-
kowania numerycznego bedacych pewna modyfikacja metody Gaussa [25]. Zgodnie
z takim podejsciem calka z funkcji f(x,y) po obszarze Q jest w przyblizeniu réwna
sumie iloczynow wartosci tej funkcji f (&;,7n;) w kolejnych punktach catkowania,
przyjetych wag w;; dla kazdego punktu (&;, ;) oraz jakobianu |J (&;,n;)| przeksztal-

cenia obszaru 0 w obszar [—1, 1] x [—1, 1]. Mozna zatem zapisa¢, ze
/ [z, y)d = Zwijf (& mi) [ (& my)l - (3.19)
Q o

Punkty catkowania mozna rozmiesci¢ na obszarze [—1, 1] x [—1, 1] na kilka sposobow,
ktore przedstawiono na rysunku 3.2. Sg one srodkami geometrycznymi przedstawio-
nych podobszarow. Wowczas wagi w;; odpowiadajace kolejnym punktom catkowania
sa roéwne polu powierzchni podobszaréw przypadajacych na te punkty.

W niniejszej pracy przyjeto podzial plyty na elementy skonczone typu plQ4

w sposéb przedstawiony na rysunku 3.3. Globalna numeracja wezléw w elementach
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Rysunek 3.2. Lokalizacja punktow catkowania bedacych $rodkami geometrycznymi utwo-

rzonych podobszaréw [25]

skoniczonych dyskretyzujacych ptyte przebiega poczawszy od jej dolnej krawedzi
w kierunku od strony lewej do prawej. Wedtug tej samej regulty ponumerowano tez
kolejne elementy skoriczone. Siatke elementéw skonczonych przyjeto w ten sposob,
ze krawedz pozioma plyty podzielono na m czesci o szerokosciach: hq, ho, hs, ..., Ay,
a jej krawedz pionowa na n czesci o szerokoSciach: ki, ks, k3, . .., k,. Kazdemu i-temu
weztowi odpowiadaja stopnie swobody (kolejno: przemieszczenie translacyjne w,
obrét ¢, wzgledem osi x, obrot ¢, wzgledem osi y) o numerach odpowiednio:
3i — 2,31 — 1,3t. Przykladowo weztowi o numerze 10 odpowiadaja stopnie swo-
body o numerach 28, 29 i 30. Zdyskretyzowana plyta sktada si¢ z mn elementow
skoniczonych, posiada (m + 1)(n + 1) weztoéw oraz 3(m + 1)(n + 1) stopni swobody.

Problem analizy statycznej plyty polega na wyznaczeniu wartosci wszystkich
weztowych stopni swobody, a wiec niewiadoma jest globalny wektor przemieszczen

weztowych postaci:

T
W = [wly Pz, Ply, W2, P22, P2yy -+ -y Wim+1)(n41)r P(m+1)(n+1),z) gp(m—i—l)(n—i—l),y} .
(3.20)

Aby wyznaczy¢ powyzszy wektor, nalezy rozwiaza¢ uktad réwnan algebraicznych,

ktory mozna macierzowo zapisa¢ nastepujaco:

Kw =T, (3.21)
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Rysunek 3.3. Podzial plyty prostokatnej na elementy skoiiczone czteroweztowe typu plQ4

gdzie K jest globalng macierza sztywnosci ptyty otrzymang przez agregacje macierzy
sztywnosci K® kolejnych elementow skoniczonych (e = 1,2,3,...,mn), co mozna

symbolicznie zapisa¢ w postaci:

K=> K (3.22)

e=1
Agregacja macierzy sztywnosci polega na wstepnym utworzeniu macierzy K jako
zerowej o wymiarach 3(m + 1)(n + 1) x 3(m + 1)(n + 1) i nastepnie dodawaniu
do niej kolejnych macierzy elementowych K¢ w taki sposob, ze wiersze i kolumny
odpowiadajacych im stopni swobody odpowiadaja tym samym stopniom swobody
w macierzy globalnej.

Macierz K wyznaczona przy pomocy wzoréow (3.17) oraz (3.22) jest macierza
osobliwa. Oznacza to, ze rozwiazania ukladu (3.21) nie mozna wyznaczy¢ w spo-
sob jednoznaczny. Aby dla tego uktadu istniato jednoznaczne rozwiagzanie, nalezy
do macierzy K wprowadzi¢ warunki brzegowe zalezne od sposobu podparcia plyty.
Po odpowiedniej modyfikacji ze wzgledu na warunki podparcia macierz K staje sie
macierza nieosobliwa. Warunki brzegowe dla poszczegdlnych krawedzi ptyty prosto-

katnej moga by¢ nastepujace:

e krawedz utwierdzona — w wezlach krawedzi wystepuja zerowe przemieszczenia
i katy obrotu, tzn. (w;, @i, @iy) = (0,0,0) dla wezla ¢ nalezacego do krawedzi,

e krawedz swobodnie podparta dolna lub gorna — w weztach krawedzi wystepuja
zerowe przemieszczenia i katy obrotu wzgledem osi y, tzn. (w;, ¢;y) = (0,0) dla

wezla i nalezacego do krawedzi,
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e krawedZ swobodnie podparta lewa lub prawa — w weztach krawedzi wystepuja
zerowe przemieszczenia i katy obrotu wzgledem osi x, tzn. (w;, ¢;,;) = (0,0) dla

wezla ¢ nalezacego do krawedzi.

W celu uwzglednienia odpowiednich warunkéw brzegowych w macierzy K nalezy
wypelnic¢ zerami jej wiersze i kolumny zwigzane z zerujacymi sie stopniami swobody
oraz wstawi¢ warto$¢ 1 na przekatnej gtéwnej w wyzerowanych wierszach.

W rownaniu (3.21) wektor £ o wymiarze 3(m + 1)(n + 1) x 1 jest globalnym
wektorem obciazen weztowych plyty otrzymanym przez agregacje wektorow f° sit

weztowych kolejnych elementéw skoriczonych, tzn.

mn

f=> =P, - % Q:, (3.23)
e=1 e=1

gdzie:

P, — globalny wektor sit skupionych ptyty, przytozonych bezposrednio do weztéw
siatki MES,

Qg — wektor sit weztowych elementu e, powstaly w wyniku dzialania obciazenia
roztozonego przypadajacego w jego obrebie, obliczany przy uzyciu ponizszego wzoru

zaleznego od funkcji ksztalttu:
Q; = —/ (N)" pdQ.. (3.24)
Qe

We wzorze (3.24) funkcja p = p(z,y) okresla obciazenie roztozone na powierzchni
rozpatrywanego elementu skonczonego [1].

Po wyznaczeniu wektorow Qg dla poszczegolnych elementow skoniczonych (w spo-
sOb analityczny lub numeryczny) dokonuje sie ich agregacji analogicznie jak w przy-
padku macierzy K. Po otrzymaniu wektora f ze wzoru (3.23) nalezy uwzgledni¢
w nim warunki podparcia plyty przez zastapienie zerami elementéw odpowiadajg-
cych zerujacym sie stopniom swobody w plycie. Znajac macierz sztywnosci K i glo-
balny wektor obciazen f, mozna rozwiaza¢ uktad rownan (3.21) oraz wyznaczy¢ szu-
kany wektor przemieszczen weztowych plyty w. Przy pomocy tego wektora mozliwe
jest odczytanie wartosci interesujacego przemieszczenia w konkretnym punkcie plyty
lub graficzne przedstawienie postaci jej deformacji. Uktad rownan (3.21), z uwagi na
znaczng liczbe niewiadomych, rozwiazuje si¢ przewaznie metodami numerycznymi
przy pomocy odpowiednich procedur obliczeniowych opracowanych w Srodowisku
dostepnego oprogramowania. W niniejszej pracy postuzono sie autorskimi algoryt-

mami utworzonymi w $rodowisku Octave.
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3.2.2. Metoda réznic skoriczonych

W niniejszej pracy metode roznic skoriczonych (MRS) uzyto w celu wyznaczenia
postaci deformacji ptyty o zmiennej sztywnosci opisanej funkcja (3.5). Przy uzyciu
tej metody numerycznej wyznaczono przyblizone rozwiazanie rownania (3.6) w we-
ztach wczesniej utworzonej siatki pokrywajacej powierzchnie ptyty.

W celu zastosowania metody réznic skonczonych do analizy statycznej plyty
prostokatnej jej powierzchnie Srodkows podzielono na identyczne podobszary pro-
stokatne o bokach réwnolegltych do osi uktadu wspoétrzednych. W ten sposob utwo-
rzono siatke MRS zlozona z prostokatnych podobszaréw posiadajacych wymiary
Ax x Ay = h x k. Plyte o wymiarach A x B z natozong na nig siatka przedstawiono
na rysunku 3.4. Przyjeto, ze kazdy bok plyty podzielono na m czesci po kierunku

J ¥
T I+l 2nptl 3wp+tl #Antl Sptl ontl m-2intl m-1tl nintl m+lmtl
T 1.n 27 3.1 2] 5.1 6,711 m-2in m-1,1 nLn m+l.n :
n-11 -
' 1n1  2n-1  3nml 4.n-1 5.n-1 6,1-1 m-2n-1 m-1,n-1 m.n-1 m+1,n-1
N
e
s+ o8
1,5 2.5 3.5 4.5 5.5 6,5 m-2.5  p-1.5 m.5 m+1,5 e
44+ |
1.4 2.4 3.4 4.4 5.4 6.4 m-2.4  m-14 m,4 m+1.4 o
34 =
: 1.3 2.3 3.3 4.3 5.3 6.3 m-2.3  m-13 m.3 n+1.3 e
T 12 22 32 42 52 62 (R TSR TR ISR
l - iy -
1,1 2.1 3,1 4.1 5.1 6.1 m-2,1  m-1,1 m. L omtll o
f f f f i f f i i i -
1 2 3 4 5 6 m-2 m-1 m m+l
L h v h y h v h y h y h | L h oy h oy h oy
) A )

Rysunek 3.4. Plyta prostokatna z nalozong siatka MRS

osi z oraz na n czesci po kierunku osi y. Wezty siatki MRS maja wspotrzedne (z;, y;),
gdzie1=1,2,3,..., m+1oraz j =1,2,3,...,n+ 1. Wowczas boki siatki posiadaja
wymiary h x k, gdzie:

h— (ZUmH—CUl) :é
m m’ 3.25
p— Wi —y) B 3:29)
n n

Aby przeprowadzi¢ analize statyczna, na obszarze = [0, A] x [0, B] nalezy

wyznaczy¢ przyblizone wartosci funkcji ugiecia plyty w = w(z,y) na siatce punk-
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tow (z,y;). Przyjeto nastepujace oznaczenia:

Tix1 = T; £ h,

Y1 =y; £k,
s (3.26)

Wij = w(xiayj)a

Wit1,j41 = w(x; £ h,y; £ k).

Z powyzszych oznaczen wynika, ze w;; jest przyblizeniem wartosci w(z;, y;).

W celu uzyskania przyblizonego rozwiazania réwnania (3.6) metoda roznic skon-
czonych nalezy wystepujace w rownaniu pochodne czastkowe zastapi¢ przyblizajg-
cymi je ilorazami réznicowymi. Korzystajac ze skroconego zapisu, zgodnie ze wzo-

rami (3.26), roznice centralne' w punkcie (z;,y;) przedstawiaja sie nastepujaco [8]:

ow Wiy1,j — Wi—1,5
(%) T 520
ij
0 ij+1 — Wi j—
(8_:]) . - 7]+12kw - (3.28)
ij
82w) wi+1 _] — 2w1] + wifl ]
_ , S (3.29)
(89{;2 ij h?
(8%) _ Wigyr — 2Wi5 + Wij (3.30)
2 2 ’ .
dy ij k
Pw \ | Witrj41 — Wisry — Wimrge1 + Wisj (3.31)
0x0y ) ;; 4hk 7 .
Pw Wiyoj — 2Wit1j + 2Wi—1j — Wi—aj
(ax3 ) T 213 ’ (532
ij
(83w) _ Wijta — 2w; jp1 + 2W; 51 — Wi (3.33)
DB u 2k3
Pw _ 2(Wij—1 = Wij41) + Wit1j41 + Wi1j1 +
0220y u 2h2k
_ Wigrj-1+ w,-,m,l’ (3.34)

2h2k

! Roznicami centralnymi nazywa sie ilorazy réznicowe przyblizajace pochodna funkcji f(z)
w wybranym punkcie xg, w ktérych wykorzystuje sie wartosci funkcji f zaréwno po prawej, jak
i lewej stronie punktu xg (zrodto: https://www.if.pw.edu.pl/ ~agatka/numeryczne/wyklad 06.pdf,
dostep: 30.05.2025).
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PPw _ 2(wim1; — Wig1j) + Wit1j41 + Wi1,j—1 N
9xdy* J ;5 2hk?
Wi—14+1 + Wi—1,5-1
- T e R (3.35)
84'LU . Wit2,5 — 4wi+1,j + 6wij — 4wi717]’ + Wi-2,j
o) = i , (3.36)
ij
8471) . Wi, j4+2 — 4wi,j+1 + 6w¢j - 471)7;’]'_1 + Wi, j—2 3.37
a 4 - k4 ) ( . )
y ’Lj
84w _ 4w,-j — 2(wi,j+1 + Wi+1,5 + W; j—1 + wi_l,j) i
0x20y? h2k?2
Wi+1 J+1 + wz+1j 1h;|;€'2u}z 1,5—1 + W;—1 ]+1 (338)

Po podstawieniu wzoréw (3.27)—(3.38) do rownania (3.6) otrzymuje sie nastepujaca

jego postac roznicowa dla punktu (z;, y;):

(O‘1>ij Wij + (a2) Wi—1,5 + (043) j Wij—1 + (0‘4) Wit + (a5)ij Wi j+17+
+ (a6) g Wi-1,j-1 + (a7); Wim1 41 + (a8) g Wit1j-1 + (Q9); Wit j41+ (3.39)
+ (@10) 5 Wi2,j + (1) Wij—2 + (Q12) 5 Wi j2 + (Q13); Witaj = Pij.

W réwnaniu roznicowym (3.39) poszezegolne wspotezynniki («y),; wyrazaja si¢ na-

stepujacymi wzorami dla l =1,2,3,...,13:
3 4 3
(Otl)ij = 2D;; (h4 h2 + F) +

i L L _D

6@2 h Oy?

0°D 0*D 1 1

— 2| == — — + — 4

[(W)i;(@y? (hm) (3.40)

+ 2(1—-v)

ij

1—v [(0°D 1 9D 9D
- et — (== et Al
h? ( y2)13+h2 ( x2)ij+(892>¢j] ’ (34

1 1 0 1 1

= 4D, (= 2(==) (= +—
() (e ) (%), (et me) *

1—-v [(0°D 1 0*D 0*D

- = (5e), e |(50), (@_y2>ij] B
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1 1 oD 1 1
(@s) = —4Dy (ﬁ ! w) =2 (a—x) ) (h_ ¥ W) *
ij

_ 1k—2u %)U +% <82712)>U+ <?;7€)J L (344)
=1z (52), e (), (), B9
=7z (52), e (o), (o), B9
@y = o i (52), e (o), (o), B9
=i (52), e (o), (o), @9

(ar0);; = Z:LZ - % (aa_l;)ijv (3.49)
(o), = lsz E % (%—l;)ij, (3.50)
(on2),; = l]sz +% (aa_ly))ij’ (3.51)
(an3),; = l;fj + % (%_SL' (3.52)

We wzorach (3.40)-(3.52) przyjeto, ze

E - H(x;,y;)° E - H3
Di' == D i i) = Sl - Y . 353
3= P@ay) = =g Ty T . (3:53)

Z kolei pochodne czastkowe funkcji sztywnosci ptyty D(z,y), wystepujace w powyz-
szych wzorach, mozna obliczy¢ przy wykorzystaniu przyblizonych wzoréw réznico-

wych, stosujac jeden z dwoch nizej przedstawionych wariantow:

1. wyznaczenie pochodnej funkcji H(z,y) przy wykorzystaniu wzoru na pochodna

funkcji ztozonej:

(#), = mm (o), = w2 (50), -

ij
EH? Hiiv:i—H: 1.
ij i+1,5 i—1j
= . 3.54
41— 12 2h ’ (8:54)
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oby  _ B QDN _ B gy (9H) _
Ay /) 12(1 - v?) Jy ij_12(1—y2) 7o\ oy ij—

EH2  H;..1 —H;
J 5,J+1 3,j—1
= . 3.5
41— 1?) 2k ’ (3:55)

PO\ B (BURY B [0 (o]
0z ) . C12(1 - v?) Ox? l.j_12(1—1/2) Ox ox z.j_
B E OH , OPH|
1201 —1?) [6H (m) SH &x?]”_
ij

E Hijy— Hiog\’
— - . 2H’L 2 )
) [ y ( o *

Hiyi 5 —2H;; + Hil,j:|

2
+ Hij- 12

(5e), ~ mrm (o), [ (7 5], -
2 ) 12(1 — v?) ay* ), 12(1—1?) [0y A /1
E OH\? , O°H
T oR(1-) [6H' (8_y> o 33/2].._
ij

E Hiioi—Hii1\’
= —— . |2H;; - b+l =1
) [ y ( 2% *

H 0 —2H, + H;
2 4,j+1 iJ 1,j—1
+ Hj;- 2 } : (3.57)
*DY\ B (0HY) 2 (a2, _
0xdy ) ; 12(1 — v2) 0x0y 2(1 - 1/2 Ox i
. E oy Ol a_H .
C12(1 —v?) dr Oy axay
E Hi-‘rlj H’L—l] HZ]+1 H’L]—l
= _ . 2H . i Yo, 2 >
) { i o o
Hovivy —Heoonoog —Hi g oiq + Hi g i
2 i+1,5+1 i+1,5—1 i—1,7+1 i—1,5—1
+ H 0 ] . (3.58)

2. wyznaczenie pochodnej funkeji H(z, y) bezposrednio z odpowiednich wzoréw roz-

(Z_S)ij - 12(1E— v?) (a(;ig))ij -

E H13+1g H?—lj
- , 3.59
12(1 — 12) 2h ’ (3:59)

nicowych:
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oD\ B (o))
9y /) 12(1 - v?) Ay ) n
E H3 — H3.

7,7+1 2,7—1
= . 3.60
12(1 — v?) 2k ’ ( )
9’D B FE 82(H3) B
0x? i C12(1 -2 0x? i N
o120 -0?) h2 ’ (8:61)
(32D) B FE (82(H3)> B
y? ij 12(1 — v?) Oy ij
_ E . Hi3,j+1 - 2H13j + H?,j—l (3 62)
12(1 — v?) k2 ’ )

#D\ E P(H\
9zdy ) ; C12(1—v?) dzdy ) ,; B
_ E(H}yy j — iy — Hiy o + Hiy ) (3.63)
12(1 — 12) - 4hk S

W przyktadach numerycznych prezentowanych w niniejszej pracy zastosowano pierw-

szy z omoéwionych wyzej sposobow obliczania przyblizonych pochodnych czgstko-
wych funkcji D(z,y).
W niniejszym rozdziale analizowano plyty prostokatne o trzech rodzajach wa-

runkéw podparcia:

1. plyta podparta na calym obwodzie (podparcie swobodne lub utwierdzenie),
2. plyta podparta na dwoch przeciwlegtych krawedziach (obie krawedzie sg pod-
parte swobodnie lub utwierdzone),

3. plyta utwierdzona na jednej krawedzi.

Uwzglednienie warunkoéw brzegowych dla danej krawedzi ptyty polega na przyjeciu
zerowych przemieszczen pionowych, momentéw zginajacych, sit poprzecznych lub
katow obrotu na tej krawedzi, zaleznie od sposobu jej podparcia. Przy pomocy réznic
centralnych (3.27)—(3.35) mozna zapisa¢ nastepujace przyblizone wzory na reakcje,

sity wewnetrzne i katy obrotu w plycie w punkcie (x;, y;):

e momenty zginajace:

o2 0? 1 — 2wy iy
(M) = {—D (_w + ,/_w)} ~ —D; (w L,j Wij + Wity +
ij

Ox? 0y? h?
Wi j—1 — 2w + Wi j41
v = :

" (3.64)
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8211) 82w Wi j—1 — 2’[1)1']‘ + Wi j+1
oy = |- (G s )] o (T .

, Winlj = 2w + Wity
h? ’

+

(3.65)

e sily poprzeczne:

@ = [o(Z2ramnn). -

+2-v) Wit1,j+1 T wz’+1,j—12h—k’;l)i—1,j+1 — Wi—1,5-1 ’ (3.66)
_ 83w Aw
g = |-D(%= -
(@l { ( w 8x28y)}
w; — 2w, jy1 + 2w; W, i 2(w; i1 — w4
~ ng [ J+2 J+12k3 J—1 — Wi,j -2 + (2 _ 1/) ( »J 21h2k ,J+1)
Ww; + W;— — Wy — W;—
+ ( I/) +1,5+1 1]+12h2k +1,7—1 1,7—1 : (367)
e katy obrotu:
ow Wi j+1 — Wi 51
p) = | — ~ — 2 3.68
R (3.68
iy = (-5 ) -t (3.69)
Ylig = ~ ’ )
J ox ij 2h
e reakcja naroza ptyty:
0w
R, = |-2(1—-v)D =
~ —2(1—v)Dy, Wiy1,j41 — wifl,j+14;kwi+1,jfl + wifl,jfl‘ (3.70)

Na rysunku 3.5 przedstawiono w sposob graficzny trzy przypadki podparcia ply-
ty. Dla kazdego brzegu badanej ptyty nalezy zapisa¢ odpowiednie warunki brzegowe

w postaci roznicowe;:

1. warunki brzegowe dla brzegu swobodnie podpartego
a) lewego/prawego
(i€ {0, A4}, g€ [0,B] =i € {Lm+1}, j € {1,2,3,....n+1})

® 7erowe przemieszczenie pionowe:

wi; = 0, (3.71)
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b) c)

B

a)

0 A 0 A 0 A

Rysunek 3.5. Trzy przypadki podparcia ptyty: podparta na obwodzie (a), podparta na

dwoch przeciwlegtych krawedziach (b), zamocowana wspornikowo na jednej krawedzi (c)

e zerowy moment zginajacy wzgledem osi x:
(M), =0 = w1 = —w;_1, (3.72)

v

b) dolnego/gérnego
(x; €1]0,4], y;€{0,B} =iec{1,2,3,...,m+1}, je{l,n+1})

® 7erowe przemieszczenie pionowe:
w;; =0, (3.73)
e zerowy moment zginajacy wzgledem osi y:
(My);; =0 = wij1 = —wi 1, (3.74)

2. warunki brzegowe dla brzegu utwierdzonego
a) lewego/prawego
(x; € {0,A}, y; €[0,B]=ie{l,m+1}, j€{1,2,3,...,n+1})

e zerowe przemieszczenie pionowe:
w;; =0, (3.75)
e zerowy kat obrotu wzgledem osi y:
(Spy)ij = 0= wiy1,; = wi—1, (3.76)

b) dolnego/goérnego
(x; €[0,4], y; €{0,B} =ie{1,2,3,...,m+1}, je{l,n+1})

e zerowe przemieszczenie pionowe:
wi; = 0, (3.77)
e zerowy kat obrotu wzgledem osi x:

(S%)ij = 0= w;j-1 = w41, (3.78)
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3. warunki brzegowe dla brzegu swobodnego
a) lewego/prawego
(r; € {0,A}, y; €[0,B]=ie{l,m+1}, je€{l,2,3,....,n+1})

e zerowy moment zginajacy wzgledem osi x:

Wit1,j — 2Wij + wi—1j = —vo5 (Wij—1 — 2w + wijp)

h? h?
Wiy1 = —Wi—1,5 + 2 (1 + Vﬁ) Wi; — Vﬁ (wm_l + wi,j-l—l) s (379)

e zerowa zastepcza sila poprzeczna wzgledem osi z:

h2
Witz = 2Wir1j + 2Wim1j = Wimzg = = (2 = V)35 [2(Wim1g — Wisag) +

+ Wig1, 501 T Wig1,5-1 — Wi—1541 — wz’—l,j—l]

| wzor (3.79)

2
wi+2,j = wi*Q,j —4 |i1 + (2 — Z/)E:| wi,l,ﬁ—
h4 h2 h2
-+ |:6V<2 — V)F + 8? + 4:| w;; + 2(2 — V)p (wifl,jfl + w1;17j+1) +
h? h* ht
—4 |:ﬁ + V<2 — V)F:| (w@j_l + me) + I/(2 — V>F (wi,j_g + wi7j+2) s

(3.80)
b) dolnego/gornego
(r; € 0,A], y; €{0,B}=1€{1,2,3,....m+1}, je{l,n+1})

e zerowy moment zginajacy wzgledem osi y:
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4.

e zerowa zastepcza sita poprzeczna wzgledem osi y:

k’2
Wijrz = 2Wigjar + 2051 = Wiy = —(2 = )35 [2wijor — wige) +

+ Wit 541 T Wim141 — Wit1,5-1 — wifl,jfl]

|} wzor (3.81)

2
Wi jpo = W j—o — 4 [1 +(2-v) ];;2} w; j—1+
k4 k2 k2
+ {61/(2 —v)— " + 8? + 4} w;; +2(2 — )h2 (Wi—1j—1 + Wit1,j-1)+
L2 LA 4
—4 {h2 +v(2— V)ﬁ:| (Wi—1; + Wip15) + V(2 — )h4 (wi—2j + Wita,),
(3.82)
warunki brzegowe dla punktowo podpartego naroza ptyty
(x; €{0,A}, y; €{0,B} =iec{l,m+1}, je{l,n+1})
— zerowe przemieszczenie pionowe:
w;; = 0, (3.83)

. warunki brzegowe dla swobodnego naroza plyty

(x; € {0,A}, y; €{0,B} =ie{l,m+1}, je{l,n+1})

— zerowa reakcja naroza:

Wit1,j+1 = Wit1,j—1 F Wi—1 j+1 — Wi—1 j—1-

Warto$¢ w;_; j+1 mozna zapisa¢ przy uzyciu wzoru (3.81), a warto$¢ w;iq -1,

korzystajac ze wzoru (3.79). Wowczas:

h? h?
Wit1,j4+1 = —Wi—1,j-1 T |:_wi—1,j—1 +2 (1 + Vﬁ) Wi j—1 — Vp (wij—2+ wz‘j)} +
k? k?
+ {—wi—l,j—l +2 (1 + uﬁ) Wi-1j = Vi (Wiszy + wij)} =

k? h?
:_3wi_1’j_1+2(1+yh )w, 1’J+2(1+Vk )w” 1+

k2 h? K2 h?
_Vﬁ’wi_gﬂ' (k2 h ) Wi; — ﬁwi,j_g.

(3.84)
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Rownanie plyty w postaci roznicowej (3.39) nalezy zapisa¢ dla wszystkich punk-
tow plyty bedacych weztami siatki MRS przedstawionej na rysunku 3.4. Poszcze-
goélne rownania wyznacza sie poczawszy od punktu (i,7) = (1,1), kierujac sie
wzdluz dolnej krawedzi plyty az do punktu (7,5) = (m + 1,1). Nastepnie prze-
chodzi sie do poziomu j = 2, piszagc rownania od punktu (7,7) = (1,2) do punktu
(1,7) = (m 4+ 1,2). Postepujac dalej w takim porzadku, pod koniec zapisu rownar
uktadu dochodzi sie do punktu (i,5) = (m + 1,n + 1). Otrzymuje sie w ten sposob
uktad (m+1)(n+1) réwnan z (m+1)(n+1) niewiadomymi przemieszczeniami weztow
siatki MRS. Przy zapisie pojedynczego rownania dla punktu (7, j) wykorzystuje sie
przemieszczenia w 13 punktach znajdujacych sie w jego otoczeniu. Rozmieszczenie

tych punktow wraz z odpowiadajacymi im wspoltczynnikami (oy), ., potrzebnymi do

ij?
utworzenia kombinacji liniowej z rozwazanymi przemieszczeniami zgodnie ze wzorem

(3.39), przedstawiono graficznie na rysunku 3.6.

i \

YVn+1 o) —
Yn i, jt2
o © o) ° © o ©
(all),j é\
i i-1,7+1 .‘I‘]+l i+, j+1 o
(a7),j (GS),J' (a9)U'
v, IS N~ A A TN R Y B Y
(al()),j (az),j (al),j (054),]- (0‘13),1- =
I- 7]_ I:]_l ’+l>]_
o ® ) 'Y &
(0‘5),1 (q:,).,jz (as)y-
Y s} o 3 io’*-]- o e} o
(a1);
X
s -
X X Ax X Xm Xm+1
| m-Ax |

Rysunek 3.6. Zbiér 13 punktéw uzytych do zapisu réwnania ugiecia ptyty w postaci roz-
nicowej (3.39) dla wybranego punktu (4, j) siatki MRS wraz ze wskazaniem odpowiednich
wspolczynnikow (oy)ij, przez ktore mnozone sg przemieszczenia w kolejnych punktach zwia-

zanych z punktem (i, 7) [25]

Ostatecznie, bez uwzgledniania warunkéw brzegowych, otrzymuje sie dla rozpa-
trywanej ptyty uktad rownan, ktory mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci macie-
rZowej:

A-w=p. (3.85)



84 3. Analiza statyczna plyt prostokgtnych

Macierz A ukladu rownan (3.85), nazywana dalej macierza operatoréw réoznicowych,

ma strukture macierzy blokowej 5-przekatniowe;j:

A, B, C
D, A, By, G,
E1 D2 A3 B3 C3
E, D A B C
A = 2 . 3 . 4 . 4 . 4 . (386)
En—3 Dn—2 An—l Bn—l Cn—l
En—2 Dn—l An Bn

i En1 Dy An+1—(n+1)><(n+l)

Poszczegolne macierze-bloki skladajace sie na macierz (3.86) sa macierzami 1-, 3- lub
5-przekatniowymi, a ich elementy stanowia wspotczynniki (oy);; wyrazone wzorami
(3.40)—(3.52) i zapisane dla odpowiednich punktow (i, j) siatki MRS. Poszczegélne

macierze-bloki o wymiarze (m + 1) x (m + 1) przedstawiaja sie nastepujaco:

e macierze A; (j=1,2,3,...,n+1)

— Sa to macierze 5-przekatniowe powstate w wyniku zapisu rownan uktadu (3.85)
dla punktow j-tego poziomu siatki MRS pokrywajacej plyte.

— W macierzach tych i-ty wiersz (i = 1,2,3,...,m + 1) zawiera wspolczynniki
(al)ij przy niewiadomych przemieszczeniach w;_s j, Wi—1 j, Wij, Wit1 j, Wit2j
punktéw wystepujacych w obrebie powierzchni plyty.

- M_acierze maja strukture pokazana ponizej:

(a1)1; ()i (cas)y
(a2)2j  (0an1)z;  (0u)y (cr13)2;

(a10)s;  (a2)s;  (a1)s; (4)3; (Q13)3;

(10)sj  (a2)sy (1) () (Q13)aj

(alo)m—l,j (%)m—l,j (al)m—l,j (044)m—1,j (Oé13)m—1,j
(alo)m,j ((lz)m,j (al)m,j (aﬁl)m,j

(Oé1o)m+1,j (042)m+1,j (CY1)m+1,j ]

e macierze B; (j =1,2,3,...,n)
— Sa to macierze 3-przekatniowe powstale jako efekt zapisu rownan uktadu (3.85)
dla punktow j-tego poziomu siatki MRS pokrywajacej plyte.
— W macierzach tych i-ty wiersz (1 = 1,2,3,...,m + 1) zawiera wspolczynniki
(al)ij przy niewiadomych przemieszczeniach w;_q 11, Wi j+1, Wit1j4+1 punk-

tow znajdujacych sie w obszarze plyty.
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— Strukture macierzy pokazano ponizej:

(a5)1; (c9)y
(a7)e; (as)2; (w9)2;
(a7)a; (as)s;  (ag)s;

(a7)m,j

e macierze C; (j =1,2,3,...,n—1)

(@5 )m.; (@9)m,;

(a7)m+1,j (045)m+1,j

4 (m41)x(m+1)

(3.88)

— Sa to macierze diagonalne utworzone na podstawie réwnan ukladu (3.85)

zapisanych dla punktéw j-tego poziomu siatki MRS pokrywajacej ptyte.

— W macierzach tych i-ty wiersz (1 = 1,2,3,...,m + 1) zawiera wspolczynniki

(oq)ij przy niewiadomych przemieszczeniach w; ;o punktow mieszczacych sie

w obszarze plyty.

— Macierze maja nizej pokazang postac:

(Q12)1;
(Q12)2;

(Q12)3;

e macierze D; (7 =1,2,3,...,n)

(@12)m,j

(0412)m+1,j

4 (m+4+1)x(m+1)

(3.89)

— Sa to macierze 3-przekatniowe odnoszace sie do rownan uktadu (3.85) zapi-

sanych dla punktow j + 1-szego poziomu siatki MRS pokrywajacej plyte.

— W macierzach tych i-ty wiersz (1 = 1,2,3,...,m + 1) zawiera wspolczynniki

(al)ij przy niewiadomych przemieszczeniach w;_1 -1, w; —1, Wit1,-1 punk-

tow zlokalizowanych w obrebie powierzchni plyty.

— Strukture macierzy mozna zapisa¢ jak ponizej:

(az)1;  (ag)yy
(a6)2; (3)2; (8)2;
(a6)3; (asz)z;  (as)sg

(t6)m,j

(a3)m;  (a8)my

(a6)71L+1,j (043)m+1,j

1 (m+1)x (m+1)

(3.90)
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e macierze E; (j=1,2,3,...,n—1)
— Sa to macierze diagonalne utworzone na podstawie rownan ukladu (3.85)
zapisanych dla punktéw poziomu o numerze j + 2 w obrebie siatki MRS
pokrywajacej plyte.
— W macierzach tych i-ty wiersz (i = 1,2,3,...,m + 1) zawiera wspotczynniki
(av), ; brzy niewiadomych przemieszczeniach w; ;_» punktow mieszczacych sig
w obszarze plyty.
— Macierze maja ponizszg postac:
(1)1
(r11)2;
(c11)s;

E = . . (3.91)

(Q11)m,j

- (all)m+17j d (m+1)x(m+1)

Wektor niewiadomych w uktadzie rownan (3.85) ma nastepujaca postaé blokowa:

( 3
Wi
W3
W = W3 s (392)
w
C L ) e

gdzie poszczegdlne bloki sa wektorami kolumnowymi zawierajacymi przemieszczenia

punktow siatki MRS nalezacych do kolejnych poziomoéow 7 =1,2.3,...,n+ 1, tzn.

( )
Wy
Waj
Ww; = Wsj . (393)
w .
C mALld ) ngyxa

Wektor wyrazéow wolnych w uktadzie rownan (3.85) ma ponizsza postaé¢ blokowa:

( 3\
P
| &)
P=< D , (3.94)
\ pn+1

(n+1)x1
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gdzie poszczegolne bloki sa wektorami kolumnowymi zawierajacymi wartosci obcia-
zenia roztozonego przypadajacego na poszczegblne punkty siatki MRS w kolejnych

poziomach 7 =1,2,3,...,n+ 1, tzn.

( )
P1j
P2
pj = P3j . (395)
\ Pm+1,5 ) (m+1)x1

W uktadzie rownan (3.85) przyjeto, ze niewiadomymi sa wylacznie przemiesz-
czenia punktow siatki MRS mieszczacych sie w obszarze ptyty. Jednak poszcze-
gblne rownania (3.39), zapisane dla kolejnych punktow siatki, moga zawieraé tzw.
punkty fikcyjne (ang. ghost points) zlokalizowane poza obszarem plyty. Przemiesz-
czenia w tych punktach eliminuje sie przez wprowadzenie odpowiednich warunkdw
brzegowych, czego efektem jest wyrazenie ich przy pomocy przemieszczen punktow
w obrebie ptyty. Po przyjeciu konkretnych warunkéw brzegowych dla rozwazanego
zadania statyki ptyt macierz A uktadu réwnan (3.85) oraz wektor wyrazéw wolnych
(3.94) nalezy zmodyfikowac ze wzgledu na punkty fikcyjne oraz zerowe przemiesz-
czenia w punktach podporowych. Szczegotowy opis tych modyfikacji dla trzech ro-
dzajow warunkow podparcia ptyt (ptyta podparta na obwodzie/podparta na dwoch
przeciwleglych krawedziach /wspornikowa) przedstawiono w dodatku A do niniejsze;
dysertacji. W odpowiednich wyprowadzeniach wykorzystywano wzory (3.71)—(3.84).

Dla kazdego z rozwazanych warunkéw podparcia modyfikacja wektora wyrazow
wolnych p w uktadzie réwnan (3.85) polega na zastapieniu zerami elementow tego
wektora odpowiadajacych punktom siatki MRS, w ktorych wystepuja zerowe prze-

mieszczenia plyty.

3.3. Przyklady analizy statycznej plyt

W niniejszym podrozdziale przedstawiono kilka przyktadéw wyznaczania ugiec¢
plyt przy zastosowaniu metody elementéw skoriczonych i metody réznic skonczo-

nych. Przyjeto rézne schematy podparcia i obciazenia badanych ptyt.

Przyklad 3.1. Plyta wspornikowa o statej grubosci obcigzona na wolnym koricu
sitame skupronymi
W przykladzie rozpatrzono tzw. plyte-belke o wymiarach i obcigzeniu jak na

rysunku 3.7. Przyjeto, ze szeroko$é¢ pltyty B = 1,0 m jest 3 razy mniejsza od jej
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dhugosci L = 3,0 m. Plyta obcigzona jest dwiema sitami skupionymi P o wartosci
10 kN zlokalizowanymi w poblizu koricéw jej wolnej krawedzi. Grubo$¢ plyty jest
stata i wynosi H = 0,1 m. Macierz sztywnosci pojedynczego elementu skoniczonego
dyskretyzujacego powierzchnie plyty obliczono zgodnie ze wzorem (3.17). Elementy

macierzy przyjeto na podstawie catkowania doktadnego zgodnie z [1].

P=10kN

y

S P=10kN ///

1\\\\% 4\’9/ =

y L=30m LV

Rysunek 3.7. Schemat ptyty wspornikowej rozpatrywanej w przyktadzie 3.1

Rozpatrywana plyta wykonana jest z materialu izotropowego o module Younga
E = 205 GPa = 205 - 10° kPa oraz wspotczynniku Poissona v = 0,3. Sztywnosc¢
plyty na zginanie wyznaczona zgodnie ze wzorem (3.5) jest stala i wynosi:
EH®  205-10°.0,1°

D = =
12(1—22)  12(1—0,3?)

= 18772,89 kNm.

Traktujac plyte jak belke?, mozna wyznaczyé¢ przemieszczenie pionowe jej wol-
nego korica, korzystajac z réwnania pracy wirtualnej. Wowcezas zaktada sie, ze na

calej szerokosci ptyty przemieszczenie jest jednakowe i wynosi:
SEPW) — 0,010537 m = 1,0537 cm. (3.96)

Aby obliczy¢ numerycznie przemieszczenia punktéw plyty przy swobodnej kra-
wedzi, zdyskretyzowano jej powierzchnie przy pomocy réznych siatek przedstawio-
nych na rysunku 3.8. Na siatkach pokazano przyjety sposoéb numeracji elementdw
skoniczonych oraz ich weztow.

W tabeli 3.1 przedstawiono wartosci ugie¢ wyznaczone przy pomocy metod nu-
merycznych MES i MRS, opisanych w podrozdzialach 3.2.1 oraz 3.2.2. Przemiesz-
czenia wyznaczono w weztach siatek z rysunku 3.8 zlokalizowanych przy swobodnej
krawedzi ptyty.
27P1yta pracujaca dwukierunkowo, zgodnie 7 [108], spelnia warunek: 0,5 < L/B < 2. W ana-

lizowanym zadaniu dlugosci krawedzi plyty spelniaja zaleznosé: L/B = 3, a zatem plyte mozna

w przyblizeniu uwazaé¢ za pracujaca jak belka.



3.3. Przyktady analizy statycznej plyt 89

a) b)
9 10 1 12 15 116 17 n8_ 19 __ 20 |21
@ ® ® @ ® | @ 12
3 6 7 3 g 9 1077 127773 14
D) @ ©) O 23 ® | ®
1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 7
0)53 54 55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 d) 531
210~
--!f@A@-z@ @ ®1@2 1189
183,28.07 SHEIEIN 247
Vil =1 s S o 13 e 116 120y ~
13,4349 2, 2304 SJios
115716 2425736 63
DD G DE® 10O 42
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 21

Rysunek 3.8. Sposoby dyskretyzacji powierzchni plyty: siatka 3 x 2 (a), siatka 6 x 2 (b),
siatka 12 x 4 (c), siatka 20 x 10 (d)

Na podstawie wynikoéw przedstawionych w tabeli 3.1 mozna stwiedzi¢, ze ugiecia
otrzymane przy pomocy MES/MRS sa mniejsze w poré6wnaniu z wartoscia uzyska-
na z rownania pracy wirtualnej (wzor (3.96)). Wynika to z faktu, ze przy obliczaniu
przemieszczenia na podstawie roéwnania pracy wirtualnej ptyte potraktowano jak
belke, tzn. pominieto jej prace po kierunku mniejszej rozpietosci. Jest to postepowa-
nie uproszczone i mniej doktadne. Ugiecia otrzymane przy zastosowaniu MES /MRS
uwzgledniaja prace ptyty w dwoch kierunkach. Sa wiec mniejsze w wyniku przeka-
zania czeSci energii na zginanie w dwoch plaszczyznach i skrecanie. Mozna zauwazy¢
rowniez, ze wraz ze wzrostem liczby elementow skoniczonych wartosci ugieé¢ obliczone
zgodnie z MES rosng. Wynika to z faktu, ze dyskretyzujac powierzchnie srodkows
plyty przy uzyciu wiekszej liczby elementow skonczonych, otrzymuje si¢ wiecej punk-
tow weztowych, w ktorych obliczane sg wartosci ugie¢. Uklad mozna zatem uznac
za mniej sztywny w poréwnaniu z plyta zdyskretyzowana za pomoca siatki MES
0 mniejszej gestosci.

Poréwnujac warto$ci przemieszczen otrzymane zgodnie z metodologiami MES
i MRS, mozna stwierdzi¢, ze metoda roéznic skoriczonych wymaga wiekszej gestosci
siatki w celu uzyskania wynikoéw blizszych stanowi rzeczywistemu. Stosujac metode
elementow skoriczonych, juz przy uzyciu siatki 6 x 2 uzyskano zadowalajace wyniki.
W przypadku metody réznic skoniczonych zachodzi potrzeba przyjecia gestszej siatki,
przynajmniej 20 x 10, aby wyniki zaczety zbliza¢ sie do wartosci otrzymanej zgodnie
z zasadami MES.

Postugujac sie jedynie rownaniem pracy wirtualnej przyjmuje sie, ze wszystkie
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Tabela 3.1. Wartosci przemieszczenn wybranych punktéw plyty z rysunku 3.7 otrzymane

przy zastosowaniu MES oraz MRS dla r6znych dyskretyzacji powierzchni ptyty

Gestosc siatki | Nr wezta siatki | Ugiecie wg MES | Ugiecie wg MRS
MES/MRS MES/MRS [cm)] [cm)]
3x2 4 1,0135 0,3599
8 1,0124 0,4536
12 1,0135 0,3599
6 x 2 7 1,0199 0,009794
14 1,0187 0,019290
21 1,0199 0,009794
12 x4 13 1,0210 1,4581
26 1,0197 1,4561
39 1,0192 1,4553
52 1,0197 1,4561
65 1,0210 1,4581
20 x 10 21 1,0215 1,0119
42 1,0208 1,0112
63 1,0202 1,0107
84 1,0198 1,0102
105 1,0195 1,0100
126 1,0195 1,0099
147 1,0195 1,0100
168 1,0198 1,0102
189 1,0202 1,0107
210 1,0208 1,0112
231 1,0215 1,0119

punkty na swobodnej krawedzi plyty przemieszczaja sie o jednakowa warto$¢. Nato-
miast na podstawie obliczei numerycznych mozna stwierdzi¢, ze miedzy punktami
przylozenia sit skupionych wartosci ugie¢ sa mniejsze w poréwnaniu z ugieciami

w punktach przytozenia tych sit.



3.8. Przyktady analizy statycznej ptyt 91

Przyklad 3.2. Plyta kwadratowa o statej grubosci obcigzona rownomiernie, przy
roznych schematach podparcia

W przyktadzie rozpatrzono plyte kwadratowa o statej grubosci, obciazong row-
nomiernie na catej powierzchni, o wymiarach i wartosci obcigzenia zgodnie z ry-

sunkiem 3.9. Rozpatrzono cztery r6zne schematy podparcia plyty przedstawione na

p =1000 kPa

A=10m v

Rysunek 3.9. Wymiary oraz schemat obciazenia plyty kwadratowej rozpatrywanej w przy-
ktadzie 3.2

rysunku 3.10. Dla kolejnych schematéw a)—d) przemieszczenia w charakterystycz-

nych punktach plyty wyznaczone analitycznie przyjmuja nastepujace wartosci [9):

a) przemieszczenie pionowe w érodku plyty: w = 0,00126 pA*/D,

b) przemieszczenie pionowe w srodku plyty: w = 0,00406 pA*/D,

¢) przemieszczenie pionowe w §rodku plyty: w = 0,01309 pA*/D oraz przemieszcze-
nie pionowe w Srodku swobodnej krawedzi ptyty: w = 0,01509 pA*/D,

d) przemieszczenie pionowe w srodku plyty: w = 0,00192 pA*/D.

Przyjeto, ze ptyta wykonana jest z materialu izotropowego o module Younga
E = 10920 GPa oraz wspotczynniku Poissona v = 0,3. Wowcezas sztywnosé plyty
na zginanie wynosi D = 1000 kNm oraz mnoznik przemieszczenia pA*/D = 1,0 m.

W tabeli 3.2 przedstawiono wartosci przemieszczen pionowych w charaktery-
stycznych punktach badanej ptyty kwadratowej, otrzymane dla czterech schematow
podparcia wedtug rysunku 3.10. Do obliczenn numerycznych zastosowano metode ele-
mentoéw skoriczonych oraz metode réznic skoriczonych. W metodzie elementéw skon-
czonych wektor wyrazoéw wolnych f, wystepujacy w réwnaniu (3.21), wyznaczono
dwoma sposobami. W pierwszym przypadku sprowadzono obcigzenie réwnomiernie
roztozone do weztow siatki MES zgodnie z rysunkiem 3.11. Wowczas wzor (3.23)
upraszcza sie do postaci f = P,,. W drugim przypadku skorzystano z funkceji ksztal-
tu i zastosowano wzory (3.23) oraz (3.24). W tabeli 3.2 przyjeto kilka sposobow
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a) b)

__________

Rysunek 3.10. Schematy podparcia ptyty kwadratowej rozpatrywanej w przyktadzie 3.2:
plyta utwierdzona na obwodzie (a), ptyta swobodnie podparta na obwodzie (b), ptyta
swobodnie podparta na dwoch przeciwlegtych krawedziach (c), plyta swobodnie podparta

na dwoch przeciwlegtych krawedziach i utwierdzona na pozostalych krawedziach (d)

dyskretyzacji plyty. Siatki MES/MRS oraz numeracje elementow skoriczonych i ich
weztow przyjeto w sposdb analogiczny, jak to zostato wcze$niej przedstawione na

rysunku 3.8.

k

Rysunek 3.11. Sposob sprowadzania obcigzenia roztozonego na powierzchni plyty do we-
ztow siatki MES
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Tabela 3.2. Ugiecia w wybranych punktach plyty z rysunku 3.9 otrzymane za pomoca
MRS/MES dla réznych dyskretyzacji powierzchni plyty, stosujac dwa warianty obliczania
wektora obcigzenia f zgodnie z zasadami MES — sprowadzajac obcigzenie roztozone do

weztow siatki MES (a) lub wyznaczajac wektor obciazenia przy uzyciu funkeji ksztattu (b)

Siatka Warunki Punkt Ugiecie wg MES | Ugiecie wg MRS
MES/MRS brzegowe plyty x1073 [m] x1073 [m]
a) b)
2x2 utwierdzona srodek 1,4796 | 1,4796 2,6038
4 x4 na obwodzie plyty 1,4033 | 1,4033 1,7992
8x 8 (rys. 3.10a) 1,3039 | 1,3039 1,4242
16 x 16 1,2752 | 1,2752 1,3071
32 x 32 1,2678 | 1,2678 1,2758
2 x2 podparta srodek 3,4460 | 5,0632 3,9057
4 x4 na obwodzie plyty 3,9392 | 4,3282 4,0277
8 x 8 (rys. 3.10b) 4,0330 | 4,1293 4,0542
16 x 16 4,0551 | 4,0791 4,0599
32 x 32 4,0605 | 4,0665 4,0613
2x2 podparta srodek 10,115 | 12,895 -
4 x4 na dwoch plyty 12,329 | 12,985 13,757
8 x 8 krawedziach 12,901 | 13,062 13,258
16 x 16 (rys. 3.10¢) 13,045 | 13,086 13,133
32 x 32 13,082 | 13,092 13,102
2% 2 podparta srodek 11,592 | 13,510 -
4 x4 na dwoch swobodnej | 14,121 | 14,555 15,635
8 x 8 krawedziach krawedzi | 14,787 | 14,892 15,164
16 x 16 (rys. 3.10¢) plyty 14,955 | 14,981 15,048
32 x 32 14,997 | 15,004 15,019
2% 2 podparta srodek 2,0703 | 2,5561 3,1245
4 x4 wg rys. 3.10d) plyty 2,0102 | 2,1010 2,4656
8 x 8 1,9427 | 1,9638 2,0873
16 x 16 1,9236 | 1,9288 1,9622
32 x 32 1,9188 | 1,9201 1,9284

Na rysunku 3.12 pokazano graficznie deformacje powierzchni srodkowej ptyty
w przypadku, gdy plyta jest utwierdzona na obwodzie wedtug rysunku 3.10a) oraz

swobodnie podparta na dwoch krawedziach zgodnie z rysunkiem 3.10c¢).
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Rysunek 3.12. Wykresy ugiecia plyty analizowanej w przyktadzie 3.2, utwierdzonej na

obwodzie (a) oraz swobodnie podpartej na dwoch przeciwlegltych krawedziach (b)

Analizujac wyniki przedstawione w tabeli 3.2, mozna wyciggnaé¢ wniosek, ze za-
dowalajace wartosci przemieszczenn punktu srodkowego plyty, nie rézniace sie o wie-
cej niz 1% w odniesieniu do rozwigzania analitycznego, otrzymano w nastepujacych

przypadkach:

e przy zastosowaniu MES:

— dla ptyty utwierdzonej na obwodzie, przyjmujac siatke 32 x 32,

— dla plyty podpartej swobodnie na obwodzie, stosujac siatke 8 x 8 oraz spo-
sob a) obliczania wektora f lub przyjmujac siatke 16 x 16 wraz ze sposobem b)
wyznaczania tego wektora,

— dla ptyty podpartej swobodnie na dwoch krawedziach, zaktadajac gestoscé
siatki 8 x 8 oraz sposob b) obliczania wektora f lub przyjmujac siatke 16 x 16
wraz ze sposobem a) wyznaczania tego wektora,

— dla plyty podpartej w sposob mieszany wedtug rysunku 3.10d), stosujac siatke
o gestosci 16 x 16,

e przy zastosowaniu MRS:

— dla ptyty podpartej swobodnie na obwodzie, przyjmujac siatke 4 x 4,

— dla plyty podpartej swobodnie na dwoch krawedziach, stosujac siatke 16 x 16,

— dla plyty podpartej w spos6b mieszany wedlug rysunku 3.10d), zaktadajac
siatke 32 x 32.

Poréwnujac wyniki otrzymane obiema metodami numerycznymi (MES i MRS), moz-
na stwierdzi¢, ze metoda elementoéw skonczonych okazala sie by¢ bardziej efektywna
dla pltyty utwierdzonej na obwodzie, podpartej swobodnie na dwoch krawedziach
oraz podpartej w sposob mieszany. Otrzymano woéwczas wyniki blizsze analitycznym

w poréwnaniu z metodg réznic skonczonych. Z kolei metoda roéznic skoniczonych po-
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zwolita otrzymaé korzystniejsze wartosci ugiecia dla ptyty podpartej swobodnie na
obwodzie oraz dla plyty podpartej swobodnie na dwoch krawedziach w przypadku

obliczania przemieszczenia $rodka jej swobodnej krawedzi.

Przyklad 3.3. Plyta kwadratowa o lintowo zmiennej grubosci obcigzona rowno-
miernie, przy roznych schematach podparcia

W przyktadzie rozpatrzono plyte kwadratowa o liniowo zmiennej grubosci, ob-
cigzong rownomiernie na calej powierzchni obcigzeniem o wartosci p = 1000 kPa.
Przyjeto, ze plyta posiada liniowo zmienng grubo$é¢ w jednym kierunku, a jej prze-
kroj wzdtuz tego kierunku przedstawiono na rysunku 3.13. Przyjeto dlugo$é¢ boku
plyty A = 1,0 m. Minimalna grubosé¢ ptyty wynosi Ho = 0,1 m, a maksymalna
grubos$¢ przyjmuje wartosci ze zbioru Hy € {0,2, 0,3, 0,4} m.
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Rysunek 3.13. Przekr6j plyty o zmiennej gruboéci, analizowanej w przyktadzie 3.3

Rozpatrzono cztery r6zne schematy podparcia plyty, ktore przedstawiono w po-
przednim przyktadzie na rysunku 3.10, przy czym zalozono, ze liniowa zmiennosé
grubosci wystepuje wzdtuz kierunku poziomego. W tabeli 3.3 przedstawiono war-
tosci przemieszczen pionowych w charakterystycznych punktach ptyty dla czterech
wariantoéw podparcia wedtug rysunku 3.10 oraz dla trzech przypadkéw maksymalne;j
grubosci ptyty H; zgodnie z rysunkiem 3.13. Uzyto metode réznic skoficzonych oraz
przyjeto kilka gestosci siatki MRS w celu zbadania zbiezno$ci uzyskanych wynikéw.

Podsumowujac wyniki zestawione w tabeli 3.3, mozna wyciagna¢ wniosek, ze
w wiekszosci rozwazanych przypadkow zamocowania plyty wyrazna zbieznos$é wy-
nikéw rozpoczyna sie od siatki 16 x 16. Przyjmujac kryterium réznicy procentowe;j
miedzy wynikami dla kolejnych siatek mniejszej od 1%, mozna stwierdzi¢, ze zado-
walajace wartosci ugie¢ otrzymano dla siatki 32 x 32 w przypadku ptyty swobodnie
podpartej na dwoch krawedziach przy Hy/H, = 2 oraz w sytuacji swobodnego pod-
parcia ptyty na obwodzie przy H,/Hs € {3, 4}. Dla plyty utwierdzonej na obwodzie,
podpartej wedtug rysunku 3.10d) lub podpartej swobodnie na dwoch krawedziach
przy Hy/Hs € {3, 4} nalezaloby przeprowadzi¢ obliczenia, przyjmujac siatke MRS
o wiekszej gestosci. W przypadku plyty podpartej swobodnie na obwodzie i spel-
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Tabela 3.3. Wartosci przemieszczenn wybranych punktéw ptyty z przyktadu 3.3 otrzymane
przy zastosowaniu MRS dla réznych dyskretyzacji powierzchni ptyty oraz trzech r6znych

relacji maksymalnej i minimalnej grubosci ptyty

Siatka Warunki Punkt Ugiecie wg MRS dla Hy = 0,1 m
MRS brzegowe plyty x1073 [m]
H=02m | H =03m | H =04 m
2 x2 utwierdzona srodek 0,8317 0,3887 0,2176
4 x4 na obwodzie plyty 0,5727 0,2682 0,1521
8 X 8 (rys. 3.10a) 0,4454 0,2034 0,1126
16 x 16 0,4039 0,1808 0,0978
32 x 32 0,3926 0,1745 0,0937
2 x2 podparta srodek 1,2980 0,6457 0,3852
4 x4 na obwodzie plyty 1,2619 0,5741 0,3141
8 X8 (rys. 3.10Db) 1,2442 0,5507 0,2941
16 x 16 1,2386 0,5440 0,2886
32 x 32 1,2371 0,5423 0,2873
4 x4 podparta srodek 5,0502 3,0668 2,4918
8 x 8 na dwoch plyty 4,5740 2,4423 1,6005
16 x 16 | krawedziach 4,4559 2,3080 1,4531
32 x 32| (rys. 3.10c) 4,4264 2,2754 1,4190
4 x4 podparta srodek 5,7824 3,5553 2,9299
8 x 8 na dwoch swobodne;] 5,2649 2,8388 1,8794
16 x 16 | krawedziach krawedzi 95,1347 2,6824 1,7032
32 x 32| (rys.3.10c) plyty 5,1018 2,6441 1,6622
2x2 podparta srodek 1,0138 0,4853 0,2781
4 x4 | wgrys. 3.10d) plyty 0,7603 0,3377 0,1805
8x8 0,6362 0,2788 0,1475
16 x 16 0,5966 0,2606 0,1376
32 x 32 0,5859 0,2558 0,1350

niajacej warunek H;/Hs = 2 mozna uznac za zadowalajace wartosci przemieszcezen
otrzymane dla siatki 16 x 16.

Porownujac ze soba wyniki z tabel 3.2 oraz 3.3, mozna stwierdzi¢ ponadto, ze
dwukrotne zwiekszenie grubosci ptyty H; przy jednej krawedzi wzgledem przyjetej
statej grubosci Hy na przeciwleglej krawedzi powoduje 2,9-3,3-krotne zmniejszenie

wartosci przemieszczen, zaktadajac siatke 32 x 32, w odniesieniu do wartosci tych
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przemieszczen dla plyty o stalej grubosci H = Hs. W przypadku kolejnych relacji
H,/H, € {3, 4} zmniejszenie wartosci przemieszczenn w porownaniu z sytuacja stalej
grubosci H = H, jest odpowiednio 5,7-7,5-krotne oraz 9,0-14,3-krotne, w zaleznosci
od przyjetego schematu podparcia ptyty.

Na rysunku 3.14 pokazano graficznie ugiecie powierzchni srodkowej, wyznaczone
dla ptyty utwierdzonej na obwodzie wedtug rysunku 3.10a) oraz dla plyty swobodnie
podpartej na dwoch krawedziach zgodnie z rysunkiem 3.10c). Przyjeto, ze maksy-
malna grubosé¢ plyty H; jest cztery razy wieksza od grubos$ci minimalnej H,. Na
rysunku 3.14a) mozna wyraznie zauwazy¢ przesuniecie ekstremum przemieszczenia
w kierunku obszaréw o mniejszej grubosci, charakteryzujacych sie mniejsza sztywno-
Scia plyty. Ten niesymetryczny rozklad przemieszczen wystepuje takze w przypadku
pokazanym na rysunku 3.14b), jednak w przedstawionej perspektywie jest on mniej

widoczny.

Rysunek 3.14. Wykresy ugiecia plyty analizowanej w przyktadzie 3.3, utwierdzonej na

obwodzie (a) oraz swobodnie podpartej na dwoch przeciwlegtych krawedziach (b)






4. Analiza dynamiczna plyt prostokatnych
w prozni

W niniejszym rozdziale przedstawiono problem wyznaczania charakterystyk dy-
namicznych plyt prostokatnych izo- lub ortotropowych umieszczonych w prozni,
o roznorakich warunkach podparcia. W ramach prowadzonych analiz wyznaczano
czestosci 1 postacie drgan wlasnych ptyt przy zalozeniu, ze nie sa one poddane
dzialaniu dodatkowych sil wymuszajacych. Podobnie jak w poprzednim rozdziale,
wykorzystano do badan dwie metody numeryczne — metode elementéw skonczonych
oraz metode roznic skoriczonych.

Na poczatku rozdziatu przedstawiono wprowadzenie teoretyczne do tematyki
analizy dynamicznej ptyt, w ktérym omoéwiono sposob zastosowania kazdej z uzy-
tych metod numerycznych. Na zakoriczenie rozdziatu podano najwazniejsze wyniki
bedace efektem obliczeri numerycznych, do ktérych wykorzystano autorskie proce-
dury obliczeniowe przygotowane w jezyku oprogramowania Octave.

W zagadnieniach dynamicznych stanowigcych przedmiot niniejszego rozdziatu
przyjmuje sie, ze rozpatrywane uktady materialne sg w ruchu. W ogélnym przypadku
w tego typu problemach uwzglednia sie przyczyny ruchu, a oprocz sit ciezkosci bierze
sie pod uwage réwniez sity masowe i opory ruchu bedace zmiennymi czasowymi.
W dysertacji badano drgania wtasne ptyt jako konstrukeji o skoriczonej liczbie stopni
swobody, a dyskretyzacje MES odniesiono tylko do zmiennych przestrzennych, tzn.

nie poddano jej zmiennych czasowych [7].

4.1. Réwnanie ruchu ptyty w ujeciu MES

Zgodnie z metodologia MES réownanie rownowagi konstrukeji w zagadnieniach

statycznych wyraza sie wzorem:

Kq=F, (4.1)

gdzie K oznacza globalna macierz sztywnosci pltyty wyznaczong zgodnie z zasadami
opisanymi w podrozdziale 3.2.1 z uwzglednieniem odpowiednich warunkéw podpar-
cia badanej plyty. Z kolei q oznacza globalny wektor przemieszczen (translacyjnych

i obrotowych) weztow siatki MES, a F — globalny wektor obciazen plyty.
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W zagadnieniach dynamicznych réwnanie (4.1) nalezy uzupenic¢ o sity bezwtad-
nosci i sity tlumienia oraz uzalezni¢ wektor przemieszczen od zmiennej czasowej t.

Dla plyty majacej ns stopni swobody! réwnanie ruchu wyraza sie wzorem [7|:
Mq(t) + Cq(t) + Kaq(t) = F(t), (4.2)

gdzie:
M - globalna macierz bezwtadnosci (mas) plyty,
C — macierz ttumienia konstrukcyjnego ptyty,
a(t), q(t), a(t) — zalezne od zmiennej czasowej t wektory odpowiednio: przyspiesze-
nia, predkosci i przemieszczen uogélnionych weztow plyty,
F(t) — zalezny od zmiennej czasowej t wektor obciazen zewnetrznych plyty.

Aby rownanie (4.2) mialo jednoznaczne rozwiazanie q(t), nalezy zada¢ w nim
warunki poczatkowe, tzn. ustali¢ wektory przemieszczenia i predkosci w chwili po-
czatkowej to = 0. Warunki te mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci ogolnej:

q(0) = Qo; (4.3)

W dalszym ciggu wzieto pod uwage drgania wtasne ptyt, a wiec zatozono, ze na
plyte nie dzialaja zadne sity wymuszajace poza wstepnym wzbudzeniem [7]. Ponadto
pominieto wpltyw tlumienia konstrukcyjnego ptyty, tzn. macierz C przyjeto jako

zerowa. RoOwnanie drgan swobodnych niettumionych ptyty wyraza si¢ wtedy wzorem:
Mq(t) + Kq(t) = 0. (4.4)

Dla powyzszego rownania przewidywane rozwiagzanie oraz jego pochodna drugiego
rzedu maja postacie:

q(?) = q,sinwt,
Q (4.5)

q(t) = —w?q, sinwt,
gdzie:
q, — wektor amplitud (postaci drgan),
w — czestosé drgan wlasnych [rad/s.

Po podstawieniu (4.5) do (4.4) otrzymuje sie uogolniony problem wtasny postaci:

(K — AM)q, = 0, (4.6)

! ng = 3w,., gdzie w, — liczba weztéw siatki MES dyskretyzujacej powierzchnie plyty.
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gdzie A = w?. Rownanie (4.6) nazywa si¢ ,podstawowym réwnaniem niettumionych
drgan swobodnych” [7]. Jego rozwiazanie sprowadza sie do znalezienia wartosci wla-
snych \; oraz odpowiadajacych im wektorow wlasnych q,; (postaci drgan), gdzie
i=1,2,3,...,n, Aby réwnanie (4.6) miato nietrywialne rozwiazanie, wyznacznik

uktadu musi mie¢ wartos¢ zerowa, tzn.
det (K — AM) = 0. (4.7)

7 rozwiazania rownania (4.7) otrzymuje sie szukane wartosci wlasne \;, a na ich
podstawie — czestoéci drgan wlasnych w; = v/A;. W przypadku drgain wlasnych nie-
ttumionych wszystkie wartosci wlasne \; sg liczbami rzeczywistymi dodatnimi. Dla
kazdej wartodci wlasnej \; wyznacza si¢ ze wzoru (4.6) wektor wlasny q, ; okreslaja-
cy i-ta posta¢ drgani badanej ptyty. Wektory wtasne nie sa okreslone jednoznacznie.
Moga przyjmowaé dowolne wartosci, ale w stalych proporcjach. Aby wektory te

okresli¢ jednoznacznie, mozna je unormowac, np. wg reguly [7]:
qg,iMqa,i =L (4-8)

Wektory wlasne sa ortogonalne, tzn. anﬂMqa’j = 0 dla 7 # j. Znajomos$¢ warto-
Sci czestosci drgan wlasnych jest wazna przy projektowaniu konstrukeji obcigzonej
dodatkowymi zewnetrznymi sitami wymuszajacymi. Jesli rzeczywista czesto$¢ drgan
wymuszonych zbliza sie do czestosci drgan wtasnych, to amplitudy drgan konstrukeji
wzrastaja i zachodzi zjawisko rezonansu.

Aby wyznaczy¢ szukane charakterystyki dynamiczne badanych ptyt, nalezy roz-
wiaza¢ uogolniony problem wlasny postaci (4.6). Rozwiazanie tego zagadnienia moz-

na otrzyma¢ w §rodowisku Octave przy pomocy polecenia:
[Q,L]=eig(K,M);

Argumentem polecenia ,,eig” sa macierze K i M wystepujace w uogélnionym pro-
blemie wlasnym (4.6). W wyniku rozwiazania tego problemu program zwraca dwie
zmienne:
Q — macierz o wymiarze ns; X ng, w ktorej kolumnach wystepuja kolejne wektory
wlasne q, ;, przy czym i = 1,2,3,...,ng,
L — macierz diagonalna o wymiarze ng X ngs zawierajaca na gtownej przekatnej kolejne
wartos$ci wlasne \;, przy czym i =1,2.3,..., ns.

W wielu przypadkach korzystnie jest sprowadzi¢ uogolniony problem wlasny (4.6)

do standardowego problemu wtasnego postaci:

(H-XI)q, =0, (4.9)
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gdzie:

H - macierz symetryczna,

I — macierz jednostkowa,

d, — wektor wlasny.

Standardowy problem wlasny, wyrazony wzorem (4.9), mozna wowczas otrzymac,
stosujac jeden z trzech nizej przedstawionych sposobow, zaleznie od osobliwosci ma-
cierzy K i M [7].

1. Macierze M i K sa nieosobliwe.
a) Mozliwe jest wykonanie ponizszego przeksztalcenia uogélnionego problemu

wlasnego (4.6):

(K—AM)q, =0/ -M",
(M™'K — AI)q, =0. (4.10)

b) Niech M = LL” bedzie rozktadem Choleskiego? macierzy M. Woéwczas row-
nanie (4.10) sprowadza sie do standardowego problemu wlasnego w nastepu-

jacy sposob:

L 'K - )\LT) =0,
—M)L"q, =0,
(H- ) ) =0, (4.11)

(L")'L'K - Al)q,=0/-L",
(L
(L~

gdzie H =L 'K(L Y7 oraz q, = L' q,.

¢) Jesli macierz M jest macierza diagonalna (bez zer na diagonali), to macierz
odwrotna M ™! mozna tatwo obliczy¢ i wowcezas wystepujaca we wzorze (4.10)
macierz M 'K zachowuje strukture macierzy K (np. pasmowosé, symetrie).

2. Macierz M jest osobliwa.

a) Przypadek zachodzi przy zalozeniu granulacji masy w weztach siatki MES.
Wowcezas elementy na przekatnej gtownej macierzy M odpowiadajace obro-
towym stopniom swobody sa réwne zeru. Mozna dokonaé¢ ponizszego prze-

ksztalcenia:

(K- M)q,=0/-K,
(I-AK'M)q, =0. (4.12)

2 Warunkiem istnienia takiego rozktadu dla macierzy M jest jej symetria i dodatnia okreslo-

nosé. Macierz L wystepujaca w rozkladzie jest macierza tréjkatna dolna.
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b) Niech K = LL” bedzie rozktadem Choleskiego macierzy K. Rownanie (4.12)

sprowadza si¢ do standardowego problemu wtasnego nastepujaco:

(I-AL")"'L"'M)q,=0/-L",

(L" = AL"'M) q, =0,
(LML) ) Ua, =0 /(<5 )
(H-A)q, =0, (4.13)

gdzie: H=L'M(L "7, q, = L"q, oraz A = 1
3. Macierz K jest osobliwa.

a) Przypadek zachodzi w analizie konstrukeji bez uwzgledniania warunkow brze-
gowych. We wzorze (4.6) nalezy wtedy podstawi¢ A = A\ + a, gdzie a jest
pewnyg liczbg ujemna, ktorej warto$¢ mozna przyjacé np. jako

a=001 TR
trM’
gdzie tr K oznacza $lad macierzy® K.

b) Problem (4.6) sprowadza si¢ do postaci:
(K — aM) — \)M]q, = 0. (4.14)

¢) Macierz (K — aM) jest dodatnio okreslona® i dalej procedure sprowadza-
nia problemu (4.14) do postaci standardowej wykonuje sie wedlug jednego

z dwoch wezesniej omowionych przypadkow.

W programie Octave problem (4.11) mozna rozwigza¢ przy pomocy nastepuja-

cego ciagu poleceni:

L=chol(M, ’lower’); % rozktad Choleskiego macierzy M
H=inv (L) *K*inv(L’); % macierz symetryczna H
[Q,Lambdal=eig(H); % wyznaczenie macierzy wektordéw witasnych Q

% oraz macierzy wartoSci wtasnych Lambda

W wyniku rozwigzania problemu (4.11) otrzymuje sie wartosci wlasne \; oraz
wektory wlasne q,,;. Aby otrzyma¢ wektory wilasne q,; dla wejsciowego proble-

u (4.6), nalezy dokonaé ponizszego przeksztalcenia:

q,; = L") 'q,,.

3 Sladem macierzy kwadratowej nazywa sie sume jej elementoéw na gléwnej przekatnej.
4 Zgodnie z tzw. kryterium Silvestera macierz jest dodatnio okreslona, jezeli wyznaczniki

wszystkich jej minorow gltownych sa dodatnie (zrodto:
https://ii.uni.wroc.pl/ ~kosciels/algebra/pliki/macierze_ dodatnio.pdf, dostep: 23.10.2024).
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Aby przeprowadzi¢ analize dynamiczna ptyty poddanej jedynie drganiom swo-

bodnym, nalezy wykonac¢ ponizsze kroki:

1. wyznaczenie globalnej macierzy sztywnosci K ptyty z uwzglednieniem warunkow
brzegowych, zgodnie z zasadami statyki,

2. wyznaczenie macierzy bezwladnosci M plyty z uwzglednieniem warunkéw brze-
gowych,

3. rozwiazanie uogodlnionego problemu wtasnego (4.6) lub sprowadzenie uogoélnio-
nego problemu wtasnego do standardowego problemu wtasnego: (4.10), (4.11),
(4.13) lub (4.14), w zaleznosci od zachodzacego przypadku odno$nie osobliwosci
macierzy K i M,

4. wyznaczenie szukanych czestosci drgan wtlasnych w; i wektoréow postaci drgan

wlasnych q, ; oraz graficzne przedstawienie postaci drgan wlasnych plyty.

W analizie dynamicznej konstrukcji, z inzynierskiego punktu widzenia, przewaznie
wystarczajace jest wyznaczenie kilku jej pierwszych czestosci drgan whasnych.
Posta¢ macierzy bezwladnosci M plyty mozna okresli¢ na jeden z dwoch nizej

opisanych sposobow:

1. przyjecie granulacji masy w wezlach siatki MES

a) W podejsciu tym zaklada sie, ze masa plyty jest skupiona w weztach elemen-
tow skoriczonych dyskretyzujacych powierzchnie ptyty.

b) Macierz mas jest macierza diagonalna, a jej wymiar ng X ng jest rowny wy-
miarowi macierzy sztywnosci K plyty.

¢) Wartosci mas skupionych wystepuja w elementach diagonali odpowiadaja-
cych translacyjnym stopniom swobody. Pozostate elementy gtéwnej przekat-
nej sa wypelnione zerami. Zatem macierz bezwladnosci jest osobliwa.

d) Mase plyty mozna skupia¢ w weztach siatki MES na rozne sposoby. Ponizej
oméwiono trzy z nich, przy czym w badaniach numerycznych prowadzonych
W niniejszej pracy zastosowano sposob pierwszy.

e Masa plyty skupiona jest we wszystkich weztach siatki MES, a wiec w we-
ztach wewnetrznych i brzegowych. Wowcezas kazdemu weztowi odpowiada
masa przypadajacego na niego fragmentu plyty zgodnie z rysunkiem 4.1a).
Mase skupiong przypadajaca na i-ty wezetl siatki MES, przyjmujac kolejno

i=1,2,3,...,(m+1)(n+ 1), mozna wyznaczy¢ ze wzoru:
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Ik

I

I

k

Rysunek 4.1. Graficzne przedstawienie fragmentéw plyty przypadajacych na poszczegolne
masy skupione: we wszystkich weztach siatki MES (a), w wewnetrznych weztach siatki

MES przy nier6wnym rozdziale mas na poszczegolne wezty (b)

gdzie:

p — gestos¢ materiatu ptyty |kg/m?],

A; — pole powierzchni plyty przypadajace na i-ty wezet siatki MES [m?],
H — grubos¢ plyty [m)].

Przy podziale plyty na jednakowe elementy skoniczone otrzymuje sie trzy

rozne wartosci mas skupionych:

my = p-h-k-H dla wezléw wewnetrznych,
1

my=p-5- h-k-H dla weztéw wewnetrznych na krawedziach,
1

my=pq h-k-H dla weztéw naroznych.

e Masa plyty skupiona jest tylko w weztach wewnetrznych siatki MES i za-
ktada sie, ze wszystkie masy skupione maja rowne wartosci, ktére wyzna-

cza sie ze wzoru:

-A-B-H

gdzie:
A, B — wymiary plyty [m]
ne = m - n — taczna liczba elementéw skonczonych.
e Masa plyty skupiona jest tylko w weztach wewnetrznych siatki MES, a we-

ztom wewnetrznym przy krawedziach i przy narozach odpowiadajg wiek-
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sze wartosci masy. Obszary przypadajace na poszczegblne masy skupione

przedstawiono na rysunku 4.1b). Otrzymuje sie trzy rozne wartoSci mas:

my = p-h-k-H dla weztéw wewnetrznych,
3

my=p-5- h - k- H dla weztow wewnetrznych na krawedziach,
9

my=p h -k - H dla wezléw naroznych.

2. utworzenie macierzy bezwtadnosci przy zalozeniu cigglego rozktadu masy, tzn.

wykorzystujac funkcje ksztattu

a) Zgodnie z praca |7] macierz bezwtadnosci dla pojedynczego elementu skon-

czonego dyskretyzujacego powierzchnie plyty mozna wyznaczy¢ z ponizszego

WZOru:
T —
M, = / NmmedQe, (4.17)
Qe
gdzie
e e e [+
1 Nl N2 N3 PR N12
_ 8 e _ ON¢  ON§ NS ONE,
Nm - ox N = Ox ox ox o ox (418)
9 ON¢ AN  ONE AONE,
Y 9y 0y gy 9y

jest macierza zawierajaca pochodne czgstkowe pierwszego rzedu z funkcji
ksztattu charakteryzujacych element skoriczony. Natomiast macierz p zalezy

od gestosci materialu ptyty i okresla ja wzor:

pH 0 0
p=1 0 2 o |. (4.19)
0 o ez

12

Macierz bezwtadnosci elementu skoniczonego wyznaczona ze wzoru (4.17) na-
zywa sie macierza konsystentng i jest ona petna oraz symetryczna. Poniewaz
otrzymuje sie ja z tych samych funkcji ksztattu, przy uzyciu ktérych uzyskuje
sie macierz sztywnosci K., okresla sie ja tez jako macierz konsekwentna. Jej
elementy oblicza sie przy pomocy metod catkowania numerycznego. Mozna
wykona¢ catkowanie np. metoda Gaussa lub wykorzysta¢ podejscie autorskie,
ktore opisano w podrozdziale 3.2.1 (wzér (3.19) i rysunek 3.2).

Globalng macierz bezwtadnosci M dla catej pltyty otrzymuje sie przy zasto-
sowaniu algorytmu agregacji macierzy bezwtadnosci M, kolejnych elementéw

skoriczonych e = 1,2,3, ..., mn. Agregacje macierzy bezwtadnosci wykonu-
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je sie w sposob analogiczny jak w przypadku macierzy sztywnosci. Mozna

symbolicznie zapisac:

hdzgiM& (4.20)

Uwzglednienie warunkéw brzegowych w macierzy M polega na wypelnieniu zera-
mi wierszy i kolumn odpowiadajacych zerujacym sie stopniom swobody, zgodnie

z zadanymi warunkami podparcia na krawedziach.

4.2. Réwnanie ruchu ptyty w ujeciu MRS

Aby otrzymacé czestosci i postacie drgan wlasnych plyty o zmiennej sztywnosci
przy zastosowaniu metody roznic skonczonych, nalezy skorzysta¢ z uktadu réwnan
pozwalajacego wyznaczy¢ ugiecia w;; w weztach siatki MRS dla przypadku obcig-
zenia statycznego. Ten uktad réwnan zostal wyprowadzony w podrozdziale 3.2.2
i wyraza sie wzorem (3.85). W macierzy A ukladu wprowadza sie odpowiednie wa-
runki brzegowe plyty, zgodnie z zasadami opisanymi w podrozdziale 3.2.2.

W przypadku analizy drgan wlasnych ptyty nalezy zatozy¢, ze jest ona obcigzona
tylko sitami bezwtadnosci, a wiec intensywno$¢ obcigzenia w punkcie jej powierzchni

o wspoOtrzednych (x,y) wyraza sie wzorem:

O*w(x,y,t)

o (4.21)

p(z,y) = B(z,y) = —m -

gdzie:

m — masa plyty na jednostke powierzchni wyrazona w kg/m?,

w(z,y,t) — przemieszczenie pionowe punktu ptyty o wspdtrzednych (z,y) w chwili ¢.
Przy pomocy wzoru (4.21) mozna wyznaczy¢ elementy wektora wyrazow wol-

nych (3.94) w uktadzie rownan (3.85). Nalezy wowczas zbior punktow powierzchni

plyty okreslonych przez wspohrzedne (x,y) zastapi¢ dyskretnym zbiorem punktow

(1, 7) stanowiacych wezly siatki MRS. Otrzymuje sie wtedy wzor na elementy wek-

tora p:
mij d2wij (t)

Ay A

pij = Bij = — (4.22)

gdzie:

m;; — masa czesci plyty przypadajacej na wezel (i, j) siatki MRS,

A;; — pole powierzchni czesci plyty przypadajacej na wezet (i, j) siatki MRS,
J € yty y Jace] € J

w;;(t) — przemieszczenie pionowe punktu (7, 7) ptyty w chwili ¢.
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Ze wzoru (4.22) wynika, ze intensywnos¢ obciazenia p dzialajacego na plyte jest
stala na powierzchni A;;. Przemieszczenie pionowe punktu (7,7) plyty w chwili ¢

mozna wyrazi¢ wzorem:

w;j(t) = Wyjsin(wt), (4.23)

gdzie:
W;; — amplituda drgain punktu (i, j) plyty,
w — czestosé drgan wiasnych plyty.
Po podstawieniu (4.23) do (4.22) otrzymuje sie:
_Mij

Dij = A : (—Wij(A)Q sin(wt)) = mij . VVZ']'(.U2 sin(wt), (424)
%)

gdzie przyjeto oznaczenie m;; = m;;/A;;. Wzory (4.24) oraz (4.23) nalezy podstawi¢
do roéwnania (3.39). Po podzieleniu powstatego rownania stronami przez sin(wt)

i zestawieniu rownan dla wszystkich weztow siatki MRS otrzymuje sie uktad rownan

postaci:
( ) o,
W1 mi w W1
WQ l’i’lg w2 W2
A = . ,
~ 2
. Wn+1 ) L my; 1w WnJrl )

ktory mozna tez zapisa¢ rownowaznie jak ponizej:

( ) r 7 ( )
w m W
A- Lo ‘o : L (4.25)
L Wn-l—l ) i Ii’ln—s—l ] L Wn—l—l )
gdzie
B B T ( 3
mi,; Wl,j
Mo Wo -
m; = o oraz W; = » (4.26)
i merl,j ] L Wm+1,j )

dla j =1,2,3,...,n+ 1. Wzor (4.25) stanowi uogo6lniony problem wtasny nastepu-
jacej postaci:

(A —w?*M)W =0, (4.27)
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gdzie

m; W,

m, W,
M = ' oraz W = ' . (4.28)

mn+1 L Wn+1 )

Rozwigzaniem problemu wlasnego (4.27) sa wartosci wlasne A = w?

oraz wektory
wlasne W. Problem wtasny (4.27) rozni sie od zagadnienia wlasnego (4.6) wyznaczo-
nego przy pomocy MES tym, ze w przypadku MRS macierz sztywnosci K zastapiono
macierzg operatoréw réznicowych A. Ponadto macierz mas M w metodzie réznic
skoniczonych wyznacza si¢ jedynie jako diagonalna z przyjeciem zalozenia granulacji
masy w wezlach siatki MRS. Warto$ci mas w tej macierzy sa wyrazone w kg na
jednostke powierzchni plyty (przewaznie na 1 m?). Zagadnienie wlasne wyrazone
wzorem (4.27) charakteryzuje sie mniejszym wymiarem w poréwnaniu z proble-
mem wlasnym (4.6), poniewaz niewiadomymi sa w nim jedynie przemieszczenia
translacyjne. W metodzie elementéw skoniczonych wyznacza sie wartosci zaréwno
translacyjnych, jak i obrotowych stopni swobody.

W przypadku plyty, na powierzchni ktoérej zdefiniowano siatke MRS o wymia-
rze m X n podobszaréw, odpowiednio wzdtuz krawedzi poziomej i pionowej, kaz-
demu punktowi o wspoétrzednych (z;, y;) mozna przypisa¢ mase posiadajaca numer
k= (j—1)m+ j+i— 1. Numeracje mas skupionych w weztach siatki MRS przed-
stawiono na rysunku 4.2. Zaznaczono na nim réwniez fragmenty powierzchni plyty
przypadajace na poszczegoblne masy.

Aby wyznaczy¢ macierz M w programie Octave, nalezy w pierwszej kolejnosci
utworzy¢ macierz pomocnicza o wymiarze 4 x (m + 1)(n + 1) zawierajaca w ko-
lumnach wspolrzedne (z,, Tk, yp, yx) obszaréw przypadajacych na kolejne masy sku-
pione. Wspo6trzedne charakteryzujace dany obszar przedstawiono na rysunku 4.3.
Na podstawie rysunkow 4.2 oraz 4.3 mozna stwierdzi¢, ze macierz pomocnicza ze

wspolrzednymi podobszaréw plyty posiada nastepujaca strukture:

0 h  3h (2m—1)h 0 h 3k (2m—1)h 0 h (2m—1)h

2 2 2 2 2 2 2 2
h 3h 5h h  3h  5h h 3h
2 2 2 mh 2 2 2 mh 2 2 mh

k k k k (2n—1k  (2n—1)k (2n—1)k
0 0 0 0 5 5 & 5 5 5 e 5
k k k k 3k 3k 3k 3k
(4.29)

Dla kazdej masy punktowej nalezy wyznaczy¢ objetos¢ obszaru, ktory na nia

przypada jako catke podwojna z funkeji grubosci ptyty H(z,y). Dla [-tej masy
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Rysunek 4.2. Numeracja mas skupionych w weztach siatki MRS dla plyty o zmiennej

sztywnosci

Yk

Yp

U X

Rysunek 4.3. Oznaczenie wspotrzednych okreslajacych potozenie obszaréw ptyty przypa-
dajacych na masy skupione w weztach siatki MRS

punktowej objetosé¢ ta wyrazona jest wzorem:

Tk Yk
V= / / H(z,y)dydz. (4.30)
Tp Yp

Catke (4.30) mozna obliczy¢, korzystajac z opracowanej w srodowisku Octave proce-
dury catkowania po obszarze prostokatnym przy uzyciu metody Gaussa lub metody
autorskiej opisanej w podrozdziale 3.2.1. Po wyznaczeniu objetosci wszystkich pod-
obszaréw okresla sie ich mase na podstawie znanej wartosci gestosci materiatu ptyty.
Nastepnie otrzymane wartosci mas dzieli sie przez powierzchnie przypadajacego na
nie obszaru. Tak obliczone masy, wyrazone w kg/ m?, sg wpisywane jako elementy

przekatnej gtéwnej macierzy mas plyty M.
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4.3. Przyklady analizy dynamicznej ptyt w prézni

W niniejszym podrozdziale przedstawiono kilka przykladéow wyznaczania czesto-
Sci i postaci drgan wlasnych ptyt przy zastosowaniu metody elementéw skonczonych
i metody roznic skoniczonych. Przyjeto rézne schematy podparcia badanych plyt.

Badania przeprowadzono dla ptyt o staltej i zmiennej grubosci.

Przyktad 4.1. |25] Drgania wtasne plyty o statej grubosci, podpartej swobodnie na
obwodzie

W przyktadzie rozpatrzono plyte kwadratows o schemacie podparcia przedsta-
wionym na rysunku 3.10b). Dlugosé boku badanej plyty wynosi 2,0 m, a grubosé
przyjeto stala na calej powierzchni i réwng 0,01 m. Plyte wykonano z materiatu
izotropowego o module Younga E = 205 GPa, wspotczynniku Poissona v = 0,3
i gestosci p = 7850 kg/m>. W tabeli 4.1 przedstawiono warto$ci czestosci drgar
wtasnych ptyty otrzymane przy zastosowaniu metody elementéw skoniczonych oraz
metody roznic skonczonych dla siatki o wymiarze 20 x 20. Aby wyznaczy¢ czestosci
drgan wtasnych przy uzyciu metody elementéw skoriczonych, przyjeto konsystentna
macierz bezwladnosci ptyty. W celu otrzymania macierzy mas i sztywnosci ptyty
zastosowano autorskie metody catkowania, gdzie punkty catkowania rozmieszczono
zgodnie z rysunkiem 3.2a), d), ). Otrzymane wyniki por6wnano z wartosciami otrzy-
manymi analitycznie [11] oraz przy zastosowaniu metody elementow brzegowych [9)].
Na rysunku 4.4 przedstawiono wygenerowane w $rodowisku Octave postacie drgan
wlasnych odpowiadajace wyznaczonym czestosciom. Wykresy postaci drgan uzyska-

no przy wykorzystaniu metody réznic skonczonych.

Tabela 4.1. Wartodci czestosci drgan wlasnych dla ptyty z przyktadu 4.1

Crestosci drgan wlasnych w [rad/s|
Nr | anal. | MEB | MES, | MES, | MES, | MRS
[11] 9] rys 3.2a) | rys 3.2d) | rys 3.2e)
1 76,313 | 76,318 76,204 76,202 76,197 | 76,195
2,3 1190,783 | 190,710 | 190,322 | 190,305 | 190,269 | 189,549
4 | 305,253 | 304,918 | 303,526 | 303,492 | 303,420 | 302,902
381,567 | 380,805 | 380,417 | 380,338 | 380,168 | 375,368

Na podstawie danych zawartych w tabeli 4.1 mozna stwierdzié¢, ze wartosci cze-
stosci drgan wlasnych plyty otrzymane przy pomocy MES i réznych sposobdéw catko-
wania numerycznego oraz w ujeciu MRS sg do siebie bardzo zblizone. Nie odbiegaja

one znaczaco od wynikow zawartych w znanych pozycjach literaturowych [9, 11].
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Najblizsze wynikom analitycznym sg wartosci czestos$ci drgan wlasnych wyznaczone
przy uzyciu MES oraz catkowania numerycznego z rozmieszczeniem punktoéw catko-
wania wedlug rysunku 3.2a). Roznica procentowa miedzy wynikami numerycznymi
i analitycznymi nie przekracza w tym przypadku 1%. Najbardziej odbiegaja od war-
tosci analitycznych czestosci drgan wtasnych otrzymane przy uzyciu MRS. Jednak
i w tym przypadku wyniki do czwartej czestosci drgan wlasnych mozna uznaé za
zadowalajgce z uwagi na réznice procentowa nie przekraczajaca 1% w odniesieniu do
wartosci wyznaczonych analitycznie. Jedynie w przypadku dalszej, piatej czestosci

drgan roznica ta przekracza 1%.

1 postac 2 postaé 3 posta¢

4 postac 5 postaé

Rysunek 4.4. Pie¢ pierwszych postaci drgan wtasnych ptyty kwadratowej swobodnie pod-
partej z przyktadu 4.1

Przyklad 4.2. |25| Drgania wtasne plyty o statej grubosci, utwierdzonej na jednej
krawedzi

W przyktadzie rozpatrzono ptyte kwadratowa utwierdzona na jednej krawedzi.
Dtugos¢ boku badanej ptyty wynosi 2,0 m, a grubos¢ przyjeto stala na catej po-
wierzchni i réwna 0,05 m. Material plyty oraz geometrie siatek MES i MRS przy-

jeto jak w przyktadzie 4.1. Otrzymane wartosci pierwszych czterech czestosci drgan
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wlasnych w ujeciu metod numerycznych MES oraz MRS pokazano w tabeli 4.2.
Wyniki por6éwnano z warto$ciami otrzymanymi przy uzyciu MEB, zawartymi w po-
zycji literaturowej [9]. Odpowiadajace postacie drgan wlasnych przedstawiono na

rysunku 4.5.

Tabela 4.2. Wartosci czestodci drgan wlasnych dla ptyty z przyktadu 4.2

Czestosci drgan wlasnych w [rad/s|
Nr | MEB MES, MES, MES, MRS
9] rys. 3.2a) | rys. 3.2d) | rys. 3.2e)
1 | 66,924 67,087 67,086 67,085 68,018
2 164,302 | 164,372 164,369 164,356 | 183,713
3 | 415,787 | 411,253 411,240 411,207 | 406,904
4 | 533,809 | 524,961 524,974 524,974 | 546,831
1 postaé 2 postaé

Rysunek 4.5. Cztery pierwsze postacie drgan wlasnych ptyty kwadratowej wspornikowe]

z przyktadu 4.2

Analizujac wyniki zestawione w tabeli 4.2, mozna stwierdzié¢, ze najblizsze wyni-
kom zawartym w literaturze sa czestosci drgan wlasnych uzyskane przy uzyciu MES

oraz catkowania numerycznego z punktami catkowania rozmieszczonymi wedlug ry-
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sunku 3.2e). W tym przypadku roznice procentowe nie przekraczaja 1% dla pierwszej
i drugiej czestosci drgan wlasnych. Wyniki obliczenn numerycznych otrzymane przy
zastosowaniu MRS bardziej odbiegaja od wartosci z literatury. Juz w przypadku
pierwszej czestoscl drgan roznica miedzy wynikami przekracza 1%. Mozna sformu-
towa¢ wniosek, ze w metodzie réznic skoriczonych nalezy zastosowaé wieksza gestosé

siatki w poréwnaniu z dyskretyzacja wedhug metodologii MES.

Przyklad 4.3. 25| Drgania wtasne plyty o zmiennej grubodci, utwierdzonej na jed-
nej krawedzi

W przyktadzie rozpatrzono ptyte kwadratows utwierdzona na jednej krawedzi.
Dtugosé boku badanej plyty wynosi A = 2,0 m. Przyjeto, ze plyta ma liniowo
zmienng grubosé¢ w jednym kierunku. Przekroj plyty przyjeto jak w przykladzie 3.3
i przedstawiono na rysunku 3.13. Minimalna grubos$¢ pltyty wystepuje przy swo-
bodnej krawedzi i wynosi ona Hs = 0,05 m. Maksymalna grubo$¢ ptyty zloka-
lizowana jest wzdluz krawedzi utwierdzonej i przyjmuje ona wartosci ze zbioru
H, ={0,1, 0,15, 0,2} m. Material plyty przyjeto identyczny jak w dwoch poprzed-
nich przyktadach. Wartosci czterech pierwszych czestosci drgan wtasnych otrzymane
przy wykorzystaniu metody réznic skoriczonych przedstawiono w tabeli 4.3 dla trzech
roznych grubosci H; plyty oraz siatki MRS 20 x 20. Ponadto dla grubosci H; = 0,2 m
wyznaczono czestosci drgan przy uzyciu czterech roznych gestosci siatki MRS w celu

sprawdzenia zbieznosci otrzymywanych wynikow.

Tabela 4.3. Czestosci drgan wlasnych ptyty z przyktadu 4.3 wyznaczone dla réznych war-
tosci grubosci maksymalnej Hy plyty, przy uzyciu czterech gestosci siatek MRS

Rozw. MRS — czestosci drgan whasnych w [rad/s]
Nr | Rozw. dla siatki 20 x 20 | Rozw. dla H; = 0,2 m i réznych siatek MRS

H=01lm|H=015m| 14x14 | 20x20 | 30 x 30 40 x 40
1 144,138 227,247 311,880 | 315,428 | 316,993 317,363
2 252,741 320,410 418,410 | 391,302 | 374,641 366,782
3 611,177 758,965 892,306 | 886,417 | 878,680 873,270
4 767,513 1004,124 1267,733 | 1244,375 | 1239,151 | 1237,176

Postacie drgan wtasnych dla rozpatrywanych przypadkow ptyty o zmiennej gru-
bosci sa bardzo podobne do tych przedstawionych na rysunku 4.5. Roznica polega
jedynie na tym, ze ekstremalne wartosci na wykresach, w miare wzrostu roéznicy gru-
bosci plyty na swobodnej krawedzi w poréwnaniu z krawedzig utwierdzona, ulegaja

przesunieciu w kierunku obszaréw plyty o mniejszej sztywnosci.
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Analizujac wyniki przedstawione w tabeli 4.3, mozna wyciaggna¢ wniosek, ze war-
tosci czestosci drgan wlasnych otrzymane dla plyty o zmiennej liniowo sztywnosci
rosng wraz ze wzrostem grubosci plyty przy jej utwierdzonej krawedzi. W przypadku
pierwszej czestosci drgan wiasnych dwukrotne zwiekszenie grubosci Hy plyty przy
utwierdzonej krawedzi w odniesieniu do grubosci H, przy krawedzi swobodnej powo-
duje okoto 2,15-krotny wzrost wartosci tej czestosci w poréwnaniu z ptyta o stalej
grubo$ci H = H,. W przypadku 3- i 4-krotnego zwiekszenia grubosci plyty przy
utwierdzonej krawedzi wzrost pierwszej czestosci drgan jest odpowiednio 3,4- oraz
4,7-krotny.

7 przeprowadzonego testu zbieznosci wynikéw dla réznych siatek MRS mozna
wywnioskowaé, ze czestosci drgan, poza druga, zmieniaja si¢ nieznacznie poczawszy
od siatki o gestosci 30 x 30, ze wzgledu na réznice w odniesieniu do siatki 20 x 20
nie przekraczajaca 1%. Dla drugiej czestosci drgan zaleca sie wykonanie obliczen dla
siatki gestszej niz 40 x 40 i sprawdzenie ponownie zbieznosci uzyskanych wynikéw
wedtug przyjetego kryterium roznicy procentowej dla dwoch sagsiednich siatek nie

wiekszej od 1%.

Przyktad 4.4. [25] Drgania wltasne swobodnie podpartej plyty ortotropowej o statej
grubosci

W niniejszym przyktadzie rozpatrzono plyte kwadratows o schemacie podpar-
cia i wymiarach identycznych jak w przykladzie 4.1. Réznica polega jedynie na
przyjetym materiale, z ktorego ptyta jest wykonana. Przyjeto materiat ortotropowy,
a wiec wykazujacy rézne wlasciwosci w dwoch ortogonalnych kierunkach, sktadajacy
sie z boru i zywicy epoksydowej. Stale materialowe przyjmuja nastepujace warto-
Sci [109]:

e podluzny modut Younga: F; = 211 GPa,

e poprzeczny modut Younga: Fy = 24,1 GPa,

e modul $cinania: G5 = 6,9 GPa,

e wiekszy wspolezynnik Poissona: v = 0,36,

e mniejszy wspoOlczynnik Poissona: 19 = 4o - % = 0,041,

e gestosé materiatu: p = 1967 kg/m3.

Elementy macierzy D zawierajacej sztywnosci ptyty na zginanie i skrecanie wy-
znaczono na podstawie wzorow (3.3) oraz (3.4). W tabeli 4.4 zestawiono warto-
Sci czestosci drgan wtasnych badanej plyty, ktore otrzymano przy uzyciu metody

elementow skonczonych, stosujac dwie rozne dyskretyzacje powierzchni plyty oraz
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trzy metody caltkowania niestandardowego z przyjeciem punktéw catkowania zgodnie

z rysunkiem 3.2a), d), e).

Tabela 4.4. Wartosci czestosci drgan wtasnych plyty z przyktadu 4.4 wyznaczone przy
uzyciu réznych metod numerycznego catkowania oraz dwoch sposobow dyskretyzacji po-

wierzchni plyty zgodnie z MES

Rozw. MES — czestosci drgan whasnych w [rad/s]
Nr Rozw. dla siatki 10 x 10 Rozw. dla siatki 20 x 20
rys. 3.2a) | rys. 3.2d) | rys. 3.2¢) | rys. 3.2a) | rys. 3.2d) | rys. 3.2¢)
1 84,896 84,882 84,853 85,393 85,390 85,382
2 140,227 140,173 140,055 141,849 141,835 141,805
3 255,029 254,821 254,351 257,968 257,913 257,795
4 303,225 303,086 302,781 305,323 305,287 305,212

Podsumowujac wyniki z tabeli 4.4, mozna zauwazy¢, ze réznice miedzy warto-
Sciami czestosci drgan otrzymanymi przy uzyciu siatek MES 10 x 10 oraz 20 x 20
sa najmniejsze dla rozmieszczenia punktow catkowania zgodnie z rysunkiem 3.2a).
Wynosza one: dla pierwszej czestosci drgan wlasnych 0,6%, dla drugiej i trzeciej
okoto 1,15% oraz dla czwartej czestosci 0,7%. Mozna wiec przyja¢, ze zadowalajace
wyniki uzyskano przy zastosowaniu siatki 20 x 20, przyjmujac jako kryterium roznice
warto$ci w odniesieniu do siatki 10 x 10 wynoszaca okoto 1% (dopuszczono niewielkie
przekroczenie tego progu).

W badanej ptycie ortotropowej warto$¢ pierwszej czestosci drgan wlasnych ulegla
zwiekszeniu o okoto 12% w poréwnaniu z plyta izotropows rozpatrywang w przy-
ktadzie 4.1, o tych samych wymiarach i podparciu. Druga i trzecia czestosé drgan
zmniejszyly sie odpowiednio o okoto 25% i 35%, a czwarta pozostata praktycznie

niezmieniona w poréwnaniu z plyta izotropowa.
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zanurzonych w ptynie

Tematyka niniejszego rozdzialu dotyczy wyznaczania charakterystyk dynamicz-
nych ptyt prostokatnych umieszczonych w o$rodku zewnetrznym innym niz proz-
nia. Przyjeto, ze ptyta otoczona jest catkowicie lub czeSciowo ciecza o gestosci p..
W przeprowadzanych badaniach zalozono, ze ptyn otaczajacy plyte jest niedcisliwy,
nielepki i przylega $cisle do powierzchni ptyty. Pominieto tez dodatkowy przeptyw
plynu wynikajacy z drgan ptyty. Ponadto przyjeto, ze drgania ptynu odbywaja sie
z pomijalnie matymi amplitudami [25].

Ciecz, w ktorej umieszczona jest badana plyta, stanowi zrodto ,,dodatkowych sit
bezwladnosci zwigzanych z jej masg oraz sit tlumienia zwigzanych ze zjawiskiem
wypromieniowywania energii” [9]. W obliczeniach przeprowadzonych w niniejszej
pracy obecno$¢ pltynu uwzgledniono przy zastosowaniu metody elementéw brzego-
wych (MEB), zgodnie 7 zasadami przedstawionymi w [9]. Za pomoca odpowiedniego
algorytmu opracowanego w $rodowisku Octave wyznaczono macierz bezwladnosci
plynu M., ktora jest macierza petna. Nastepnie elementy tej macierzy dodano do
odpowiednich elementéw macierzy bezwtadnosci plyty M, odnoszacych si¢ do jej
translacyjnych stopni swobody. W ten sposéb utworzono macierz bezwtadnosci M,
uktadu plyta—ciecz, ktora wykorzystano do rozwiazania problemu wlasnego (4.6)
lub (4.27) i w konsekwencji do wyznaczenia czestosci i postaci drgan wlasnych ana-
lizowanego uktadu. Macierz bezwladnosci plyty wyznaczono zgodnie z zasadami
opisanymi w rozdziale 4.

Niniejszy rozdziat rozpoczeto od wprowadzenia teoretycznego, w ktorym opisano
w sposob skrocony zasade wyznaczania macierzy bezwtadnosci cieczy przy zastoso-
waniu metody elementéw brzegowych. W kolejnych dwoch podrozdziatach oméwiono
metodyke otrzymywania charakterystyk dynamicznych plyty zanurzonej catkowicie
lub cze$ciowo w cieczy przy uzyciu kombinacji metod numerycznych MES-MEB
oraz MRS-MEB. Na zakonczenie rozdzialu przedstawiono kilka przyktadéow nume-
rycznych, w ktorych wyznaczono czestosci drgan wltasnych zanurzonych w ptynie
plyt o statej lub zmiennej sztywnosci i réznorakich warunkach podparcia. Podobnie
jak w poprzednich rozdziatach, do testow numerycznych wykorzystano autorskie

algorytmy opracowane w srodowisku Octave.
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5.1. Wyznaczanie macierzy bezwladnosci plynu przy

zastosowaniu MEB

W niniejszej pracy obecnosé pltynu otaczajacego ptyte uwzgledniono przy uzyciu
metody elementow brzegowych na podstawie pracy [9]. Na wstepie powierzchnie
plyty nalezy zdyskretyzowac, dzielac ja na N podobszaréw prostokatnych, przy czym
powierzchnia i-tego podobszaru wynosi S;. Przyjete podobszary, dalej nazywane
podobszarami cieczy, spelniajg role elementéw brzegowych typu ,constans” o jednym
punkcie kolokacji. W dalszym ciagu przyjeto podzial powierzchni ptyty na N =c-d
rownych podobszaréw prostokatnych o wymiarach hy x ki, z ktérych kazdy ma
powierzchnie S = hik;. Dyskretyzacje plyty na jednakowe podobszary cieczy wraz

z ich numeracja przedstawiono na rysunku 5.1.

y

O
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Rysunek 5.1. Dyskretyzacja ptyty catkowicie zanurzonej w ptynie z uzyciem jednakowych

podobszaréw cieczy o ksztatcie prostokatnym

Zgodnie z 9] potencjal pola predkosci $cisliwego i nielepkiego ptynu dla drgan

o matych amplitudach p(x,t) = @(x) - €*! spetnia rownanie Helmholtza:
VG + k%9 =0, (5.1)

gdzie:

x = (z,y, 2z) — wektor polozenia dowolnie przyjetego w przestrzeni punktu P,

Kk = w/ay — wspotezynnik $cisliwosci cieczy przyjmujacy wartosé zero w przypadku
cieczy niescidliwej,

ao — predko$é dzwieku w cieczy,
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W = WRe + Wiy, — czestosé kotowa drgan wiasnych, przy czym dla cieczy niecisliwe]
czeS¢ urojona wr, = 0.

Rozwiazanie rownania (5.1) mozna przedstawié¢ jako ,potencjal warstwy podwoj-
nej w postaci brzegowego réwnania catkowego” [9]. Dla tego réwnania przyjeto wa-

runki brzegowe typu Neumanna, tzn.

dp(x,t) _ ow(x,t)

0z ot '’ (5:2)

gdzie w(x,t) = w(x)e™! oznacza przemieszczenie normalne powierzchni srodkowe;
plyty. Po odpowiednich przeksztalceniach przedstawionych szczegotowo w pracy [9]
otrzymuje si¢ brzegowe rownanie catkowe laczace amplitudy przemieszczen z ampli-

tudami ci$nienia hydrodynamicznego:

1 N 82 e—im"
2.0 myYm) — — An/ a5 n .

gdzie:

W(Zm, Ym) — amplituda przemieszczenia punktu plyty o wspolrzednych (z,,, ym) po-
zwalajaca zapisaé przemieszczenie normalne powierzchni srodkowej plyty przy po-
mocy Wzoru: (T, Ym,t) = W0(Tp, Ym )€™,

Ap, — amplituda wypadkowego wektora ci$nienia hydrodynamicznego w punkcie
(n, Yn) na powierzchni S, plyty,

pe — gestosé cieczy otaczajacej plyte.

Rownanie (5.3) mozna zapisa¢ w ponizszej postaci macierzowej:
—4mp.w*W = HPp, (5.4)

gdzie H jest macierza kwadratowa zespolona o wymiarze N x N (N — liczba pod-

obszarow cieczy na powierzchni plyty), ktorej elementy wyrazone sa wzorem:

82 efim’
o= [ [5 (57)]. )

Sity hydrodynamiczne dziatajace na powierzchnie plyty mozna macierzowo za-

pisa¢ w postaci:

P=-M.ww, (5.6)

gdzie M, jest macierza bezwladnosci (mas) cieczy wyrazona wzorem:

M, = 4mp. SH™. (5.7)
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Z kolei macierz S jest macierza diagonalna, w ktorej na glownej przekatnej wystepuja

pola powierzchni kolejnych podobszarow cieczy S, tzn.

S 0 0 --- 0
0 S 0 --- 0
S=10 0 S --- 0 |, (5.8)
0 0 0 - Sy |
przy czym dla rownych podobszarow: S;1 = Sy = S3=---= Sy =5 = hik;.

Aby obliczy¢ catke (5.5) metoda przyblizona, nalezy zapisa¢ w postaci algebraicz-

—1IKT

nej liczbe zespolong e wystepujaca w wyrazeniu podcatkowym. Powstale w ten
sposob funkcje sinus i cosinus rozwija sie nastepnie w szereg potegowy (dwa pierwsze
cztony szeregu). Otrzymuje sie wtedy nastepujace wyrazenie:

e coskr —isinkr 1 K2r? K33
- S PRy P 5.9
r r r { 2 ! (W 6 )} ( )

Poniewaz r = /22 + y? + 22, wiec mozna zapisa¢ ponizsze wzory na pochodne:

0 (1 1 1 1 0% (1 1
— (- )= —22=——2, |=—|- =——,
oz \r rz 2r 73 02 \r /)], 73

0 1 z 0? 1
- =g = [@WLOZ?
R B o,
E(T)—QT'g'QZ—QZ, {@(T)}Z%O—Q

Ostatecznie wyrazenie pod catka we wzorze (5.5) przyjmuje postac¢ przyblizona:

82 e—im' 1 52 /€3 52 1%3
v PONE I A _ ) —, 5.10
{822< r )L_}() 73 2T+Z3 f1+2f2+23 ( )
gdzie:
1
ho= s (.11)
1
= ——. 5.12
o= (512)

Zatem elementy macierzy H mozna wyrazi¢ ponizszym wzorem przyblizonym:

1'432 :‘4}3
H,, ~ / (f1 R ¢_> ds,,. (5.13)
s, 2 3
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W niniejszej pracy przyjeto do badan przypadek cieczy niescisliwej, tzn. k = 0.

Wowczas wzor (5.13) upraszcza sie do:
1
Hpn = | S, (5.14)

Przy wyznaczaniu elementéow macierzy H wedlug wzoru (5.14) nalezy pamietac,
ze m oznacza w tym przypadku numer punktu kolokacji, w ktérym przyjmuje sie
poczatek lokalnego uktadu wspotrzednych, a n oznacza numer kolejnego podobszaru
cieczy (m,n=1,2,3,...,N).

Zgodnie z [9] catka (5.14) po obszarze prostokatnym S, moze zostaé obliczona

analitycznie 1 wynosi:

A (ﬁ_@>+i (%_@); (%_@)_i (%_y_) (5.15)
Yp \ T2 1 T \T3 T2 Y \ T3 T4 Tp \T4a T1

gdzie poszczegdlne oznaczenia wystepujace we wzorze wyjasniono na rysunku 5.2.

Xm

Rysunek 5.2. Wyjasnienie oznaczeri do wzoru (5.15) pozwalajacego obliczy¢ caltke (5.14)
po obszarze prostokata [9]

Aby wyznaczy¢ macierz H zgodnie ze wzorem (5.15) w programie Octave, mozna
przyjaé nastepujace postepowanie. W pierwszej kolejnosci nalezy zbudowaé¢ macierz
pomocniczg W zawierajaca w kolejnych kolumnach wspétrzedne punktéw naroznych
podobszarow cieczy w uktadzie globalnym przyjetym w lewym dolnym narozu plyty

(rysunek 5.1). Macierz ta ma nastepujaca postac:

0 hl 2h1 tee Chl 0 hl 2h1 Tt Chl L 0 hl 2h1 tee Chl
oo o0 - 0 Kk k k - Kk - dk dky dky - dky
(5.16)
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Kolejna macierz pomocnicza Sr, ktora nalezy utworzy¢, sklada si¢ z kolumn zawie-
rajacych wspotrzedne punktéw kolokacji podobszarow cieczy w uktadzie globalnym

plyty i przyjmuje postaé:

hy 3hy . Q=DM mn 3 (2e=Dhi hy v (2=
2 2 2 2 2 2 2 2
ki ko ki 3k 3kt Bk .. QdDk 24Dk
2 2 2 2 2 2 2 2
(5.17)

Macierze pomocnicze (5.16) oraz (5.17) umozliwiaja wyznaczenie wspotrzednych:
Tp, Tk, Yp, Ui, Okreslajacych polozenie podobszaru cieczy o numerze n € {1,2,3,..., N}
w lokalnym uktadzie wspotrzednych majacym poczatek w srodku podobszaru cieczy
o numerze m (m = 1,2,3,..., N). Sposoéb wyznaczenia tych czterech wspotrzednych

wchodzacych w sktad wzoru (5.15) przedstawiono graficznie na rysunku 5.3. Stad

wynika, ze:
zp, = W(1,t(1,n)) — Sr(1,m),
xr = W(1,¢(2,n)) — Sr(1,m), (5.18)
yp = W(2,t(1,n)) — Sr(2,m),
yr = W(2,t(3,n)) — Sr(2,m),

gdzie t oznacza tzw. macierz powigzan dla podobszaréw cieczy. Jest to macierz
o wymiarach 4 x N, ktora w kolejnych kolumnach zawiera numery weztéw naroz-

nych podobszaréw cieczy. Numeracje globalna weztéw podobszaréw cieczy przyjeto

Ny
N Vm
4

W(2.t(3,7)) Ve 4N t(3,1)

n

°
W(2,t(1,n)) Yp o [tLn) t(2,1)

Xm
Sr(2,m) | m. X, !xk )
X

0 Se(lm) WLHLm)  W(Lt2n)

Rysunek 5.3. Rysunek pomocniczy do wzoru (5.18)

identyczng z numeracja przyjeta dla elementow skonczonych, pokazana na rysun-
ku 3.3. Numeracje wezlow kazdego pojedynczego podobszaru cieczy przyjeto zgodnie
z rysunkiem 5.2. Kolumna macierzy powigzan t odpowiadajaca podobszarowi cieczy
o numerze q-c+r, gdzie ¢ =0,1,2,...,d—1oraz r =1,2,3,...,c, zawiera kolejno

numery weztow: gc+q+r, qc+q+r+1, (¢+)ec+qg+r+2, (¢g+1)c+qg+7r+1
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W algorytmie tworzacym macierz H poczatek lokalnego uktadu wspotrzednych
przyjmuje sie w kolejnych punktach kolokacji podobszaréow cieczy. Dla pewnego usta-
lonego potozenia lokalnego uktadu wspoétrzednych w punkcie kolokacji o numerze m,
gdziem € {1,2,3,..., N}, wyznacza sie wspohrzedne (5.18) odpowiadajace kolejnym
podobszarom cieczy o numerach n = 1,2,3,... N. W ten spos6b powstaje wiersz
macierzy H o numerze m. Po wyznaczeniu macierzy H oraz macierzy S, zgodnie ze
wzorem (5.8), macierz bezwladnosci cieczy mozna obliczy¢ ze wzoru (5.7). W celu
zbudowania macierzy bezwladnosci cieczy konieczne jest wykonanie dziatania od-
wracania macierzy H. Macierz H™! obliczano w srodowisku Octave przy zastosowa-
niu whudowanego algorytmu ,,inv(H)” pozwalajacego otrzymac¢ macierz odwrotna
do danej.

W przypadku plyty catkowicie zanurzonej w ptynie podzial na podobszary cie-
czy dotyczy calej powierzchni ptyty. Mozna jednak zatozy¢, ze plyta zanurzona jest
w ptynie czesciowo. Wowcezas dyskretyzacja ptyty na podobszary cieczy obejmuje
jedynie cze$¢ powierzchni plyty, do ktorej przylega ciecz, co pokazano na rysunku 5.4.

W dalszych rozwazaniach, dla czytelniejszego pokazania numeracji podobszaréw cie-
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Rysunek 5.4. Dyskretyzacja plyty cze$ciowo zanurzonej w plynie z uzyciem jednakowych
podobszaréw cieczy o ksztalcie prostokatnym — rysunek pokazujacy prawidtowe rozmiesz-

czenie w przestrzeni osrodkéw proéznia—ciecz

czy, przedstawiano plyte wraz ze wskazaniem poziomu cieczy w sposéb odwrocony,
tak jak to pokazano na rysunku 5.5. Takie odwrocenie rysunku wykonano w celu do-

stosowania numeracji podobszaréow cieczy do regut ustalonych w podrozdziale 3.2.1
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przy numeracji elementow skonczonych dyskretyzujacych powierzchnie plyty (ry-
sunek 3.3). Przyjeta w ten sposob numeracje podobszaroéw cieczy uzyto podczas

opracowywania algorytmoéw komputerowych w srodowisku Octave.
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Rysunek 5.5. Dyskretyzacja plyty czesciowo zanurzonej w plynie z uzyciem jednakowych
podobszaréw cieczy o ksztalcie prostokatnym — rysunek odwrdcony utworzony pomocniczo

w celu opracowania algorytméw komputerowych

Przy obliczaniu macierzy H zgodnie ze wzorem (5.5) nalezy wziaé¢ pod uwa-
ge dodatkowe skladniki w poszczegolnych jej elementach w przypadku uwzglednie-
nia wplywu granicy woda—powietrze. Takie postepowanie wykonuje sie, gdy plyta
zanurzona jest w cieczy czesciowo lub catkowicie, przy znanym potozeniu granicy
woda—powietrze wzgledem niej. Zatem zanurzenie plyty w ptynie moze byé¢ w po-
zycji pionowej lub poziomej. Zgodnie z pracg [24] warunki uwzgledniajace wplyw

powierzchni swobodnej cieczy definiuje sie na jeden z dwoéch sposobdow:

1. Wektor ci$nienia hydrodynamicznego ptynu jest rowny zero, tzn. p,, = 0. Wow-

czas dla cieczy niescigliwej wzor (5.5) przyjmuje postaé:

2
e [ [Z(1 ) s e
s. L975, \TPq  TPq' /). 0

2. Wektor predkosci ptynu dziatajacy w kierunku normalnym do powierzchni swo-

bodnej cieczy jest réwny zero, tzn. v,, = 0. Wowczas dla cieczy nieScisliwe]

wzér (5.5) mozna zapisa¢ nastepujaco:

2 1 1
Hmn:/ {82 ( + )} ds,. (5.20)
S 8zm rpPQ rpQ! 250
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Ponadto mozliwe jest wykonanie postepowania uproszczonego, gdzie macierz H wy-
znacza sie jedynie wedtug wzoru (5.5), uwzgledniajac dyskretyzacje plyty na pod-
obszary cieczy zgodnie z rysunkiem 5.5. Nie wprowadza sie wowczas do macierzy H
dodatkowych modyfikacji wynikajacych z wpltywu granicy o§rodkéw ptyn—powietrze.

Dwa mozliwe przypadki utozenia plyty w ptynie, przy uwzglednieniu powierzchni
swobodnej cieczy, pokazano na rysunku 5.6, gdzie przedstawiono réwniez sposéb wy-
znaczania odleglosci wystepujacych w wyrazeniach podcatkowych we wzorach (5.19)
oraz (5.20). Wzory na elementy macierzy H mozna zapisa¢ za pomoca nastepujacych

postaci og6lnych:

Hmn = Hq(vig_Hq(vi)n (5'21)
Hyn = HY 4+ HO (5.22)

przy czym wzor (5.21) dotyczy zalozenia o zerowym wektorze ci$nienia hydrodyna-
micznego plynu, natomiast wzor (5.22) obowiazuje przy przyjeciu zerowego wektora
predkosci ptynu. Skladnik HY wystepujacy w obu powyzszych wzorach wyznacza

sie zgodnie ze wzorem analitycznym (5.15).

2) RYoL b
FPQ’ :
£ o P
"po
*0

Rysunek 5.6. Sposéb uwzgledniania powierzchni swobodnej cieczy dla plyty zanurzonej

pionowo (a) lub poziomo (b) [24]

W celu wyznaczenia sktadnika H. 7(37)1 dla ptyty zanurzonej w cieczy pionowo, zgod-
nie 7 rysunkiem 5.6a), nalezy wzia¢ pod uwage tzw. fikcyjny podobszar cieczy bedacy
lustrzanym odbiciem podobszaru rozpatrywanego. Sytuacje te pokazano na rysun-

ku 5.7, z ktorego wynika, ze elementy H\Z% oblicza sie przy uzyciu wzoru (5.15)
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z ta roznicy, ze rzedne y, oraz y, zast¢puje sie¢ rzednymi y; oraz y; przyjmujacymi

wartosci:

/

Yy = Y — 2hn, (5.23)
Y = Yp— 2hy, (5.24)

gdzie h,, oznacza gleboko$¢ polozenia n-tego podobszaru cieczy ponizej powierzchni

swobodnej plynu.

hH

Xm

hH

Rysunek 5.7. Rysunek pomocniczy do obliczania catek (5.19) oraz (5.20) dla ptyty zanu-

rzonej pionowo w cieczy

Aby wyznaczy¢ skladnik HZ) dla plyty zanurzonej w cieczy poziomo, zgodnie
z rysunkiem 5.6b), nalezy wzia¢ pod uwage niezerowa wspotrzedna z we wzorze na
odlegtos¢ r = /22 + y? + 22. Oblicza sie wtedy calke:

2 (1
H},fg:/ {88—2( )} ds,. (5.25)
n Zm TPQI z—2hy,

Wspoétrzedna z w powyzszym wzorze dazy do dwukrotnej wartosci h, gtebokosci

zanurzenia plyty ponizej poziomu ptynu. Wynika to z faktu, ze lustrzane odbicie roz-

patrywanej plyty wzgledem powierzchni swobodnej cieczy jest polozone w odleglosci



5.1. Wyznaczanie macierzy bezwtadnosci ptynu przy zastosowaniv MEB 127

2h,, powyzej powierzchni srodkowej plyty rzeczywistej, co pokazano na rysunku 5.8.

Pochodna pod catka (5.25) oblicza sie nastepujaco:

0 1 0 1

|
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Ostatecznie catka (5.25) przyjmuje ponizsza postac:
Tk Yk 5 3
H? — / / [mhi(x? + 92 +4h%)72 — (2% + 1 + 4hi)*5] dydz.  (5.26)
Tp Yp

Procedure catkowania wyrazenia (5.26) mozna przeprowadzi¢ numerycznie, korzy-

stajac np. z metody Gaussa.

Rysunek 5.8. Rysunek pomocniczy do obliczania catek (5.19) oraz (5.20) dla ptyty zanu-

rZOonej poziomo w cieczy

W celu wyznaczenia macierzy H dla plyty zanurzonej catkowicie lub czesciowo
w cieczy, z uwzglednieniem powierzchni swobodnej ptynu, postepowanie poczatkowe
jest analogiczne jak dla wczesniej omoéwionego przypadku plyty catkowicie otoczo-
nej ptynem, z pominieciem wpltywu granicy ptyn—powietrze. Pomocniczy globalny
uktad wspolrzednych x.Oy mozna zalozy¢ zgodnie z rysunkiem 5.5, tzn. jego po-
czatek znajduje sie na lewej krawedzi plyty, na granicy ciecz—powietrze. Postugujac
sie tym uktadem wspotrzednych, podobnie jak wczesniej, nalezy wyznaczy¢ pomoc-
nicze macierze — W ze wspolrzednymi punktéw naroznych podobszaréw cieczy oraz
Sr ze wspo6lrzednymi ich punktéw kolokacji. Przy pomocy tych dwéch macierzy

pomocniczych oraz macierzy powigzan t dla podobszaréw cieczy mozna wyznaczy¢



128 5. Analiza dynamiczna ptyt prostokgtnych zanurzonych w plynie

wspoélrzedne: z,, @k, Yy, Yk, zgodnie ze wzorem (5.18), i dalej otrzymuje si¢ elementy
macierzy HY bez uwzgledniania wplywu powierzchni swobodnej cieczy. W zalez-
noéci od przyjetego zalozenia co do sposobu wziecia pod uwage wplywu granicy
plyn—powietrze, od macierzy HY odejmuje sie macierz H® albo do macierzy HY
dodaje sie macierz H®| zgodnie ze wzorami odpowiednio (5.21) oraz (5.22).

W przypadku ptyty pionowo zanurzonej w cieczy algorytm wyznaczania macierzy
H® rozni sie od algorytmu tworzenia macierzy HY tym, ze we wzorze (5.18) dwie

wspolrzedne y, oraz y, okresla si¢ przy uzyciu nastepujgcych formut:

Yy, = W(2,t(1,n)) — Sr(2,m) — 2Sr(2,n),
ye = W(2,t(3,n)) —Sr(2,m) — 2Sr(2,n), (5.27)

ktore wynikaja ze wzorow (5.23) oraz (5.24).
W sytuacji gdy plyta jest poziomo zanurzona w cieczy, macierz H® oblicza sie

za pomoca wzoru (5.26), korzystajac z numerycznych procedur catkowania.

5.2. Rozwiazanie zadania interakcji plyty i plynu przy

zastosowaniu MES

W niniejszym podrozdziale opisano metodyke wyznaczania charakterystyk dy-
namicznych uktadu ptyta—ciecz przy zastosowaniu kombinacji metod numerycznych
MES oraz MEB. W celu przeprowadzenia analizy dynamicznej plyty zanurzonej
w plynie nalezy rozwiaza¢ uogolniony problem wtasny wyrazony wzorem (4.6), tzn.
problem postaci:

(K- AM)q, =0, (5.28)

gdzie M w rozwazanym obecnie przypadku oznacza macierz bezwladnosci uktadu

plyta—ciecz, ktéra mozna zapisa¢ nastepujaco:
M=M,, =M, +M.. (5.29)

We wzorze (5.29) macierz M, jest macierza bezwladnodci plyty, ktéra wyznacza
sie zgodnie z metodologia MES opisang w podrozdziale 3.2.1. Z kolei macierz M.,
jest macierza bezwladnosci ptynu otaczajacego plyte, ktorej postaé okresla sie na
podstawie metodologii MEB przedstawionej w podrozdziale 5.1.

Macierze bezwladnosci plyty oraz otaczajacego pltynu nie sa macierzami tych
samych wymiarow, stad dziatanie dodawania macierzy pojawiajace sie we wzo-

rze (5.29) nie oznacza sumowania wedtug matematycznej definicji. Przez to dziatanie
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nalezy rozumie¢ dodawanie kolejnych elementéw macierzy M, do odpowiednich i éci-
Sle okreSlonych elementéw macierzy M,. Aby prawidtowo dodaé¢ te dwie macierze,
nalezy dokona¢ dwojakiej dyskretyzacji powierzchni srodkowej plyty. Pierwsza dys-
kretyzacja dotyczy okreslenia siatki podobszaréw cieczy, natomiast druga wigze sie
ze zdefiniowaniem siatki MES.

W przypadku ptyty catkowicie zanurzonej w ptynie przyjeto regularng dyskrety-
zacje jej powierzchni srodkowej na podobszary cieczy zgodnie z rysunkiem 5.1. Na-
stepnie dokonano dyskretyzacji ptyty na elementy skoniczone 4-weztowe typu plQ4 [1]
tak, aby ich wezty pokrywaly sie z punktami kolokacji podobszaréow cieczy. Sytuacje
te przedstawiono na rysunku 5.9, gdzie kolorem zielonym oznaczono dyskretyzacje
plyty na podobszary cieczy, natomiast kolorem czerwonym — odpowiadajaca dys-
kretyzacje na elementy skoriczone. Na rysunku tym podano tez numeracje punktéw
kolokacji zwigzanych z podobszarami opisujacymi obecno$¢ cieczy oraz numeracje

weztow siatki MES. Mozna zauwazy¢, ze przy takim postepowaniu siatka MES jest

v
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Rysunek 5.9. Dyskretyzacja plyty catkowicie zanurzonej w plynie z uzyciem regularnego

podziatu na podobszary cieczy i dopasowanej odpowiednio siatki MES

nieregularna, tzn. nie sktada sie z identycznych elementéw skoriczonych. Jednak
wowczas mozliwe jest powigzanie numeracji podobszaréw cieczy z numeracja we-
ztow siatki MES i wlasciwe dodanie do siebie macierzy bezwtadnosci ptyty M, oraz
cieczy M. Na podstawie rysunku 5.9 mozna stwierdzi¢, ze przy dyskretyzacji ptyty
na c - d podobszaréw cieczy, odpowiadajaca dyskretyzacja MES sktada sie z m - n
elementow skoniczonych, gdzie zachodza zaleznosci m = c+ 1 oraz n = d + 1.
Niech ¢ oznacza dowolnie ustalony numer podobszaru cieczy, natomiast z niech

bedzie numerem wezta siatki MES znajdujacego sie w i-tym punkcie kolokacji pod-
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obszaru cieczy. Na podstawie rysunku 5.9 mozna stwierdzi¢ zachodzenie nastepujacej
zalezno$ci:

i=qc+r = =@+ 1)m+r+q+2, (5.30)

gdzie r = 1,2,3,...,coraz ¢ = 0,1,2,...,d — 1. Poniewaz poszczegolne elementy
macierzy mas cieczy M. odpowiadaja translacyjnym stopniom swobody w macierzy
mas plyty M, wiec element macierzy bezwladnosdci ptynu o indeksie (i1, i2) nalezy
dodaé¢ do elementu macierzy bezwladnosci plyty o indeksie (3x; — 2, 3z5 — 2), gdzie
wartodci x1 oraz x5 obliczane sg na podstawie wartosci odpowiednio i, oraz 75 zgodnie
ze wzorem (5.30).

Aby wyznaczy¢ dla ptyty globalne macierze — sztywnosci K i bezwtadnosci (kon-
systentna) M, wystepujace we wzorach (5.28) oraz (5.29), nalezy najpierw utworzy¢
macierze sztywnosci K® oraz bezwladnosci My pojedynczych elementow skoriczo-
nych zgodnie ze wzorami odpowiednio (3.17) i (4.17). W tym celu mozna zastosowa¢
wzory analityczne z pozycji [1] (dot. macierzy sztywnosci) lub catkowanie numerycz-
ne. W programie Octave utworzono tzw. zewnetrzne funkcje pozwalajace wygenero-
waé te dwa typy macierzy na podstawie wymiarow bokéw elementow skoniczonych.
W rozpatrywanej siatce MES dostosowanej do regularnej siatki podobszaréw cieczy

wystepuja cztery rodzaje elementéw skoriczonych!:

e narozne o wymiarach hq/2 X ki /2 posiadajace numery:
1, m, (n—1)m+1, nm,

e przykrawedziowe dolne/gorne o wymiarach hqy x k;/2 o numerach:
2,3,4,....m—1loraz (n—1)m+2,(n—1)ym+3,(n—1)m+4,...,nm—1,

e przykrawedziowe lewe/prawe o wymiarach hy/2 x k; posiadajace numery:
m+1,2m+1,3m+1,...,(n—2)m+ 1 oraz 2m,3m,4m, ..., (n — 1)m,

e posrednie o wymiarach h; X k; o numerach:

im+2,im+3,im+4,...,(i+1)m—1, gdziei =1,2,3,...,n— 2.

Po wyznaczeniu czterech typéw macierzy sztywnosci i macierzy bezwladnosci dla
wyzej opisanych elementéw skoniczonych dokonuje sie agregacji globalnych macierzy
K oraz M,. Aby wykona¢ ta procedure, w $rodowisku Octave zastosowano czte-
ry petle typu ,for”, w ktorych macierze sztywnosci (lub bezwladnosci) elementow
skoniczonych, odpowiadajacych wskazanym w petli numerom, sa dodawane do odpo-
wiednich miejsc w globalnej macierzy sztywnosci (lub bezwtadnosci) ptyty przyjetej

wstepnie jako macierz zerowa o wymiarach wynikajacych z catkowitej liczby stopni

! Elementy skorniczone na rysunku 5.9 ponumerowano zgodnie z rysunkiem 3.3.
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swobody ptyty. Przyktadowo dla elementéw skonczonych naroznych petla przyjmuje
nastepujaca postac:

for i=[1,m, (n-1)*m+1,n*m]
K([3%t(1,1)-2:3%t(2,1),3*%t(4,1)-2:3*t(3,i)], [3*t(1,1i)-2:3*t(2,1),
3%t (4,1)-2:3%t(3,1)]1)=
K([3*t(1,1)-2:3%t(2,1),3*%t(4,1)-2:3*t(3,i)], [B3*t(1,1)-2:3*t(2,1),
3%t (4,1)-2:3%t(3,1)])+
K_e1([1:6,10:12,7:9],[1:6,10:12,7:9]);

end

W powyzszym algorytmie ,K_el” jest macierza sztywnosci elementoéw skonczonych
naroznych utworzona wczesniej przy uzyciu zewnetrznej funkcji ,mac_K_e(a,b)”,
gdzie jako argumenty nalezy przyja¢ wymiary bokow elementu skonczonego (przy-
ktadowo dla elementow naroznych a = hy/2 oraz b = ky/2). Z powyzszego algorytmu
wynika, ze obszary globalnej macierzy sztywnosci, odpowiadajace macierzom sztyw-
nosci kolejnych elementéw skoriczonych, ustalane sa przy uzyciu macierzy powigzan
,t7 zawierajacej numery weztéw wszystkich elementow skonczonych dyskretyzujg-
cych powierzchnie ptyty

Po wyznaczeniu wszystkich niezbednych macierzy (K, M,, M.) wchodzacych
w sktad uogolnionego problemu wlasnego (5.28) nalezy przy pomocy odpowiedniego
algorytmu doda¢ do siebie macierze M, oraz M.. W algorytmie tym wykorzystuje

sie zaleznosé¢ (5.30) i moze on przyja¢ nastepujaca postac:

for i=1:cxd
ri=mod(i,c);
if r1==0
ril=c;
end
ql=(i-r1)/c;
x=(ql+1)*m+ri+ql+2;
for j=1:c*xd
r2=mod(j,c);
if r2==0
r2=c;
end
q2=(j-r2)/c;
y=(q2+1) *m+r2+q2+2;
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M_p(3*x-2,3xy-2)=M_p(3*x-2,3*y-2)+M_c(i,j);
end

end

W powyzszej procedurze polecenie ,mod(i,c)” oznacza dzialanie modulo, tj. reszte
z dzielenia ¢ przez c. Jesli ta reszta wynosi 0, to przyjmuje sie ja jako ¢, co wynika
z dodatkowych petli warunkowych napisanych w algorytmie. Po wyznaczeniu indek-
sow x oraz y w macierzy bezwtadnosci ptyty M, odpowiadajacych indeksom ¢ oraz
J w macierzy bezwtadnosci cieczy M, wykonuje sie dodawanie kolejnych elementow
macierzy bezwtadnosci cieczy do odpowiednich elementéw macierzy bezwladnosci
plyty. Ostatecznie uzyskuje si¢ macierz bezwladnosci M,. uktadu ptyta-ciecz. Po
zmodyfikowaniu macierzy sztywnosci K oraz macierzy bezwtadnosci M, ze wzgledu
na warunki podparcia badanej ptyty, macierze te wchodza bezposrednio w sktad roz-
wiazywanego uogolnionego problemu wtasnego (5.28). Po rozwiazaniu tego proble-
mu mozna wyznaczy¢ szukane czestosci i postacie drgan wlasnych plyty catkowicie
otoczonej cieczg.

W przypadku gdy ptyta zanurzona jest w plynie czesciowo, jej dyskretyzacje
na regularne podobszary cieczy nalezy wykona¢ zgodnie z rysunkiem 5.5. Nastep-
nie dokonuje sie odpowiedniej dyskretyzacji ptyty na elementy skoriczone w sposob
pokazany na rysunku 5.10. W rozwazanym przypadku w czesci plyty zanurzonej
w plynie siatke MES (kolor czerwony) dopasowuje sie do siatki podobszarow cie-
czy (kolor zielony) w sposdb analogiczny jak dla plyty catkowicie otoczonej ciecza.
Z kolei dla czesci plyty znajdujacej sie w prozni jedynie poziome wymiary elemen-
tow skonczonych dostosowuje sie do siatki podobszaréow cieczy, a wymiary pionowe
mozna przyja¢ dowolnie. Zatozono, ze dyskretyzacja pionowa czesci ptyty poza cie-
cza jest regularna i tworza ja elementy skoriczone o pionowym wymiarze réwnym
ko. W dalszych rozwazaniach przyjeto dyskretyzacje powierzchni plyty zanurzonej
w plynie na ¢ - d jednakowych podobszarow cieczy. Wowcezas dyskretyzacja MES
sktada sie z m - n elementéw skoniczonych, gdzie m =c+ 1, n =ny +d + 1 oraz ny
oznacza liczbe elementéw skoriczonych w kierunku pionowym w czeSci plyty poza

ciecza. W przyjetej siatce MES wystepuje sze$¢ rodzajow elementow skonczonych:

e narozne w plynie o wymiarach hy/2 X ki /2, posiadajace numery:
nim+1, nym+m, (n — 1)m + 1, nm,

e przykrawedziowe dolne/gorne w plynie o wymiarach hy X k;/2, majace numery:
nim+2,nm+3,nm-+4,...,(ny +1)m — 1 oraz

m—1m+2,(n—1)m+3,(n—1)m+4,...,nm—1,
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e przykrawedziowe lewe/prawe w plynie o wymiarach hy/2 x k; i numerach:
(m+1m+1,(n+2m+1,(ng+3)m+1,...,(n—2)m+ 1 oraz
(n1 4+ 2)m, (ny 4+ 3)m, (ny +4)m, ..., (n — 1)m,

e posrednie w plynie o wymiarach h; X ki, posiadajace numery:
(ni+i)m+2,(ny +i)m+3,(ny +i)m—+4,...,(ny +i+ 1)m — 1, gdzie
1=1,2,3,....,n—ny — 2,

e przykrawedziowe lewe/prawe w prozni o wymiarach hy/2 X ks i numerach:
I,m+1,2m+1,...,(ny — 1)m + 1 oraz m,2m,3m, ..., nym,

e pozostale w prozni o wymiarach hy X ko, posiadajace numery:

im+2,im+3,im—+4,...,(i+1)m—1, gdzie i = 0,1,2,...,ny — 1.
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Rysunek 5.10. Dyskretyzacja plyty czesciowo zanurzonej w plynie z uzyciem regularnego

podziatu na podobszary cieczy i dopasowanej odpowiednio siatki MES

W przypadku plyty czeSciowo zanurzonej w plynie nalezy przyja¢ jako znane

nastepujace wielkosci:

— wymiary plyty: A x (B+ By) x H,

— wysokos¢ plyty zanurzonej w ptynie: B,

— liczba podobszaréow cieczy w kierunku poziomym /pionowym: ¢ x d,

— liczba elementéw skonczonych w kierunku pionowym, w czesci ptyty w prézni: n;.

Na podstawie wyzej wymienionych wielkosci wyznacza sie:

— liczbe elementow skoriczonych w kierunku poziomym: m = ¢+ 1,
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— liczbe elementéw skoriczonych w kierunku pionowym: n =n; +d + 1,

— wymiary elementow skoriczonych: by = A/(m — 1), ky = B/d, ks = By/n.

Niech 7 oznacza dowolnie ustalony numer podobszaru cieczy, natomiast x niech
bedzie numerem wezta siatki MES znajdujacego sie w i-tym punkcie kolokacji pod-
obszaru cieczy. Na podstawie rysunku 5.10 mozna stwierdzi¢ zachodzenie ponizszej
zaleznosci:

i=qc+r = x=m+q+1)m+n+qg+r+2 (5.31)

gdzie r = 1,2,3,...,coraz ¢ = 0,1,2,...,d — 1. Przyktadowo punktowi kolokacji
o numerze i = 2c + 3 (tzn. ¢ = 2, r = 3) odpowiada wezel siatki MES posiadajacy
numer r = (ny + 3)m + ny + 7. Procedure dodawania macierzy bezwladnosci ptynu
do macierzy bezwtadnosci pltyty wykonuje sie analogicznie jak w przypadku plyty
catkowicie otoczonej ciecza, przy czym w sytuacji czeSciowego zanurzenia w ptynie
nalezy wzia¢ pod uwage zaleznosé¢ (5.31).

Szukane czestodci i postacie drgan wlasnych plyty czeSciowo zanurzonej w cieczy
wyznacza sie przy uzyciu tego samego uogolnionego problemu wtasnego, ktory sto-
suje sie dla plyty calkowicie otoczonej ptynem. Roznica w obu zadaniach dotyczy
postaci i wymiaru macierzy bezwtadnosci plynu oraz algorytmu wykonujacego do-
dawanie macierzy bezwladnosci ptynu do macierzy bezwtadnosci plyty, z uwagi na
rozne zaleznosci miedzy numeracja weztow siatek MES w odniesieniu do numeracji

podobszaréw cieczy.

5.3. Rozwigzanie zadania interakcji plyty i plynu przy

zastosowaniu MRS

W niniejszym podrozdziale opisano metodyke wyznaczania charakterystyk dy-
namicznych uktadu ptyta—ciecz przy zastosowaniu kombinacji metod numerycznych
MRS oraz MEB. W celu przeprowadzenia analizy dynamicznej plyty zanurzonej
w plynie nalezy rozwiaza¢ uogolniony problem wtasny wyrazony wzorem (4.27),
tzn. problem postaci:

(A — W M)W = 0, (5.32)

gdzie M oznacza macierz bezwladnosci uktadu plyta—ciecz, ktéra mozna zapisaé
zgodnie ze wzorem (5.29), przy czym w rozwazanym obecnie przypadku macierz
M, jest macierza bezwtadno$ci plyty, ktora wyznacza si¢ zgodnie z metodologia

MRS opisang w podrozdziale 3.2.2. Z kolei strukture macierzy bezwtadnos$ci M.,
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plynu otaczajacego ptyte ustala sie przy zastosowaniu metodologii MEB przedsta-
wionej w podrozdziale 5.1. Obie macierze A oraz M wchodzace w sktad uogélnionego
problemu wlasnego (5.32) powinny uwzglednia¢ zadane warunki podparcia badane;
plyty. Dziatanie sumowania macierzy bezwladnosci plyty i cieczy nalezy rozumieé
w sposob analogiczny do opisanego w podrozdziale 5.2. W przypadku MRS dys-
kretyzacji plyty dokonano jednak w inny sposOb niz przy zastosowaniu MES ze
wzgledu na zalozenie, aby siatka MRS byta regularna. W poprzednim podrozdzia-
le dokonano w pierwszej kolejnosci dyskretyzacji powierzchni plyty na podobszary
cieczy i nastepnie dostosowano do niej dyskretyzacje MES. Obecnie przyjeto poste-
powanie odwrotne. Najpierw zdefiniowano siatke MRS i do niej dopasowano siatke
podobszarow cieczy.

W przypadku plyty catkowicie zanurzonej w plynie przyjeto regularna siatke
MRS pokrywajaca jej powierzchnie §rodkows zgodnie z rysunkiem 3.4. Nastepnie
okreslono siatke podobszaréw cieczy w taki sposéb, ze na cztery podobszary siat-

ki MRS przypada jeden podobszar cieczy zgodnie z rysunkiem 5.11. Na rysunku
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Rysunek 5.11. Dyskretyzacja plyty catkowicie zanurzonej w ptynie z uzyciem regularnej

siatki MRS i dopasowanej odpowiednio siatki podobszaréw cieczy

tym podobszary cieczy zaznaczono niebieskg pogrubiona linig, a dyskretyzacje MRS
wyr6zniono linig czerwong. Ponadto pokazano numeracje punktow kolokacji podob-
szardw cieczy oraz numeracje weztow siatki MRS. Jesli liczba podobszarow cieczy
pokrywajacych plyte w kierunku poziomym i pionowym wynosi odpowiednio ¢ i d,

to liczba podprzedziatow MRS dzielacych plyte w tych dwoch kierunkach wynosi
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odpowiednio m = 2c oraz n = 2d. Macierz bezwtadnosci ptynu M. dla tak przyjetej
dyskretyzacji wyznacza sie wedtug algorytmu przedstawionego w podrozdziale 5.1,
przy czym obecnie nalezy zalozy¢, ze pojedynczy podobszar cieczy jest prostokatem
o wymiarach 2h x 2k i jego pole powierzchni wynosi S = 4hk.

Po wyznaczeniu macierzy bezwladnosci ptyty i cieczy nalezy zastosowaé odpo-
wiednig procedure dodawania tych macierzy. Macierz bezwtadnosci plyty jest macie-
rza kwadratowa o wymiarach (m+1)(n+1) x (m+1)(n+1), a macierz bezwtadnosci
plynu posiada wymiary cd x cd = ** x “*. Na podstawie numeracji weztow siatki
MRS i punktow kolokacji podobszaréw cieczy, zgodnie z rysunkiem 5.11, mozna
wyznaczy¢ zaleznosé funkcyjna miedzy i-tym punktem kolokacji podobszaru cieczy

a wezlem siatki MRS o numerze x. Zaleznos¢ ta jest nastepujaca:
i=qc+r = r=(2¢+1)m+2q+2r+1, (5.33)

gdzie r = 1,2,3,...,coraz ¢ = 0,1,2,...,d — 1. Algorytm tworzenia tacznej ma-
cierzy bezwladnosci plyty i cieczy M, jest analogiczny do przedstawionego w pod-
rozdziale 5.2. W przypadku MRS nalezy jednak dodatkowo kazdy element macierzy
bezwtadnosci ptynu M, (i, j) podzieli¢ przez pole powierzchni podobszaru MRS, tzn.
przez hk, w celu uzyskania poprawnych wynikéw koricowych.

W przypadku plyty zanurzonej czeSciowo w plynie siatke MRS wraz z dyskre-
tyzacja na podobszary cieczy przyjeto zgodnie z rysunkiem 5.12, gdzie linie siatki
MRS wyrdzniono kolorem czerwonym. Dyskretyzacje zwiazana z obecno$cia ptynu
oznaczono na rysunku zielona, pogrubiona linia i dotyczy ona tylko czesci powierzch-

ni plyty, do ktorej przylega ciecz. Wymiar macierzy bezwladnos$ci ptynu wynosi

cd X cd = ”(mlml) X ”(mlml), gdzie my oznacza liczbe przedzialow MRS w kierunku
pionowym w czesci plyty znajdujacej sie w prozni.

W rozwazanym zagadnieniu przyjeto, ze ptyta ma wymiary Ax Bx H, a wysoko$¢
jej czesci zanurzonej w cieczy wynosi As. Ponadto zalozono liczbe podobszardw
MRS w kierunku pionowym i poziomym wynoszaca odpowiednio m oraz n. Na
podstawie wstepnie zalozonych wielkosci mozna wyznaczy¢: wymiary podobszarow
MRS wynoszace h x k = % X %, liczbe podprzedziatéw MRS w kierunku pionowym

w prézni m; = m — % € N oraz liczbe podobszaréw cieczy w kierunku poziomym

m—mji

1 pionowym wynoszacg odpowiednio ¢ = § 1 d = "

Warto zwréocié uwage na to, ze dla siatki MRS przyjeto zalozenie, aby byta
ona regularna na calej powierzchni plyty zaréwno w czesci w prozni, jak réwniez
w czesci zanurzonej w cieczy. Zada sie zatem, aby po zaokragleniu obliczonej wartosci

my =m — % w gore lub w dot do najblizszej liczby catkowitej zachodzita zaleznosé
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Rysunek 5.12. Dyskretyzacja plyty czedciowo zanurzonej w plynie z uzyciem regularnej

siatki MRS i dopasowanej odpowiednio siatki podobszaréw cieczy

(m —my)h ~ As. Zatem analize dynamiczna mozna przeprowadzi¢ dla plyty, ktorej
wymiar A rézni sie od wartosci zatozonej. Takie niewielkie odstepstwo nie ma jednak
znaczacego wpltywu na koncowe charakterystyki dynamiczne plyty.

Dodatkowego wyjasnienia wymaga jeszcze kwestia numeracji weztow siatki MRS
pokazanej na rysunku 5.12. Wezty ponumerowano rosnaco z dotu do goéry oraz od
strony prawej do lewej. Taki spos6b numeracji przyjeto w celu analizy ptyty utwier-
dzonej na krawedzi poziomej w jej cze$ci umieszczonej w prozni. Mozliwe jest wow-
czas sprowadzenie tego przypadku do sytuacji rozpatrywanej w podrozdziale 3.2.2,
gdzie wszystkie wzory wyprowadzono dla ptyty utwierdzonej na krawedzi lewej.

Niech 7 oznacza dowolnie ustalony numer podobszaru cieczy, a x odpowiadajacy

numer wezta siatki MRS. Miedzy tymi numeracjami zachodzi nastepujaca zaleznos¢:
i=qc+r = rx=Mn-2r+1)m+my+n—2(r—q)+3, (5.34)

gdzie r = 1,2,3,...,coraz ¢ = 0,1,2,...,d — 1. W algorytmie tworzacym laczna
macierz bezwtadnosci ptyty i cieczy nalezy wykorzystaé¢ powyzsza zaleznosé oraz po-
dzieli¢ elementy macierzy bezwtadnosci ptynu przez iloczyn hk. Przy wyznaczaniu
macierzy bezwtadnosci cieczy mozna skorzysta¢ z wcezesniej omoéwionych algoryt-
mow, przy czym w obecnie rozpatrywanym przypadku wymiar poziomy podobszaru

cieczy wynosi 2k, a wymiar pionowy 2h, zgodnie z rysunkiem 5.12.
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5.4. Przyklady analizy dynamicznej plyt zanurzonych

w plynie

W niniejszym podrozdziale przedstawiono przyktady wyznaczania czestosci drgan
wlasnych plyt zanurzonych catkowicie lub czesciowo w wodzie, ktorej gestosé przy-
jeto réowng p., = 1000 kg/ m”. Obliczenia wykonano przy zastosowaniu dwoch kom-
binacji metod numerycznych, MES-MEB oraz MRS-MEB, opisanych w podroz-
dziatach 5.2 oraz 5.3. Przyjeto rézne schematy podparcia badanych plyt. Badania
przeprowadzono dla plyt o stalej lub zmiennej grubosci. W pierwszych czterech
przyktadach analizie poddano plyty, ktore rozpatrywano juz wczesniej w podroz-
dziale 4.3, w przyktadach 4.1-4.4. Obecnie przyjeto, ze plyty zanurzono w calosci
w osrodku wodnym, co pozwolito na porownanie uzyskanych wartosci czestosci drgan
wlasnych z uzyskanymi dla ptyt w prozni. W kolejnych trzech przykladach analizo-
wano plyty zanurzone czeéciowo lub catkowicie w wodzie, z uwzglednieniem granicy

o$rodkow woda—powietrze.

Przyktad 5.1. |25]| Drgania wlasne plyty o statej grubosci, podpartej swobodnie na
obwodzie 1 zanurzonej catkowicie w wodzie

W niniejszym przykltadzie rozpatrzono plyte kwadratowa o schemacie podpar-
cia wedtug rysunku 3.10b). Plyte o takim samym schemacie, umieszczong w prozni,
analizowano w przyktadzie 4.1. Obecnie zalozono, ze ptyta jest catkowicie zanurzona
w wodzie. Dhugos¢ boku badanej ptyty wynosi 2,0 m, a grubosé¢ przyjeto stata na ca-
tej powierzchni i réwna 0,01 m. Plyte wykonano z materiatu izotropowego o module
Younga E = 205 GPa, wspolczynniku Poissona v = 0,3 i gestosci p = 7850 kg/m?3.

W tabeli 5.1 przedstawiono wartosci czestosci drgan wtasnych plyty otrzymane
przy zastosowaniu metody elementow skoniczonych oraz metody réznic skonczonych,
z uzyciem siatki o wymiarze 20 x 20. W celu wyznaczenia macierzy bezwtadnosci
plynu zgodnie z metodologia MEB przyjeto siatki podobszaréow cieczy o wymiarach
19x 191 10 x 10 w kombinacji odpowiednio z MES oraz MRS. Aby okresli¢ czestosci
drgan wtasnych przy uzyciu metody elementéw skoriczonych, przyjeto konsystentna
macierz mas plyty. W celu otrzymania macierzy mas i sztywnosci plyty zastosowano
autorskie metody catkowania, gdzie punkty catkowania rozmieszczono zgodnie z ry-
sunkiem 3.2a), d) lub e). Zestawione wyniki poréwnano z warto$ciami wyznaczonymi
przy zastosowaniu metody elementéw brzegowych [9]. Postacie drgan whasnych ba-
danej plyty sa bardzo podobne do otrzymanych w przyktadzie 4.1 i przedstawionych

na rysunku 4.4.
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Tabela 5.1. Wartoéci czestosci drgan wlasnych dla ptyty z przyktadu 5.1

Crestosci drgan wlasnych w [rad/s|
Nr | MEB | MES-MEB, | MES-MEB, | MES-MEB, | MRS-MEB
19] rys 3.2a) rys 3.2d) rys 3.2¢)
1 19,471 19,665 19,664 19,662 19,441
2,3 | 61,940 62,663 62,657 62,644 61,522
4 110670 | 111,994 111,979 111,047 109,673
143,722 146,542 146,508 146,436 141,257

Na podstawie danych w tabeli 5.1 mozna stwierdzi¢, ze wartosci czestosci drgan
wtasnych plyty otrzymane przy pomocy MES i r6znych sposobow catkowania nume-
rycznego sy do siebie bardzo zblizone i nie r6znig sie miedzy sobg o wiecej niz 1%.
Sposrod trzech metod catkowania numerycznego wyniki najblizsze warto$ciom z po-
zycji literaturowej [9] otrzymano przy rozmieszczeniu punktow catkowania wedtug
rysunku 3.2e).

W rozpatrywanym przyktadzie wartosci czestosdci drgan wlasnych uzyskane we-
dtug metodologii MRS-MEB sa najblizsze wynikom z literatury, wyznaczonym przy
uzyciu MEB, i poza ostatnig czestoscia odpowiednie r6znice procentowe nie przekra-
czaja 1%. W przypadku uzycia kombinacji metod MES-MEB jedynie dla pierwszej
czestoscl drgan uzyskano wynik rézniacy sie od wartosci z literatury o mniej niz 1%.

Poréwnujac ze soba wartosci podane w tabelach 4.1 oraz 5.1, otrzymane przy
zastosowaniu MRS, mozna stwierdzi¢, ze umieszczenie ptyty swobodnie podpartej
w osrodku wodnym powoduje zmniejszenie pierwszej czestosci drgan wlasnych o oko-
o 74,5% w poréwnaniu z plyta umieszczona w prozni. Dla kolejnych czestosci drgan

odpowiednie spadki procentowe wynosza: 67,5%, 63,8% oraz 62,4%.

Przyklad 5.2. |25| Drgania wtasne plyty o statej grubosci, utwierdzonej na jednej
krawedzi i zanurzonej catkowicie w wodzie

W przyktadzie analizie poddano ptyte kwadratowa utwierdzona wzdtuz jednej
krawedzi. Plyta o identycznym schemacie podparcia, umieszczona w prézni, stanowi
przedmiot rozwazan w przykltadzie 4.2. W obecnym zadaniu przyjeto, ze plyta jest
caltkowicie zanurzona w wodzie. Dtugosé¢ boku badanej ptyty wynosi 2,0 m, a grubo$c¢
przyjeto stala na calej powierzchni i réwng 0,05 m. Material ptyty oraz geometrie
siatek MES i MRS przyjeto jak w przyktadzie 5.1.

Wartosci pierwszych czterech czestosci drgan wilasnych, otrzymane przy zasto-

sowaniu metod numerycznych jak w przykladzie 5.1, pokazano w tabeli 5.2. Po-
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rownywano je z wartoSciami wyznaczonymi analitycznie [21] lub przy zastosowaniu

MEB [9]. Odpowiadajace postacie drgan wtasnych sa bardzo zblizone do tych przed-

stawionych na rysunku 4.5.

Tabela 5.2. Wartodci czestosci drgan wtasnych dla ptyty z przyktadu 5.2

Crestosci drgan whasnych w [rad/s|
Nr | anal. MEB | MES-MEB, | MES-MEB, | MES-MEB, | MRS-MEB
[21] 9] rys 3.2a) rys 3.2d) rys 3.2¢)
1 | 34911 | 37,581 38,716 38,715 38,713 38,146
2 | 114,185 | 105,379 108,985 108,980 108,963 117,352
3 | 212,750 | 256,539 260,234 260,214 260,167 253,402
4 | 376,595 | 359,983 365,034 365,027 365,000 368,981

Na podstawie wynikow zawartych w tabeli 5.2 mozna stwierdzié, ze przy za-
stosowaniu MES oraz réznych metod catkowania numerycznego wartosci czestosci
drgan wtlasnych najblizsze analitycznym otrzymano, rozmieszczajac punkty catko-
wania zgodnie z rysunkiem 3.2e).

Porownujac wartosci czestosci drgan wiasnych otrzymane przy zastosowaniu
kombinacji metod MES-MEB i MRS-MEB, mozna zauwazy¢, ze blizsze analitycz-
nym s3 wyniki wyznaczone wedtug metodologii MRS w przypadku pierwszej i trze-
ciej czestosci drgan oraz otrzymane zgodnie z metodologia MES w pozostalych
przypadkach. Dla kazdej czestosci odpowiednie réznice procentowe, w poréwnaniu
7z wartoSciami analitycznymi, przekraczaja 1%, a zatem zaleca sie, aby obliczenia
numeryczne wykonaé¢ ponownie z uzyciem gestszych siatek MES i MRS.

Analizujac wyniki podane w tabelach 4.2 oraz 5.2 otrzymane przy zastosowaniu
MES, dla rozmieszczenia punktow catkowania wedlug rysunku 3.2e), mozna stwier-
dzi¢, ze umieszczenie ptyty wspornikowej w osrodku wodnym powoduje zmniejszenie
pierwszej czestosci drgan wlasnych o okoto 42,3% w poréwnaniu z ptyta umieszczong
w prozni. Dla kolejnych czestosci drgann odpowiednie spadki procentowe wynosza:
33,7%, 36,7% oraz 30,5%. Sa wiec one mniejsze w poréwnaniu z analizowang wcze-

$niej plyta swobodnie podparta na obwodzie.

Przyklad 5.3. 25| Drgania wtasne plyty o zmiennej grubosci, utwierdzonej na jed-
nej krawedzi © zanurzonej catkowicie w wodzie

Przedmiotem analizy w niniejszym przyktadzie jest ptyta kwadratowa utwierdzo-
na na jednej krawedzi. Identyczna plyte, umieszczong w prézni, analizowano w przy-

ktadzie 4.3. Obecnie przyjeto, ze plyta jest catkowicie zanurzona w plynie. Dlugosé
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boku badanej ptyty wynosi A = 2,0 m. Przyjeto, ze ptyta ma liniowo zmienng gru-
bos¢ w jednym kierunku. Jej przekroj przyjeto jak w przyktadzie 3.3 i przedstawio-
no na rysunku 3.13. Minimalna grubos¢ ptyty wystepuje przy swobodnej krawedzi
i wynosi ona Hy = 0,05 m. Maksymalna grubos¢ jest zlokalizowana wzdtuz krawedzi
utwierdzonej i przyjmuje wartosci ze zbioru H; = {0,1, 0,15, 0,2} m. Material pltyty
przyjeto identyczny jak w dwoéch poprzednich przyktadach. Wartosci czestosci drgan
wlasnych wyznaczano wylacznie przy wykorzystaniu metody réznic skonczonych.
Otrzymane wartosci czterech pierwszych czestosci drgan wlasnych przedstawiono
w tabeli 5.3. Wyznaczono je dla trzech réznych grubosci Hy plyty, z uzyciem siatki
MRS 20 x 20. Ponadto w przypadku grubosci H; = 0,2 m analizowane charakte-
rystyki dynamiczne obliczono, przyjmujac kolejno cztery rézne gestosci siatki MRS
w celu sprawdzenia zbieznosci otrzymywanych wynikow. Postacie drgan wtasnych
dla rozpatrywanych wariantéw ptyty o zmiennej grubosci sa bardzo podobne do tych
przedstawionych na rysunku 4.5.
Tabela 5.3. Wartodci czestodci drgan wlasnych ptyty z przyktadu 5.3 wyznaczone dla trzech
przypadkéw jej grubosci maksymalnej Hy, z uzyciem roznych gestosci siatek MRS

Rozw. MRS-MEB - czestosci drgan whasnych w [rad/s]
Nr | Rozw. dla siatki 20 x 20 | Rozw. dla H; = 0,2 m i réznych siatek MRS

H =01m|H =015m | 14 x 14 | 20 x 20 | 30 x 30 40 x 40
1 87,006 144,669 204,582 | 209,382 | 213,283 215,304
2 173,203 229,573 305,416 | 289,883 | 281,378 277,737
3 438,877 577,145 697,947 | 691,678 | 687,291 685,110
4 532,623 724,431 945,428 | 934,535 | 937,531 940,679

Analizujac wyniki przedstawione w tabeli 5.3, mozna wyciagna¢ wniosek, ze war-
tosci czestosci drgan wlasnych plyty o zmiennej liniowo sztywnosci i zanurzonej
w plynie, podobnie jak w przypadku osrodka prozni, rosna wraz ze wzrostem jej
grubosci przy utwierdzonej krawedzi.

W przypadku pierwszej czestosci drgain wtasnych dwukrotne zwiekszenie grubo-
Sci ptyty Hy przy utwierdzonej krawedzi, w odniesieniu do jej grubosci Hy przy kra-
wedzi swobodnej, powoduje okoto 2,3-krotny wzrost wartosci rozwazanej charaktery-
styki dynamicznej w poréwnaniu z ptyta o stalej grubosci wynoszacej Hy, = 0,05 m.
Zwiekszajac 3- i 4-krotnie grubo$¢ ptyty przy utwierdzonej krawedzi, uzyskuje sie
odpowiednio 3,8- oraz 5,5-krotny wzrost pierwszej czestosci drgan. Mozna zauwazy¢,
ze analizowane zwielokrotnienie wartosci tej charakterystyki, wynikajace ze stopnio-

wego zwiekszania grubo$ci ptyty przy utwierdzonej krawedzi wzgledem krawedzi
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swobodnej, jest bardziej istotne dla przypadku ptyty zanurzonej w wodzie w porow-
naniu z plyta umieszczona w prozni (przyktad 4.3).

Na podstawie przeprowadzonego testu zbieznosci wynikow uzyskanych dla roz-
nych siatek MRS mozna wyciggnaé¢ wniosek, ze czestosci drgan zmieniaja sie nie-
znacznie poczawszy od siatki o gestosci 30 x 30. Roznice miedzy czestosciami otrzy-
manymi z uzyciem siatek 30 x 30 oraz 20 x 20 nie przekraczaja 1% w przypadku
trzeciej oraz czwartej czestosci drgan. Dla pierwszej czesto$ci analizowana roznica
wynosi okoto 1,86%, a dla drugiej — okoto 2,93%. Roznica miedzy czesto$ciami drgan,
poza druga, dla siatek 40 x 40 oraz 30 x 30 nie przekracza 1%, a w przypadku drugiej
czestosci wynosi okoto 1,3%. Nalezatoby wiec w przypadku tej charakterystyki wyko-
na¢ obliczenia z uzyciem gestszej siatki i sprawdzi¢ ponownie zbieznosé¢ uzyskanych
wynikow.

Pierwsza czestos¢ drgan wlasnych ptyty zanurzonej w wodzie ulegta zmniejszeniu
o okoto 33,6%—39,6% w odniesieniu do wartosci tej czestosci dla plyty umieszczo-
nej w prozni. Spadek ten zmniejsza sie wraz ze wzrostem grubodci plyty przy jej

utwierdzonej krawedzi.

Przyklad 5.4. [25]| Drgania wtasne swobodnie podpartej na obwodzie ptyty ortotro-
powej o statej grubosci, zanurzonej catkowicie w wodzie

W niniejszym przyktadzie analizowano ptyte kwadratowa o schemacie podpar-
cia i wymiarach identycznych jak w przyktadzie 5.1. W odr6znieniu od przykta-
du 5.1 przyjeto, ze ptyta wykonana jest z materialu ortotropowego, sktadajacego sie
z boru i zywicy epoksydowej, wykazujacego rézne wtasciwosci w dwoch ortogonal-
nych kierunkach. Plyte charakteryzujaca si¢ takim materialem analizowano wcze-
$niej w przyktadzie 4.4, gdzie zalozono ponizsze wartosci stalych materiatowych, na

podstawie pracy [109]:

podtuzny modut Younga: E; = 211 GPa,

— poprzeczny modut Younga: Fy = 24,1 GPa,

— modul Scinania: G5 = 6,9 GPa,

— wiekszy wspolczynnik Poissona: v15 = 0,36,

— mniejszy wspolczynnik Poissona: vy = vyg - E—f = 0,041,

— gestos¢ materialu: p = 1967 kg/m?.

Elementy macierzy D zawierajacej sztywnosci ptyty na zginanie i skrecanie wyzna-
czono na podstawie wzorow (3.3) oraz (3.4).
W tabeli 5.4 zestawiono wartosci czestosci drgan wlasnych otrzymane dla ba-

danej ptyty. Wyniki wyznaczono przy uzyciu metody elementéow skoniczonych, dla
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dwoch réznych dyskretyzacji powierzchni ptyty i trzech metod catkowania niestan-
dardowego, 7z rozmieszczeniem punktow catkowania zgodnie z rysunkiem 3.2a), d)
oraz e). Przyjeto siatke podobszarow cieczy o wymiarach 9x91 19 x 19, odpowiednio
dla siatek MES 10 x 10 oraz 20 x 20.

Tabela 5.4. Wartodci czestosci drgan wlasnych plyty z przyktadu 5.4 wyznaczone przy
pomocy kombinacji metod MES-MEB, z uzyciem r6znych metod numerycznego catkowania

oraz dwoch sposobéw dyskretyzacji powierzchni plyty

Rozw. MES-MEB — czgstosci drgan wlasnych w [rad/s
Nr Rozw. dla siatki 10 x 10 Rozw. dla siatki 20 x 20
rys. 3.2 a) | rys. 3.2d) | rys. 3.2 e) | rys. 3.2 a) | rys. 3.2d) | rys. 3.2 ¢)
1 11,061 11,059 11,055 11,311 11,310 11,309
2 23,562 23,552 23,530 24,386 24,384 24,379
3 50,605 50,556 50,450 52,486 52,480 52,466
4 51,002 50,977 50,923 52,953 52,941 52,915

Podsumowujac wyniki z tabeli 5.4, mozna zauwazy¢, ze zwieckszenie gestosci siat-
ki MES z 10 x 10 na 20 x 20 powoduje wzrost pierwszej czestosci drgan wtasnych
o okoto 2,2%. W przypadku drugiej i trzeciej czestosci analizowana réznica procen-
towa wynosi okoto 3,5%. Obliczenia nalezaloby wiec przeprowadzi¢ np. dla gestosci
siatek 30 x 30 oraz 40 x 40, aby mozna bylo wyciggna¢ wniosek o zbieznosci uzy-
skiwanych wynikow, przy kryterium roznicy procentowej nie przekraczajacej 1% dla
dwoch sasiednich siatek MES.

W poroéwnaniu z plyta izotropowa zanurzona w wodzie, rozpatrywang w przy-
ktadzie 5.1, o tych samych wymiarach i podparciu jak plyta obecnie badana, wartoscé
pierwszej czestosci drgan whasnych uleglta zmniejszeniu o okoto 42%. Analogiczny
spadek procentowy drugiej, trzeciej i czwartej czestosci wyniost odpowiednio okoto:
61%, 55% oraz 64%. Warto zwroci¢c uwage na fakt, ze w przypadku analizowanej
wczedniej plyty ortotropowej umieszczonej w prozni pierwsza czesto$é drgan wia-
snych ulegta zwickszeniu w odniesieniu do ptyty izotropowej w prozni.

Poréwnujac wartosci czestosci drgan wlasnych uzyskane dla ptyty ortotropowe]
umieszczonej w prozni (przyktad 4.4) i w cieczy, mozna stwierdzi¢, ze obecnosé osrod-
ka wodnego spowodowalta zmniejszenie pierwszej czestosci drgan witasnych o okoto
86,8%. Jest to spadek duzo wiekszy w poréwnaniu z wezesniej analizowanymi ply-
tami izotropowymi umieszczonymi w prézni i w wodzie. Druga, trzecia i czwarta
czestosé drgan ulegly zmniejszeniu w odniesieniu do plyty w prozni o podobny rzad

wielkosci, a wiec o okolo 79-83%.
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W przyktadach 5.5-5.7 okreslano czestosci drgan wlasnych dla pltyt utwierdzo-
nych wzdluz jednej krawedzi oraz zanurzonych pionowo lub poziomo, catkowicie
lub czesciowo w wodzie. Wplyw powierzchni swobodnej cieczy uwzgledniono przy
zastosowaniu warunku zerowania sie wektora predkosci w kierunku normalnym do

tej powierzchni (v,, = 0).

Przyktad 5.5. 26| Drgania wtasne wspornikowej plyty izotropowej zanurzonej cze-
Sctowo w wodzie w pozycyi pronowe]

W przyktadzie rozpatrzono plyte kwadratows zanurzong czeSciowo w wodzie.
Ptyte umieszczono w osrodku wodnym w pozycji pionowej i przyjeto utwierdzenie
wzdtuz gornej krawedzi zgodnie 7 rysunkiem 5.13a). Dlugo$¢ boku badanej pty-
ty przyjeto réwng 10,0 m, a grubos$¢ zalozono stala na calej powierzchni i réwng
0,238 m. Plyte wykonano z materiatu izotropowego (stal) o stalych materiatowych

identycznych jak w przyktadzie 5.1.

ZLLLS
a) b)
5
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Rysunek 5.13. Prostokatna plyta wspornikowa zanurzona w wodzie pionowo (a) oraz po-
ziomo (b) [24]

W tabelach 5.5 oraz 5.6 przedstawiono wartosci czestosci drgan wtasnych ptyty
otrzymane dla réznych glebokosci jej zanurzenia w cieczy, ktore mierzone sg przy
pomocy ilorazu B/(B+ By), gdzie B oznacza wysokosé¢ czesci plyty otoczonej woda,
a By — wysoko$¢ czedci pltyty w prozni. Przyjeto wzgledne gltebokosci zanurzenia
z zakresu B/(B + B;) € {0,25, 0,5, 0,75, 1,0}, dla ktorych siatka podobszarow cie-

czy sktada sie odpowiednio z: 100, 200, 300 i 400 elementéw. Posiada ona zatem

B
B+Bq

albo pominieto (IT) wptyw powierzchni swobodnej cieczy. Ponadto uzyto dwie kom-

wymiar 20 x 20 . W tabelach rozpatrzono dwa przypadki — uwzgledniono (I)




5.4. Przyktady analizy dynamicznej ptyt zanurzonych w ptynie 145

binacje metod numerycznych, odpowiednio MES-MEB oraz MRS-MEB, w ktérych
przyjeto siatke MES 21 x 21 oraz siatke MRS 40 x 40. Réznice w gestosciach obu
siatek wynikaja z zalozenia o identycznej dyskretyzacji na podobszary cieczy dla
obu kombinacji metod numerycznych. W obliczeniach MES macierze sztywnosci
elementoéw skonczonych wyznaczono przy pomocy wzordéw dokladnych zawartych
w pracy [1], natomiast macierze bezwladnosci przyjeto jako konsystentne i obliczono

je numerycznie przy zastosowaniu 5-punktowej metody Gaussa.

Tabela 5.5. Wartodci czestosci drgan wtasnych plyty z przyktadu 5.5 wyznaczone dla
czterech réznych glebokodci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod
MES-MEB z uzyciem siatki MES 21 x 21 [26]

Rozw. MES-MEB — czestosci w [rad/s] dla siatki MES 21 x 21
ey 0,25 0,5 0,75 1,0
Ne | (D) | | @ | am | @© | am | @ | dn
9,990 | 9,591 | 8,163 | 7,888 | 7,500 | 7,364 | 7,311 | 7,257
25,800 | 25,180 | 21,988 | 21,644 | 20,698 | 20,584 | 20,464 | 20,446
71,824 | 77,442 | 64,370 | 63,210 | 53,536 | 51,939 | 49,436 | 48,818

85,765 | 84,679 | 75,323 | 74,135 | 69,775 | 69,373 | 68,777 | 68,700

= W o =

Tabela 5.6. Wartosci czestosci drgan wtasnych ptyty z przyktadu 5.5 wyznaczone dla
czterech réznych glebokosci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod

MRS-MEB z uzyciem siatki MRS 40 x 40 |26]

Rozw. MRS-MEB - czestosci w [rad/s| dla siatki MRS 40 x 40
5 0,25 0,5 0,75 1,0
Nl O [ o ay | o [ a | ® ]
1 10,069 | 9,664 | 8,218 | 7,940 | 7,547 | 7,410 | 7,356 | 7,301
27,739 | 27,070 | 23,476 | 23,089 | 21,986 | 21,855 | 21,712 | 21,692
71,636 | 71,280 | 64,186 | 63,019 | 53,450 | 51,873 | 49,383 | 48,769

88,912 | 87,758 | 77,555 | 76,294 | 71,324 | 70,852 | 70,132 | 70,037

=W N

W tabelach 5.7 oraz 5.8 przedstawiono wartoéci czestosci drgan wlasnych ana-
logiczne do tych z tabeli 5.6, ale uzyskane dla siatek MRS o mniejszej gestosci,
odpowiednio 32 x 32 oraz 24 x 24.

W celu sprawdzenia poprawnosci wykonanych obliczenn dokonano ich poréwnania

z czestosciami drgan wlasnych uzyskanymi analitycznie [21] oraz przy zastosowaniu
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MEB [24], z uwzglednieniem wplywu powierzchni swobodnej wody zgodnie z warun-

kiem zerowania sie wektora predkosci v,, = 0. Warto$ci te przedstawiono w tabeli 5.9.

Tabela 5.7. Wartosci czestodci drgan wlasnych plyty z przykladu 5.5 wyznaczone dla
czterech réznych glebokosci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod
MRS-MEB z uzyciem siatki MRS 32 x 32 |26]

Rozw. MRS-MEB - czestosci w [rad/s| dla siatki MRS 32 x 32
BiE 0,25 0,5 0,75 1,0
Ne | (D) | | @O | am | @®» | am | @ | d)
1 10,014 | 9,588 | 8,173 | 7,886 | 7,506 | 7,366 | 7,315 | 7,259
2 27,955 | 27,244 | 23,604 | 23,192 | 22,078 | 21,938 | 21,796 | 21,775
3 71,351 | 70,984 | 63,727 | 62,516 | 53,098 | 51,474 | 49,085 | 48,461
4 89,049 | 87,841 | 77,512 | 76,191 | 71,172 | 70,665 | 69,941 | 69,839

Tabela 5.8. Wartodci czestosci drgan wtasnych plyty z przyktadu 5.5 wyznaczone dla
czterech réznych glebokodci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod
MRS-MEB z uzyciem siatki MRS 24 x 24 [26]

Rozw. MRS-MEB — czestosci w [rad/s| dla siatki MRS 24 x 24
yEEae 0,25 0,5 0,75 1,0
Ne | @ @ | @ | ay @ | ap @ | a
1 9,920 | 9,467 | 8,100 | 7,799 | 7,440 | 7,295 | 7,249 | 7,192
2 28,303 | 27,535 | 23,812 | 23,360 | 22,229 | 22,073 | 21,932 | 21,909
3 70,876 | 70,492 | 62,959 | 61,699 | 52,504 | 50,812 | 48,583 | 47,945
4 {89,292 | 88,025 | 77,448 | 76,049 | 70,947 | 70,386 | 69,657 | 69,544

Tabela 5.9. Wartodci czestosci drgan wlasnych plyty z przyktadu 5.5 wyznaczone dla czte-
rech réznych glebokosci zanurzenia w wodzie, na podstawie rozwigzania analitycznego [21]

oraz przy uzyciu MEB [24]

Rozw. anal. [21] oraz wg BEM [24] — czestosci w [rad/s|
B 0,25 0,5 0,75 1,0
Nr | [21] | [24] | [21] | [24] | [21] | [24] | [21] | [24]
1 1025|999 | 822 | 816 | 7,57 | 7,50 | 7,35 | 7,31
2 | 26,40 | 25,61 | 21,85 | 21,83 | 20,50 | 20,55 | 20,20 | 20,30
3 | 73,26 | 71,84 | 64,40 | 64,36 | 54,65 | 53,53 | 50,45 | 49,44
4 | 87,10 | 85,82 | 76,68 | 75,39 | 71,52 | 69,81 | 70,41 | 68,80
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Analizujac wyniki przedstawione w tabelach 5.5-5.9, mozna zauwazy¢, ze czesto-
sci drgan wtasnych ptyty maleja wraz ze wzrostem jej gtebokosci zanurzenia w wo-
dzie. Oznacza to, ze masa dolaczona, uwzgledniajaca obecno$¢ pltynu, ma znaczny
wplyw na charakterystyki dynamiczne ptyty.

Poréwnujac dane zawarte w tabelach 5.5 oraz 5.6 otrzymane przy zatozeniu
wariantu I (uwzglednienie powierzchni swobodnej wody) z wynikami analityczny-
mi przedstawionymi w tabeli 5.9, mozna stwierdzi¢, ze wartosci pierwszej czestosci
drgan uzyskane zgodnie z metodologia MRS-MEB sa blizsze wynikom analitycz-
nym w poréwnaniu z analogicznymi warto$ciami otrzymanymi przy uzyciu metod
MES-MEB. W przypadku kolejnych czestosci ta reguta nie zawsze jest spetniona.
Wartosci drugiej i trzeciej czestosci drgan wlasnych blizsze analitycznym otrzyma-
no w wyniku uzycia kombinacji MES-MEB. Z kolei dla czwartej czestosci drgan
wlasnych oraz glebokosci zanurzenia ptyty z zakresu 0,5-1,0 wyniki okazaly sie by¢
doktadniejsze przy zastosowaniu metod MRS-MEB, przy czym réznica procentowa
w odniesieniu do rozwigzania analitycznego nie przekracza 1% dla wzglednej glebo-
kosci zanurzenia wynoszacej 0,75 oraz 1,0. Dla obu kombinacji metod numerycznych
réznica procentowa wartosci pierwszej czestosci drgan wlasnych, w nawigzaniu do
rozwigzania analitycznego, nie przekracza 1% w przypadku wzglednej gltebokosci
zanurzenia 0,5-1,0. Gdy glebokosé¢ ta wynosi 0,25, rozwazana réznica przekracza
1% dla metod MRS-MEB oraz 2% w przypadku kombinacji MES-MEB.

Analizujac rozwigzania otrzymane z uzyciem siatek MRS o réznych gestosciach
(tabele 5.6-5.8), przy zastosowaniu wariantu I, mozna stwierdzi¢, ze zadowalajace
wartosci pierwsze] czestosci drgan wlasnych otrzymano juz dla siatki 32 x 32, gdzie
roznica procentowa w odniesieniu do siatki 24 x 24 nie przekracza 1%, co mozna
uzna¢ jako spetnione kryterium zbieznosci wynikow. W przypadku siatki 32 x 32
oraz wzglednej glebokosci zanurzenia plyty wynoszacej 0,5, 0,75 i 1,0 otrzymane
wartodci czestosci drgan wtasnych nie réznig sie od wartosci analitycznych o wiece]
niz 1%. Gdy glebokos¢ ta wynosi 0,25, zaleca sie wykonanie obliczen numerycznych
przy uzyciu siatki MRS gestszej niz 40 x 40 w celu otrzymania doktadniejszych
wynikow.

Pominiecie wptywu powierzchni swobodnej wody, a wiec zastosowanie warian-
tu II w kazdej z tabel 5.5-5.8 powoduje obnizenie wartosci czestosci drgan w odnie-
sieniu do wariantu I. W pewnych przypadkach w wyniku zastosowania wariantu II
otrzymano wartosci czestosci drgan blizsze analitycznym w poréwnaniu z warian-
tem I. Mialo to miejsce w sytuacji, gdy jednoczesnie w obu wariantach I i II dana

czestosé drgan miata wartosé wieksza w odniesieniu do rozwigzania analitycznego.
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Przyktad 5.6. [26] Drgania wtasne wspornikowej plyty izotropowej zanurzonej cat-

kowicie w wodzie w pozycji poziomey, z uwzglednieniem powierzchni swobodnej wody

W przyktadzie analizowano plyte kwadratows zanurzong w wodzie w pozycji
poziomej i utwierdzona wzdtuz jednej krawedzi zgodnie z rysunkiem 5.13b). Materiat
oraz geometrie ptyty przyjeto identyczne jak w przyktadzie 5.5.

W tabeli 5.10 przedstawiono wartosci czestosci drgan wlasnych otrzymane przy
zastosowaniu kombinacji metod MES-MEB, MRS-MEB oraz rozwigzania analitycz-
nego zgodnie z [21]|. Zalozono przy tym podzial powierzchni ptyty na 400 podob-
szarow cieczy (siatka 20 x 20), ktéremu odpowiadaja gestosci siatek MES i MRS
odpowiednio 21 x 21 i 40 x 40. Ponadto przyjeto trzy roézne wartosci glebokosci
zanurzenia plyty ponizej poziomu wody, okreslone ilorazem h,,/B.

Tabela 5.10. Czestosci drgan wtasnych plyty z przyktadu 5.6 wyznaczone dla trzech wa-
riantéw glebokodci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod MES-MEB

i MRS-MEB oraz na podstawie rozwiazania analitycznego [26]

Crzestosci drgan wlasnych w [rad/s|

Nr MES-MEB MRS-MEB Anal. [21]
ho/B|l 01 | 03 | 05 | o1 | 03 | 05 |01 ] 03] 05
1 7,961 | 7,467 | 7,337 | 8,014 | 7,514 | 7,382 | 8,04 | 7,51 | 7,35
21,586 | 20,616 | 20,482 | 22,929 | 21,877 | 21,731 | 21,54 | 20,34 | 20,19
52,307 | 49,564 | 49,053 | 52,239 | 49,508 | 49,001 | 53,23 | 50,83 | 50,11
71,411 | 68,971 | 68,751 | 72,896 | 70,329 | 70,093 | 72,20 | 70,81 | 69,50

_ W N

W tabeli 5.11 przedstawiono wartosci czestosci drgan wlasnych analogiczne do
tych z tabeli 5.10, ale otrzymane przy uzyciu kombinacji metod MRS-MEB i dwoch
r6znych gestosci siatki MRS.

Na podstawie wynikow zawartych w tabeli 5.10 mozna stwierdzi¢, ze w przy-
padku pierwszej czestodci drgan wtasnych, przy zastosowaniu kazdej z kombinacji
metod numerycznych MES-MEB i MRS-MEB, otrzymano wyniki réznigce sie od
analitycznych nie wiecej niz o 1%. Dla wzglednej glebokosci ptyty pod powierzchnia
wody wynoszacej 0,1 i 0,3 zastosowanie kombinacji MRS-MEB okazalo sie dawac
doktadniejsze, blizsze analitycznym, wartosci pierwszej czestosci drgan. Z kolei przy
wzglednej glebokosci réwnej 0,5 korzystniejsze bylo uzycie kombinacji MES-MEB.
W przypadku drugiej i trzeciej czestoéci drgan wyniki blizsze analitycznym uzyskano
przy pomocy metod MES-MEB, jednak w wiekszo$ci wynikow ro6znica w odniesieniu

do analitycznych przekroczyta 1%. Zastosowanie kombinacji MRS-MEB pozwolito
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Tabela 5.11. Czestodci drgan wlasnych ptyty z przyktadu 5.6 wyznaczone przy zastosowa-
niu kombinacji metod MRS-MEB, z uzyciem dwoch réznych gestosci siatki MRS [26]

Rozw. MRS-MEB - czestosci w [rad/s|
Nr siatka MRS 24 x 24 siatka MRS 32 x 32
/Bl 01 | 03 | 05 | o1 | 03 | 05
1 7,922 | 7411 | 7,276 | 7,978 | 7,474 | 7,342
93,247 | 22,112 | 21,952 | 23,049 | 21,966 | 21,815
51,452 | 48,688 | 48,179 | 51,944 | 49,202 | 48,694
72,592 | 69,857 | 69,603 | 72,769 | 70,139 | 69,896

= W N

otrzymac¢ doktadniejsze wartosci czwartej czestosci drgan, tzn. blizsze analitycznym,
przy roznicy nie przekraczajacej 1%.

Analizujac wyniki przedstawione w tabeli 5.11, mozna stwierdzi¢, ze zadowa-
lajace wartosci pierwszej czestosci drgan, najblizsze analitycznym, uzyskano przy
uzyciu siatki MRS 32 x 32, gdzie odpowiednie roznice nie przekraczaja 1%. Ponadto
czestosci drgan, poza trzecia, obliczone dla siatek 24 x 24 oraz 32 X 32 nie r6znia sie
miedzy soba o wiecej niz 1%, a w przypadku trzeciej czestosci ten prog procentowy
jest tylko nieznacznie przekroczony. Mozna wiec sformutowaé¢ wniosek o zbieznosci

zastosowane] metody numerycznej poczawszy od siatki 32 x 32.

Przyktad 5.7. |26] Drgania wtasne wspornikowej plyty izotropowej o zmiennej gru-
bosci zanurzonej czesSciowo w wodzie w pozycyi pronowe)

Przedmiotem analizy w przyktadzie jest plyta kwadratowa o liniowo zmiennej
grubosci. Plyte umieszczono w o$rodku wodnym w pozycji pionowej i utwierdzono
wzdtuz goérnej krawedzi zgodnie z rysunkiem 5.14. Dtugo$¢ boku powierzchni $rod-
kowej badanej plyty przyjeto réwng 10,0 m, a jej grubos$¢ przy swobodnej krawedzi
wynosi Hy = 0,238 m.

W tabeli 5.12 zestawiono wartosci czestosci drgan wlasnych badanej ptyty ma-
jacej grubosé przy krawedzi utwierdzonej Hy = 2H,, przy czym uzyto siatke MRS
o gestosci 40x40. Podobnie jak w przyktadzie 5.5 zatozono dwa warianty — z uwzgled-
nieniem (I) albo z pominieciem (II) wptywu powierzchni swobodnej wody.

W tabeli 5.13 zestawiono wartosci czestosci drgan wlasnych ptyty, przyjmujac

dwa warianty grubosci przy krawedzi utwierdzonej (H, = 2H,, Hy = 3H3), cztery

rozne gestosci siatki MRS oraz gltebokosé zanurzenia plyty BfBl = 0,75. W tabeli

tej uwzgledniono wpltyw powierzchni swobodnej wody.

Poréwnujac wartosci czestosci drgan wlasnych zestawione w tabelach 5.6 oraz 5.12,
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Rysunek 5.14. Prostokatna pltyta wspornikowa o zmiennej gruboéci zanurzona pionowo

w wodzie

Tabela 5.12. Wartodci czestosci drgan wilasnych plyty z przyktadu 5.7 wyznaczone dla

czterech réznych glebokosci zanurzenia w wodzie, przy zastosowaniu kombinacji metod

MRS-MEB [26]
Rozw. MRS-MEB — czestosci w [rad/s| dla H; = 2H, oraz siatki MRS 40 x 40
B
e 0,25 0,5 0,75 1,0

v | o | o | o [ ay | m |
1 21,996 | 21,199 | 18,432 | 17,889 | 17,184 | 16,923 | 16,834 | 16,730
2 37,856 | 37,022 | 33,115 | 32,705 | 31,765 | 31,650 | 31,554 | 31,537
3 101,076 | 99,727 | 92,014 | 91,438 | 87,348 | 86,573 | 85,252 | 84,858
4 128,983 | 128,449 | 116,648 | 114,278 | 102,998 | 101,323 | 99,501 | 99,011

Tabela 5.13. Wartosci czestosci drgan wlasnych ptyty z przyktadu 5.7 wyznaczone przy
zastosowaniu kombinacji metod MRS-MEB, dla dwoch wariantéw grubosci plyty przy

utwierdzonej krawedzi i czterech roznych siatek MRS [26]

Rozw. MRS-MEB - czestosci drgan wlasnych w [rad/s]
Nr Hy = 2H, oraz 55 = 0,75 Hy = 3H, oraz 52 = 0,75
16 x 16 | 24 x24 | 32 x 32| 40x40 | 16 x 16 | 24 x 24 | 32 x 32 | 40 x 40
1 | 16,572 | 16,901 | 17,076 | 17,184 | 27,455 | 28,052 | 28,365 | 28,558
2 | 33,401 | 32,446 | 32,016 | 31,765 | 44,438 | 42,853 | 42,183 | 41,804
3 | 84,386 | 86,062 | 86,874 | 87,348 | 109,643 | 109,938 | 110,018 | 110,043
4 | 104,412 | 103,436 | 103,132 | 102,998 | 142,568 | 142,081 | 142,285 | 142,494
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mozna wyciggnaé wniosek, ze dwukrotne zwiekszenie grubosci ptyty H; przy jej
utwierdzonej krawedzi, w odniesieniu do grubosci Hy przy swobodnej krawedzi, po-
woduje okolo 2,2-2,3-krotny wzrost pierwszej czestosci drgan wlasnych. Analogiczny
wzrost drugiej czestosci jest okoto 1,35-1,45-krotny. W przypadku trzeciej czesto-
Sci jest on 1,40-1,45-krotny przy wzglednej glebokosci zanurzenia ptyty 0,25 1 0,5
oraz 1,63-1,74-krotny dla gtebokosci wynoszacej 0,751 1,0. Wzrost czwartej czestosci
drgan wlasnych, wynikajacy ze zwiekszenia grubosci ptyty, jest okoto 1,4-1,5-krotny.

Na podstawie danych zawartych w tabeli 5.13 mozna wyciggna¢ wniosek o zbiez-
no$ci otrzymanych wartosci czestosci drgan wlasnych poczawszy od siatki MRS
40 x 40, przyjmujac kryterium zbieznoSci jako roznice procentowa mniejsza niz
1% w odniesieniu do odpowiedniej czestosci otrzymanej w wyniku zastosowania
poprzedzajacej, rzadszej siatki MRS. Roéznica ta nieznacznie przekracza 1% przy
poréwnaniu pierwszej czestosci drgan dla siatek 24 x 24 1 32 x 32, stad mozna tez
uznaé jako wystarczajace wartosci tej charakterystyki wyznaczonej z uzyciem siatki
32 x 32.

Trzykrotne zwickszenie grubosci ptyty Hy przy utwierdzonej krawedzi, w odnie-
sieniu do grubosci Hs przy swobodnej krawedzi, powoduje okoto 3,8-krotny wzrost
pierwszej czestosci drgan wiasnych w poréwnaniu z danymi w tabeli 5.6. W przy-
padku kolejnych czestosci drgan wlasnych analogiczny wzrost jest odpowiednio: 1,9-,

2,1-, oraz 2-krotny.






6. Analiza dynamiczna ukladu plyt
prostokatnych zanurzonych catkowicie

w plynie

Tematem niniejszego rozdzialu jest analiza drgan wtasnych uktadu dwoch plyt
prostokatnych zanurzonych catkowicie w osrodku zewnetrznym innym niz préznia.
Przyjeto, ze kazda z plyt tworzacych uktad jest otoczona ciecza o gestosci p.. Ptyn
otaczajacy plyty spelnia zalozenia podane we wstepie do rozdzialu 5, przy czym
pominieto wpltyw granicy o$rodkéw plyn—powietrze.

Obecno$¢ pltynu uwzgledniono przy zastosowaniu metody elementéw brzegowych
wedlug zasad przedstawionych w [9]. Aby okresli¢ czestosci i postacie drgan wla-
snych, dla kazdej z ptyt uktadu nalezy wyznaczyé macierze bezwtadnosci (Mg, Ms).
Macierze te scala si¢ nastepnie w jedng macierz bezwtadnosci M, , dla uktadu ptyt.
W kolejnym kroku wyznacza si¢ macierz bezwtadnosci ptynu M,, ., ktéra nastepnie
w odpowiedni sposoéb dodaje sie do macierzy bezwladnosci uktadu ptyt. W efekcie
uzyskuje sie macierz bezwtadnosci M, ukladu dwie plyty—ciecz. Taka macierz wy-
korzystuje sie do rozwigzania problemu wlasnego pozwalajacego otrzymaé szukane
charakterystyki dynamiczne.

W pierwszym podrozdziale przedstawiono sposéb wyznaczania macierzy bez-
wladnosci ptynu M, . dla uktadu dwoch plyt zanurzonych catkowicie w cieczy przy
zastosowaniu metody elementéw brzegowych. Zatozono przy tym, ze powierzchnie
srodkowe obu ptyt uktadu zawieraja sie w jednej wspolnej ptaszczyznie albo w dwoch
roznych ptaszczyznach do siebie réwnolegtych. W kolejnych dwéch podrozdziatach
omoéwiono metodyke okreslania charakterystyk dynamicznych dla tak przyjetego
uktadu dwoch plyt przy uzyciu kombinacji metod MES-MEB oraz MRS-MEB. Na
zakoriczenie niniejszego rozdziatu przedstawiono kilka przyktadéw numerycznych,
w ktorych wyznaczano czestosci drgan wtasnych zanurzonego w wodzie uktadu ptyt
o statej lub zmiennej grubosci i réznorakich warunkach podparcia. Do testow nume-

rycznych wykorzystano autorskie algorytmy opracowane w srodowisku Octave.
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6.1. Wyznaczanie macierzy bezwladnosci plynu dla ukladu

plyt w ujeciu MEB

W celu uwzglednienia masy dotaczonej, powstatej w wyniku zanurzenia uktadu
plyt w plynie, zastosowano metode elementéw brzegowych zgodnie z zasadami opi-
sanymi w pracy [9]. Przyjeto jako przedmiot badan uktad dwoch plyt zanurzonych
catkowicie w cieczy o gestosci p.. Zalozono, ze powierzchnie $rodkowe plyt stanowig-
cych uktad leza w jednej wspolnej ptaszczyznie albo w dwoch réznych plaszezyznach
do siebie rownoleglych. Dla kazdej z ptyt takiego uktadu przyjeto dyskretyzacje na
podobszary cieczy w postaci siatek o wymiarach odpowiednio ¢; X d; oraz cs X dy. Na
rysunkach 6.1 oraz 6.2 pokazano ta dyskretyzacje, biorac pod uwage dwa warianty

potozenia wzgledem siebie plyt tworzacych uktad otoczony plynem.
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Rysunek 6.1. Ukltad dwoch ptyt o powierzchniach §rodkowych lezacych w jednej ptaszczyz-

nie wraz z dyskretyzacja na podobszary cieczy

W analizowanych uktadach dwoch plyt przyjeto nastepujace oznaczenia:

e Ay X By x Hy, Ay X By x Hy — wymiary geometryczne odpowiednio pierwszej
i drugiej ptyty uktadu (dtugosé, szerokosé i grubosé),

e hy X ki, hy X ke — wymiary podobszaréw cieczy dyskretyzujacych odpowiednio
pierwsza i druga plyte uktadu,

e [; — odleglos¢ miedzy plytami uktadu (dla plyt, ktorych rzuty nachodza na siebie
przyjeto 1 < 0),

e [, — przesuniecie dolnej krawedzi plyty prawej wzgledem dolnej krawedzi ptyty

lewej,
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e [3 — odleglo$¢ miedzy ptaszczyznami pokrywajacymi sie z powierzchniami $rod-

kowymi kazdej z ptyt uktadu (I3 = 0, jesli ptyty leza w jednej plaszczyinie).
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Rysunek 6.2. Uktad dwoch ptyt o powierzchniach §rodkowych lezacych w dwoéch ptaszczy-

znach réwnolegtych wraz z dyskretyzacja na podobszary cieczy

Macierz bezwtadnosci cieczy otaczajacej uktad dwoch ptyt okreslona jest naste-

pujacym wzorem, analogicznym do wezesniej stosowanego wzoru (5.7):
M, = 47p.S, H, ', (6.1)

gdzie:
S, — macierz diagonalna z polami powierzchni podobszaréw cieczy dla kolejnych

ptyt uktadu, okreslona wzorem:

S; 0
S,=| , (6.2)
0 S,

w ktorym S; oraz S, oznaczajg macierze pol powierzchni podobszaréw cieczy odpo-
wiednio dla pierwszej i drugiej plyty uktadu,
H, — macierz o nastepujacej strukturze:

Hy; Hip

H, = , (6.3)
H21 H22
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w ktorej poszczegdlne podmacierze wyznacza sie zgodnie z ponizszymi wzorami:

W przypadku plyt znajdujacych sie na jednej plaszcezyznie (rysunek 6.1) cal-
ki (6.4)—(6.7) mozna obliczy¢ wedtug wzoru analitycznego (5.15). Na rysunku 6.3

oznaczono w uktadzie ptyt odleglosci niezbedne do zastosowania tego wzoru. Wynika

v
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Rysunek 6.3. Oznaczenie odlegtosci w uktadzie plyt w celu obliczenia catek (6.4)—(6.7)

7z niego, ze poszczegdlne elementy macierzy Hy, oraz Hyy wyznacza sie zgodnie z za-
sadami obliczania macierzy H, opisanymi w podrozdziale 5.1, przy czym macierz Hy;
dotyczy pierwszej, a macierz Hyy drugiej ptyty uktadu. Wymiary macierzy Hy, oraz
Hy, wynosza odpowiednio ¢dy X ¢i1dy oraz cady X cods. Elementy H,,,,» macierzy Hio
oblicza sie, przyjmujac poczatek m lokalnych uktadéw wspotrzednych w kolejnych
punktach kolokacji podobszaréw cieczy nalezacych do ptyty pierwszej. W tak okre-
Slonych uktadach wspotrzednych wyznacza sie wspotrzedne punktow kolokacji pod-
obszarow cieczy n' nalezacych do plyty drugiej. Wymiar macierzy Hyy wynosi zatem
c1dy X cadsy. 7 kolei kolejne elementy H,,,, macierzy Hy; oblicza sie analogicznie jak
w przypadku macierzy His, tzn. poczatki lokalnych uktadéw wspotrzednych m’ za-
ktada sie na obszarze drugiej pltyty i wzgledem nich ustala sie wspolrzedne punktow
kolokacji podobszaréw cieczy n nalezacych do ptyty pierwszej. Wymiar macierzy Hyy

wynosi wiec cods X ¢qd;.



6.1. Wyznaczanie macierzy bezwtadnosci ptynu dla uktadu ptyt w ujeciv MEB 157

Aby wyznaczy¢ macierz H, w programie Octave dla uktadu pltyt z rysunku 6.1,
w pierwszej kolejnosci nalezy okresli¢ macierze pomocnicze Wy oraz W zawierajace
w kolejnych kolumnach wspotrzedne punktéw naroznych podobszarow cieczy, odpo-
wiednio dla pierwszej i drugiej ptyty uktadu, w globalnym uktadzie wspoétrzednych
przyjetym w lewym dolnym narozu plyty wysunietej najbardziej na lewo. Globalny
uktad wspotrzednych xOy oznaczono na rysunku 6.1. Macierze W oraz Wy wyzna-
cza sie wedlug zasad opisanych w podrozdziale 5.1 dla macierzy W, ktorej strukture
w przypadku pojedynczej plyty okresla wzor (5.16). Nastepnie nalezy utworzy¢ ma-
cierze pomocnicze Sry oraz Sro, ktorych kolumny zawieraja wspolrzedne punktow
kolokacji podobszaréow cieczy, odpowiednio dla pierwszej i drugiej ptyty uktadu,
w globalnym uktadzie wspélrzednych xOy. Macierze te wyznacza si¢ zgodnie z za-
sadami przedstawionymi w podrozdziale 5.1 odno$nie macierzy Sr, ktorej struktura
dla pojedynczej plyty okreslona jest wzorem (5.17).

Dla obu plyt uktadu mozna utworzy¢ macierze powiazan t; oraz to o wymiarach
odpowiednio 4 X cidy oraz 4 X cads, ktore w kolejnych kolumnach zawieraja numery
weztow naroznych podobszaréow cieczy. Kolumna macierzy powigzan t; (i = 1,2)
odpowiadajaca podobszarowi cieczy o numerze g;c; +r;, gdzie ¢; =0,1,2,...,d; — 1
oraz r; = 1,2,3,...,¢;, zawiera kolejno numery weztow: q;c; +q; +r;, qici+q; +1r;+ 1,
(¢i+Vei+qi+ri+2, (¢ + ey + ¢+ + 1

Macierze pomocnicze W1, Wy, Srq, Sro, t1, to umozliwiaja wyznaczenie wspot-
rzednych: @, Tp i, Ypi, Ui Okreslajacych polozenie podobszaréw cieczy o numerze
n lub n/, gdzie n = 1,2,3,...,c1dy oraz n’ = 1,2,3,...,cady, w lokalnym uktadzie
wspolrzednych majagcym poczatek w srodku podobszaru cieczy o numerze m lub m/,
gdzie m = 1,2,3,...,¢1dy oraz m’ = 1,2,3, ..., cady. Numery podobszarow cieczy
m oraz n dotyczg pierwszej plyty ukladu, natomiast numery m’ oraz n’ odnosza sie
do drugiej ptyty uktadu. Lokalizacj¢ wspotrzednych: x,;, xy ;, Yp.i, Yr; Przedstawiono
na rysunku 5.2.

Dla pewnego ustalonego polozenia lokalnego uktadu wspoétrzednych w punkcie
kolokacji o numerze m, nalezacym do plyty pierwszej, wyznacza si¢ wspolrzedne
odpowiadajace kolejnym podobszarom cieczy o numerach n = 1,2, 3, ..., c;d;y, nale-
zacym do tej samej ptyty. Wspolrzedne te oznaczone jako: x, 1, 2.1, Yp1, Yk Stosuje
sie w przypadku obliczania, zgodnie ze wzorem (5.15), elementow H,,,, macierzy Hy;

i okreslone sa nastepujaco, w podobny sposob jak w przypadku wzoru (5.18):

ZEp’l = W1<1,t1(17n
e = Wi(1,t:(2,n

N— N—
N— N—
| |
»n W
NoR

= =

Yy —~
—_ =

22
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Yp1 = W1(2,t1(1,n)) — Sr1(2,m),

Y1 = W1(2,t1(3,n)) — Sri(2,m).
Postepujac analogicznie jak wyzej i przyjmujgc zamiast n numery n’ = 1,2,3, ..., cads
dla podobszaréw ptynu nalezacych do ptyty drugiej, otrzymuje si¢ wspotrzedne: x,, o,
T2, Yp2, Yk2 Stosowane do obliczenia elementéw H,,,, macierzy Hy,. Okreslone sa

one wzorami:

Tpo = Wa(1,t2(1,n")) — Sri(1,m),
Tro = Wa(l,t2(2,n)) — Sri(1,m),
Yp2 = W2(2,t2(1,n)) — Sr1(2,m),
Yk = Wa(2,t2(3,n")) — Sr1(2,m).

W celu wyznaczenia wspotrzednych: x,3, Zr3, Yp3, Yr3, potrzebnych do oblicze-
nia elementow H,,,, macierzy Hsi, nalezy w pewnym ustalonym punkcie kolokacji
o numerze m’, nalezacym do plyty drugiej, przyjaé¢ lokalny uklad wspolrzednych
i okresli¢ w nim wspotrzedne kolejnych punktow n = 1,2.3,...,c1dy odpowiadaja-

cych podobszarom cieczy nalezacym do plyty pierwszej. Otrzymuje sie wowczas:

Tp3 = Wi(1,t:(1,n)) — Sra(1,m’),
rr3 = Wi(1,61(2,n)) — Sra(1,m’),
Yps = W1(2,t1(1,n)) — Sra(2,m’),
Urs = W1(2,t1(3,n)) — Sra(2,m’).

Wspotrzedne: xp 4, Tp 4, Yp.4, Yi,4, stosowane do obliczenia elementow H,,,,, macierzy
H,,, dotycza lokalizacji kolejnych punktow kolokacji n' = 1,2,3,...,cady podob-
szaroOw cieczy nalezacych do ptyty drugiej, okre$lonych wzgledem lokalnego uktadu
wspolrzednych o poczatku ustalonym w pewnym punkcie m’ nalezacym do tej samej

plyty. Otrzymuje sie nastepujace wzory:

Tps = Wa(1l,t2(1,n")) — Sra(1,m’),
Tra = Wa(1,t2(2,n")) — Sra(1,m'),
Ypa = Wa(2,t2(1,n')) — Sra(2,m),
Ura = Wa(2,t2(3,n")) — Sra(2,m).

W przypadku ptyt, ktérych powierzchnie srodkowe zawieraja sie w dwdch roz-
nych plaszczyznach rownoleglych (rysunek 6.2) wszystkie wezesniej opisane macierze
pomocnicze wyznacza sie jak dla plyt lezacych w jednej ptaszczyznie. Na potrzeby al-

gorytmu komputerowego przyjeto, ze odlegtos¢ miedzy ptytami [y jest liczbg ujemna,
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w przypadku gdy rzuty plyt na siebie nachodza albo dodatnia, jesli rzuty nie maja

czesci wspolnej. Polozenia ptyt wzgledem siebie w obu tych sytuacjach pokazano na

rysunku 6.4.
a) Y L <0
|
]
]
]
]
]
[ ]
]
]
]
| f‘.‘\l x
L ci-inth L n c2-lntl L
b) ¥ L>0
< x
i crrhl s cln L
L cr-lnth L
L c2-lntl ;

Rysunek 6.4. Rzut poziomy uktadu plyt zawierajacych sie w dwéch réwnolegtych ptasz-
czyznach, w przypadku gdy rzuty ptyt nachodzg na siebie (a) oraz gdy nie maja czesci
wspolnej (b)

Bez zmian, w odniesieniu do uktadu plyt lezacych w jednej wspolnej plaszczyz-
nie, pozostaje rOwniez sposoéb wyznaczania podmacierzy Hy; oraz Hys. Roznica po-
jawia sie jedynie w przypadku podmacierzy His oraz Hy. Okredlajac wspotrzedne
punktow kolokacji podobszarow cieczy dla jednej z ptyt w lokalnym uktadzie wspot-
rzednych przyjetym w wybranym punkcie kolokacji podobszaru ptynu drugiej plyty,
wspohrzedna z jest niezerowa i przyjmuje wartosci +l3. Wzory (6.5) oraz (6.6) nalezy

wiec zastapi¢ nastepujacymi:

0? 1
H,=|H, | = —_— ds,, 6.8
12 = [H] /sn {3231 (7‘ PQ')]Hzg (6)

0? 1
n m z——l3
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gdzie [3 jest odleglo$cia miedzy ptaszczyznami srodkowymi obu plyt uktadu. Wyra-

zenie podcatkowe przyjmuje nastepujaca postac:

9? (1) s 1
9z2, \r 2—stls 025, $3n+y72n+272n

- [—(a:fn b2+ 22) 7T 4322 (22 42+ 2

—+l3

:| Z—):I:l3
3
2,

= 305(x2, + 92, +13)” z—(:z: + 92 +13)

Calki (6.8) oraz (6.9) mozna obliczy¢ numerycznie np. metoda Gaussa lub metodami

niestandardowymi opisanymi w podrozdziale 3.2.1.

2. Rozwiazanie problemu przy zastosowaniu MES

W niniejszym podrozdziale opisano metodyke wyznaczania charakterystyk dy-
namicznych uktadu dwoéch ptyt zanurzonych catkowicie w ptynie przy zastosowaniu
kombinacji metod numerycznych MES oraz MEB. Podczas analizy takiego zagad-

nienia nalezy rozwiazaé¢ uogo6lniony problem wtasny postaci:
(K, —w’M,)q, =0, (6.11)

gdzie:

K, — macierz sztywnosci uktadu dwoch ptyt, tj. macierz:

K, O
K, = R (6.12)
02 KQ

w ktorej Ky oraz K, s macierzami sztywnosci odpowiednio pierwszej i drugiej ptyty
uktadu,

M, — macierz bezwtadnosci uktadu dwéch ptyt otoczonych ptynem, bedaca suma:
M, =M,,+M,_, (6.13)

w ktorej M, ,, jest macierza bezwladnosci uktadu ptyt w prozni, tj. macierza postaci:

(6.14)

Ml 01
02 Mg

-

zawierajaca macierze bezwtadnosci My oraz M, odpowiednio pierwszej i drugiej
plyty uktadu. Z kolei M,, . jest macierza bezwladnosci pltynu otaczajacego uktad

plyt, ktora wyznacza sie zgodnie ze wzorem (6.1) objasnionym w podrozdziale 6.1.
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Globalne macierze sztywnosci K oraz Ky wyznacza sie dla kazdej z ptyt uktadu
przez agregacje¢ macierzy sztywnosci K. ; elementéw skoniczonych dyskretyzujacych
te plyty. Dyskretyzacji MES dokonuje sie dla kazdej ptyty oddzielnie, poprzedzajac
ja zdefiniowaniem regularnej siatki podobszaréw cieczy, zgodnie z rysunkami 6.1
oraz 6.2. Siatke MES naklada sie na plyty w sposéb pokazany na rysunku 5.9 i opi-
sany w podrozdziale 5.2. Po wyznaczeniu dla poszczegélnych ptyt uktadu globalnych
macierzy sztywnosci nalezy w kazdej z nich dokona¢ modyfikacji z uwagi na warunki
brzegowe plyt, co opisano bardziej szczegdétowo pod koniec niniejszego podrozdziahu.

Analogiczne postepowanie nalezy przeprowadzi¢, aby otrzyma¢ macierz bezwtad-
nosci M,,,, uktadu plyt. Przyjeto konsystentne macierze bezwladnosci dla kazdej
z plyt. Nalezy wiec dla zalozonej dyskretyzacji MES wyznaczy¢ macierze bezwtad-
nosci poszczegolnych elementow skonczonych i dokonaé ich agregacji, czego efektem
jest otrzymanie globalnych macierzy bezwtadnosci M oraz M, dla obu ptlyt.

Aby wyznaczy¢ macierz bezwladnosci (6.13) uktadu plyt z uwzglednieniem obec-
nosci plynu, nalezy w odpowiedni sposob dodaé do siebie macierze (6.14) oraz (6.1).
Macierze te maja rozne wymiary, a ich strukture blokowa pokazano na rysunku 6.5.
Macierz bezwladnosci uktadu plyt M, , sklada si¢ z podmacierzy M, oraz M; o wy-
miarach odpowiednio 3w,y X 3we; oraz 3wes X 3wes, gdzie we, oraz w.o 0znaczaja
liczbe weztow siatek MES pierwszej i drugiej plyty uktadu. Pozostale podmacie-
rze tworzace macierz M, , to macierze zerowe 0; oraz 0, o wymiarach odpowied-
nio 3we; X 3wWep oraz 3wes X 3we;. Laczny wymiar macierzy M, , wynosi zatem
3(We1 + Wea) X 3(wer + wea). Macierz bezwtadnosci cieczy M, . sktada si¢ z podma-
cierzy M1, Mo, My, oraz Mas o wymiarach odpowiednio cid; X ¢idy, cidy X cods,
Cody X c1dy oraz cody X cods, gdzie cidy oraz cads to taczna liczba podobszarow cieczy

pierwszej i drugiej ptyty uktadu.
a) 7 ] b)

Mf}p = i MH, c =

Rysunek 6.5. Struktura blokowa macierzy bezwladnoéci uktadu ptyt (a) oraz macierzy

bezwladnosci pltynu otaczajacego uktad (b)
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Niech ¢; oraz d; oznacza liczbe podobszaréow cieczy dyskretyzujacych i-ta pty-
te uktadu wzdtuz kierunku odpowiednio poziomego i pionowego. Przyjeto ponad-
to oznaczenie j; = ¢;¢; + r; dla numeru dowolnie wybranego punktu kolokacji
podobszaru cieczy w i-tej plycie uktadu, przy czym ¢; = 0,1,2,...,d; — 1 oraz
r, = 1,2,3,...,¢;. Wowcezas odpowiadajacy numer wezta x; siatki MES posiada
wartosc:

z; = (¢ +1)e; +2¢; + 1 + 3. (6.15)

Dodanie do siebie macierzy M, , oraz M, . polega na wykonaniu nastepujacych

dzialan:

e dodanie elementéw podmacierzy My; do odpowiednich elementéw podmacierzy

M, wedtug algorytmu:

for i=1:c1%dl 7 petla po numerach podobszardéw cieczy pityty nr 1
ri=mod(i,cl); % wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez cl
if r1==0 ¥ dodatkowy warunek do reszty

ril=ci;
end
ql=(i-r1)/c1l; 7% iloraz z dzielenia "i" przez cl
% numer "x" wezta MES odpowiadajacy numerowi "i"
x=(ql+1)*c1+2%ql+r1+3;
for j=1:c1xdl 7’ petla po numerach podobszaréw cieczy piyty nr 1
r2=mod(j,cl); % wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez cl
if r2==0 7, dodatkowy warunek do reszty
r2=ci;
end
q2=(j-r2)/cl; % iloraz z dzielenia "j" przez cl
% numer "y" wezta MES odpowiadajacy numerowi '"j"
y=(q2+1) *c1+2%q2+r2+3;
% dodanie elementu macierzy M1l do elementu macierzy M1
M1 (3%x-2,3%y-2)=M1(3*x-2,3*y-2)+M11(i,3);
end

end

e dodanie elementéw podmacierzy Moy do odpowiednich elementéw podmacierzy

M, zgodnie z procedura:
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for i=1:c2%d2 7 petla po numerach podobszaréw cieczy piyty nr 2
ri=mod(i,c2); % wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez c2
if r1==0 7, dodatkowy warunek do reszty

ri=c2;
end
ql=(i-r1)/c2; % iloraz z dzielenia "i" przez c2
% numer "x" wezta MES odpowiadajacy numerowi "i"
x=(ql+1)*c2+2*ql+r1+3;
for j=1:c2%d2 7 petla po numerach podobszaréw cieczy ptyty nr 2
r2=mod(j,c2); % wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez c2
if r2==0 7, dodatkowy warunek do reszty
r2=c2;
end
q2=(j-r2)/c2; % iloraz z dzielenia "j" przez c2
% numer "y" wezta MES odpowiadajgcy numerowi "j"
y=(q2+1) *c2+2%q2+r2+3;
% dodanie elementu macierzy M22 do elementu macierzy M2
M2 (3%x-2,3%y-2)=M2(3*x-2,3*y-2)+M22(i,j);
end

end

e dodanie elementéw podmacierzy M, do odpowiednich elementéw podmacierzy

0; wedtug algorytmu:

for i=1l:c1xdl 7 petla po numerach podobszardw cieczy piyty nr 1
ri=mod(i,cl); % wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez cl
if r1==0 J dodatkowy warunek do reszty

ri=ci;
end
ql=(i-r1)/cl; % iloraz z dzielenia "i" przez cl
% numer "x" wezta MES odpowiadajacy numerowi "i"
x=(ql+1)*c1+2*ql+r1+3;
for j=1:c2+%d2 7, petla po numerach podobszardéw cieczy piyty nr 2
r2=mod(j,c2); ' wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez c2
if r2==0 J dodatkowy warunek do reszty
r2=ci;

end
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q2=(j-r2)/c2; % iloraz z dzielenia "j" przez c2

% numer "y" wezta MES odpowiadajacy numerowi "j"
y=(q2+1) *c2+2%q2+r2+3;

% dodanie elementu macierzy M12 do elementu macierzy 01
01(3*x-2,3*y-2)=01(3*x-2,3%y-2)+M12(1,j);

end

end

e dodanie elementow podmacierzy Mo, do odpowiednich elementéow podmacierzy

05 zgodnie z procedura:

for i=1:c2%d2 Y% petla po numerach podobszardw cieczy piyty nr 2
ri=mod(i,c2); 7 wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez c2
if r1==0 ¥ dodatkowy warunek do reszty

ri=c2;
end
ql=(i-r1)/c2; % iloraz z dzielenia "i" przez c2
% numer "x" wezta MES odpowiadajacy numerowi "i"
x=(ql+1)*c2+2*ql+r1+3;
for j=1l:c1xdl 7 petla po numerach podobszardéw cieczy piyty nr 1
r2=mod(j,cl); % wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez cl
if r2==0 J dodatkowy warunek do reszty
r2=ci;
end
q2=(j-r2)/cl; % iloraz z dzielenia "j" przez cl
% numer "y" wezta MES odpowiadajacy numerowi "j"
y=(q2+1) xc1+2%q2+r2+3;
% dodanie elementu macierzy M21 do elementu macierzy 02
02(3xx-2,3*y-2)=02(3*x-2,3*y-2)+M21 (i, j) ;
end

end

Po utworzeniu macierzy K, oraz M, wedtug wyzej opisanych zasad dokonuje sie
nastepnie ich modyfikacji ze wzgledu na warunki podparcia obu ptyt uktadu. Mozna

ten krok wykonaé¢ na jeden z dwoch nizej przedstawionych sposobow:
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1. zmniejszenie rozmiaru zadania
a) macierz K,
— wykreslenie wierszy i kolumn w macierzy K, oraz odpowiednich wierszy
w macierzy 07 i kolumn w macierzy 0s, zgodnie z warunkami brzegowymi
w plycie nr 1,
— wykreglenie wierszy i kolumn! w macierzy K, oraz odpowiednich wierszy
w macierzy 0, i kolumn w macierzy 0; na podstawie warunkow brzego-
wych w plycie nr 2,
b) macierz M, — wykreslenie tych samych wierszy i kolumn, ktore zostaly usu-
niete w macierzy K,
2. zachowanie pierwotnego rozmiaru zadania
a) macierz K, — zastapienie w macierzy wierszy i kolumn wykreslanych wedtug
sposobu 1. wierszami i kolumnami z zerami i jednoscia na przekatnej gtéwnej,
b) macierz M, — zastapienie w macierzy wierszy i kolumn wykreslanych zgodnie

ze sposobem 1. wierszami i kolumnami wypetnionymi zerami.

Do celow algorytmicznych korzystniej jest zachowaé pierwotny rozmiar zadania ze
wzgledu na mniejszy stopieni trudnosci w opracowaniu procedury tworzenia postaci

drgan wlasnych dla ukladu ptyt.

6.3. Rozwigzanie problemu przy zastosowaniu MRS

Niniejszy podrozdziat dotyczy metodyki wyznaczania charakterystyk dynamicz-
nych uktadu dwoch plyt zanurzonych catkowicie w ptynie przy zastosowaniu kom-
binacji metod numerycznych MRS oraz MEB. Podczas analizy takiego zagadnienia

rozwiagzuje sie uogdlniony problem wtasny postaci:
(A, —w*M,)q, =0, (6.16)

gdzie:

A, — macierz operatorow roznicowych ukltadu dwoch plyt, tj. macierz postaci:

A; 0
A, = , (6.17)
0, Ay
1 Wierszowi i kolumnie macierzy K» o numerze [, gdzie I = 1,2,3, ..., 3wes, odpowiada wiersz

i kolumna w macierzy K, o numerze [ + 3we1.
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w ktorej A, oraz A, sg macierzami operatoréow roznicowych? odpowiednio pierwszej
i drugiej ptyty uktadu,

M, — macierz bezwladnosci uktadu dwoch ptyt otoczonych pltynem bedaca suma:
M, =M,, +M,_, (6.18)
w ktorej M, ,, jest macierza bezwtadnosci uktadu ptyt w prézni, tj. macierza postaci:

M, 01]

6.19
0, M, (6.19)

-

zawierajaca macierze bezwtadnosci My oraz My odpowiednio pierwszej i drugiej
plyty uktadu. Z kolei M,, . jest macierza bezwladnosci pltynu otaczajacego uktad
plyt, ktora okresla wzor (6.1) objasniony w podrozdziale 6.1.

Macierze operatoréw roznicowych A; oraz A, wyznacza sie przy zastosowaniu
wczesniej zdefiniowanej siatki MRS dla kazdej z ptyt, zgodnie z zasadami opisany-
mi w podrozdziale 3.2.2. W macierzach tych nalezy uwzgledni¢ warunki brzegowe,
zaleznie od przyjetego sposobu podparcia plyt ukladu (np. podparta swobodnie na
obwodzie, podparta na dwoch krawedziach, utwierdzona na jednej krawedzi). Siatki
MRS dla kazdej z plyt przyjeto jako regularne i na ich podstawie zalozono siatki
podobszaréw cieczy wedlug zasad opisanych w podrozdziale 5.3. Na rysunku 6.6
pokazano przyktadowy uktad dwoch plyt, z ktorych kazda jest utwierdzona na jed-
nej krawedzi. Czerwonym kolorem oznaczono dyskretyzacje na podobszary cieczy
wraz z ich numeracja, a kolorem zielonym wyrdzniono siatke MRS wraz z numeracja
wezlow. Dla plyty utwierdzonej na prawej krawedzi numeracja weztow siatki MRS
zostala dostosowana do przypadku wyprowadzonego w podrozdziale 3.2.2, gdzie
szczegblowo rozpatrzono plyte utwierdzona na krawedzi lewej. Dyskretyzacji MRS
na m; X n; elementéow, wykonanej dla i-tej plyty, odpowiada siatka podobszaréw
cieczy o gestosci ¢; X d; = %+ x 5. Przyjmujac podobszary cieczy o wymiarach
h; x k;, otrzymuje sie wymiary elementow siatki MRS wynoszace % X %

Macierze bezwladnosci ptyt, M, oraz Ms, przyjeto jako diagonalne, w ktorych
na glownej przekatnej wystepuja wartosci mas czesci ptyty przypadajacych na po-
szczegolne wezty siatki MRS, podzielone przez odpowiednie pola powierzchni. Wy-
prowadzenie postaci tych macierzy opisano w podrozdziale 3.2.2.

Procedura dodawania elementéw macierzy bezwladnosci ptynu M,, . do elemen-
tow macierzy bezwladnosci ptyt M, , przebiega podobnie jak w przypadku metody
2 Pryes macierz operatoréw réznicowych plyty nalezy rozumie¢ macierz uktadu rownan (3.85)

o strukturze okreslonej wzorem (3.86), zmodyfikowana ze wzgledu na warunki podparcia plyty.

Szczegotowe wyprowadzenia postaci tej macierzy zostaly przedstawione w podrozdziale 3.2.2.
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Rysunek 6.6. Uktad dwdéch ptyt z przyktadows dyskretyzacja MRS oraz odpowiadajaca
jej dyskretyzacja na podobszary cieczy

elementow skonczonych opisanej w poprzednim podrozdziale. W pierwszej kolejnosci
nalezy dla kazdej z ptyt uktadu okresli¢ zalezno$¢ miedzy numeracjg j podobszaréw
cieczy a odpowiadajgca numeracja z wezlow siatki MRS. Dla ptyt przedstawionych

na rysunku 6.6 zaleznosci te przedstawiaja sie nastepujaco:
e plytanr1
Ji=qea+r = x1=202¢+ e +2q0 + 1+ 2, (6.20)

gdzie ¢y = 0,1,2,...,dy —lorazr; =1,2,3,...,¢q,
e plyta nr 2

jg = (@oCy + T2 = T9 = 4((]2 + 1)62 + 2q2 +3— 27”2, (621)
gdzie ¢ =0,1,2,...,do —lorazrys =1,2,3,...,Cs.

Algorytmy dodawania macierzy bezwladnosci cieczy do macierzy bezwladnosci
plyt sa analogiczne do tych przedstawionych w podrozdziale 6.2. Nalezy skorzystac
z zaleznosci (6.20) oraz (6.21) i pamietaé, aby elementy podmacierzy M;;, wchodzace
w sklad macierzy bezwtadnosci ptynu M, ., w procedurze dodawania dzieli¢ przez
pole podobszaru siatki MRS. Ponadto w przypadku uktadu z rysunku 6.6 w petlach
,for” po numerach podobszaréw cieczy ptyty nr 1 nalezy bra¢ pod uwage zalez-
nosé (6.20), a w przypadku plyty nr 2 uwzglednia sie zaleznosé (6.21). Przyktadowo
algorytm dodawania elementow podmacierzy M, (rysunek 6.5), zawartej w macie-
rzy My, do elementéw podmacierzy 0;, zawartej w macierzy M, , (wzor (6.19)),

przedstawia sie nastepujaco:



168 6. Analiza dynamiczna uktadu ptyt prostokgtnych zanurzonych catkowicie w plynie

for i=1:c1xdl 7 petla po numerach podobszardéw cieczy piyty nr 1
ri=mod(i,cl); % wyznaczenie reszty z dzielenia "i" przez cl
if r1==0 ¥ dodatkowy warunek do reszty

rl=ci;
end
ql=(i-r1)/cl; % iloraz z dzielenia "i" przez cl
% numer "x" wezta MES odpowiadajacy numerowi "i"
x=2% (2*%ql+1) *c1+2xql+2*ri+1;
for j=1:c2%d2 7 petla po numerach podobszaréw cieczy piyty nr 2
r2=mod(j,c2); % wyznaczenie reszty z dzielenia "j" przez c2
if r2==0 7, dodatkowy warunek do reszty
r2=ci;
end
q2=(j-r2)/c2; % iloraz z dzielenia "j" przez c2
% numer "y" wezta MES odpowiadajacy numerowi '"j"
y=4% (q2+1) *c2+2%q2-2%r2+3;
% dodanie elementu macierzy M12 do elementu macierzy 01
01(x,y)=01(x,y)+M12(i,j)/(0.25xh1xk1) ;
end

end

Warunki brzegowe w macierzy bezwladnosci M, ukladu plyt uwzglednia sie
przez wypelnienie zerami wierszy i kolumn odpowiadajacych weztom siatki MRS
zlokalizowanym na krawedzi utwierdzonej lub swobodnie podpartej. W przypadku
pierwszej plyty uktadu numery weztow jej siatki pokrywajg sie z numeracja odpo-
wiadajacych im wierszy i kolumn macierzy M,. Natomiast numerowi [ wezta siatki
MRS zdefiniowanej dla drugiej plyty uktadu, gdzie | =1,2,3,...,(mg + 1)(ng + 1),

odpowiadaja wiersz i kolumna w macierzy M,, o numerze [ + (m; + 1)(ng + 1).

6.4. Przyklady analizy dynamicznej ukladu plyt zanurzonych

w plynie

W niniejszym podrozdziale przedstawiono przyktady wyznaczania czestosci drgan
wlasnych uktadu dwoch plyt zanurzonych catkowicie w wodzie, ktorej gestosé wy-
nosi p. = 1000 kg/ m®. Obliczenia wykonano przy zastosowaniu dwoch kombinacji
metod numerycznych, MES-MEB oraz MRS-MEB, opisanych w podrozdziatach 6.2
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oraz 6.3. Przyjeto r6zne schematy podparcia badanych ptyt. W pierwszych dwoch
przyktadach analizie poddano uktady ptyt o statej grubosci lezacych w jednej ptasz-
czyznie lub w dwoch plaszezyznach réwnolegltych. W kolejnych dwoch przyktadach

rozpatrzono uklady plyt o liniowo zmiennej grubosci.

Przyktad 6.1. Drgania wtasne uktadu dwoch ptyt kwadratowych o statej grubosci,
swobodnie podpartych na dwoch krawedziach, lezgcych w jednej ptaszcezyinie @ catko-
wicie zanurzonych w wodzie

W przyktadzie rozpatrzono uktad dwoch ptyt o wymiarach i schemacie statycz-
nym jak na rysunku 6.7. Ptyty wykonano z materiatu izotropowego o module Younga

E = 205 GPa, wspotczynniku Poissona v = 0,3 i gestosci p = 7850 kg/mg.

Hi=002m
H2=0,02m

22m

B2=22m

B1

A=22m L I L A2=22m

V

Rysunek 6.7. Uktad dwoch ptyt kwadratowych lezacych w jednej ptaszczyzZnie, analizowany
w przyktadzie 6.1

W tabelach 6.1-6.3 przedstawiono wartosci czestosci drgan wlasnych rozwaza-
nego uktadu plyt otrzymane przy zastosowaniu kombinacji metod numerycznych
MES-MEB oraz MRS-MEB. Przyjeto, ze wartosci rozstawu ptyt naleza do zbioru
[y € {0,0,25A;, 0,54, Ay, 104;}. Dla kazdej z ptyt uktadu przyjeto siatke MES
o wymiarach 20 x 20 oraz dwa przypadki siatki MRS — o gestosciach 20 x 20 oraz
32 x 32. Aby wyznaczy¢ macierz bezwtadnosci wody, zdefiniowano dla kazdej z plyt
regularne siatki podobszaréow cieczy o wymiarach 19 x 19 w kombinacji z MES oraz
10x 101 16 x 16 w kombinacji z MRS dla siatek odpowiednio 20 x 20 i 32 x 32. Otrzy-
mane wyniki poré6wnano z warto$ciami uzyskanymi przy zastosowaniu MEB [9],

ktore zestawiono w tabeli 6.4.
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Tabela 6.1. Wartosci czestosci drgan wlasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.1 otrzymane
przy zastosowaniu kombinacji metod MES-MEB oraz siatki MES 20 x 20

Rozw. MES-MEB - czestosci drgan wtasnych w; [rad/s|
I 0 | 0254, | 054, | A 104,

Wi | 20193 | 21,295 | 21,427 | 21508 | 21,556
we | 22,207 | 21,803 | 21,683 | 21,604 21,557
ws | 45,393 | 45,883 | 45,921 | 45,935 45,939
wy | 46,233 | 45,994 | 45,957 | 45,942 45,939
ws | 103,606 | 108,378 | 108,664 | 108,773 108,800
we | 110,953 | 109,203 | 108,935 | 108,828 108,801

Tabela 6.2. Wartosci czestodci drgant wlasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.1 otrzymane
przy zastosowaniu kombinacji metod MRS-MEB oraz siatki MRS 20 x 20

Rozw. MRS-MEB - czestosci drgan wlasnych w; [rad/s]
dla siatki 20 x 20

I 0 0,254, | 054, | A 104,

wy | 19,742 | 20,814 | 20,955 | 21,041 21,091
wy | 21,790 | 21,352 | 21,225 | 21,142 21,092
ws | 44,006 | 44,496 | 44,538 | 44,554 44,558
wy | 44,890 | 44,618 | 44,577 | 44,562 44,558
ws | 100,770 | 105,297 | 105,610 | 105,728 105,758
we | 108,161 | 106,195 | 105,903 | 105,787 105,758

Tabela 6.3. Wartosci czestodci drgart wlasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.1 otrzymane
przy zastosowaniu kombinacji metod MRS-MEB oraz siatki MRS 32 x 32

Rozw. MRS-MEB - czestosci drgan wlasnych w; [rad/s]
dla siatki 32 x 32

I 0 0,254, | 054, | A 104,

wy | 20,208 | 21,187 | 21,320 | 21,402 21,451
wo | 22,219 | 21,701 | 21,579 | 21,500 21,452
ws | 45,476 | 45,581 | 45,620 | 45,634 45,638
wy | 46,314 | 45,694 | 45,656 | 45,642 45,638
ws | 103,491 | 107,581 | 107,872 | 107,982 108,010
we | 110,815 | 108,419 | 108,147 | 108,038 108,010
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Tabela 6.4. Wartosci czestosdci drgan wtasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.1 otrzymane

przy zastosowaniu MEB, na podstawie [9]

Rozw. MEB - czestosci drgan whasnych w; |rad /s

l 0 0,25A4; | 0,54, Ay 104,

wy | 20,150 | 21,244 | 21.387 | 21,472 | 21,523
wy | 22,224 | 21,785 | 21,657 | 21,574 | 21,523
wy | 43,957 | 44,443 | 44,484 | 44,499 | 44,503
wy | 44,826 | 44,562 | 44,522 | 44,507 | 44,503
ws | 101,760 | 106,329 | 106,638 | 106,754 | 106,784
we | 109,145 | 107,215 | 106,927 | 106,813 | 106,784

Na podstawie zestawionych wartosci czestosci drgan wtasnych uktadu ptyt moz-
na wyciaggna¢ wniosek, ze czestosci wy 1 wy przyjmuja zblizone do siebie wartosci.
Podobna prawidlowos¢ ma miejsce w przypadku czestosci ws i wy oraz ws i wg. Wy-
nika to z faktu, ze wartosci w; i wy odpowiadajg pierwszej czestosci drgan wtasnych
odpowiednio pierwszej i drugiej plyty uktadu. Analogicznie czestosci wz i wy mozna
odnies¢ do drugiej, a czestosci ws i wg — do trzeciej czestosci drgan wiasnych kolej-
nych plyt tworzacych uktad. Im bardziej ptyty w uktadzie sg od siebie oddalone, tym
mniejsza staje sie roznica miedzy czesto$ciami wy i we, a takze miedzy czestosciami
w3 1wy oraz ws i wg. Mozna zauwazy¢, ze dla ptyt odleglych od siebie o warto$é¢ 104,
czestosci drgan sg parami identyczne, poniewaz dwie ptyty zanurzone w plynie, przy
znacznym oddaleniu od siebie, nie wspoétpracujg ze soba i zachowuja sie jak dwa
niezalezne obiekty. Z kolei gdy plyty przylegaja do siebie (tzn. odleglos¢ miedzy
nimi wynosi l; = 0), najwieksza réznica procentowa miedzy czestosciami drgan
stanowiacymi pare, tzn. przyjmujacymi zblizone do siebie wartosci, wynosi okoto
10% dla pary czestosci wy i wo. W przypadku kolejnych par réznica ta wynosi okoto
2% oraz 7% pomiedzy odpowiednio ws i wy oraz ws i wg. Wraz z dalszym wzro-
stem odlegtosci [; roznice miedzy czestosciami drgan: wy i wy, w3 1 wy oraz ws i weg
wynosza odpowiednio okoto: 2,5%-0,5%, 0,25%—0,02% oraz 0,8%—0,05%, przy czym
w podanych przedziatach procentowych wicksze wartosci réznic dotycza odleglosci
l1 = 0,25A;, a mniejsze wartosci wystepuja dla [y = A;. W rozpatrywanym zadaniu
dynamiki uktadu ptyt najwicksze réznice procentowe dotycza czestoSci w parze wq
i wy, & Najmniejsze — w parze ws i wy.

Analizujgc wartosdci czestosci drgan wilasnych otrzymane zgodnie z metodolo-
giami MES-MEB i MRS-MEB, zawarte w tabelach 6.1-6.3, w zestawieniu z war-
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tosciami otrzymanymi z literatury na podstawie MEB (tabela 6.4), mozna wycia-
gnat wniosek, ze zadowalajace wartosci pierwszej i drugiej czestosci drgan wtasnych
uzyskano w ujeciu MES-MEB oraz MRS-MEB przy siatce MRS 32 x 32. W obu
tych przypadkach roznice procentowe w odniesieniu do wynikéw z literatury nie
przekraczajg 1%, a mniejsze wartosci tych roznic dotycza uzycia kombinacji metod
MES-MEB. Mozna zatem przyjacé, ze w celu uzyskania zadowalajacych wynikow
pierwszej i drugiej czestosci drgan wilasnych ukladu plyt nalezy zastosowaé siatke
MES o gestosci 20 x 20 lub siatke MRS o gestosci 32 x 32. Odpowiadajace siatki
podobszaréw cieczy, utworzone zgodnie z MEB, wynosza wowczas dla tych przy-
padkow kolejno 19 x 19 oraz 16 x 16. Przyjeto, ze kryterium doktadnosci stanowi
roznica procentowa wynikow uzyskanych na podstawie MES-MEB lub MRS-MEB,
nie przekraczajaca 1% w odniesieniu do wartosci czestosci z pozycji [9], wyznaczo-
nych przy uzyciu MEB. W przypadku trzeciej i kolejnych czestosci drgan wtasnych
uktadu plyt wyniki najblizsze wartosciom zawartym w tabeli 6.4 uzyskano przy za-
stosowaniu kombinacji MRS-MEB, ktorej odpowiada siatka MRS 20 x 20 oraz siatka
podobszaréw cieczy 10 x 10 (tabela 6.2). Wtedy odpowiednie réznice procentowe sa
muniejsze od 1%. W tabelach 6.1 oraz 6.3 roznice te przekraczaja 1% dla czestosci
ws 1 wg oraz 2,5% w przypadku ws i ws. Mozna zatem zauwazy¢, ze uzycie siatki
podobszaréw cieczy o nieduzej gestosci 10 x 10 spowodowato najwieksze zblizenie
sie wartosci czestosci drgan ws—wg do wynikéw z literatury [9].

Porownujac ze soba wartosci czestosci otrzymane przy zastosowaniu kombinacji
metod numerycznych MES-MEB oraz MRS-MEB (tabele 6.1-6.3), mozna dostrzec
duze podobienstwo wynikow wystepujacych w tabelach 6.1 oraz 6.3. R6znice mie-
dzy odpowiednimi wartosciami czestosci drgan w tych tabelach sa mniejsze od 1%.
Wynika to z faktu, ze przy jednakowych siatkach MES oraz MRS odpowiadaja-
ce siatki podobszaréw cieczy znacznie si¢ r6znia, co ma wplyw na wieksze réznice
otrzymywanych wartosci czestosci drgan. Wyniki otrzymane przy uzyciu MES-MEB
i MRS-MEB wyraznie zbiegaja sie do siebie, gdy odpowiadaja im zblizone gestosci
siatek podobszarow ptynu. W tabelach 6.1 oraz 6.3 zastosowano siatki podobszarow
cieczy 19 x 19 oraz 16 x 16 w kombinacji odpowiednio z MES i MRS.

W tabelach 6.2 oraz 6.3, w ktorych uzyto kombinacje metod MRS-MEB dla
siatek MRS 20 x 20 oraz 32 x 32, réznice miedzy odpowiednimi warto$ciami czesto-
$ci drgan wlasnych zawieraja sie w przedziale 1,71%-3,34%, przy czym najmniejsza
roznica dotyczy czestosci wy i we przy odlegloéci miedzy pltytami [y = 1044, a naj-
wieksza roznica wystepuje przy czestosci ws i odlegtosci [; = 0. Zatem przyjmujac

kryterium zbieznosci jako réznice miedzy czesto$ciami drgan dla kolejnych siatek
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MRS mniejsza od 1%, nalezaloby wykonaé dalsze obliczenia numeryczne przy zasto-
sowaniu dyskretyzacji MRS gestszej niz 32 x 32. Mozna tez przyjaé do obliczeri siatke
MRS o gestosci posredniej pomiedzy 20 x 20 i 32 x 32. Warto woéwczas zaobserwowad

zgodno$¢ otrzymywanych wynikow z wartosciami zawartymi w tabeli 6.4.

Przyktad 6.2. Drgania wtasne uktadu dwdch ptyt kwadratowych o statej grubo-
Sci, wtwierdzonych na jednej krawedzi, lezgcych w dwoch ptaszczyznach réwnolegtych
1 catkowicie zanurzonych w wodzie

W przykltadzie analizowano uktad dwoch plyt o wymiarach i schemacie statycz-
nym jak na rysunku 6.8. Ptyty wykonano z materiatu, ktéry zastosowano w przy-
ktadzie 6.1.
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Rysunek 6.8. Uktad dwoch ptyt kwadratowych lezacych w dwoéch plaszczyznach réwnole-
glych, analizowany w przyktadzie 6.2

W tabeli 6.5 przedstawiono wartosci czestosci drgan wlasnych uktadu plyt otrzy-
mane w ujeciu metod MES-MEB z uzyciem siatki MES 20 x 20. Z kolei w tabeli 6.6
zestawiono wartosci czestosci drgan wtasnych uktadu plyt uzyskane przy zastosowa-
niu kombinacji MRS-MEB i dwoch rodzajow siatek MRS, 20 x 20 oraz 32 x 32. Przy-
jeto wartosdci pionowego rozstawu plyt ze zbioru I3 € {0,254, 0,54, Ay, 104, }.
W celu wyznaczenia macierzy bezwladnosci wody przyjeto dla kazdej z plyt regu-
larne siatki podobszarow cieczy o wymiarach 19x19 w kombinacji z MES oraz 10x 10
i 16 x 16 w kombinacji z MRS, dla siatek odpowiednio 20 x 20 i 32 x 32. Otrzyma-
ne wyniki poréwnano z warto$ciami uzyskanymi przy zastosowaniu MEB [9], ktore

zestawiono w tabeli 6.7.



174 6. Analiza dynamiczna uktadu ptyt prostokagtnych zanurzonych catkowicie w ptynie

Tabela 6.5. Wartosci czestosci drgan wlasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.2 otrzymane
przy zastosowaniu kombinacji metod MES-MEB oraz siatki MES 20 x 20

Rozw. MES-MEB - czestosci w; [rad/s|
Is 0254, | 054, | 4 104,
wy | 7.455 | 8203 | 8558 | 8,685
wy | 9,605 | 9,106 | 8,806 8,685
ws | 23,656 | 25,027 | 25,445 | 25,506
wy | 27,045 | 25,961 | 25,567 | 25,506
ws | 54,642 | 58,592 | 60,028 | 60,378
we | 64,930 | 62,004 | 60,720 | 60,378

Tabela 6.6. Wartosci czestosci drgan wiasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.2 otrzymane
przy zastosowaniu kombinacji metod MRS-MEB oraz siatek MRS 20 x 20 i 32 x 32

Rozw. MRS-MEB - czestosci drgan wlasnych w; [rad/s

Siatka 20 x 20 Siatka 32 x 32
I3 | 0,25A4; | 0,54, Ay 10A; | 0,254, | 0,54, Ay 104,
wy | 7,241 | 8,003 | 8,369 | 8,501 | 7,441 | 8,195 | 8,556 | 8,684
wy | 9,446 | 8,935 | 8,627 | 8,501 | 9,616 | 9,111 | 8,807 | 8,684
ws | 25,009 | 26,611 | 27,109 | 27,183 | 25,057 | 26,562 | 27,025 | 27,093
wy | 28,993 | 27,725 | 27,256 | 27,183 | 28,788 | 27,597 | 27,160 | 27,093
ws | 52,713 | 56,683 | 58,118 | 58,468 | 54,181 | 58,127 | 59,555 | 59,902
we | 63,017 | 60,089 | 58,810 | 58,469 | 64,436 | 61,518 | 60,241 | 59,903

Tabela 6.7. Wartosci czestodci drgart wlasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.2 otrzymane

przy zastosowaniu MEB, na podstawie [9]

Rozw. MEB — czestodcei drgan w; [rad/s]
[y | 0,25A; | 0,54, Ay 104,
wy | 7,188 | 7,941 | 8,301 8,430
wy | 9,359 | 8,856 | 8,553 8,430
ws | 22,661 | 24,072 | 24,504 | 24,567
wy | 26,149 | 25,036 | 24,630 | 24,567
ws | 93,421 | 57,471 | 58,933 | 59,288
we | 63,929 | 60,938 | 59,636 | 59,289

Czestosci drgan wlasnych rozpatrywanego uktadu plyt wspornikowych sa okoto

1,7-2,9-krotnie mniejsze w poréwnaniu z uktadem dwoch plyt swobodnie podpar-
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tych, rozpatrywanym w przyktadzie 6.1. Ponadto, w poréwnaniu z poprzednim przy-
ktadem, wieksze sa réznice procentowe pomiedzy czestoSciami: wy i wo, w3 1 wy Oraz
ws 1 wg. Roznice te mieszcza sie w przedzialach kolejno okoto: 3%-30%, 0,5%15%
oraz 1,2%-19%, przy czym wieksze wartosci roznic w kazdym z przedziatow dotycza
odlegtosci I35 = 0,25A;, a mniejsze wartosci wystepuja dla I3 = A;. Porownujac
uktady ptyt z przyktadéw 6.1 1 6.2, mozna wyciagnaé wniosek, ze przy tych samych
rozstawach wicksza wspotpraca miedzy plytami na skutek obecnosci ptynu wyste-
puje w przypadku obecnie rozwazanym, tzn. dla ptyt wspornikowych umieszczonych
w dwdch ptaszczyznach rownolegtych.

Wartosci czestos$ci drgan w, oraz wo uzyskane przy pomocy MES i zestawione
w tabeli 6.5 roznig sie o okoto 2,6%-3,7% w poréwnaniu z wynikami w tabeli 6.7,
pochodzacymi z literatury i otrzymanymi przy zastosowaniu MEB. Mozna zauwazy¢,
ze mniejsze wartosci czestosci drgan wlasnych dotyczace uktadu ptyt wspornikowych
w wodzie zaskutkowaly wiekszymi procentowymi réznicami tych wartosci otrzyma-
nych przy zastosowaniu kombinacji metod MES-MEB oraz MEB-MEB, niz miato to
miejsce w przyktadzie 6.1. Z kolei czestosci drgan ws oraz wg roznia sie od wynikéw
otrzymanych przy uzyciu MEB o okoto 1,6%-2,3%, a dla czestosci ws oraz wy roznice
te wynosza okolo 3,4%—4,4%, czyli sa zblizone do wystepujacych w przyktadzie 6.1.
Aby zmniejszy¢ rozbiezno$¢ miedzy wynikami z tabel 6.5 oraz 6.7, nalezaloby wy-
konaé¢ obliczenia numeryczne przy uzyciu kombinacji MES-MEB dla siatek MES
gestszych niz 20 x 20. Mozna przyjac¢ kryterium wystarczajacej doktadnosci obliczen
jako roznice procentowa nie wiekszag niz 1% w odniesieniu do wynikéw uzyskanych
przy zastosowaniu MEB.

W rozwazanym przyktadzie czestosci drgan wilasnych: wy, wo, ws i wg otrzyma-
ne przy uzyciu kombinacji metod MRS-MEB (tabela 6.6) sa bardziej zblizone do
wynikow uzyskanych na podstawie MEB (tabela 6.7) w por6wnaniu z przypadkiem
kombinacji MES-MEB. Okazuje sie, ze najkorzystniejsze wyniki otrzymano przy za-
stosowaniu siatki MRS 20 x 20. Wartosci pierwszej i drugiej czestosci drgan réznia
sie od wartosci z tabeli 6.7 w granicach okoto 0,7%-0,9%, a wiec spelniaja przyjete
kryterium doktadnosci. Stosujac siatke 32 x 32, otrzymano réznice wieksze, miesz-
czace sie w zakresie okolo 2,8%-3,5%. W przypadku pigtej i szostej czestosci drgan
rozbieznosci te wynosza okoto 0,8%—1,4% oraz 1,3%-1,4% dla siatek odpowiednio
32 x 32 oraz 20 x 20, czyli sa zblizone. Duze roéznice procentowe, w poréwnaniu
z wynikami w tabeli 6.7, dotycza trzeciej i czwartej czestosci drgan i dla obu za-
stosowanych siatek MRS przekraczaja 10%. Aby wartosci wszystkich rozwazanych

czestosci drgan zblizy¢ do tych zawartych w literaturze, nalezatoby zwickszy¢ gestosé
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uzytej siatki MRS ponad 32 x 32 i ponownie sprawdzié¢ zalozone kryterium doktad-
no$ci. Warto réwniez kontrolowac kryterium zbieznosci metody przez poréwnywanie
roznic procentowych miedzy czestosciami drgan uzyskanymi z uzyciem kolejnych
siatek MRS. Dla siatek 20 x 20 oraz 32 x 32 kryterium zbieznosci spelnione jest
tylko w przypadku czestosci ws 1 wy, ktore z kolei najbardziej odbiegaja od wynikow
z tabeli 6.7.

Podobnie jak w przykladzie 6.1 wartosci czestosci drgan otrzymane przy za-
stosowaniu kombinacji metod numerycznych MES-MEB i MRS-MEB sa do siebie
bardziej zblizone dla siatek MES i MRS o gestosciach odpowiednio 20 x 20 oraz
32 x 32. Woéwcezas réznice procentowe miedzy poszcezegbdlnymi wynikami sa nie wiek-
sze niz 1% w przypadku czestoSci: wq, wa, ws 1 wg. Dla czestosci ws 1 wy rozbieznosci
te w wickszosci przekraczaja 6%. Mozna, podobnie jak w przykladzie 6.1, wyciagnaé
wniosek, ze o podobienstwie wynikoéw uzyskanych przy uzyciu obu kombinacji metod
MES-MEB i MRS-MEB decyduje zblizona gestosé¢ siatki podobszaréw cieczy.

Przyktlad 6.3. Drgania wtasne uktadu dwdch plyt kwadratowych o zmiennej gru-
bosci, swobodnie podpartych na dwoch krawedziach, lezgcych w jednej plaszczyinie
1 catkowicie zanurzonych w wodzie

Przedmiotem analizy w przyktadzie jest uktad dwoch plyt o wymiarach i sche-
macie statycznym jak na rysunku 6.9. Plyty wykonano z materiatu identycznego jak
w dwoch poprzednich przyktadach. Charakteryzuja sie one liniowo zmienna grubo-
Scia w jednym kierunku, przy czym grubos¢ wzdtuz jednej z podpartych krawedzi

jest 2-krotnie wieksza od grubosci na przeciwleglej podpartej krawedzi.
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Rysunek 6.9. Uktad dwoéch ptyt kwadratowych o zmiennej grubosdci, lezacych w jednej

plaszczyznie, analizowany w przyktadzie 6.3
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W tabelach 6.8-6.9 przedstawiono wartosci czestosci drgan wlasnych uktadu ptyt
otrzymane przy zastosowaniu kombinacji metod MRS-MEB. Przyjeto wartosci roz-
stawu plyt ze zbioru [ € {0, 0,254, 0,5A4;, Ay, 10A;}. Dla pltyt tworzacych uktad
wzieto pod uwage dwa warianty siatki MRS — o wymiarze 20 x 20 oraz 32 x 32.
W celu wyznaczenia macierzy bezwladnosci wody przyjeto regularng dyskretyzacje
na podobszary cieczy o gestosciach 10 x 10 i 16 x 16 dla siatek MRS odpowiednio
20 x 201 32 x 32.

Tabela 6.8. Wartosci czestosdci drgan wtasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.3 otrzymane
przy zastosowaniu kombinacji metod MRS-MEB oraz siatki MRS 20 x 20

Rozw. MRS-MEB - czestosci drgan wlasnych w; [rad/s|
dla siatki 20 x 20

L 0 0,254, | 0,54 Ay 104,

wy | 32,700 | 34,638 | 34,882 | 35,027 35,111
wo | 36,351 | 35,556 | 35,335 | 35,194 35,111
wz | 73,154 | 74,214 | 74,298 | 74,328 74,334
wq | 75,037 | 74,452 | 74,371 | 74,341 74,334
ws | 166,693 | 176,381 | 177,063 | 177,311 177,371
we | 185,104 | 178,347 | 177,679 | 177,432 177,371

Tabela 6.9. Wartosci czestosci drgart wlasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.3 otrzymane
przy zastosowaniu kombinacji metod MRS-MEB oraz siatki MRS 32 x 32

Rozw. MRS-MEB - czestosci drgan wlasnych w; [rad/s]
dla siatki 32 x 32

! 0 0,254, | 054, | A 104,

wy | 33,309 | 35286 | 35,516 | 35,655 | 35,735
wy | 36,902 | 36,160 | 35,950 | 35816 | 35,736
ws | 74,905 | 75,957 | 76,034 | 76,061 76,067
wy | 76,698 | 76,176 | 76,101 | 76,074 76,067
ws | 170,113 | 180,058 | 180,675 | 180,902 180,957
wg | 186,633 | 181,838 | 181,238 | 181,013 180,957

Analizujac wartosci czestosci drgan wlasnych zawarte w tabelach 6.8 oraz 6.9,
mozna stwierdzié¢, ze r6znice miedzy wynikami uzyskanymi z uzyciem siatek 20 x 20
oraz 32 x 32 wahaja sie w granicach okolo 1,52%-1,87% dla czestosci w; oraz ws.

W przypadku wartosci ws oraz w, rozbieznosci te wynosza okoto 2,21%-2,39%. Z ko-
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lei czestosci ws oraz wg, otrzymane przy zastosowaniu dwoch rozwazanych siatek
MRS, roznia sie miedzy soba w granicach 1,96%—-2,08%, poza czestoscia wg dla
rozstawu [y = 0, gdzie réznica ta wynosi 0,83%. Aby mozna bylo zaobserwowaé
wieksza zbieznos¢ uzyskiwanych wynikoéw, nalezy wykona¢ obliczenia numeryczne
dla kolejnej siatki MRS, gestszej niz 32 x 32. Mozna tez przyjac siatke o gestosci
posredniej miedzy 20 x 20 i 32 x 32. Jak wspomniano we wczesniejszych przyktadach,
kryterium zbieznosci mozna ustali¢ jako réznice miedzy wynikami otrzymywanymi
dla kolejnych siatek MRS, ktora nie powinna przekroczy¢ 1%.

Porownujac uzyskane wyniki z wartoSciami z przyktadu 6.1, mozna stwierdzié,
ze dwukrotny wzrost grubosci H; kazdej z ptyt uktadu przy jednej z podpartych
krawedzi, wzgledem grubos$ci H, przy krawedzi przeciwleglej, spowodowat okoto
1,7-krotny wzrost wartosci czestosci drgan wlasnych w odniesieniu do plyty o stalej
grubosci H = Hy = 0,02 m.

Przyklad 6.4. Drgania wltasne uktadu dwdch ptyt kwadratowych o zmiennej grubo-
Sci, utwierdzonych na jednej krawedzi, lezgeych w dwoch ptaszczyznach réwnoleglych
1 catkowicie zanurzonych w wodzie

W przykladzie analizie poddano uktad dwoch plyt o wymiarach i schemacie
statycznym jak na rysunku 6.10. Material plyt nie ulegl zmianie w odniesieniu do

poprzednich przyktadow.
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Rysunek 6.10. Uktad dwéch ptyt kwadratowych o zmiennej grubosci, lezacych w dwoch

plaszczyznach réwnolegtych, analizowany w przyktadzie 6.4
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W tabeli 6.10 zestawiono czestosci drgan wtasnych uktadu ptyt otrzymane w uje-
ciu metod MRS-MEB przy uzyciu dwoch rodzajow siatek 20x 20 oraz 32x32. Przyje-
to wartoSci pionowego rozstawu plyt ze zbioru I3 € {0,254, 0,54, Ay, 10A;}. Aby
zbudowa¢ macierz bezwladnosci wody, zatozono dla plyt ukladu regularne siatki
podobszaréw cieczy o wymiarach 10 x 10 i 16 x 16, dopasowane do siatek MRS
odpowiednio 20 x 20 i 32 x 32.

Tabela 6.10. Wartosci czestosci drgari wrasnych dla uktadu ptyt z przyktadu 6.4 otrzymane

przy zastosowaniu kombinacji metod MRS-MEB oraz siatek MRS 20 x 20 i 32 x 32

Rozw. MRS-MEB - czestosci drgan wlasnych w; [rad/s]
Siatka 20 x 20 Siatka 32 x 32
L | 0254, | 054, | A 104, | 0254, | 054, | A4 104,
wy | 17,016 | 18,704 | 19,501 | 19,785 | 17,534 | 19,206 | 19,991 | 20,268
wy | 21,830 | 20,721 | 20,057 | 19,786 | 22,286 | 21,189 | 20,534 | 20,269
ws | 38,265 | 40,468 | 41,133 | 41,230 | 37,864 | 39,892 | 40,498 | 40,586
wa | 43,674 | 41,950 | 41,326 | 41,230 | 42.829 | 41,242 | 40,672 | 40,586
ws | 98,292 | 104,060 | 105,864 | 106,270 | 101,335 | 107,016 | 108,763 | 109,147
we | 112,047 | 108,148 | 106,658 | 106,271 | 114,709 | 110,939 | 109,514 | 109,148

Analizujac wartosci czestosci drgan wlasnych przedstawione w tabeli 6.10, mozna
stwierdzi¢, ze r6znice miedzy wynikami uzyskanymi przy uzyciu siatek 20 x 20 oraz
32 x 32 mieszczy sie w przedziale 2,1%-3% dla czestosci wy 1 we. W przypadku cze-
stosci ws 1 wy rozbieznosel te zawierajg sie w granicach 1,05%-1,93%, a dla wartosci
ws 1 wg jest to przedzial 2,4%-3,1%. Wniosek co do gestosci przyjmowanych siatek
MRS, w celu uzyskania okreslonej zbieznosci wynikéw, mozna sformutowaé podobnie
jak w przyktadzie 6.3.

Poréwnujac uzyskane wartosci z wynikami z przyktadu 6.2, mozna wywniosko-
waé, ze dwukrotny wzrost grubosci H; kazdej z ptyt uktadu przy utwierdzonej kra-
wedzi, wzgledem grubosci Hy przy przeciwleglej krawedzi swobodnej, spowodowat
okotlo 2,3-krotny wzrost wartosci pierwszej i drugiej czestosci drgan wlasnych w od-
niesieniu do plyty o stalej grubosci H = H,; = 0,02 m. Dla trzeciej i czwartej
czestosci drgan wzrost ten jest okoto 1,5-krotny, a w przypadku piatej 1 szostej —
okoto 1,8-krotny. Czestosci wy i we wzrosty zatem bardziej znaczaco w poréwnaniu
z rozwazanym wczesniej uktadem plyt swobodnie podpartych na dwéch krawedziach.

Dla pozostatych czestosci uzyskano wzrost zblizony do tego przypadku.






7. Analiza dynamiczna plyt wyposazonych
w lepkosprezyste tlumiki drgan

Celem niniejszego rozdzialu jest przeprowadzenie analizy dynamicznej cienkich
plyt prostokatnych wyposazonych w lepkosprezyste ttumiki drgan. W zawartych
analizach badano drgania wtasne ttumione ptyt o zatozonych wstepnie warunkach
zamocowania na krawedziach. Dodatkowo przyjeto, ze plyty spoczywaja na ustalone;j
liczbie punktowych podpoér (wiezéw) lepkosprezystych.

W sytuacjach gdy na konstukcje budowlana oddziatuja obcigzenia zmienne w cza-
sie, czesto konieczna jest zmiana okreSlonych parametréow dynamicznych takiego
uktadu, jak np. czestosé¢ drgan wlasnych. Jednym ze sposobéw zabezpieczenia kon-
strukeji przed niekorzystnymi skutkami drgan jest wbudowanie ttumikow lepkospre-
zystych. Te metode eliminacji drgan zalicza sie do tzw. metod pasywnych.

Zgodnie z praca [30] jedna z czesto stosowanych form ttumikow lepkosprezystych
jest tlumik sktadajacy sie z dwoch warstw materialu (o wtasciwosciach lepkospre-
zystych) przymocowanych do plyt stalowych. Warstwy lepkosprezyste sa wykonane
z kopolimerow (najczesciej akrylowych) lub z substancji szklistych. Materialy lep-
kosprezyste rozpraszaja energie w trakcie odksztatcenn postaciowych powodowanych
ruchem ptyt stalowych wzgledem siebie. Maja one dobre wlasciwosci ttumiace, a wiec
moga rozpraszaé energie takze wtedy, gdy czestosé sily wymuszajacej jest mala.
Wada tych materiatow jest fakt, ze ich wlasciwosci zalezg od temperatury otoczenia
i czestosci wymuszenia. W ttumiku lepkosprezystym wmontowanym w konstrukcje
energia jest rozpraszana wtedy, gdy drgania konstrukcji powoduja wzgledne prze-
mieszczenia punktow, do ktorych jest przymocowana plyta srodkowa ttumika i ptyty
zewnetrzne.” Schemat budowy przykladowego ttumika lepkosprezystego pokazano
na rysunku 7.1.

Przeprowadzone w niniejszym rozdziale badania moga znalez¢ praktyczne zasto-
sowanie np. przy projektowaniu ptyt bedacych elementami konstrukcji wsporczych
pod maszyny lub inne uktady narazone na oddziatywania dynamiczne. Przyjeto za-
tozenie, ze thtumiki przymocowane sa jednym koncem w wybranych punktach ptyty,
a drugim — do sztywnego podtoza. W obrebie pojedynczej ptyty wszystkie ttumiki ce-
chuja sie jednakowymi parametrami [33]. Zalozono ponadto, ze temperatura otocze-

nia badanych ptyt ma wpltyw jedynie na parametry thumikoéw i jest brana pod uwage
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material lepkosprezy sty

Rysunek 7.1. Budowa lepkosprezystego ttumika drgan [30]

przy zastosowaniu zasady proporcjonalnosci czestotliwosciowo-temperaturowej opi-
sanej np. w pracach [31, 35].

W przyktadach numerycznych zwartych w niniejszym rozdziale przyjeto dwa mo-
dele opisu ttumika lepkosprezystego — uog6lniony model Maxwella oraz model utam-
kowy [30, 39]. W prowadzonych analizach numerycznych rozwigzywano nieliniowy
problem wtasny powstaly w wyniku odpowiedniego przeksztalcenia rownania ruchu
konstrukcji wyposazonej w ttumiki lepkosprezyste. W dysertacji zastosowano dwa
sposoby jego rozwigzania, przy czym w kazdym z nich uzyto metode kontynuacji,
opisana np. w pracy [39]. W pierwszym podejsciu obliczenia numeryczne prowadzono
dla zagadnienia w pelnym jego wymiarze, a w drugim zredukowano wymiar zada-
nia, stosujac metode podprzestrzennych iteracji przedstawiona np. w pozycji [41].
Do opisu deformacji plyty uzyto metode elementéw skonczonych, a sposob dys-
kretyzacji jej powierzchni §rodkowej przyjeto zgodnie z zasadami przedstawionymi
w podrozdziale 3.2.1.

W pierwszym podrozdziale oméwiono wybrane modele ttumika lepkosprezystego.
Przedstawiono graficznie ich schematy oraz zestawiono niezbedne wzory pozwalajg-
ce wyznaczy¢ site wystepujaca w pojedynczym tlumiku. W podrozdziale drugim
opisano zaleznosci pozwalajace ustali¢ parametry ttumikow w temperaturze innej
niz tzw. temperatura referencyjna, w ktorej ustalono wstepne wartosci tych para-
metrow. W kolejnym podrozdziale przedstawiono réwnanie ruchu plyty wyposazonej
w lepkosprezyste thumiki drgan. Przy pomocy transformaty Laplace’a oraz wzorow
opisujacych site w tlumikach réwnanie to sprowadzono do nieliniowego problemu
wlasnego. Podano teoretyczne podstawy metod obliczeniowych pozwalajacych ten
problem rozwiaza¢. Na zakonczenie rozdzialtu zamieszczono przyktady wyznaczania

charakterystyk dynamicznych wybranych typow plyt wyposazonych w lepkosprezy-
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ste tlumiki drgani. Omawiane zagadnienia rozwigzywano numerycznie przy uzyciu

procedur obliczeniowych opracowanych w §rodowisku Octave/Matlab?.

7.1. Opis modelu ttumika lepkosprezystego

W niniejszym podrozdziale opisano dwa alternatywne modele tlumika lepko-
sprezystego, ktore moga by¢ stosowane w analizie dynamicznej ptyt wyposazonych
w elementy pasywnej redukcji drgan. Pierwszy z tych modeli, ktérym jest uogol-
niony model Maxwella, stanowi szczegblny przypadek tzw. uogo6lnionego modelu
reologicznego opisanego np. w pracach [31, 33, 39| i przedstawionego graficznie na
rysunku 7.2. Ttumik ten sktada sie z m+1 elementow, z ktorych kazdy zawiera czesé
lepka o stalej c; oraz cze$C sprezysta o stalej kj, gdzie 7 = 0,1,2,..., m. Element
o numerze ,0” nazywany jest elementem Kelvina (zaznaczony pogrubiona linia na

rysunku 7.2), a pozostale m elementéow to tzw. elementy Maxwella.
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Rysunek 7.2. Schemat lepkosprezystego ttumika drgan opisanego uogélnionym modelem

reologicznym [39]

Uogolniony model Maxwella powstaje z polaczenia elementu sprezystego o sta-
tej ko i m elementow Maxwella, a wiec rézni sie od uogoélnionego modelu reologicz-
nego tym, ze nie zawiera czesci lepkiej o stalej cg. Model ten opisano np. w pra-
cach |42, 43|, a jego schemat pokazano na rysunku 7.3. W przypadku gdy m = 1,
tzn. model zawiera jeden element Maxwella, nazywa sie go modelem Zenera [30].
17Procedury korzystajace z metody podprzestrzennych iteracji, stosowane w przyktadzie 7.2,

opracowala dr hab. inz. M. Lasecka-Plura. Pozostate algorytmy uzyte w przykltadach numerycz-

nych, zamieszczonych w niniejszym rozdziale, s autorskimi procedurami obliczeniowymi.
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Rysunek 7.3. Schemat lepkosprezystego ttumika drgan opisanego uogélnionym modelem
Maxwella |76]

Ttumik lepkosprezysty opisany modelem utamkowym przedstawiono graficznie
na rysunku 7.4. Zgodnie z pracg [39] sktada sie on z tzw. utamkowego elementu Ke-
lvina stanowigcego rownolegle polaczenie dwoch elementow — sprezystego opisanego
stala ko oraz lepkiego opisanego stala ¢y i parametrem « € (0, 1]. Omawiany model
zawiera takze tzw. utamkowy element Maxwella bedacy szeregowym potaczeniem
elementow — sprezystego opisanego stala k, oraz lepkiego charakteryzowanego przez
stala cq 1 parametr o € (0,1]. W szczegélnym przypadku w modelu utamkowym
ttumika mozna element Kelvina zastapi¢ elementem sprezystym. Schemat takiego

modelu pokazano na rysunku 7.5.
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Rysunek 7.4. Schemat lepkosprezystego ttumika drgan opisanego przy pomocy modelu

utamkowego [39]
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Rysunek 7.5. Schemat lepkosprezystego ttumika drgan opisanego modelem utamkowym

zawierajacy element sprezysty zamiast elementu Kelvina

Na rysunkach 7.2-7.5 symbolem u(t) oznaczono catkowita site panujaca w thumi-
ku, bedaca funkcja czasu t. Stanowi ona sume sit wystepujacych w poszczeg6lnych
elementach sktadajacych sie na ttumik. Mozna ja wyrazi¢ jednym z nastepujacych

WZOTrOwW:

e dla ttumika opisanego uogélnionym modelem reologicznym lub uogé6lnionym mo-
delem Maxwella (rysunki 7.2-7.3):

u(t) = > us(0) (7.1)

e dla ttumika opisanego modelem utamkowym (rysunki 7.4-7.5):
u(t) = uo(t) + ua(t), (7.2)

gdzie u;(t) we wzorze (7.1) oznacza sile w j-tym elemencie wchodzacym w sklad
ttumika. Moze to by¢ element: Kelvina, Maxwella lub sprezysty (zastepujacy ele-
ment Kelvina). Natomiast ug(t) i uq(t) we wzorze (7.2) oznaczaja site odpowiednio
w utamkowym elemencie Kelvina (lub w zastepujacym go elemencie sprezystym)
oraz w utamkowym elemencie Maxwella. Sity wystepujace w pojedynczych elemen-

tach sktadajacych sie na thumik mozna zapisaé¢ przy pomocy ponizszych wzoréw [39]:
e sita w elemencie sprezystym:
uo(t) = koAq(t), (7.3)

e sila w elemencie Kelvina

— dla uogdlnionego modelu reologicznego (rysunek 7.2):
uo(t) = koAq(t) + coAqg(1), (7.4)
— dla modelu utamkowego (rysunek 7.4):

uo(t) = koAq(t) + coDf Aq(t), (7.5)
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e sila w elemencie Maxwella

— dla uogdlnionego modelu reologicznego (rysunek 7.2):
viu;(t) + 1 (t) = k;Aq(t), (7.6)
— dla modelu utamkowego (rysunek 7.4):
vaug(t) + D ug(t) = kq Dy Aq(t). (7.7)

We wzorach (7.3)—(7.7) przyjeto nastepujace oznaczenia:

iloraz wspotczynnikoéw sztywnosci i thumienia dla j-tego elementu Maxwella:
vy =, (7.8)

— iloraz wspotczynnikéw sztywnosci i ttumienia dla utamkowego elementu Maxwella:

kq
_ 7.9
Vq Cd’ ( )

wzgledne przemieszczenie thumika (ro6znica przemieszezen ¢, oraz g koricow thu-

mika [ oraz k) w chwili czasowej t:

Aq(t) = q(t) — q(t), (7.10)

pochodna utamkowa rzedu « obliczana z wyrazenia bedacego funkcja czasu t:
Dy(). (7.11)

W celu uproszczenia dalszych obliczent wyrazenia (7.3)—(7.7) przeksztalcono przy
pomocy transformaty Laplace’a®. Na skutek tego przeksztalcenia wyeliminowano

wystepujace w nich pochodne i otrzymano nastepujace wzory:

e przeksztatcenie Laplace’a sity w elemencie sprezystym:

’l_L()(S) = kZQAQ(S), (712)
2 Zgodnie z [110] ,przeksztatceniem lub transformata Laplace’a nazywa si¢ odwzorowanie
L{f(t)} = F(s) okreslone wzorem

F(s) = /0 T et

Jest to wiec przyporzadkowanie funkcji f(t) zmiennej rzeczywistej t jej transformaty Laplace’a,
czyli funkeji F'(s) zmiennej zespolonej s = x + iy. Jesli catka w powyzszej definicji jest zbiezna dla

pewnego niepustego zbioru s € C, to wowczas funkcja f(t) jest L-transformowalna.”
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e przeksztalcenie Laplace’a sity w elemencie Kelvina

— dla uogdélnionego modelu reologicznego (rysunek 7.2):

Uo(s) = koAq(s) + scoAq(s), (7.13)
— dla modelu utamkowego (rysunek 7.4):

Uo(s) = koAq(s) + s“coAq(s), (7.14)

e przeksztalcenie Laplace’a sity w elemencie Maxwella

— dla uogdlnionego modelu reologicznego (rysunek 7.2):

_ _ _ _ kjs
() + s11(9) = kysdals) = ai(9) = Agls),  (1.19)
J
— dla modelu utamkowego (rysunek 7.4):
kq s*
l/dﬂd(S) + Saﬂd(s) = kd saAq_(S) = Hd(s) = Vdi s Aq<8) (716)

We wzorach (7.12)—(7.16) symbolem s oznaczono zmienng L-transformaty, nato-
miast u;(s) oraz Ag(s) sa L-transformatami odpowiednio funkeji u;(t) sity w j-tym
elemencie thumika oraz funkcji Aq(t) wzglednego przemieszczenia ttumika.

Przeksztalcenie Laplace’a jest operatorem liniowym, a wiec L-transformata sumy
funkcji jest rowna sumie L-transformat pojedynczych funkeji wechodzacych w sktad
sumy. Na podstawie wzorow (7.1)—(7.2) oraz (7.12)—(7.16) mozna napisa¢ wzory na
L-transformaty catkowitych sit wystepujacych w poszczegélnych modelach ttumika
lepkosprezystego:

e thumik opisany uogé6lnionym modelem reologicznym:
m m

u(s) = Zﬂj(s) = (ko + sco + Z

Jj=0

kjS _
A 1
> Vj+s> q(s), (7.17)
7=0

e thumik opisany uogé6lnionym modelem Maxwella:

u(s) = Zﬂj(s) = (k‘o Y ijs ) Aq(s), (7.18)

o Vits

e tlumik opisany modelem utamkowym:

«

i(s) = o(s) + tg(s) = <k0 + s 4 —as ) Ag(s), (7.19)

Vg + 8¢
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e tlumik opisany modelem utamkowym z elementem sprezystym zastepujacym

utamkowy element Kelvina:

k [0}
u(s) = up(s) + ua(s) = <k0 SR ) Aq(s). (7.20)
Aby uprosci¢ zapis wzorow (7.17)—(7.20), przyjeto ponizsze oznaczenia:

— w uog6lnionym modelu reologicznym:

" ks
K, = ko, Co(s) = sco, Gp(s) = 7 7.21
0 (s) = sco (s) ; v+ s (7.21)
— w modelu utamkowym:
K, — ko, Cu(s) = s°co, Ga(s) = —2” (7.22)
r — N0, r\8) = S8 Co, TS_Vd—f-SO‘. .
Wowczas wzory (7.17) oraz (7.19) mozna przedstawic¢ nastepujaco:
a(s) = (K, + Cy(s) + Gr(5)) AG(). (7.23)
Z kolei wzory (7.18) oraz (7.20) przyjmuja postac:
u(s) = (K, + G.(s)) Ag(s). (7.24)

7.2. Opis zaleznos$ci parametréow tlumika od temperatury

Wartosci parametréw charakteryzujacych dany ttumik lepkosprezysty wykazuja
zalezno$¢ od temperatury otoczenia, w ktérym jest on umieszczony. W niniejszej
pracy przyjeto, ze temperatura otoczenia ma wplyw jedynie na parametry ttumikow,
a wartodci stalych materialowych plyty sg od niej niezalezne.

Opis zaleznosci parametrow ttumikow od temperatury przedstawiono na podsta-
wie prac [31, 33| przy zalozeniu, ze thumik opisywany jest za pomoca uogélnionego
modelu reologicznego (rysunek 7.2). Wartosci parametrow sztywnosci i thumienia
dla j-tego elementu (Maxwella lub Kelvina) tlumika, ustalone w temperaturze re-
ferencyjnej Ty, oznaczono odpowiednio jako k; oraz ¢;. W przypadku umieszczenia
ttumika w temperaturze T', roznej od temperatury referencyjnej, jego parametry
oznaczone jako k; oraz c; mozna okresli¢, stosujac tzw. zasade proporcjonalnosci

czestotliwo$ciowo-temperaturowej.
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Przy zatozeniu wykonywania przez ttumik lepkosprezysty drgan harmonicznych
wymuszonych o czestodci wymuszenia A mozna przedstawi¢ nastepujace zwiazki opi-
sujace wzgledne przemieszczenie ttumika, sile catkowitag w ttumiku oraz site dziata-

jaca w jego j-tym elemencie:

Aq(t) = AQe™,
u(t) = Ue™, (7.25)
u;(t) = Uge™,

gdzie j = 0,1,2...,m oraz AQ, U i U; sa amplitudami odpowiednio: wzglednego
przemieszczenia ttumika, sity catkowite] w ttumiku oraz sity wystepujacej w jego
j-tym elemencie. Po podstawieniu wzoréw (7.25) do (7.1), (7.4) oraz (7.6) otrzymuje

sie ponizsze zaleznosci:

Upe™ = kyAQe™ + ixcoAQeN = Uy = (ko + iAco)AQ,

it Xt ix iA
l/jUj€ t 4 Z)\Uje =) /{ZjAQG b= Uj = I{Zj V]_'_—Z/\AQ,
z ktorych wynika nastepujgcy wzor na amplitude catkowitej sity w ttumiku:

m

Ak
U= k0+i)\00+z ! !
j=1

Vj+i>\

AQ = K*(N)AQ = [K'(\) +iK"(\)] AQ, (7.26)

gdzie
N
K*(\) =k ) J
(A) 0o+ 1 CO+ZVj+i)\

j=1

(7.27)

oznacza tzw. modul zespolony. Jego czes¢ rzeczywista K'(A\) nazywa sie modutem
sztywnosci dynamicznej lub modutem zachowawczym, a cze$¢ urojona K”(\) okresla
sie jako modul ttumienia lub modut stratnosci. We wzorze (7.26) wyrazenie pod

suma mozna przeksztalci¢ nastepujaco:

’L)\ k?j . ’L)\ k‘j(Vj — Z/\) kj)\Z . k’j)\Vj

= i .
vj + i\ v+ A2 R P
Z powyzszego zapisu wynika, ze moduly K’ oraz K" przyjmuja postacie:

m )\2
K'(\) =k ki —— 2
) +Z el (7.28)
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“ AV
K'(\) =X kj 5. 2
) +Z e (7.29)

Zgodnie z zasada proporcjonalnosci czestotliwo$ciowo-temperaturowej mozna po-
wigza¢ powyzsze moduly, wyznaczone w temperaturze 7', z modutami okreslonymi

w temperaturze referencyjnej Ty w nastepujacy sposob:
K'(\T) = K'(ar\,Ty), K"\, T) = K"(ar\, Ty), (7.30)

gdzie ar to tzw. funkcja przesuniecia. Ze wzorow (7.28)—(7.30) wynika, ze:

= A2 & 2N
k0+zkjm:ko+zkjm> (7.31)
j=1 J j=1 J
A +zm:k-L_a PYe +§:E-QT—M (7.32)
ot 2 b et Lk e -

Po podstawieniu wzoru (7.8) do (7.31)—(7.32) otrzymuje sie:

n AN? _ T adeiN

ko + ki =2t —— =ko+ ki ——-21 ——. 7.33

’ ; TR tax ; T2 + a2ciN2 (7.33)
AC; QarCi\

)\Co + Z I k:2 j2>\2 OéT)\ Co + Z j k2 I 042]02)\2 (734)

Z powyzszego z kolei wynikajg wzory na parametry thumikow w temperaturze 7'
]Cj = /;:j, Cj = EjOéT, (735)

gdzie 7 = 0,1,2,...,m oraz funkcja przesuniecia o zalezy od temperatury 7' i moze

byé wyrazona np. przy pomocy wzoru Wiliama-Landela-Ferry’ego [31, 34]:

—C\(T —Ty)

7.36

log,ar =

w ktéorym C) oraz Cy sa stalymi wyznaczanymi do$wiadczalnie. Aby okresli¢ para-
metry danego ttumika k;, ¢; w dowolnej temperaturze T, konieczna jest wigc znajo-
mos$¢ wartosci tych parametrow Ej, ¢; w temperaturze odniesienia 7 oraz informacja

o postaci funkcji przesuniecia ar(T).



7.8. Rownanie ruchu ptyty z wiezami lepkosprezystymi w ujeciu MES 191

7.3. Rownanie ruchu plyty z wiezami lepkosprezystymi

w ujeciu MES

Rownanie (4.2), przedstawione w podrozdziale 4.1, pozwala opisa¢ ruch konstruk-
c¢ji obciazonej dynamicznie przy uzyciu metody elementéw skoriczonych. W niniej-
szym podrozdziale przyjeto zatozenie, ze badane ptyty wyposazono w lepkosprezyste
ttumiki drgan oraz nie poddano ich dzialaniu dodatkowych zewnetrznych sit wymu-
szajacych. Wowezas wektor obciazen zewnetrznych F(t), wystepujacy po prawej
stronie rownania (4.2), jest niezerowy ze wzgledu na sity oddziatywania tlumikow
na konstrukcje. Réwnanie ruchu ptyty z wiezami lepkosprezystymi mozna wowczas

zapisa¢ nastepujaco [31, 39|
M(t) + Calt) + Ka(t) = (1), (7.37)

gdzie f(t) jest wektorem obciazenia wynikajacym z oddziatywania ttumikow na ptyte.
Wektor ten jest suma wektorow obciazenn od poszczegolnych ttumikoéw. Zatem jesli

do plyty przymocowanych jest ng ttumikow, to mozna zapisaé:
ng
f(r) = > £00), (7.35)
r=1

gdzie f,.(t) oznacza wektor oddzialywania r-tego ttumika na plyte.
Aby przeksztalci¢ rownanie (7.37) w problem wlasny, nalezy do obu jego stron
zastosowaé transformate Laplace’a z zerowymi warunkami poczatkowymi. Przyjmuje

ono wowczas nastepujacg postac:
(s°M+ sC +K) q(s) = £(s), (7.39)

gdzie q(s) oraz f(s) sa L-transformatami odpowiednio wektoréw q(t) oraz f(t). Wek-

tor f(s) mozna przedstawi¢ przy pomocy nastepujacego wzoru’:

f(s) = S £s) = = 3 (K, + Co(s) + Go(s) Loa(s), (7.40)

gdzie:

f.(s) — L-transformata wektora f,.(t) oddzialywania r-tego ttumika na ptyte,

K., C.(s), G,(s) — funkcje charakteryzujace r-ty ttumik wyrazone wzorami (7.21)
lub (7.22), zaleznie od przyjetego modelu thumika,

L, — globalna macierz lokalizacji r-tego ttumika, tzn. macierz zerowa posiadajaca

3 por. wzor (7.23)
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wymiar ng X ns (ns — liczba stopni swobody plyty), zawierajaca warto$¢ jednostko-
wa na przekatnej gtéwnej w wierszu i kolumnie o numerze translacyjnego stopnia
swobody, wzdluz ktorego dziata r-ty thumik.

W przypadku gdy wszystkie tltumiki zamocowane do plyty sa jednakowe, wzor

(7.40) mozna zapisaé¢ nastepujaco:

f(s) = — (K, + Ci(s) + Gr(s)) Lq(s), (7.41)

gdzie
ng
L=) L, (7.42)
r=1

jest macierza lokalizacji uktadu ttumikow, tj. macierzag diagonalng zawierajaca war-
tosci jednostkowe na przecieciu wierszy i kolumn o numerach translacyjnych stopni
swobody, po kierunku ktorych dziataja kolejne ttumiki zamocowane do ptyty.
Po podstawieniu wzoru (7.41) do (7.39) otrzymuje sie nieliniowy problem whasny
postaci:
(s°M + sC + Cq(s) + K+ Ky + Ga(s)) a(s) = 0, (7.43)

gdzie:
K, = K,L, Cy(s) = C.(s)L, Gy(s) = G,(s)L, (7.44)

przy zalozeniu, ze wszystkie tlumiki zamocowane do plyty sg jednakowe. Rozwia-
zaniem problemu wtasnego (7.43) sa zespolone wartosci wlasne s; € C oraz odpo-
wiadajace im wektory wlasne q;(s), gdzie i = 1,2,3,...,ns. Po ich wyznaczeniu

uzyskuje sie charakterystyki dynamiczne ptyty z ttumikami, ktérymi sa:

— postacie drgan wlasnych (przy uzyciu wektora q,(s)),
— czestosei drgan whasnych w; (przy uzyciu wartosci wtasnych s;),

— bezwymiarowe wspolczynniki ttumienia ~; (przy uzyciu wartosci wlasnych s;).

Jak wspomniano we wstepie do niniejszego rozdziatu, nieliniowy problem wla-
sny (7.43) mozna rozwiazaé np. przy zastosowaniu metody kontynuacji [39]. W dal-
szej czesé niniejszego podrozdziatu opisano dwa sposoby wyznaczenia rozwiazania
analizowanego zagadnienia wlasnego. W pierwszym z nich rozpatrywano zadanie
w jego pierwotnej postaci, a w drugim postuzono sie metoda podprzestrzennych

iteracji umozliwiajacg zredukowanie problemu do mniejszego wymiaru.
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7.3.1. Rozwigzanie nieliniowego problemu wlasnego metoda kontynuacji

Metoda kontynuacji rozwigzywania nieliniowego problemu wtasnego opisana zo-
stala m.in. w pracach [36, 37, 39]. W celu rozwigzania uktadu rownan jednorodnych,
opisanego macierzowo przy pomocy wzoru (7.43), wprowadza sie tzw. parametr ho-
motopii k£ € [0, 1]. Przez ten parametr przemnaza si¢ skladniki, ktore w zapisie
macierzowym réwnania zawieraja zmienng s w pierwszej potedze. Wowczas réwna-

nie (7.43) zastepuje sie nastepujacym:
(s°M + ksC + kCq(s) + K+ Ky + £Ga(s)) a(s) = 0. (7.45)
Wzor (7.45) mozna przedstawié w krotszej postaci:
h;(q(s),s) = D(s)a(s) = 0, (7.46)
gdzie
D(s) = M + ksC + kCq(s) + K + Ky + £Gy(s). (7.47)

Aby elementy wektora q;(s), odpowiadajace wartosci wtasnej s;, mogly zostaé wy-

znaczone jednoznacznie, wprowadza sie dodatkowe réwnanie normalizujace:

0D(s)

ha(a(s), 5) = 5@ (5),

2

a(s) - a. (7.48)

gdzie a jest parametrem, ktorego wartos¢ nalezy przyja¢. Ponadto pochodna z wy-

razenia okreslonego wzorem (7.47) wzgledem zmiennej s ma nastepujaca postac:

0D(s) — 9sM 4+ KC + H@Cd(s) N ﬁ@Gd(s)'

0s 0s 0s (7.49)

Mozna zauwazy¢, ze rozwigzaniu pierwotnego problemu wtasnego, okreslonego wzo-
rem (7.43), odpowiada warto$¢ parametru x = 1.

W zerowym kroku metody kontynuacji nalezy przyja¢ warto$¢ parametru homo-
topii: kg = 0. Wowczas nieliniowy problem wtasny (7.45) zostaje zredukowany do

uogo6lnionego problemu wtasnego wyrazonego wzorem:
(M + K + Ky) q(s) = 0. (7.50)

Powyzszy problem wtasny mozna rozwiaza¢ w programie Octave przy pomocy wbu-

dowanej funkcji ,eig”. Otrzymuje sie wowczas zerowe przyblizenie wartosci wia-

snych: 350), sgo), e sq(@(l) oraz wektoréw wtasnych: qgo), qgo), e ,(_17(12)- Na podstawie

. . . , . , 0) (0 0
otrzymanego rozwigzania mozna wyznaczy¢ wartosci parametrow: ag ), aé ), . ,a,(h.)

% %

T
zgodnie ze wzorem: o = 550) (qgo)) Mq(o).
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W pierwszym kroku metody kontynuacji okresla sie przyrost Ax; wartosci pa-
rametru homotopii. Wowczas rozwiazania problemu wlasnego (7.45) poszukuje sie,
przyjmujac parametr k1 = ko + Ak;. Nalezy ta wartos¢ podstawi¢ do rownarn (7.46)

oraz (7.48), a nastepnie rozwiaza¢ uktad:

{hl(q’s) =0 (7.51)
hg((_],S) = 0.

W celu wyznaczenia rozwiazania uktadu (7.51), przy danej wartosci parametru ,
mozna skorzysta¢ z metody Newtona. Rozwigzuje sie wowczas tzw. rOwnanie przy-

rostowe, ktore ma postac:

oh, oh,
2G04+ 5,0 = ~h
(7.52)
Ohy Ohy
g At g0 = e

gdzie pochodne czastkowe oraz prawe strony réwnan uktadu nalezy wyznaczy¢ dla
(0) (0)

., wartosci wlasnej s;’ oraz parametru

konkretnie wybranego wektora wtasnego q

ago) z kroku ,0”, przy czym ¢ = 1,2,3,...,n, oznacza numer wartosci wlasnej, kto-
rej przyblizenie jest wyznaczane. Uktad (7.52) jest uktadem algebraicznym dwoch
rownan z dwoma niewiadomymi przyrostami 6q oraz ds. Pochodne czastkowe wy-

stepujace w uktadzie (7.52) wyrazaja sie ponizszymi wzorami:

h
aa—ql = D(s) = M + rsC + kCy(s) + K + Ky + £Gy(s), (7.53)
8h1 . 8Cd(s) 8Gd(s) _
9 (281\/1 +kC+ kK 95 + kK s q, (7.54)
ah2 _T 8Cd(s) aGd(S)
— = 2sM X
94 q (s +KkC + kK s +K s , (7.55)
8h2 . 1—T 82Cd<8) 82Gd(8) _
s 24 (21\/[ the g T (7.56)

Pochodne czastkowe macierzy Cy(s) oraz Gy(s), zaleznie od przyjetego modelu thu-

mika, przedstawiaja sie nastepujaco:

e dla uogdlnionego modelu reologicznego:

0Cqy(s)  0C.(s). 0 -
5 = s L= g(SCO)L = oL, (7.57)
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02Cy(s)  0°Co(s). O

852 = 852 L= %(Co)L = 0, (758)

aGd(S) aG,«(S) 8 T kjS i ]le/j
ds Os ds Z v+ s ; (vj+ )2 (7.59)

azGd(S) . 82Gr( = k. I/J . T —ijyj
s 0s? 85 Z (v +5)? L= Z (v; + s)3L’ (7.60)
7j=1 7=1
e dla modelu utamkowego:
acd(s) _ 8CT(S) _ 9 a _ a—1

95— s L= PR (s%o)L = as® ¢, (7.61)

aQCd(s) _ aZCT<S> _ 9 a—1 _ a—2
952~ 92 L= %(as co)L = a(a —1)s*“¢L, (7.62)

«a a-1
0Ga(s)  0G,(s). O ( Fas ) L _ Kavaos™ (7.63)

— L= —
Os Os O0s \vg+ s (Vg + 59)?

’Gy(s) 82GT(5)L 0 (kdudaso‘_l)

0s2  0s? T 05 \ (vg+ 5°)? (7.64)
= % [va(a — 1)s*? — (a+ 1)s** V] L.
d

Po rozwigzaniu ukladu réwnan (7.52) i wyznaczeniu przyrostéw 0q") oraz 6s()
otrzymuje sie nowe przyblizenie rozwigzania problemu wlasnego (7.45) w pierwszym
kroku metody kontynuacji, tzn. dla Kk = k1 oraz w pierwszym kroku iteracji, tzn. dla
k = 1. To nowe przyblizenie i-tej warto$ci wtasnej oraz i-tego wektora wtasnego ma
postac:

st =5 4050, g = a” +6q"Y, (7.65)

gdzie w powyzszym wzorze indeks dolny informuje o numerze wartosci wtasnej lub
wektora wlasnego, a indeks gorny — o numerze iteracji w pierwszym kroku metody
kontynuacji. Wartos¢ wlasna i wektor wlasny wyrazone wzorem (7.65) podstawia
sie nastepnie do ukladu réwnan (7.52). Po jego rozwiazaniu otrzymuje sie nowe
przyrosty 6q® oraz 6s?, ktore pozwalaja wyznaczyé przyblizenie i-tej wartosci
wlasnej oraz i-tego wektora wlasnego w pierwszym kroku metody kontynuacji, tzn.
dla k = Ky oraz w drugim kroku iteracji, czyli dla k = 2. Kolejne przyblizenie mozna

zapisaé przy pomocy wzorow:

s =50 1 55® @ =gV 4 g@. (7.66)
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Znajac przyblizenie i-tej wartosci wlasnej oraz i-tego wektora wlasnego w pierwszym
kroku metody kontynuacji, tzn. dla kK = k; oraz w (k — 1)-szym kroku iteracji,
z uktadu rownan (7.52) wyznacza sie, po podstawieniu tych wielkosci, przyrosty
5q™® oraz 65, a nastepnie nowe przyblizenie wartosci i wektora wlasnego zgodnie
7€ Wzorami:

s = D 5 ge = gl 4 6q®. (7.67)
Proces iteracyjny jest kontynuowany az do spetnienia warunkow zakoriczenia wyra-

zonych ponizszymi nieréwno$ciami:
0s® < erfs?| A Jloa®| < ealla (7.68)

gdzie €, oraz €5 oznaczaja przyjete dokladnosci obliczer.

W [-tym kroku metody kontynuacji nalezy przyja¢ przyrost Ax; parametru ho-
motopii, a rozwigzanie problemu wlasnego (7.45) poszukuje sie dla x; = r;_1 + Aky.
Wartos$é whasna i wektor wlasny otrzymane konicowo dla (I — 1)-szego kroku metody
kontynuacji stanowia wartosci startowe dla kroku [-tego, tzn. dla Kk = k; oraz dla
pierwszego kroku procesu iteracyjnego, czyli dla k£ = 1. Wielkosci te podstawia sie
do uktadu rownan (7.52), z ktorego wyznaczane sa przyrosty wartosci i wektora
wlasnego. Na podstawie tych przyrostow okresla sie wartos¢ wlasna i wektor wlasny
dla drugiego kroku iteracyjnego, tzn. dla k = 2. Postepowanie iteracyjne powtarza
sie przez rozwigzywanie uktadu réwnan (7.52) oraz wyznaczanie nowych przyblizen
warto$ci wlasnej i wektora wlasnego wedlug wzoru (7.67) az do otrzymania poza-
danej dokladnosci obliczent zgodnie z nier6wnosciami (7.68).

Wyzej opisana procedura jest kontynuowana do momentu osiagniecia wartosci
parametru £ = 1 i tym samym rozwiazania oryginalnego nieliniowego problemu
wlasnego (7.43). Wtedy uzyskuje sie szukana i-tg wartos¢ wlasna s; oraz i-ty wektor
wlasny q;. Otrzymana i-ta wartos¢ wtasna jest liczba zespolona o czesci rzeczywi-
stej p; oraz czesci urojonej 7;. Wowcezas czestosé drgan wlasnych w; oraz bezwy-

miarowy wspotczynnik ttumienia ~; dla i-tej postaci drgain wyznacza sie ze wzorow:

wi = pi + 13, (7.69)
Hi

- 7.70
" (7.70)

Opisana wyzej metoda kontynuacji umozliwia obliczenie kilku wybranych warto-
Sci czestosci drgan oraz bezwymiarowych wspolczynnikéw ttumienia bez koniecz-
nosci rozwigzywania calego nieliniowego problemu whasnego (7.43). Przy pomo-

cy autorskich algorytmoéw opracowanych w srodowisku Octave w niniejszej pracy
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wyznaczano czestosci drgan wlasnych plyty wyposazonej w lepkosprezyste ttumiki
drgan oraz odpowiadajace im bezwymiarowe wspoétczynniki ttumienia. Uzytkownik
programu moze samodzielnie ustali¢ pozycje wybranej liczby ttumikoéw lepkospre-
zystych w weztach siatki MES. Przy pomocy funkeji zewnetrznych stanowiacych
integralna czes¢ algorytmu wyznacza sie macierze wystepujace w rownaniu (7.43).
Uogolniony problem wtlasny rozwigzywany jest w kroku ,,0” metody kontynuacji
przy pomocy wbudowanej komendy programu Octave. Nastepnie autorski algorytm
iteracyjny umozliwia wyznaczenie koncowych charakterystyk dynamicznych plyty

wyposazonej w wiezy lepkosprezyste [86].

7.3.2. Rozwiazanie nieliniowego problemu wlasnego przy uzyciu metod

podprzestrzennych iteracji oraz kontynuacji

Przedstawiona w niniejszym podrozdziale metoda podprzestrzennych iteracji opi-
sana zostala m.in. w pracach |6, 41]. Autor pracy [6] wprowadzil ta metode oraz za-
stosowal ja do rozwiazywania liniowych problemow wlasnych. Z kolei w pozycji [41]
mozliwosci jej uzycia zostaly rozszerzone na przypadek nieliniowych zagadnien wta-
snych. Metode podprzestrzennych iteracji wykorzystuje sie do rozwigzywania duzych
problemoéw wtlasnych, w przypadkach gdy wyznaczenie wszystkich wartosci wtasnych
nie jest konieczne. Umozliwia ona znalezienie pewnej liczby poczatkowych wartosci
wlasnych dla rozwazanego problemu. Zaktada sie przy tym, ze liczba ta jest znacznie
mniejsza od lacznej liczby wszystkich rozwiazan, wynikajacej z rozmiaru analizowa-
nego zadania.

W dalszej czesci podrozdziatu rozpatrzono modele ttumika, w ktérych element
Kelvina zastapiono elementem sprezystym (rysunki 7.3 oraz 7.5). W takich modelach

nieliniowy problem wtasny (7.43) sprowadza sie do postaci:
("M + sC+ K+ Ky + Ga(s)) a(s) = 0. (7.71)

W powyzszym réwnaniu macierzowym wektor q(s) oraz macierz zerowa po prawej
stronie majg wymiar ng x 1. Z kolei macierze M, C, K, K, oraz G4(s) s3 macierzami
kwadratowymi o wymiarze ns X ng. Rownanie to spelnione jest przez pary (s;, q;)
sktadajace sie z wartosci wtasnych i odpowiadajacych im wektorow wtasnych, przy
czym i = 1,2,3,...,n,. Problem wlasny (7.71) mozna zapisa¢ w ponizszej, rowno-

waznej postaci:

nd
MXA® + CXA + KX + KX + ) L, XI,(s) =0, (7.72)

r=1
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gdzie:

X = [ql,qz,qg, . ,qns} — macierz o wymiarze ns; X ng zawierajaca w kolejnych
kolumnach wektory wlasne stanowiace rozwiazanie problemu (7.71),

A = diag(sy, s9, 83, . . ., Sp,) — macierz diagonalna o wymiarze ng X n, zawierajaca na
gltownej przekatnej kolejne wartosci wlasne bedace rozwiazaniem problemu (7.71),
[,(s) = diag(G.(s1),Gr(s2),Gr(83),...,G(s,,)) — macierz diagonalna o wymia-
rze ng X ns zawierajaca na glownej przekatnej wartosci funkcji G, (s), wyrazonej
wzorem (7.21) lub (7.22), wyznaczone dla kolejnych wartosci wtasnych stanowiacych
rozwiazanie problemu (7.71).

W rownaniu (7.72) macierz zerowa po prawej stronie posiada wymiar ng X ns.
Roznica miedzy zapisami (7.71) oraz (7.72) polega na tym, ze do wzoru (7.71) moz-
na podstawi¢ tylko pojedyncza pare (s;,q;), natomiast rownanie (7.72) umozliwia
podstawienie wszystkich tych par jednoczesnie.

Algorytm metody podprzestrzennych iteracji opisano na podstawie pracy [41].
Na poczatku obliczen zaktada sie liczbe m szukanych par wartos¢ wlasna—wektor
wlasny, przy czym zgodnie ze wstepnym zalozeniem dla metody zachodzi nier6wnosé:
m < Ng.

W zerowym kroku metody nalezy znalez¢ rozwiazanie uogdlnionego problemu
wlasnego postaci:

(K+ Ky —w'M)x =0. (7.73)

Wartosci i wektory wlasne stanowigce rozwiazanie powyzszego problemu sa odpo-
wiednio liczbami i wektorami rzeczywistymi. Mozna je wyznaczy¢, poshugujac sie
gotowa funkcja dostepna w programie Octave. Nalezy wybraé¢ m par (w;, x;) i utwo-

rzy¢ macierze:

AO = diag(z’wl, ic«)g, iW3, ce ,iwm), (774)

XO = [Xl,Xg,Xg,...,an], (775)

przy czym we wzorze (7.74) i oznacza jednostke urojona, a wartosci wlasne upo-
rzadkowane sa niemalejaco, tzn. w, < w; dla k < [. Rozwiazanie (7.74)—(7.75)
uogo6lnionego problemu wiasnego (7.73) stanowi poczatkowe przyblizenie zespolo-

nego rozwigzania oryginalnego problemu wtasnego (7.71), ktére mozna oznaczy¢

jako (s\”,q\”)

)

, gdzie 1 =1,2,3,...,m.
W j-tym kroku metody zaklada sie, ze znane jest rozwigzanie poprzednie, tj.
z kroku (j—1), ktore stanowig pary (ng_l), qgj_l)), gdzie: =1,2,3,...,m. Rozwigza-

nie to mozna zapisa¢ w postaci macierzy wektoréw wlasnych X;_; o wymiarze ngxm
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oraz diagonalnej macierzy warto$ci whasnych A;_; o wymiarze m x m. W pierwszym
etapie j-tej petli iteracyjnej nalezy wyznaczy¢ macierz Xj, ktora stanowi rozwigzanie

nastepujacego réwnania macierzowego:

gdzie
ng ‘
Pj—l = _MXj—lA‘?fl — CXj—lAj—l - Z Ler—IFr,j—l (S(Jil)) . (777)
r=1

Macierze 5(]- oraz P;_; s3 macierzami zespolonymi o wymiarze n, x m. Nowe przybli-
zenie i-tego wektora wlasnego stanowiacego rozwiazanie problemu wlasnego (7.71)
wyznacza Si¢ ze Wzoru:

a’ =Xz, (7.78)

gdzie zgj ) jest nieznanym wektorem wspotrzednych Ritza o wymiarze m x 1. Po pod-
stawieniu wzoru (7.78) do problemu wtasnego (7.71), a nastepnie przemnozeniu obu
stron ré6wnania lewostronnie przez macierz X, , bedaca sprzezeniem hermitowskim?*

macierzy X;, otrzymuje si¢ rownanie postaci:

X, ((s9) M+ (s7) C+ K+ Kq + Gy (s9) ) X2 =0, (7.79)

J

ktore mozna zapisa¢ w krotszej formie:
((s(j))2 M; + (s9) C; + K; + Kaj + G (s(j))) 2 =0, (7.80)

gdzie:

M, = X, MX;, C, = X, CX;, K, = X, KX,
nd
K., = X'KX,, Goy (s9) = 3O KIL K6, (). (781)
r=1
Macierze zdefiniowane wzorem (7.81) sa macierzami hermitowskimi, tzn. dziatanie
sprzezenia hermitowskiego tych macierzy nie zmienia ich postaci. Wymiar tych ma-
cierzy wynosi m x m. Problem wlasny wyrazony wzorem (7.80) to tzw. zredukowa-
ny problem wtasny, ktory nazywa sie réwniez hermitowskim problemem wlasnym,
4 Sprzezeniem hermitowskim macierzy A = [a;;] € C™*™ jest macierz A" = [aﬁ] e Ccnxm
ktorej elementy spelniaja warunek aﬁ =a; dlai=1,2,3,...,moraz j = 1,2,3,...,n.” Jest
to wiec macierz uzyskana przez transpozycje macierzy danej i zamiane elementéw na elementy

sprzezone (zrodto: https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/handbook/1/module/58 /reader, dostep:
12.06.2025).



200 7. Analiza dynamiczna ptyt wyposaionych w lepkosprezyste tumiki drgan

z uwagi na wystepujace w nim macierze hermitowskie. Tak otrzymany nieliniowy
problem wtasny rozwiazuje si¢ np. metoda kontynuacji, opisana w podrozdziale 7.3.1,
co stanowi drugi etap j-tej petli iteracyjnej W wyniku rozwigzania tego proble-
mu otrzymuje sie m wartosci wlasnych: 31 ,séj), sgj), ceey sq(%) stanowigcych szukane
rozwigzanie oryginalnego nieliniowego problemu wlasnego (7.71). Mozna je zapisa¢

w formie macierzy diagonalnej o wymiarze m x m:

A; = diag (51),5g),sgj),...,sg)) : (7.82)
Ponadto uzyskuje sie m wektoréow wtasnych zgj), zgj), zgj), e ,zgﬁ), z ktérych mozna
utworzy¢ macierz postaci Z; = [zg) zgj), U ), e ,Zg)] o wymiarze m X m. Wow-

czas nowe przyblizenie wektorow wlasnych stanowiacych rozwiazanie oryginalnego

problemu wlasnego (7.72) wyznacza sie ze wzoru:

X, = X,Z;, (7.83)

J

przy czym wyzej okreslona macierz X, zawiera m szukanych wektoréow wilasnych,

a wiec jej wymiar wynosi ng X m i mozna zapisac¢ ja w postaci:

Opisana wyzej procedure wykonuje sie az do spelnienia warunkéw zakonczenia

procesu iteracyjnego, ktore przybieraja posta¢ nastepujacych nieréwnoséci:

s9 — sgj_l)‘ <& ’SZ(-j) : (7.85)
|a? = a" ™| <= ], (7.86)
gdzie 1 = 1,2,3,...,m oraz €1, 9 oznaczajy przyjete dokladnosci obliczen. Aby

sprawdzi¢ czy rozwigzanie zredukowanego problemu wtasnego (7.80) jest rozwia-
zaniem problemu oryginalnego (7.71), mozna dodatkowo wyznaczy¢ tzw. wektor

residualny wedtug ponizszego wzoru:

rgﬂ'):((sg”) M+( )C+K+Kd+Gd< ))q§j), (7.87)

a nastepnie sprawdzi¢ warunek:

z

gdzie €3 oznacza przyjeta doktadnosé obliczen.

(7.88)

< e HKQE”
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Podsumowujac oba przedstawione wyzej sposoby rozwigzywania nieliniowego
problemu wtlasnego, mozna zauwazy¢, ze zastosowanie wylacznie metody konty-
nuacji, opisanej w podrozdziale 7.3.1, skutkuje przez caly czas trwania obliczen
wykonywaniem analizy pelnego problemu wilasnego postaci (7.43). Z kolei uzycie
metody podprzestrzennych iteracji, przedstawionej w podrozdziale 7.3.2, pozwala
duzy problem wlasny zredukowaé¢ do problemu (7.80) o mniejszym wymiarze zalez-
nym od przyjetej wstepnie liczby poczatkowych wartosci i wektoréw wtasnych, kto-
rych wyznaczenie jest wystarczajace do rozwigzania danego zagadnienia. Podczas
stosowania metody podprzestrzennych iteracji metoda kontynuacji stanowi narze-
dzie stuzace do rozwigzania zredukowanego problemu, co moze byé¢ zdecydowanie
korzystniejsze w kontekscie naktadu obliczeniowego komputera. Uzycie wylacznie
metody kontynuacji, podobnie jak w przypadku dotgczenia metody podprzestrzen-
nych iteracji, nie wymaga wyznaczenia wszystkich wartosci i wektoréow wtasnych
wystepujacych w danym zadaniu, ale obliczenia numeryczne bazuja przez caly czas
ich trwania na problemie o duzym wymiarze. Badania zwigzane z zastosowaniem obu
opisanych wyzej metod przedstawiono w kolejnym podrozdziale, w ktorym zawarto

kilka przyktadéw numerycznych.

7.4. Przyklady analizy dynamicznej plyt z lepkosprezystymi

tltumikami drgan

W niniejszym podrozdziale zawarto dwa przyktady numeryczne zwigzane z ana-
liza dynamiczna plyt z elementami pasywnej redukeji drgan. W pierwszym przykta-
dzie analizowano ptyte wspornikowa wyposazona w ttumiki lepkosprezyste rozmiesz-
czone przy jej swobodnej krawedzi. W ramach badan wyznaczono czestosci drgan
wlasnych oraz bezwymiarowe wspo6tczynniki ttumienia dla tej pltyty w zaleznosci od
temperatury otoczenia ttumikéw. W zadaniu rozwigzywano pelny nieliniowy pro-
blem wlasny przy zastosowaniu metody kontynuacji. W przyktadzie drugim analizie
poddano plyte o niesymetrycznym schemacie podparcia. Gtéwnym celem tego przy-
ktadu byto wykonanie analizy porownawczej zwigzanej z zastosowaniem dwdoch spo-
sobow rozwigzywania nieliniowego problemu wtasnego. W pierwszym z nich uzyto
wytacznie metode kontynuacji, a w drugim dotaczono, jako narzedzie pomocnicze,
metode podprzestrzennych iteracji w celu zmniejszenia wymiaru rozwazanego zada-

nia.
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Przyktad 7.1. |33] Badanie zaleznosci charakterystyk dynamicznych od temperatury
dla ptyly wspornikowej wyposazone) w lepkosprezyste ttumiki drgan

Analizie dynamicznej poddano ptyte kwadratowa utwierdzona przy jednej krawe-
dzi. Dhugosé kazdej z krawedzi plyty wynosi 2,0 m, natomiast jej grubos$¢ przyjmuje
warto$¢ 0,01 m. Plyta wykonana jest z materiatu izotropowego o module Younga
E = 205 GPa, wspolczynniku Poissona v = 0,3 oraz gestosci p = 7850 kg/m3. Do
plyty zamocowano trzy ttumiki lepkosprezyste w sposob przedstawiony na rysunku
7.6, tzn. jeden tlumik znajduje sie na $rodku swobodnej krawedzi, a dwa pozostate
przy jej koncach. Przyjeto, ze thumiki sa opisane uogélnionym modelem Maxwella
przedstawionym na rysunku 7.7. Kazdy z ttumikéw sktada sie z elementu sprezystego
okreslonego stala ko = 108,56 N/m oraz z jednego elementu Maxwella charaktery-
zowanego przez stale k; = 19968,09 N/m i ¢; = 229,63 Ns/m. Zalozono, ze wstepne
wartoéci parametréow ttumikow wyznaczone zostaly w temperaturze referencyjnej

wynoszacej: Ty = 0,2°C.

h O

Rysunek 7.6. Plyta wspornikowa analizowana w przyktadzie 7.1, wyposazona w trzy ttu-

miki lepkosprezyste przy jej swobodnej krawedzi (oznaczone czerwonymi okregami)

u) kT
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Rysunek 7.7. Schemat tlumika lepkosprezystego opisanego uogdlnionym modelem

Maxwella, zawierajacego jeden element Maxwella

Wplyw temperatury otoczenia na wtasciwosci ttumikow uwzgledniono przy za-
stosowaniu zasady proporcjonalnosci czestotliwosciowo-temperaturowej. Aby obli-

czy¢ wartosé funkcji przesuniecia okreslonej wzorem (7.36), przyjeto state C; = 19,5
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oraz Cy = 80,2. Wartodci tych statych, jak réwniez parametry ttumikow ustalono na
podstawie pracy [32].

W celu wyznaczenia charakterystyk dynamicznych badanej plyty rozwiazano
nieliniowy problem wtasny (7.43), w ktorym pominieto skladniki zwigzane z thumie-
niem konstrukcyjnym plyty oraz czescia lepka elementu Kelvina (macierze C oraz Cy
przyjeto jako zerowe). Do jego rozwiazania zastosowano algorytm metody kontynu-
acji opisany w podrozdziale 7.3.1. W uzytej procedurze przyjeto pie¢ krokoéw metody
oraz jednakowe przyrosty parametru homotopii, tzn. Ax; = 0,2 dlal =1,2,3,4,5.
Doktadnosci obliczenn wystepujace w nieréwnosciach (7.68), decydujace o zakoncze-
niu procesu iteracyjnego w kazdym kroku metody, przyjeto rowne £, = g5 = 1073,
W tabelach 7.1 oraz 7.2 przedstawiono wartosci czestosci drgan wlasnych oraz bez-
wymiarowych wspotczynnikéw tlumienia odpowiadajace pieciu pierwszym posta-

ciom drgan plyty przy zalozeniu wartosci temperatur 7' € {0,2,4,6,8,10,12}°C.

Tabela 7.1. Wartosci czestosci drgan wiasnych plyty z przyktadu 7.1 w zaleznosci od tem-

peratury otoczenia [33]

Rozw. MES — czestosci drgan wlasnych w; [rad/s| dla siatki 14 x 14
T=0C|T=2C|T=4C|T=6°C|T=8C|T=10°C | T =12°C
wy | 14,877 13,687 13,586 13,574 13,572 13,572 13,572
wo | 36,577 33,365 33,027 32,986 32,980 32,980 32,980
ws | 84,186 82,753 82,442 82,400 82,395 82,394 82,394
wyg | 110,496 | 106,621 | 105,338 | 105,155 | 105,129 | 105,126 105,125
ws | 123,193 | 120,756 | 119,868 | 119,736 | 119,717 | 119,715 119,714

Tabela 7.2. Wartosci bezwymiarowych wspoétczynnikéw ttumienia wyznaczone dla plyty

z przyktadu 7.1 w zaleznosci od temperatury otoczenia [33]

Rozw. MES — bezwymiarowe wspotczynniki thumienia +; [-] dla siatki 14 x 14

T=0C|T=2°C|T=4°C | T=6°C | T=8C|T=10°C | T =12°C
" 0,371 0,120 0,0421 0,0156 0,00600 0,00242 0,00101
Y2 0,171 0,0691 0,0246 0,00911 | 0,00352 0,00142 0,000594
v3 | 0,0200 0,0126 0,00487 | 0,00182 | 0,000703 | 0,000283 0,000119
Y4 | 0,0312 0,0286 0,0120 0,00453 | 0,00175 | 0,000707 0,000296
v | 0,0174 0,0165 0,00710 | 0,00269 | 0,00104 | 0,000420 0,000176
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Zalezno$¢é od temperatury wartosci czestosci drgan wlasnych oraz bezwymiaro-
wego wspoOtczynnika ttumienia dla pierwszej postaci drgann pokazano graficznie na

rysunkach 7.8 oraz 7.9.
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Rysunek 7.8. Wykres zaleznodci pierwszej czestosci drgan wlasnych od temperatury dla

plyty z przyktadu 7.1 [33]
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Rysunek 7.9. Wykres zaleznodci bezwymiarowego wspoétczynnika ttumienia pierwszej po-

staci drgan od temperatury dla ptyty z przyktadu 7.1 [33]
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W tabeli 7.3 zestawiono wartosci charakterystyk dynamicznych badanej ptyty

obliczone dla temperatury T = 2°C oraz réznych dyskretyzacji powierzchni plyty

w celu zbadania zbieznosci zastosowanej metody numerycznej.

Tabela 7.3. Charakterystyki dynamiczne ptyty z przyktadu 7.1 otrzymane dla temperatury
T = 2°C i réznych dyskretyzacji MES [33]

Rozw. MES dla T' = 2°C i r6znych dyskretyzacji pltyty

Nr | Czestosci drgan w; [rad/s|] | Bezwym. wspdl. ttumienia v; [-]

10x10 | 14 x14 | 20 x 20 | 10 x 10 14 x 14 | 20 x 20
1 | 13,686 | 13,687 | 13,687 | 0,120300 | 0,120328 | 0,120343
2 | 33,370 | 33,365 | 33,362 | 0,0691145 | 0,069103 | 0,069079
3 | 82,841 | 82,753 | 82,706 | 0,012607 | 0,012620 | 0,012628
4 | 106,547 | 106,621 | 106,660 | 0,028478 | 0,028617 | 0,028690
5 | 120,770 | 120,756 | 120,745 | 0,016559 | 0,016512 | 0,016483

Na podstawie zamieszczonych wyzej wynikow mozna wyciagnaé¢ wniosek, ze wraz
ze wzrostem temperatury zaré6wno czestosci drgan wlasnych, jak i wartosci bez-
wymiarowych wspotczynnikéw ttumienia maleja i daza do pewnej stalej wartosci.
W przypadku pierwszej czestosci drgan wlasnych tg wartoscia jest czestosé¢ drgan
charakteryzujaca plyte nie posiadajaca thumikow, ktora wynosi 13,419 rad/s. Z kolei
wartos$ci bezwymiarowego wspotczynnika tlumienia wraz ze wzrostem temperatury
daza do zera.

Dla przyjetego w przykladzie modelu ttumika przy temperaturach bliskich tem-
peraturze referencyjnej Ty = 0,2°C pierwsza czesto$¢ drgan wtasnych jest o okoto
10% wyzsza w poréwnaniu z wartoScia tej czestosci w przypadku plyty bez tlumi-
kow. W temperaturach wyzszych od 8°C pierwsza czesto$¢ drgan wlasnych osigga
warto$ci poréwnywalne z uzyskanymi dla plyty bez ttumikéw®, a wartosci odpowia-
dajacego bezwymiarowego wspotczynnika ttumienia sa bliskie zeru. Zatem mozna
stwierdzi¢, ze przy takich temperaturach thumik traci wtasciwosci ttumiace, a plyta
zachowuje sie tak, jakby nie posiadala wiezéw lepkosprezystych. Aby mozliwa by-
ta zmiana charakterystyk dynamicznych badanej ptyty np. dla temperatury 20°C
badz wyzszej, nalezatoby zwiekszy¢ liczbe zamocowanych ttumikéw lub dobraé¢ inne
wartosci ich parametrow i powtoérzy¢ przeprowadzone badanie.

Zestawione w tabeli 7.3 wyniki testow zbieznosci pozwalaja stwierdzié, ze uzycie
siatki 14 x 14 jest wystarczajace pod katem dokladnosci wynikéw, poniewaz réznice

® Réznica miedzy wartoSciami pierwszej czestoSci drgan otrzymanymi dla ptyty z ttumikami

w temperaturze 8°C oraz dla plyty bez ttumikéw wynosi okoto 1,14%.
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procentowe w poréwnaniu z siatka 10 x 10 nie przekraczaja 1% dla wszystkich pie-
ciu czestosci drgan wtasnych. Zastosowanie do badan zbyt gestych siatek skutkuje

znacznym zwickszeniem czasu obliczeniowego.

Przyktad 7.2. [111]| Analiza dynamiczna plyty wyposazonej w lepkosprezyste ttu-
miki drgan opisane modelem utamkowym przy zastosowaniu metod kontynuacji oraz
podprzestrzennych iteracyi, z pominieciem wplywu temperatury

W niniejszym przyktadzie rozpatrzono ptyte kwadratowa o dtugosci boku 2,0 m
oraz grubosci 0,01 m. Podobnie jak w przyktadzie poprzednim przyjeto, ze plyta
wykonana jest z materiatu izotropowego o module Younga E = 205 GPa, wspol-
czynniku Poissona v = 0,3 oraz gestoéci p = 7850 kg/m?. Schemat podparcia plyty
pokazano na rysunku 7.10, tzn. plyta jest utwierdzona przy krawedzi dolnej i prawej

oraz swobodnie podparta przy krawedzi gornej.

N

Rysunek 7.10. Schemat podparcia ptyty z przyktadu 7.2

Przyjeto dyskretyzacje plyty w postaci regularnej siatki MES o gestosci 15 x 15.
Do ptyty zamocowano: dwa, cztery, siedem oraz czternascie thumikéw lepkosprezy-
stych w sposéb przedstawiony na rysunku 7.11. Zgodnie z wczesniejszymi zaloze-
niami ttumiki moga by¢ rozmieszczane tylko w weztach siatki MES. Przyjeto, ze
sa one opisane modelem utamkowym, ktoérego schemat pokazano na rysunku 7.5.
Kazdy thumik sktada sie z elementu sprezystego okreslonego staly ko = 108,56 N/m
oraz z utamkowego elementu Maxwella okreslonego stalymi: k; = 19968,09 N/m,
¢ = 229,63 Ns/m oraz a = 0,609. Wszystkie stale wyznaczono w temperaturze Tj.

W tabeli 7.4 podano wartodci czestosci drgan wtasnych otrzymane dwoma spo-
sobami rozwigzywania nieliniowego problemu wtasnego (7.43) — metoda kontynuacji
z zachowaniem pierwotnego wymiaru zadania oraz metodg podprzestrzennych itera-
cji, w ktorej zastosowano metode kontynuacji przy rozwigzywaniu powstatego zredu-
kowanego problemu wlasnego. Przyjeto rozmieszczenie ttumikéw lepkosprezystych
zgodnie z rysunkiem 7.11. W rozwigzaniu pominieto wptyw tlumienia konstrukeyj-

nego plyty, a wiec podobnie jak w przyktadzie poprzednim C oraz C,; sg macierzami
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zerowymi. W rozwigzaniu problemu wtasnego przy uzyciu metody podprzestrzen-

nych iteracji zalozono liczbe obliczanych wartosci wlasnych m = 2.

a) [T

o0

N

b)

d)

0000

N00000000000000

Rysunek 7.11. Sposéb rozmieszczenia: dwoch (a), czterech (b), siedmiu (c) oraz czternastu

(d) ttumikow lepkosprezystych w analizie dynamicznej ptyty z przyktadu 7.2

Tabela 7.4. Czestosdci drgan wtasnych ptyty z przyktadu 7.2 wyposazonej w: dwa, cztery,

siedem oraz czternascie thumikow rozmieszczonych zgodnie z rysunkami 7.11a)-d) [111]

Czestosci drgan w; [rad/s|
metoda metoda metoda metoda
Nr | kontynuacji | podprzestrzennych | kontynuacji | podprzestrzennych
iteracji iteracji
dwa thumiki cztery thumiki
w1 68,346 68,346 68,915 68,915
W 139,105 139,105 139,384 139,384
W3 200,507 - 200,600 -
Wy 273,305 - 273,366 -
siedem ttumikow czternascie thumikow
w1 69,098 69,098 69,805 69,805
W 139,446 139,446 139,866 139,866
W3 200,969 - 201,594 -
Wy 273,594 - 274,041 -
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W tabeli 7.5 przedstawiono wartosci czestosci drgan wtasnych otrzymane w wy-
niku rozwiazania pelnego problemu wlasnego (metoda kontynuacji) oraz zreduko-
wanego problemu wtasnego (metoda podprzestrzennych iteracji potaczona z metoda
kontynuacji). Zatozono cztery ttumiki rozmieszczone zgodnie z rysunkiem 7.11b).
W przypadku zredukowanego problemu wlasnego przyjeto liczbe obliczanych war-
tosci wlasnych m € {2,4,8,16}.

Tabela 7.5. Czestosci drgan wtasnych ptyty z przyktadu 7.2 wyposazonej w cztery thumiki
rozmieszczone zgodnie z rysunkiem 7.11b), obliczone przy réznych rozmiarach m zreduko-

wanego problemu wlasnego [111]

Czestosci drgan w; [rad/s|
metoda metoda podprzestrzennych iteracji (m — liczba

Nr | kontynuacji | wartosci wlasnych obliczanych jednoczesnie)

m=2 m=4 m=3_8 m = 16
w1 68,9153 68,9153 | 68,9153 | 68,9153 68,9153
Wa 139,3845 | 139,3844 | 139,3845 | 139,3845 139,3845
W3 200,6002 200,6002 | 200,6002 200,6002
Wy 273,3658 273,3658 | 273,3658 273,3658
ws 286,2479 286,2479 286,2479
We 409,8326 409,8326 409,8326
Wy 418,2174 418,2174 418,2174
wg 481,8350 481,8350 481,8350
Wy 511,0209 511,0209
wig | 624,7774 624,7774
wip | 637,5490 637,5490
wis | 695,7385 695,7385
wiz | 765,5882 765,5882
wig | 813,2956 813,2956
wis | 839,6478 839,6478
wig | 905,0382 905,0382

W tabeli 7.6 zestawiono liczbe iteracji potrzebnych do obliczenia p wartosci wta-
snych przy zalozeniu, ze wymiar zredukowanego problemu wtasnego wynosi m (za-
chodzi nier6wnos¢ p < m). Przyjeto rozmieszczenie ttumikéw na powierzchni plyty
zgodnie 7 rysunkiem 7.11b). Przyktadowo przy liczbie poczatkowych wartosci wla-
snych, potrzebnych do rozwiazania zadania, wynoszacej m = 8 nalezy wykona¢ pie¢

iteracji w celu wyznaczenia szesciu czestosci drgan wlasnych. Kryterium pozwalajg-
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cym na przerwanie procesu iteracyjnego jest wtedy spetnienie warunkéw zakoriczenia
(7.85), (7.86) oraz (7.88) dla kazdej 7 szesciu obliczanych czestosci drgan wlasnych

oraz odpowiadajacych im wektorow wlasnych.

Tabela 7.6. Liczba iteracji potrzebnych do obliczenia p czestosci drgan wlasnych dla plyty
z przyktadu 7.2 wyposazonej w cztery ttumiki rozmieszczone zgodnie z rysunkiem 7.11b),

przy réznych rozmiarach m zredukowanego problemu wtasnego [111]

Liczba obliczanych Liczba iteracji
czestoscidrganp | m=2|m=4|m=8|m=16
2 4 4 2 2
4 12 3 2
6 5 2
8 15 2
16 4

Podsumowujac wyniki zestawione w tabelach 7.4-7.5, mozna stwierdzi¢, ze war-
tosci czestosci drgan wlasnych otrzymane przy rozwigzywaniu petnego lub zreduko-
wanego problemu wlasnego (7.43) sg identyczne. Redukecja rozmiaru zadania przy
pomocy metody podprzestrzennych iteracji umozliwita wyznaczenie z gory przyje-
tej liczby poczatkowych m czestosci i postaci drgan, ktére nastepnie poréwnywano
z odpowiednimi wynikami uzyskanymi, stosujac wytacznie metode kontynuacji. Po-
nadto z danych zamieszczonych w tabeli 7.4 wynika, ze zwickszenie liczby ttumikdw
zamocowanych do ptyty z dwoch do czternastu powoduje wzrost pierwszej i drugiej
czestosci drgan wlasnych odpowiednio o okoto 2,13% i 0,55%.

Na podstawie wynikow zawartych w tabeli 7.6 mozna wyciagna¢ wniosek, ze przy
wymiarze zredukowanego problemu wlasnego wynoszacym m naktad obliczeniowy
znacznie zmniejsza sie, obliczajac wartosci wlasne w liczbie p mniejszej od m. Przyj-
mujac p = m = 4 lub p = m = §, liczba niezbednych iteracji wzrasta trzykrotnie
w poréwnaniu z sytuacja, gdy p = m — 2. Z kolei dla p = m = 16 mozna zaobser-
wowaé¢ dwukrotny wzrost liczby iteracji w odniesieniu do przypadku, gdy p = m/2.

Przy zastosowaniu metody podprzestrzennych iteracji konieczne jest wielokrot-
ne rozwigzywanie nieliniowego problemu wtasnego w kazdej iteracji obliczeri. Jednak
wymiar macierzy wchodzacych w sktad tego problemu jest zredukowany w zaleznosci
od przyjetej liczby m, a zatem naklad obliczeniowy jest znacznie mniejszy w porow-
naniu z przypadkiem, gdy rozwiazywany jest problem wtasny z macierzami petnego

wymiaru.






8. Optymalizacja lokalizacji ttumikéw na

powierzchni plyty

W poprzednim rozdziale skupiono sie gloéwnie na kwestii analizy dynamiczne]
prostokatnych ptyt cienkich wyposazonych w lepkosprezyste ttumiki drgari. Niniej-
szy rozdzial stanowi kontynuacje tego zagadnienia, przy czym rozwazono w nim
zagadnienie optymalnego rozmieszczenia ustalonej liczby tlumikéw na powierzchni
plyty. Jako kryterium doboru optymalnej lokalizacji przyjeto maksymalizacje efektu
ttumienia wybranej postaci drgan.

W niniejszej pracy zagadnienie wyznaczania optymalnego rozmieszczenia ustalo-
nej liczby ttumikow lepkosprezystych rozpatrzono przy uzyciu metaheurystycznego
algorytmu optymalizacyjnego znanego pod nazwa metody roju czastek (ang. Particle
Swarm Optimization Method, PSO). Algorytmy tego typu mozna zastosowaé¢ do
rozwigzywania dowolnych probleméw obliczeniowych. Umozliwiaja one znalezienie
przyblizonego optymalnego rozwiazania, a ich stosowanie jest szczeg6lnie wskazane
w przypadkach, gdy uzyskanie rozwigzania dokltadnego wymagatoby zbyt wysokiego
kosztu obliczeniowego [112].

Algorytm optymalizacji rojem czastek (PSO) zaproponowali w 1995 roku Kennedy
i Eberhart w pracy [64]. Zgodnie z [113] jest to ,stochastyczny algorytm obliczeniowy
nasladujacy zachowanie przemieszczajacego sie stada ptakow. W celu znalezienia po-
zywienia kazdy osobnik stada przemieszcza sie z predkoscig okreslona na podstawie
swoich wtlasnych najlepszych poprzednich do$§wiadczen oraz najlepszych do$wiad-
czen pozostalych osobnikéw stada. Jednoczesnie predkosci poruszania sie dobierane
sa tak, zeby zachowany byl dystans miedzy poszczegdélnymi osobnikami”.

W pierwszej czeSci rozdziatu przedstawiono podstawy teoretyczne algorytmu
PSO w odniesieniu do zagadnienia wyznaczania optymalnej lokalizacji ttumikdw
lepkosprezystych na powierzchni plyty. Nastepnie zamieszczono przyklady nume-
ryczne, w ktorych analizowano plyty prostokatne o przyjetych z gory warunkach
podparcia i liczbie tlumikow na powierzchni. Wykorzystujac wcze$niej omowione
zasady wyznaczania charakterystyk dynamicznych ptyt z tlumikami przy uzyciu
MES (rozdzial 7), w przyktadach przeprowadzono badania zwiazane z optymalizacja

rozmieszczenia tlumikow.
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8.1. Podstawy teoretyczne metody PSO w zadaniu

optymalizacji lokalizacji ttumikow

W algorytmie PSO kluczowa kwestia jest przyjecie zbioru potencjalnych rozwia-
zan danego problemu. Zbior taki nazywa sie rojem, a pojedyncze rozwigzanie czast-
ka. Zatem przyjety zbior rozwiazan to roj czastek. Niech ng oznacza liczbe ttumikow,
ktore nalezy zamocowac do powierzchni ptyty. Zatozono, ze ttumiki rozmieszczone sa
w sposOb dyskretny, tzn. jedynie w wezlach wewnetrznych wezesniej zdefiniowane]
siatki MES. Zatem kazde okreslone w ten sposob polozenie nyg ttumikow stanowi
potencjalne rozwigzanie zadania optymalizacyjnego i mozna je potraktowac¢ jako
pojedyncza czastke roju. Sumaryczng liczbe czastek n, wchodzacych w sktad roju
nalezy przyjac jako wielko$¢ dana do rozwigzywanego zadania. Z kolei zbior n), poten-
cjalnych potozen ny thumikéw stanowi tzw. otoczenie lub sasiedztwo. Zatem kazdej
czastce roju przyporzadkowana jest pewna grupa innych czastek, ktore stanowia jej
sasiadow. Liczbe otoczen n, réwniez nalezy ustali¢ na poczatku zadania.

Kazda i-ta czastke roju (i = 1,2,3,...,n,), a wiec zbior ng thumikoéw mozna

opisa¢ przy pomocy dwoch wektorow:

e wektor polozenia

X; = [931',17 Yil, i2, Yi2, i3y Yi3y -5 LTings yi,nd]v (8-1)

e wektor predkosci

Vi = [U$i717 Uys;,15 V25 Uy; 25 V35 Uy 355 Vg inmd] ) (8'2)

gdzie kazdy z powyzszych wektoréw sktada sie z 2ny wspotrzednych. Para wspot-
rzednych (z; ;, y; ;) oznacza polozenie j-tego ttumika (j = 1,2,3,...,n4) wchodza-
cego w sklad i-tej czastki roju w globalnym uktadzie wspolrzednych zOy, ktore-
go poczatek znajduje sie w lewym dolnym narozu rozpatrywanej ptyty. Z kolei
para (vs,;, vy, ;) zawiera skltadowe wektora predkodci zwigzanego z j-tym tlumi-
kiem w i-tej czastce roju. Zatem rozwigzanie problemu optymalizacyjnego dotyczy
2ng-wymiarowe] przestrzeni.

W pierwszym etapie zadania optymalizacyjnego nalezy przyjac liczbe otoczen ny,
liczbe czastek roju n, w kazdym otoczeniu oraz liczbe ttumikéw n, stanowigcych
pojedyncza czastke roju. Poszukuje sie optymalnego polozenia zbioru ng thumikéw
w weztach wewnetrznych siatki MES dyskretyzujacej powierzchnie plyty. Zatem

kazdy zbior n, punktow wybranych spoérod wszystkich weztow wewnetrznych siat-
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ki MES wchodzi w sktad przestrzeni dopuszczalnych rozwigzan problemu. Proces
poszukiwania rozwiazania optymalnego przebiega w sposob iteracyjny [113].

W kroku zerowym procesu iteracyjnego metody PSO wybiera sie losowo w kaz-
dym z n, otoczen n, potencjalnych rozwigzan problemu. Przyjeto dyskretyzacje
powierzchni badanej ptyty przy pomocy siatki MES utworzonej przez m x n jedna-
kowych elementéw skoriczonych o wymiarach i x k. Numeracje elementow i weztow
siatki MES ustalono zgodnie z rysunkiem 3.3. W celu okreslenia przestrzeni do-
puszczalnych rozwigzan utworzono w srodowisku Octave macierz pomocniczg o wy-
miarach 3 X (n — 1)(m — 1), ktéra w pierwszym wierszu zawiera numery weztow
wewnetrznych siatki MES, idac kolejno poziomami od dotu do gory, a w kazdym
poziomie od strony lewej do prawej. Numeracja weztow siatki na poziomie i, gdzie
1=1,2,3,...,n—1, zawiera wartosci: im—+i+2,im—+i1+3,im+i1+4, ..., im+i1+m.
W drugim oraz trzecim wierszu tej macierzy wystepuja wspotrzedne danego wezla,
odpowiednio wzgledem osi x oraz y globalnego ukladu wspotrzednych. Macierz wy-

generowano pod zmienng ,XX” wedlug ponizszego algorytmu:

XX=zeros(3,(n-1) (m-1)); % zarezerwowanie pamieci na macierz
% petla po kolejnych poziomach weztdw wewnetrznych siatki MES
for i=1:n-1
% 1. wiersz macierzy XX - numery wezléw siatki na poziomie "i"
XX(1,(i-1)*m+2-1i:i*(m-1))=1i*m+i+2:i*m+m+i;
% 2. wiersz macierzy - wspéirzedne "x" weziow
XX(2,(i-1)*m+2-i:i*(m-1))=h:h: (m-1)*h;
% 3. wiersz macierzy - wspdirzedne "y" wezidw
XX(3, (i-1)*m+2-i:ix(m-1))=ixk;

endfor

Struktura wyzej opisanej macierzy jest nastepujaca:

m+3 m+4 m+5 --- m+m+1 2m+4 2m+5 - 2m+m+2
h 2h 3h -+ (m—1)h h 2h -+ (m—1)h
k k koo k 2k 2k - 2k
m—1ym+n+1 (n—1)m+n+2 --- (n—1)m+m+n-—1
h 2h (m — 1)h . (8.3)
(n—1)k (n—1)k (n—1)k

W nastepnym etapie procedury obliczeniowej wyznacza sie macierze o wymiarze

ng X n, zawierajgce w kolejnych kolumnach ng4-elementowe ciagi losowo wybranych
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liczb calkowitych ze zbioru {1,2,3,...,(n—1)(m —1)}. Liczba macierzy jest réwna
przyjetej liczbie otoczen. Kazda taka macierz mozna wygenerowaé przy pomocy po-
nizszego polecenia, postugujac sie generatorem catkowitych liczb losowych ,,randi”,

dostepnym w srodowisku Octave:

% utworzenie macierzy o wymiarze n_d x n_p zawierajacej losowe liczby
% catkowite z przedziatu {1,2,3,...,(n-1)(m-1)}
randi((n-1)*(m-1) ,n_d,n_p);

Na podstawie danych liczbowych wystepujacych w wyzej utworzonych macierzach
losowych pobierane sa z macierzy pomocniczej (8.3) informacje' o odpowiadajacych
numerach weztéw siatki MES i wspotrzednych z oraz y. W ten sposéb generowa-
ny jest ciag tzw. macierzy otoczeniowych {Ot};, o numerach | € {1,2,3,... n,}.
Wymiar kazdej z tych macierzy wynosi 3ng X n,, a i-ta kolumna (i = 1,2,3,...,n,)

odpowiada i-tej czastce roju oraz posiada nastepujaca strukture?:

nr wezta MES dla 1 ttumika w i-tej czastce
Ti1
Yi1

nr wezta MES dla 2 ttumika w i-tej czastce
X5 2
Yi2

{Ot(:,i)}, = nr wezla MES dla 3 ttumika w i-tej czastce . (8.4)

X3

Yi,3

nr wezta MES dla ostatniego tlumika w i-tej czastce
aji,nd

Ying

W sposob analogiczny zapisywane sa w algorytmie wektory predkosci czastek roju
przy uzyciu ciagu macierzy {Vt};. Poczatkowe predkosci wszystkich czastek przyj-
mowane s3 jako zerowe. Na zakoriczenie zerowego kroku algorytmu PSO wyznacza

sie wartosci funkcji celu dla potozen ny ttumikow okreslonych w kolumnach (8.4)

! Kazda wygenerowana losowo liczba catkowita odpowiada numerowi kolumny macierzy (8.3),

a wiec konkretnemu weztowi siatki MES.
2 Oznaczenie Ot(:, 1) dotyczy i-tej kolumny macierzy Ot. W ten sposéb w niniejszym rozdziale

odnoszono sie do wskazania konkretnej kolumny w danej macierzy.
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macierzy otoczeniowych. Wartosci te zapisywane sa jako dodatkowy wiersz w ma-
cierzach {Ot},. Jako funkcje celu przyjeto bezwymiarowy wspotezynnik ttumienia 7,
pierwszej postaci drgan, ktory oblicza sie zgodnie ze wzorem (7.70) przedstawionym
w podrozdziale 7.3.1. W kazdym z otoczen zapamietywane jest najlepsze potozenie
poszczegblnych czastek oraz najkorzystniejsza lokalizacja czastki w zakresie danego
otoczenia. W zerowym kroku kazde z wyznaczonych wstepnie polozen czastek jest
traktowane jako najlepsze. Natomiast kolumna macierzy {Ot};, dla ktorej otrzyma-
no najwiekszg warto$¢ wspotczynnika v, zawiera informacje o najlepszym potozeniu
czastki roju w rozpatrywanym otoczeniu.

Kolejne etapy procesu iteracyjnego sa przyjmowane jako chwile umownego czasu.
Krok zerowy rozpoczyna sie w chwili ¢ = 0, a kazdy kolejny krok jest przesuniety
w czasie w odniesieniu do kroku poprzedniego o przyrost At, ktoérego wartosé nalezy
zatozyé. Przewaznie przyjmuje sie At = 1. Zgodnie z [114] polozenie i-tej czastki

roju w (¢t + 1)-szym kroku czasowym okreslone jest wzorem:

XY = X0 4 vt A, (8.5)
gdzie Vgtﬂ) oznacza predkosc i-tej czastki w (¢ + 1)-szym kroku czasowym, ktora
wyznacza Ssie ze Wzoru:

_x®

VD _ oy ® (t+1)pz('t X,
i = sz + ClLl,i T

() _ x(®

We wzorze (8.6) przyjeto nastepujace oznaczenia na podstawie [65, 113, 114]:

(t+1) 1 (t+1) . . . ... . .
e L;; ', L), ' — macierze diagonalne o wymiarze 2ng X 2n4, zmieniajace si¢ w kaz-

dym kroku procesu iteracyjnego, zawierajace na przekatnej gltownej liczby losowe
z przedziatu [0, 1],

e ¢y, co — wspoélezynniki uczenia (kognitywny i socjalny), tzn. wspotezynniki daze-
nia do najkorzystniejszego odpowiednio lokalnego i globalnego rozwigzania,

e w — waga inercji lub miara bezwtadnosci ruchu czastki wptywajaca bezposrednio
na biezaca predko$¢ oparta na historii wezesniejszych predkosci,

° pz(.t) — najlepsze potozenie i-tej czastki roju sposrod wszystkich wezesniejszych
chwil czasowych: 0,1,2, ..., ¢, odpowiadajace najwiekszej wartoéci bezwymiaro-
wego wspOtczynnika ttumienia v, pierwszej postaci drgan,

° pgt) — najlepsza globalna pozycja zbioru ng ttumikéw w zakresie calego roju
w rozpatrywanym otoczeniu, wybrana sposrod wszystkich wczesniejszych chwil

czasowych: 0,1,2,...,t.
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Ze wzorow (8.5) oraz (8.6) wynika, ze w kolejnych krokach czasowych procedury
optymalizacyjnej kazda czastka z rozpatrywanego otoczenia przemieszcza sie w kie-
runku nowego, lepszego potozenia, ktéremu odpowiada wieksza wartos¢ funkceji celu.

W (t + 1)-szym kroku iteracji nowe polozenie czastki XZ(-tH) ustalane jest na pod-

) poprzedniej predkosci VZ@, a takze jej naj-

(®)

i

stawie jej poprzedniego polozenia th

lepszej znalezionej do tej pory pozycji p,’ oraz najlepszej dotychczasowej globalnej

pozycji pgt) w zakresie catego roju [113, 114].

Dobor wartosci wspotczynnikow: cq, co, w ma istotne znaczenie w kwestii efek-
tywnosci metody PSO. Przy ich pomocy mozna modyfikowaé¢ dziatanie algorytmu.
Wartosci tych parametrow wptywaja na zachowanie sie poszczegélnych czastek roju,
wielkos¢ przestrzeni przeszukiwanej przez algorytm oraz czas zbieznosci czastek do
optymalnego rozwigzania. Wspolczynniki uczenia c; oraz co wskazuja, w jak duzym
stopniu kolejne potozenie rozpatrywanej czastki zalezy od niej samej lub od catego
roju. Im wieksza warto$¢ wspotczynnika kognitywnego ¢y, tym wieksza jest tendencja
czastki do oscylacji wokol swojej najlepszej pozycji. Z kolei wraz ze wzrostem warto-
Sci wspotezynnika socjalnego co czastki sg bardziej sktonne do grupowania sie wokot
najlepszego globalnego rozwiazania. Waga inercji w wplywa na zdolno$¢ czastek
do zachowania poprzedniej predkosci. Duze wartosci tego wspoétczynnika pozwalaja
szerzej aktualizowa¢ predkosci i tym samym przeszukiwaé nowe rejony przestrzeni
rozwigzan. Natomiast mate wartosci powoduja, ze aktualizacja predkosci koncentru-
je sie w najblizszych punktach przestrzeni |65, 112]. Zgodnie z praca [65] wartosci

parametrow cq, co oraz w powinny spelniaé¢ ponizsze warunki:

0<ci+c <4, (8.7)
Clgcz—1<w<1. (8.8)

W badaniach prowadzonych w niniejszej pracy nie naklada sie zadnych dodat-
kowych ograniczen na funkcje celu, ktéra stanowi bezwymiarowy wspotczynnik thu-
mienia pierwszej postaci drgan. Rozwiazanie zadania optymalizacyjnego polega na
znalezieniu wspotrzednych potozenia zbioru ng ttumikow, dla ktorego funkcja celu
osiaga maksimum. Wspolrzedne otrzymane bezpos$rednio w wyniku zastosowania
metody PSO nalezy zmodyfikowaé¢, biorac pod uwage ograniczenie, iz ttumiki moga
by¢ rozmieszczane wylacznie w weztach wewnetrznych siatki MES i nie powinny
znalez¢ sie poza obrebem plyty. Ponadto wyklucza sie przypadek koricowego potoze-
nia dwoch roznych ttumikéw wchodzacych w sktad tej samej czastki roju w jednym
wezle siatki MES.
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W zadaniu optymalizacyjnym zastosowano dwa kryteria zakonczenia procesu
iteracyjnego. Zgodnie z pierwszym kryterium najlepsze globalne polozenie czast-
ki w rozpatrywanym roju w pieciu kolejnych iteracjach nie powinno ulec zmianie.
Wowcezas zaklada sie, ze to polozenie jest szukana optymalng lokalizacja. Drugie
kryterium nawigzuje do liczby iteracji i zgodnie z nim nie moze ona przekroczy¢
pewnej z gory ustalonej wartosci |76].

Algorytm wyznaczania optymalnego polozenia ustalonej liczby ttumikéw na po-

wierzchni plyty w ujeciu metody PSO mozna przedstawi¢ w nizej opisanych etapach:

1. przyjecie danych wejsciowych dotyczacych plyty oraz jej dyskretyzacji MES:
a) wymiary geometryczne plyty (dtugosé, szerokosé, grubosé): A x B x H |m],
b) warunki podparcia ptyty na kazdej z krawedzi3,
¢) stale materialowe plyty:
e wspolezynnik Poissona: v [+,
e gestosé objetosciowa: p [kg/m?],
e modul Younga: E |Pal,
d) gestos¢ regularnej siatki MES: m X n,

2. utworzenie macierzy pomocniczej o wymiarach 3 x (m — 1)(n — 1) zawierajacej
numery weztow wewnetrznych siatki MES, wedtug wzoru (8.3), przy zalozeniu
dyskretyzacji ptyty z uzyciem jednakowych elementéw skoriczonych o wymiarach
h x k, gdzie h = A/m oraz k = B/n,

3. wyznaczenie globalnej macierzy sztywnosci K oraz globalnej macierzy bezwlad-
nosci M plyty z uwzglednieniem warunkéw brzegowych, zgodnie z zasadami
przedstawionymi w podrozdziatach 3.2.11 4.1,

4. wyznaczenie macierzy ttumienia konstrukcyjnego C piyty?, przy zalozeniu mo-
delu ttumienia proporcjonalnego, jako odpowiednia kombinacje liniowa macierzy
K i M wedlug wzoru [30]:

2 2
_ s M 1+ 1
w1 + ws w1 + ws

C K, (8.9)

gdzie v, — bezwymiarowy wspoélczynnik ttumienia odpowiadajacy pierwszej po-
staci drgait wlasnych plyty oraz wi, ws — odpowiednio pierwsza i piata’® czestosé
drgan wlasnych ptyty,

3 Przyjeto, ze krawedz plyty moze byé swobodna, swobodnie podparta lub utwierdzona.
* Warunki brzegowe w macierzy C nalezy uwzgledni¢ w sposéb analogiczny jak w przypadku

macierzy bezwtadnosci M.
5 Pigta czestos¢ drgan wlasnych przyjeto jako ostatnia majaca istotny udzial w drganiach

konstrukcji.
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5. przyjecie danych wejéciowych dotyczacych ttumikoéw lepkosprezystych:

a)
b)

liczba ttumikéw rozmieszczanych na powierzchni ptyty: ng,
model ttumikéw na podstawie podrozdzialu 7.1 i zwiazane z nim wartosci

parametrow: ko, co, kj, ¢j, o,

6. przyjecie danych wejéciowych do algorytmu PSO:

a)
b)

liczba otoczert zawierajacych niezalezne od siebie roje czastek: ng,

liczba czgstek roju w kazdym otoczeniu: n,,

parametry: c;, ¢, w wystepujace we wzorach (8.5) oraz (8.6), spelniajace
warunki (8.7) oraz (8.8),

przyrost czasowy: At,

maksymalna liczba iteracji n;e, w procedurze PSO,

funkcja celu — bezwymiarowy wspotczynnik thumienia v,

7. wykonanie kroku zerowego algorytmu PSO:

a)

b)

wygenerowanie n, macierzy losowych o wymiarach ng x n, zawierajacych
liczby catkowite ze zbioru {1,2,3,...,(m —1)(n — 1)},

wygenerowanie, przy wykorzystaniu macierzy utworzonych w p. 2 oraz 7a),
n, macierzy {Ot(o)}l (1=1,2,3,...,n,) o wymiarach 3ng4 X n, zawierajacych
w kolejnych kolumnach informacje o wspotrzednych wektora (8.1), a wiec
o poczatkowym polozeniu poszczegolnych czastek roju (zbiorow ny ttumikow)
w [-tym otoczeniu®,

wygenerowanie ng macierzy {Vt®}, (1 =1,2,3,... n,) o wymiarach 3n4xn,
rawierajacych w kolejnych kolumnach informacje o wspoétrzednych wekto-
ra (8.2), a wiec o poczatkowych predkosciach poszczegolnych czastek roju
w [-tym otoczeniu”,

obliczenie wartosci funkcji celu %0) dla kolejnych czastek roju na podsta-
wie ich pozycji zapisanych w kolumnach macierzy {Ot(o)}l oraz dolaczenie
wyznaczonych wartosci jako koncowych elementéow tych kolumn,

wybranie z kazdej macierzy ciggu {Ot@}; kolumn zawierajacych najwiek-
sze wartosci funkcji celu oraz zapisanie tych kolumn jako ciggu wektorow
{Gt},, gdzie | =1,2,3,...,n,,

wyznaczenie ciagu macierzy {Pt(¥'}; zawierajacych w kolejnych kolumnach
najlepsze polozenia poszczegélnych czastek roju w kazdym z otoczeri® o nu-

merze [ =1,2,3,...,ng,

6 Pojedyncza kolumna kazdej z macierzy {Ot?}; przyjmuje postac (8.4).
" Przewaznie predkoéci poczatkowe przyjmuje sie jako zerowe.

8 W kroku zerowym algorytmu zachodzi réwnosé {Pt(9}; = {0tV},.
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8. wykonanie kroku (¢ + 1)-szego algorytmu PSO (t =0,1,2,..., njter — 1):
a) wybranie [-tego otoczenia zawierajacego roj czastek,
b) wybranie i-tej czastki wchodzacej w sklad roju w I-tym otoczeniu,
¢) wyznaczenie diagonalnych macierzy Lgfjl) oraz Lg;rl) zawierajgcych na prze-
katnej glownej liczby losowe z przedziatu [0, 1],
d) wyznaczenie, przy pomocy wzoru (8.6), aktualnych sktadowych wektora pred-
kosci VEHI) na podstawie:
e skltadowych wektora VZ(-t) zawartych w i-tej kolumnie macierzy {Vt(®},,
()

7

e skladowych wektora p)) zawartych w wektorze (Gt}

e skladowych wektora p;’ zawartych w i-tej kolumnie macierzy {Pt(t)}l,

oraz zastapienie macierzy {Vt}; macierza {Vt""V}, zawierajaca w i-tej
(t+1)

7 )

kolumnie elementy wektora V

e) wyznaczenie, przy pomocy wzoru (8.5), aktualnych sktadowych wektora po-
(t+1)

lozenia czastki X, na podstawie:
e skladowych wektora XZ(»t) zawartych w i-tej kolumnie macierzy {Ot(t)}l,
e skladowych wektora Vgtﬂ) zawartych w i-tej kolumnie macierzy {Vt(t“)}l

oraz zastapienie macierzy {Ot(}; macierza {Ot""V}, zawierajaca w i-tej
(t+1)

kolumnie elementy wektora X, "/,

f) zmodyfikowanie wspotrzednych (z; ;, i ;) (7 = 1,2,3,...,ng) zawartych w i-tej
kolumnie macierzy {Ot“*D}, w celu dopasowania ich do weztow siatki MES,
w nastepujacy sposob’:

Ti; < h = x;; =h,
Vijg <k = yi; =k,
zi; > (m—1)h = z;; = (m — 1)h,
Yi; > (n—1k = y;; = (n—1)k,
h<x;; <(m-—1)h = x;; = zaokr (%) - h,
k<y;<(n—-1)k = y,; =zaokr (%) -k,

g) wyznaczenie numerdéw weztow siatki MES odpowiadajacych wyznaczonym

w p. 8f) wspotrzednym (z; ;, v; ;) wedtug wzoru:

(i, yij) = (nr wezla MES) = y;{] -m 4+ % + yl—k]

% Funkcja f okreslona na zbiorze R wzorem f(z) = zaokr(x) oznacza przyporzadkowanie

+1 (8.10)

liczbie rzeczywistej x jej zaokraglenia do najblizszej liczby catkowitej zgodnie z matematycznymi

regutami odnoénie zaokraglania liczb rzeczywistych.
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10.

11.

k)

oraz zmodyfikowanie i-tych kolumn w macierzach {Ot"V}, i {Vt(+D},
przez wpisanie numeréw weztow siatki MES odpowiadajacych i-tej czastce
roju w chwili £ + 1,
wyznaczenie aktualnej wartosci bezwymiarowego wspoétczynnika tlumienia
yft:r Y dla lokalizacji ng ttumikow w weztach siatki MES zapisanych w i-tej
kolumnie macierzy {Ot(t+1)}l i aktualizacja ostatniego elementu tej kolumny,
wyznaczenie aktualnego ciaggu macierzy {Pt1}, i ciggu wektorow {Gt D},
e zalozenie wstepne: {Pt™V}, = {PtW}, oraz {Gt*Y, = {Gt"},,
o jesli %?1) > 78, to {Pt(:, 7)1}, = {Ot(:,4) V), w przeciwnym wy-
padku: {Pt(:,q)+}, = {Pt(:,4)®},
e jesli W&H) > {Gt(3ng + 1)?};, to {GtV}, = {Ot(:, )V }; w prze-
ciwnym wypadku: {GtV}, = {GtV},,
powtorzenie krokow 8b)-8i) dla kolejnych czastek wchodzacych w sklad I-tego
otoczenia, tj. dla¢=1,2,3,...,n,,
powtorzenie krokow 8a)—8j) dla kolejnych otoczen zawierajacych roje czastek,
tj.dlal=1,2,3,... n.

. wykonanie p. 8 az do osiggniecia maksymalnej zatozonej liczby iteracji, tj. dla

t4+1=1,2,3,...,nye lub do momentu stwierdzenia braku zmian najkorzyst-

niejszego globalnego potozenia czastki w zakresie catego roju w pieciu kolejnych

iteracjach,

zwrocenie najlepszego rozwigzania w kazdym z ng otoczen w postaci ciggu wek-
torow {GtMirer)},

zwrocenie rozwigzania optymalnego w postaci wektora z ciggu {Gt™)}; za-

wierajacego w ostatnim elemencie najwieksza wartosé¢ funkeji celu.

Jak wspomniano wczesniej, metoda PSO pozwala otrzymaé rozwigzanie zblizone

do optymalnego. Zatem w celu uzyskania wiarygodnych wynikéw zaleca sie, szcze-

golnie w bardziej ztozonych zagadnieniach optymalizacyjnych, przyjmowanie wiecej

niz jednego otoczenia. Wskazane jest réwniez wykonanie powyzszego algorytmu dla

roznych wariantow poczatkowych potozen czastek w kazdym z otoczenn. W opisanych

w kolejnym podrozdziale przyktadach numerycznych pokazano, ze dobor poczatko-

wych lokalizacji ny-elementowych zbior6w n, ttumikéw ma istotny wplyw na finalny

wynik zadania optymalizacyjnego. Jednak rozwigzania otrzymane konicowo dla kaz-

dego otoczenia oraz dla kazdej wstepnie losowo przyjetej lokalizacji czastek roju

powinny by¢ do siebie zblizone, aby mozna byto stwierdzi¢ o poprawnosci wyzej

przedstawionego algorytmu PSO.
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8.2. Przyklady optymalizacji lokalizacji ttumikéw

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wyniki badan numerycznych, w kto-
rych zastosowano optymalizacje metoda roju czastek (PSO). Analizie poddano kwa-
dratowe ptyty izotropowe o dwoch roznych schematach podparcia przedstawionych
na rysunku 8.1. Pierwsza z badanych plyt charakteryzuje sie schematem wspor-
nikowym, natomiast druga plyta jest utwierdzona przy krawedzi dolnej i prawej
oraz swobodnie podparta przy krawedzi gornej. Dtugos¢ boku badanych ptyt wyno-
si 2,0 m, natomiast grubos$é¢ przyjeto réwng 0,01 m. Material, z ktorego wykonano
plyty charakteryzuje sie modutem Younga E = 205 GPa, wspotczynnikiem Poissona
v = 0,3 oraz gestoscig objetosciowa p = 7850 kg/m?3.

a) b [~ N

Rysunek 8.1. Schematy podparcia ptyt analizowanych w podrozdziale 8.2: ptyta wsporni-
kowa (a), ptyta utwierdzona na dwéch sasiednich krawedziach i swobodnie podparta na

trzeciej krawedzi (b)

Zadanie optymalizacyjne polega na rozmieszczeniu ustalonej liczby thtumikow lep-
kosprezystych na powierzchni badanych ptyt tak, aby uzyska¢ maksymalny efekt
ttumienia pierwszej postaci drgarn. Przyjeto, podobnie jak w rozdziale 7, ze ttumiki
zamocowano jednym konicem do plyty, a drugim — do sztywnego podloza. Wszystkie
ttumiki wystepujace w obrebie danej ptyty sa jednakowe, a ich model i parametry
przyjeto identyczne jak w przyktadzie 7.1. Ttumiki opisano zatem uog6lnionym mo-
delem Maxwella zgodnie ze schematem przedstawionym na rysunku 7.7. Parametry
charakteryzujace ttumiki ustalono w temperaturze referencyjnej Ty, = 0,2°C, a ich
wartosci podano w przykladzie 7.1. W zadaniu nie uwzgledniono wplywu tempera-
tury, tzn. zalozono, ze temperatura otoczenia jest rowna temperaturze referencyjnej.

W przyktadach opisanych w podrozdziale przyjeto nastepujace zalozenia |76]:

e dyskretyzacja powierzchni ptyt — przy pomocy siatek MES o gestosci 10 x 10 lub
15 x 15 (rysunek 8.2),
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e funkcja celu — bezwymiarowy wspolczynnik ttumienia pierwszej postaci drgan,

e morzliwa lokalizacja ttumikow — wezly wewnetrzne przyjetej siatki MES,

e cel zadania — wyznaczenie optymalnego rozmieszczenia ttumikow odpowiadaja-
cego maksimum funkcji celu,

e poczatkowe predkosci czagstek roju — zerowe,

e przyrost czasowy miedzy poszczegdlnymi iteracjami: At = 1,

e wartosci wspolezynnikow uczenia (kognitywny i socjalny): ¢; = ¢o = 1,0,

e warto$¢ wagi inercji: w = 0,75,

e maksymalna liczba iteracji w algorytmie PSO: nj.,. = 15.
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Rysunek 8.2. Dyskretyzacja siatkami MES ptyt analizowanych w podrozdziale 8.2 wraz
z numeracja wezlow wewnetrznych: siatka 10 x 10 (a), siatka 15 x 15 (b)

Przyktlad 8.1. [76] Plyta wspornikowa wyposazona w jeden ttumik lepkosprezysty

Celem niniejszego przykladu jest optymalizacja lokalizacji jednego ttumika lep-
kosprezystego na powierzchni ptyty wspornikowej o schemacie podparcia przedsta-
wionym na rysunku 8.1a). W modelu plyty przyjeto dyskretyzacje przy pomocy
siatki MES o gestosci 10 x 10 oraz numeracji pokazanej na rysunku 8.2a).

W przyktadzie rozpatrzono dwa przypadki otoczen zawierajacych czastki roju:

1. jedno otoczenie obejmujace cala powierzchnie plyty zgodnie z rysunkiem 8.3a)
oraz cztery potencjalne potozenia czastek roju przyjete w sposob losowy, tzn.

s =1,n, =4,
2. cztery otoczenia w obrebie plyty ustalone zgodnie z rysunkiem 8.3b) oraz cztery
potencjalne polozenia czastek roju przyjete w sposoéb losowy w kazdym z otoczen,

tzn. ng =4, n, = 4.
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a) b)

Rysunek 8.3. Przyjete otoczenia zawierajace czastki roju w obrebie plyty analizowane]
w przyktadzie 8.1: jedno otoczenie na calej powierzchni plyty (a), cztery otoczenia w po-

szczegolnych ¢wiartkach plyty (b)

Na powierzchni plyty nalezy zlokalizowaé jeden ttumik (ng = 1), a wiec utozsa-
miany jest on z pojedyncza czastka roju charakteryzowana przez dwie wspotrzedne
okreslajace jej potozenie w obrebie plyty. Wektory potozenia i predkosci i-tej czastki

roju okreslone wzorami ogélnymi (8.1) oraz (8.2) przyjmuja postacie:

X; = [%‘,hyi,ﬂa (8-11)
Vz’ = [U%l,vyi,l]. (812)

Na rysunku 8.4a) przedstawiono poczatkowy, losowy wybor czterech czastek roju
(czterech ttumikow) na powierzchni ptyty dla pierwszego rozwazanego przypadku,
tj. przy zatozeniu jednego otoczenia. Rysunek sporzadzono na podstawie wygenero-
wanej w rodowisku Octave macierzy otoczeniowej Ot” o wymiarach 3 x 4, przyj-
mujacej ponizsza postac:

60 69 41 109
ot =108 04 14 1,8 |, (8.13)

1,0 1,2 06 1,8
gdzie w kolejnych kolumnach wystepuja numery weztow siatki MES odpowiadajace
poltozeniom poszczegolnych tlumikow z rysunku 8.4a) oraz wyrazone w metrach
wspotrzedne x i y tych lokalizacji w globalnym uktadzie wspotrzednych zwigzanym

z plyta.

Macierz (8.13) poszerzona o wartosci funkcji celu (bezwymiarowy wspotczynnik

ttumienia ;) posiada strukture:

60 69 41 109
0,8 0,4 1,4 1.8

ot0 = (8.14)
1,0 1,2 0,6 1,8

0,020839 0,015461 0,052576 0,092574
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Rysunek 8.4. Schemat optymalizacji potozenia ttumika dla ptyty wspornikowej rozwazanej

w przykladzie 8.1 przy zalozeniu jednego otoczenia na powierzchni plyty: réj czastek wy-

brany losowo w kroku zerowym iteracji (a), najlepsze potozenia czastek w poszczegolnych
iteracjach algorytmu PSO (b) [76]

Zatem we wstepnie przyjetym roju czastek najbardziej korzystne polozenie odpowia-
da ttumikowi nr 4 wystepujacemu w wezle nr 109, poniewaz z tg lokalizacja zwigzana
jest najwieksza wartos¢ bezwymiarowego wspolczynnika ttumienia vy, = 0,092574.
Wektor Gt zawierajacy dane o najlepszym potozeniu ttumika w kroku zerowym

algorytmu przyjmuje postac:

109
1,8

Gt = : (8.15)
1,8

0,092574

czyli jest to wektor skladajacy sie z elementow czwartej kolumny macierzy (8.14).

Na rysunku 8.4b) przedstawiono najkorzystniejsze potozenia ttumikow wchodza-
cych w sktad 4-elementowego roju w poszczegdlnych iteracjach metody PSO. Przy
potozeniach ttumikéw podano wartosci odpowiadajacych im funkeji celu. Kolorem
czerwonym zaznaczono najlepsza znaleziong pozycje tlumika po zakonczeniu algo-
rytmu. Wystepuje ona w wezle nr 65 siatki MES i odpowiada jej warto$¢ bezwymia-
rowego wspotczynnika ttumienia v; = 0,096343.

W drugim wariancie zadania optymalizacyjnego rozwazono cztery otoczenia zgod-
nie z rysunkiem 8.3b). W zerowym kroku algorytmu PSO wylosowano, przy uzyciu

procedur opracowanych w srodowisku Octave, poczatkowe potozenia czastek roju
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w poszczegolnych otoczeniach. Odpowiedniag informacje odczytano z ciggu macie-

rzy {Ot(o)}l przy [ = 1,2, 3, 4. Otrzymano nastepujace wyniki losowania:

2 38 60 36
0,6 0,8 0,8 0,4

{0t} = , (8.16)
0,4 0,6 1,0 0,6

| 0,016958 0,020720 0,020839 0,015453 |

62 64 21 64
1,2 1,6 18 16

{0t}, = , (8.17)
1,0 1,0 0,2 1,0

| 0,038233 0,072462 0,092574 0,072462 |

71 83 92 104
0,8 1,0 0,6 0,8

{0t} = , (8.18)
1,2 1,4 1,6 1.8

| 0,020811 0,027414 0,016958 0,020227 |

84 85 87 98
1,2 1.4 1,8 1,8

{otV}, = : (8.19)
1,4 1.4 1,4 1,6

| 0,037867 0,052576 0,095447 0,094286 |

Poczatkowe rozmieszczenie czastek roju, wynikajace z danych zawartych w po-
wyzszych macierzach, pokazano graficznie na rysunku 8.5. Z kolei na rysunku 8.6
przedstawiono najkorzystniejsze lokalizacje ttumikow nalezacych do 4-elementowego
roju w kolejnych otoczeniach oraz w poszczegdlnych iteracjach metody PSO. Przy
potozeniach ttumikéw podano wartosci odpowiadajacych im funkcji celu. Kolorem
czerwonym zaznaczono najlepsza znaleziona pozycje ttumikow w kazdym z otoczen
po zakoniczeniu algorytmu. Wystepuje ona dla kazdego przypadku w wezle nr 65
siatki MES, jak to mialo miejsce dla wczesniejszej sytuacji z jednym otoczeniem na
powierzchni ptlyty.

Podsumowujac niniejszy przyktad, mozna dojs¢ do wniosku, ze optymalna po-
zycja jednego ttumika znajduje sie w poblizu srodka swobodnej krawedzi plyty,
niezaleznie od wyboru liczby otoczen. Wynika stad kolejny wniosek, ze zalozona
funkcja celu nie posiada lokalnych ekstremoéw i najkorzystniejsze polozenie ttumika
w kazdej iteracji algorytmu PSO zmierza w kierunku ekstremum globalnego dla

kazdego zatozonego otoczenia.
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Rysunek 8.5. Roj czastek wybrany losowo w kroku zerowym iteracji PSO dla ptyty wspor-
nikowej rozwazanej w przyktadzie 8.1 przy zalozeniu czterech otoczeri na powierzchni ptyty
zgodnie z rysunkiem 8.3b): w otoczeniu nr 1 (a), w otoczeniu nr 2 (b), w otoczeniu nr 3 (c),

w otoczeniu nr 4 (d) [76]

Z analizy przebiegu algorytmu wynika, ze liczba niezbednych iteracji metody
PSO do chwili osiggniecia pozadanego rozwiazania jest najwicksza dla otoczen 11 3
(odpowiednio 7 i 10 iteracji), a najmniejsza dla otoczen 2 i 4 (odpowiednio 4 i 6
iteracji). Jest to zwiazane z tym, ze otoczenia 1 i 3 sa bardziej oddalone od miejsca
optymalnego potozenia ttumika w poréwnaniu z otoczeniami 2 i 4. Zatem wybor
wstepnej lokalizacji czastek roju ma zasadniczy wplyw na liczbe iteracji algorytmu
i tym samym na czas obliczen.

Ostatecznie jako rozwiagzanie rozwazanego zadania optymalizacyjnego przyjeto
pozycje ttumika w wezle wewnetrznym siatki MES znajdujacym sie najblizej srodka

krawedzi swobodnej rozwazanej ptyty wspornikowej. Optymalne potozenie ttumika
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Rysunek 8.6. Schemat optymalizacji potozenia ttumika dla ptyty wspornikowej rozwaza-
nej w przykladzie 8.1 przy zalozeniu czterech otoczet na powierzchni ptyty — najlepsze
polozenia czastek w poszczegdlnych iteracjach algorytmu PSO: dla otoczenia nr 1 (a), dla

otoczenia nr 2 (b), dla otoczenia nr 3 (c), dla otoczenia nr 4 (d) [76]

w takiej lokalizacji wynika z faktu wystepowania przy swobodnej krawedzi ekstre-
malnych przemieszczen na wykresie pierwszej postaci drgan ptyty wspornikowej nie
posiadajacej ttumikéw. Drgania swobodne plyty utwierdzonej wzdtuz jednej krawe-
dzi, znajdujacej sie w prézni, analizowano w przyktadzie 4.2, a odpowiednie postacie

drgan przedstawiono graficznie na rysunku 4.5.

Przyklad 8.2. [76] Plyta wyposazona w cztery ttumiki lepkosprezyste

W przyktadzie wyznaczono optymalne rozmieszczenie czterech ttumikéw lepko-
sprezystych na powierzchni ptyty o schemacie podparcia przedstawionym na rysun-
ku 8.1b). Tego rodzaju warunki brzegowe zostaly przyjete w celu utworzenia proble-

mu o charakterze niesymetrycznym, w ktorym optymalne rozmieszczenie thumikow
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nie jest przewidywalne. W modelu ptyty przyjeto dyskretyzacje przy pomocy siatki
MES o gestosci 15 x 15 z numeracja weztéw pokazana na rysunku 8.2b). Z kolei na
rysunku 8.7 przedstawiono dwie pierwsze postacie drgan wlasnych rozwazanej plyty
w sytuacji, gdy plyta znajduje sic w prozni oraz nie jest wyposazona w ttumiki

lepkosprezyste.

1 postac 2 postaé

Rysunek 8.7. Wykresy dwdch pierwszych postaci drgaii wtasnych niettumionych dla plyty

o schemacie podparcia wedtug rysunku 8.1b), wygenerowane w programie Octave

Przyjeto, ze na powierzchni plyty rozmieszczone sa cztery ttumiki (ng = 4).
Zatem kazda pojedyncza czastka roju charakteryzowana jest przez osiem wspol-
rzednych okreslajacych potozenie poszczegolnych ttumikoéw wchodzacych w sklad tej
czastki. Wektory potozenia i predkosci i-tej czastki roju, okreslone wzorami ogolny-

mi (8.1) oraz (8.2), mozna zapisa¢ nastepujaco:

X, = [131‘,1, Yi1, Ti2, Yi2, Ti3, Yi,3,Li4, %,4] ) (8-20)

Vi = [Uﬂﬁmlv Uy; 15 Vz;,25 Vy;,25 Uz 3, Uy 3, Uz, 4, Uy¢,4]' (8-21)

W rozwazanym przyktadzie przyjeto dwa otoczenia na powierzchni plyty oraz
osiem potencjalnych potozen czastek roju (grup czterech ttumikoéw) w kazdym oto-
czeniu, a zatem ng; = 2 oraz n, = 8. W odréznieniu od poprzedniego przykladu, nie
przyjeto Scistego podziatu powierzchni ptyty w celu wyznaczenia otoczen. Czastki
roju wchodzace w sktad kazdego z dwdch otoczen sa wiec dobierane dowolnie.

Na rysunku 8.8 przedstawiono poczatkowy, losowy wyboér oSmiu czastek roju
na powierzchni ptyty. Wykonano trzy niezalezne losowania dla kazdego z dwoch

otoczen, a zatem w sumie otrzymano szes¢ poczatkowych réznych lokalizacji o$miu
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czastek roju. Na rysunkach kazda 4-elementowa czastke oznaczono innym kolorem

i opatrzono numerem z zakresu od 1 do 8.
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Rysunek 8.8. Roj czastek wybrany losowo w zerowym kroku metody PSO dla ptyty rozwa-
zanej w przyktadzie 8.2, zakladajac dwa otoczenia na jej powierzchni: w otoczeniu nr 1 (a)
oraz nr 2 (b) przy losowaniu nr 1, w otoczeniu nr 1 (c) oraz nr 2 (d) przy losowaniu nr 2,

w otoczeniu nr 1 (e) oraz nr 2 (f) przy losowaniu nr 3 [76]
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Na rysunku 8.9 przedstawiono koncowe rozmieszczenia zbioru czterech tlumi-
kow po zakoriczeniu algorytmu PSO dla dwoch otoczent i trzech réznych losowan
czastek roju w kazdym otoczeniu. Podano tez otrzymane wartosci funkcji celu
(bezwymiarowy wspolczynnik tlumienia pierwszej postaci drgan).

Otrzymane wyniki pozwalaja sformutowaé wniosek, ze po wykonaniu 15 iteracji
algorytmu PSO lokalizacje czterech ttumikéw na powierzchni ptyty sa rozne dla kaz-
dego z dwoch otoczen, przy trzech losowaniach czastek roju w kazdym otoczeniu.
Zatem wstepny doboér polozenia czgstek roju ma wplyw na dokladnosé wynikéw
koricowych. W zadaniach bardziej ztozonych, gdzie rozmieszcza sie wiecej niz jeden
ttumik, zaleca sie wiec dobdr kilku otoczen oraz wykonanie kilku losowan poczatko-
wych pozycji ttumikow. Wowezas z otrzymanego zbioru koicowych wynikoéw nalezy
wybraé¢ ten, ktéry odpowiada nakorzystniejszej wartosci funkeji celu.

W rozwazanym przykladzie przyjeto rozmieszczenie ttumikow z rysunku 8.9e) ja-
ko optymalne. Odpowiada mu wartosé funkcji celu v, = 0,086468. Na rysunku 8.10
przedstawiono najkorzystniejsze potozenia czgstek roju otrzymane w kolejnych itera-
cjach algorytmu PSO dla tego przypadku, tzn. przy wstepnym losowaniu nr 3 czastek
wchodzacych w sktad otoczenia nr 1. Dla poszczegélnych lokalizacji ttumikéw odpo-
wiadajacych kolejnym iteracjom podano wartosci funkeji celu, ktore rosna wraz ze
wzrostem numeru iteracji. Warto zwroci¢ uwage na fakt, ze najlepsza pozycja czastki
w konkretnej iteracji wybierana jest sposrod najkorzystniejszych lokalizacji uzyska-
nych przez czastki roju we wszystkich zrealizowanych krokach czasowych. Zatem
dla kilku sasiednich iteracji (np. 5 i 6) najlepsza pozycja czastki w zakresie calego
roju moze pozosta¢ niezmieniona. Z rysunku 8.10 wynika, ze optymalne polozenie
czterech ttumikow otrzymano po wykonaniu 13 iteracji algorytmu PSO.

Analizujac lokalizacje ttumikow zestawione na rysunku 8.9, mozna wyciagnaé
wniosek, ze optymalne potozenie trzech ttumikéw, ktore jest powtarzalne w wiek-
szoSci otrzymanych wynikow, wystepuje w okolicy ekstremum na wykresie pierwszej
postaci drgarn niettumionych ptyty (rysunek 8.7).

Na zakonczenie niniejszego przyktadu zbadano wplyw optymalnej lokalizacji
czterech ttumikéw na wartodci charakterystyk dynamicznych rozwazanej ptyty. Wy-
niki badan zestawiono w tabeli 8.1, gdzie podano cztery pierwsze czestosci drgan
wlasnych dla plyty nie posiadajacej ttumikéw oraz wyposazonej w thumiki roz-
mieszczone zgodnie z optymalna lokalizacja pokazana na rysunku 8.9e¢). Obliczenia
numeryczne w przypadku braku ttumikéw przeprowadzono przy zastosowaniu MES
oraz siatki 15 x 15, na podstawie zasad opisanych w rozdziale 4. Z tabeli wyni-

ka, ze udzial czterech ttumikéw zgodnie z optymalnym rozmieszczeniem powoduje
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Rysunek 8.9. Optymalne polozenie czterech ttumikéw dla plyty rozwazanej w przykta-
dzie 8.2, zaktadajac dwa otoczenia na jej powierzchni: dla otoczenia nr 1 (a) oraz nr 2 (b)
przy wstepnym losowaniu nr 1, dla otoczenia nr 1 (¢) oraz nr 2 (d) przy wstepnym losowaniu

nr 2, dla otoczenia nr 1 (e) oraz nr 2 (f) przy wstepnym losowaniu nr 3 |76]
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Rysunek 8.10. Schemat optymalizacji potozenia czterech ttumikéw na powierzchni plyty
z przyktadu 8.2 — najkorzystniejsze lokalizacje czastek w poszczegodlnych iteracjach algo-

rytmu PSO dla wstepnego losowania nr 3 czgstek w otoczeniu nr 1
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wzrost pierwszej czestosci drgan wlasnych o okoto 7,5%. Dla kolejnych trzech cze-
stoéci ten procentowy wzrost wynosi odpowiednio okoto: 2,15%, 0,35% oraz 0,15%.
Celem niniejszego zadania optymalizacyjnego bylo zmaksymalizowanie efektu ttu-
mienia pierwszej postaci drgan wlasnych plyty, a zatem dla pozostalych postaci nie

zaszta istotna zmiana wartosci charakterystyk dynamicznych.

Tabela 8.1. Wartosci czestosci drgan wlasnych dla ptyty z przyktadu 8.2 w przypadku
braku ttumikéw oraz w przypadku wyposazenia w cztery ttumiki zgodnie z optymalna

lokalizacja przedstawiona na rysunku 8.9e) [76]

Czestoscl drgan whasnych w [rad/s| dla siatki MES 15 x 15

Nr | Plyta bez ttumikow | Plyta z tlumikami wg rys. 8.9e)
1 67,802 72,896
2 138,812 141,802
3 200,449 201,151
4 273,269 273,679

Podsumowujac powyzsze przyktady numeryczne, warto przedstawié¢ kilka uwag
koncowych. Jak wspomniano w podrozdziale 8.1, wyboér parametréow charaktery-
stycznych dla metody PSO, tj. wspolczynnikow kognitywnego c; i socjalnego co
oraz wagi inercji w ma istotny wplyw na koncowe rezultaty rozwazanego zadania
optymalizacyjnego. W rozpatrywanym zagadnieniu doboru optymalnego rozmiesz-
czenia ttumikéw na powierzchni plyty najkorzystniejszym przypadkiem okazato sie
przyjecie jednakowych wartosci wspotczynnikow cp i co, rownych jednosci. Oznacza
to, ze predkosé¢ danej czastki roju zalezy w podobnym stopniu od jej samej oraz od
catego roju. Na podstawie autorskich badan stwierdzono, ze przyjmowanie jednego
ze wspotczynnikdéw uczenia znacznie odbiegajacego od drugiego zaskutkowato mniej
satysfakcjonujacymi wynikami koncowymi zadan optymalizacyjnych. Ponadto ko-
rzystniejsze byto przyjmowanie wartosci wagi inercji blizszej jednosci ze wzgledu na
wieksze mozliwosci aktualizacji predkosci czastki, stad w rozwazanych przyktadach
przyjeto ta wartos¢ rowna 0,75.

W niniejszej pracy przyjeto bezwymiarowy wspotczynnik tlumienia pierwszej
postaci drgan plyty (7;) jako funkcje celu w zadaniu optymalizacyjnym. Maksy-
malizacja wartosci tej funkcji pozwolita otrzymaé optymalna lokalizacje poltozenia
ustalonej liczby ttumikéw na powierzchni ptyty i tym samym osiagnaé najwiekszy
efekt tlumienia jej pierwszej postaci drgan. Jednak w procesie iteracyjnym metody

PSO zachodzita koniecznosé¢ wielokrotnego obliczania wartosci wspotezynnika ;.
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Z uwagi na to, ze algorytm obliczania wartosci vy, jest rowniez iteracyjny (metoda
kontynuacji), stad konicowe wyniki algorytmu PSO otrzymano kosztem znacznego
czasu obliczeniowego. Zatem aby zwiekszy¢ szybkosé procedury obliczeniowej PSO,
nalezaloby rozwazy¢ przyjecie innej funkcji celu.

W przyktadzie 8.2 wykazano, ze przyjecie optymalnej lokalizacji uktadu czterech
ttumikow spowodowalo wzrost wartosci pierwszej czestosci drgan wtlasnych plyty
w poroéwnaniu z przypadkiem, gdy pozbawiona jest ona tlumikow. Zmiana ta nie
byla jednak znaczaca. W celu uzyskania wiekszego wzrostu tej charakterystyki dy-
namicznej nalezaloby przyja¢ wieksza liczbe ttumikéw na powierzchni plyty lub
dokonaé¢ zmiany ich parametrow. Jako przyczyne wzrostu czestosci drgan wtasnych
plyty na skutek obecnosci ttumikéw mozna wskazaé¢ zwiekszenie sztywnosci uktadu

ze wzgledu na wystepowanie elementu sprezystego w ttumikach.



9. Analiza dynamiczna plyt prostokatnych
w ujeciu probabilistycznym

Dynamike plyt prostokatnych Kirchhoffa-Love’a, stanowiaca gtéwny przedmiot
badan w niniejszej pracy, do tej pory opisywano przy pomocy modelu o charakterze
deterministycznym. Zatem zakltadano, ze wszystkie niezbedne parametry (geome-
tryczne, materialowe) stuzace do opisu modelu przyjmuja wartosci liczbowe okre-
Slone w sposob jednoznaczny. Jednak w rzeczywistych warunkach wiele parametrow
projektowych ma charakter losowy, co oznacza, ze ich wartoSci zmieniajg si¢ zaleznie
od zaistnialych zdarzen losowych. Parametr projektowy bedacy funkcja, ktora kaz-
demu zdarzeniu z pewnego zbioru przyporzadkowuje warto$é¢ liczbowa, nazywa sie
zmienng losowa. Model obliczeniowy plyty, w ktéorym wybrane parametry projekto-
we, np. dtugos¢ boku ptyty czy modut Younga materiatu zaktada sie jako zmienne
losowe, nazywa si¢ modelem o charakterze probabilistycznym.

W niniejszym rozdziale przeprowadzono analize dynamiczna plyt w ujeciu pro-
babilistycznym (losowym). Polega ona na badaniu wplywu losowosci wybranych
parametréow projektowych na wartoéci charakterystyk dynamicznych elementu kon-
strukcyjnego, przewaznie czestosci drgan wlasnych. Gléwnym celem tak prowadzo-
nej analizy jest znalezienie parametru projektowego, ktérego niewielka zmiana ma
istotny wplyw na odpowiedZ dynamiczng konstrukcji. Prowadzone badania mozna

podzieli¢ na dwa etapy [115]:

1. analiza deterministyczna — wyznaczenie charakterystyk dynamicznych ptyt na
podstawie skoniczonego zbioru wartosci wybranego parametru projektowego, przyj-
mowanego jako zmienna losowa,

2. analiza probabilistyczna — wyznaczenie, przy pomocy zbioru danych determini-
stycznych utworzonego w etapie pierwszym, charakterystyk probabilistycznych
(np. wartos¢ oczekiwana, wariancja, sko$nosé, kurtoza) dla wybranej czestosci
drgan wtasnych bedacej funkcja rozpatrywanego, zmiennego losowo parametru

projektowego.

W pierwszym etapie badan, a wiec na poziomie analizy deterministycznej, za-

stosowano nastepujace metody numeryczne:
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e metoda elementoéw skoniczonych — w celu utworzenia dyskretnego modelu plyty
i opisu jej deformacji!,

e metoda podprzestrzennych iteracji w potaczeniu z metoda kontynuacji — w celu
rozwigzania nieliniowego problemu wtasnego opisujgcego ruch plyty wyposazonej

w lepkosprezyste ttumiki drgan.

W drugim etapie badan, a wiec w analizie probabilistycznej, uzyto nastepujacych

metod:

e metoda najmniejszych kwadratow (ang. the least square method, LSM) — w celu
wyznaczenia wielomiandéw aproksymujacych zaleznosé funkcyjng czestosci drgan
wlasnych od wybranych parametrow projektowych ptyty,

e stochastyczna metoda elementéw skonczonych — w celu wyznaczenia charaktery-
styk probabilistycznych na podstawie skoficzonej liczby obliczen deterministycz-

nych wykonanych przy zastosowaniu metody elementéw skonczonych'.

Wykonujac obliczenia probabilistyczne w ujeciu wyzej opisanej stochastycznej me-
tody elementow skonczonych, mozna uzy¢ trzech alternatywnych technik obliczenio-

wych:

e metoda polanalityczna (ang. semi-analytical method, SAM) — wykorzystujaca
catkowe definicje charakterystyk probabilistycznych oraz aproksymacje funkcji
czestosci drgan wlasnych przy pomocy wielomianéw,

e uogolniona metoda perturbacji stochastycznej (ang. generalized stochastic per-
turbation technique, SPT) — wykorzystujaca calkowe definicje charakterystyk
probabilistycznych oraz rozwiniecie funkcji czestosci drgan wlasnych w szereg
Taylora,

e metoda symulacyjna Monte-Carlo (ang. Monte-Carlo simulations, MCS) — wy-
korzystujaca znane ze statystyki estymatory wyznaczanych charakterystyk pro-
babilistycznych |77].

Badania numeryczne opisane w dalszej czesci niniejszego rozdziatu przeprowa-
dzono przy pomocy dwdch rodzajow oprogramowania. Do analizy deterministycz-
nej zastosowano algorytmy opracowane w srodowisku Octave/Matlab, natomiast
w analizie probabilistycznej uzyto procedury obliczeniowe przygotowane w §rodowi-
sku Maple.

1 W przykladzie 9.3, opisanym w niniejszym rozdziale, obliczenia deterministyczne zostaty wy-

konane rowniez alternatywnie przy zastosowaniu metody réznic skoniczonych. W celu uwzglednienia

obecnosci pltynu otaczajacego analizowany uktad plyt uzyto metode elementéw brzegowych.
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9.1. Wprowadzenie teoretyczne do analizy probabilistycznej

W niniejszym podrozdziale opisano podstawowe zatozenia przyjete do analizy
dynamicznej ptyt w ujeciu probabilistycznym. Celem prowadzonej analizy jest wy-
znaczenie charakterystyk probabilistycznych, takich jak warto$¢ oczekiwana, wspot-
czynnik wariancji, kurtoza czy sko$noéé¢, dla wybranych czestosci drgan wtasnych
plyt. W zaleznodci od rodzaju rozwazanego zadania czestosci drgan wtasnych stano-
wig funkcje pewnych parametréw projektowych, ktore przyjmowane sa jako zmienne
losowe. Tymi parametrami projektowymi moga by¢ np. dane geometryczne plyty lub
uktadu ptyt (dtugosé boku plyty, grubosé plyty, odlegltosé miedzy dwiema ptytami
stanowiacymi ukltad), dane materialowe (modut Younga, wspolczynnik Poissona, ge-
sto$¢ materiatu), a takze parametry ttumikow lepkosprezystych (w przypadku gdy
plyta jest wyposazona w urzadzenia pasywnej redukcji drgan).

W dalszym ciagu przyjeto, ze czestosci drgan wtlasnych ptyty z ttumikami lep-
kosprezystymi (lub uktadu plyt zanurzonych w ptynie) sa zalezne od p parametrow
projektowych oraz j-ty parametr projektowy v;, gdzie j = 1,2,3,...,p, jest zmienna
losowa 0 normalnym (gaussowskim) rozkladzie prawdopodobieristwa charakteryzo-

wanym przez funkcje gestosei:

) = e (DY 0.1

- 2mo? 202

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej v; mozna wigc opisa¢ przy pomocy

dwoch parametrow:

e wartos$¢ srednia i — element Srodkowy przyjetego skonczonego zbioru wartosci
zmiennej losowej (przy zalozeniu, ze elementy zbioru sa uporzadkowane rosnaco),

e odchylenie standardowe o = apu, gdzie a to tzw. wspotezynnik zmiennosei (wspol-
czynnik wariancji, niepewno$¢ wejsciowa) zmiennej losowej przyjmujacy wartosci
w zakresie 0%25%.

W podejsciu probabilistycznym dla j-tego parametru projektowego v; zaktada
sie zbior N wartosci, ktore ten parametr moze przyjmowaé. Przyjmuje sie ponadto,
ze elementy tego zbioru uporzadkowane sg rosnaco i mozna go zapisa¢ w nastepujacy
sposob:

T, = {U(-l), v® @ U(N)} . (9.2)

J J J ’ )

(4
J

ktora wyznacza sie zgodnie z metodologia MES (lub MRS)

Kazdej z warto$ci parametru v;’ przyjetej ze zbioru (9.2) odpowiada i-ta czestosé

(h

drgan wlasnych w;’/,
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opisang w poprzednich rozdzialach niniejszej pracy. Mozna zatem utworzy¢ zbior

par:
{(U](‘“, w§,’?) k=1,2,3,... ,N} . (9.3)

Na podstawie dyskretnego zbioru punktow (9.3) okresla sie nastepnie funkcje cia-
gla aproksymujaca zalezno$é i-tej czestosci drgan wlasnych w; od j-tego parametru

projektowego v;. Przyjeto ta funkcje jako wielomian n-tego stopnia postaci:
Wij = W (Uj) = Oi,() + C'Mvj + C@QU?- + ...+ OL',TLU;»L, (94)

przy czym stopienn n wielomianu nalezy zatozy¢. Wspotezynniki powyzszego wielo-
mianu mozna wyznaczy¢ przy zastosowaniu algorytmu metody najmniejszych kwa-
dratow opracowanego np. w srodowisku Maple.

W dalszych rozwazaniach wzieto pod uwage nastepujace parametry projekto-
we, od ktorych zalezy czestos¢ drgan wlasnych plyty wyposazonej w lepkosprezyste

ttumiki drgan lub uktadu plyt zanurzonych catkowicie w ptynie:

e parametry charakteryzujace geometrie ptyty lub uktadu ptyt:
— wymiary pojedynczej ptyty: A x B x H,
— odlegtos¢ miedzy pltytami stanowigcymi uktad: c,
e parametry charakteryzujace material, z ktorego wykonana jest ptyta lub osrodek
zewnetrzny:

— modul Younga: F,

wspolczynnik Poissona: v,
— gestos¢ materiatu: p,,
— gestos¢ cieczy otaczajacej ptyte: pe,
e stale charakteryzujace ttumiki lepkosprezyste, ktore zamocowane sg do plyty:
— stala elementu sprezystego: ko,
— stale charakteryzujace (utamkowy) element Maxwella: ky, cq, o,
— temperatura referencyjna: Ty,

e temperatura otoczenia ptyty: 7.

Zaleznos¢ funkcyjna i-tej czestosci drgan wlasnych od powyzszych parametréw pro-

jektowych mozna wiec zapisa¢ nastepujaco:
e dla pojedynczej plyty z lepkosprezystymi ttumikami drgan:

W; = Wy (Vl) = Wj (A7 Ba H7 E7 Vp, Pp, kOv kd? Cd, ad7T07T) ) (95)
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e dla uktadu dwoch identycznych ptyt zanurzonych w ptynie:
w; = w; (Vo) =w; (A, B, H, ¢, E, vy, pp, pe) , (9.6)

gdzie vy oraz v, oznaczaja wektory zawierajace zmienne projektowe dla kazdego
z dwoch powyzszych przypadkow.

Kazdy parametr projektowy zawarty w wektorze vy lub v, moze zosta¢ przyjety
jako zmienna losowa, od ktorej zalezy rozpatrywana i-ta czestosé¢ drgan wtasnych.
Jednak w wielu przypadkach losowos¢ danego parametru projektowego jest mato
znaczaca w odniesieniu do wartosci czestosci drgan wlasnych. Zatem istotny ele-
ment prowadzonej analizy probabilistycznej stanowi wyznaczenie takiego parametru
projektowego, ktorego niewielka zmiana znaczaco wpltywa na obserwowane warto-
Sci charakterystyk dynamicznych. Dla kazdego parametru projektowego wyznaczy¢

mozna tzw. znormalizowany gradient wrazliwo$ci wyrazony wzorem:

Awi Gwi 'l_}j
= - = 9.7
A’Uj <8Uj){;j Wi ’ ( )

gdzie v; oznacza wartoS¢ Srednig parametru projektowego v;, przyjmowana jako

element srodkowy zaltozonego zbioru wartosci (9.2). Natomiast w; oznacza i-ta cze-
sto$¢ drgan wlasnych odpowiadajaca wartosci v;. Pochodna czastkowg zawartg we
wzorze (9.7) wyznacza sie przy zalozeniu, ze i-ta czestosé drgan wlasnych zwigzana
jest z j-tym parametrem projektowym zaleznoscia wielomianowa (9.4). Parametry
projektowe wystepujace we wzorze (9.5) lub (9.6), dla ktérych znormalizowany gra-
dient wrazliwoéci przyjmuje najwicksza wartos¢ dodatnia oraz najwicksza wartosé
ujemna nalezy uwzgledni¢ w dalszej analizie probabilistycznej. Zaktada sie, ze ich
losowos$¢ jest istotna w procesie wyznaczania czestosci drgan wtasnych rozwazanego
uktadu.

Dla parametru projektowego v; majacego znaczacy wplyw na i-tg czestos¢ drgan

wlasnych w; mozna wyznaczy¢ nastepujace charakterystyki probabilistyczne [77]:

e wartos$¢ oczekiwana:

E (w;) = /_ b > Ciwvhg, (x)d, (9.8)

0 k=1

e wariancja:

o2 (w;) = /_00 (Z C’iykvf —E (wz)> 9o, () da, (9.9)



240 9. Analiza dynamiczna ptyt prostokgtnych w ujeciu probabilistycznym

e wspolczynnik zmiennosci:

o? (w;)
E (wi)

, (9.10)

a(w;) = ‘

e m-ty moment centralny:

o (W) = /_Oo ( Cmvf —E (wﬁ) Gu, () dz, (9.11)

k=
e sko$nosé:

B (wi) = gg EZ; (9.12)
e kurtoza:
K (wi) = Zj EZ; (9.13)

W wyzej przedstawionych catkowych definicjach charakterystyk probabilistycznych
funkcja g,, () oznacza gesto$¢ prawdopodobieristwa losowej zmiennej projektowej v;.
Z kolei symbolem C;j oznaczono wspotczynniki wielomianu (9.4) aproksymujacego
zaleznos¢ czestosci drgan wilasnych od parametru projektowego. Funkcje gestosci
zmiennej losowej v; przyjmuje sie jak dla rozktadu normalnego, a wiec ze wzoru (9.1).
Jeden z parametrow tego rozktadu jest zalezny od tzw. niepewnoSci wejsciowej a,
ktéra moze sie zmienia¢ w pewnym ustalonym zakresie. Stad charakterystyki pro-
babilistyczne (9.8)—(9.13) wyznacza sie jako funkcje zmiennej niezaleznej o i przed-
stawia w postaci graficznej.

Informacje o stopniu wrazliwosci czesto$ci drgan wlasnych ptyty lub ukladu
plyt na losowo$¢ parametru projektowego mozna uzyska¢ na podstawie wartosci
gradientu wrazliwosci (9.7), jak rowniez bezposrednio przez znajomosé charaktery-
styk (9.8)—(9.13). Wartos¢ oczekiwana pozwala okresli¢ tendencje centralna zmienne;
losowej i jest to podstawowa charakterystyka, na podstawie ktorej mozna wyzna-
czy¢ warto$é¢ badanej czestosci drgan wtasnych bedacej funkcja losowego parametru
projektowego. Wariancja stanowi miare rozproszenia badanej zmiennej losowej wo-
kot wartoéci $redniej, natomiast wspodtczynnik zmiennoscei jest wzgledng miara tego
rozproszenia. Wariancja oraz wspotczynnik zmiennosci pozwalaja ocenié, w jakim
stopniu zmienno$¢ parametru projektowego wptywa na zmiennosé zaleznej od nie-
go czestosci drgan. Skosnoé¢ oraz kurtoza sa charakterystykami okreslajacymi, jak
bardzo rozklad czestosci drgan odbiega od rozktadu normalnego. Skosnosé stano-
wi miare asymetrii tego rozkladu, natomiast kurtoza jest miara jego koncentracji
i splaszczenia?.
ﬁhttpss //mfiles.pl/pl/index.php/Miary asymetrii,
https://obliczeniastatystyczne.pl/statystyka-podstawowe-pojecia
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Charakterystyki probabilistyczne rozpatrywanej czestosci drgan wyznacza sie na
podstawie definicji caltkowych (9.8)—(9.13) w metodzie potanalitycznej (SAM) oraz
w uogolnionej metodzie perturbacji stochastycznej (SPT). W metodzie SAM korzy-
sta sie bezposrednio z zaleznosci wielomianowej (9.4) czestosci drgan od parametru
projektowego. W metodzie SPT natomiast tg zalezno$é¢ rozwija sie w odpowied-
ni szereg Taylora wokél wartosci oczekiwanej, co bardziej szczegdétowo opisano np.
w pracy |77]. W metodzie Monte-Carlo (MCS) wykorzystywane sa stosowane w sta-
tystyce estymatory wartosci oczekiwanej, wariancji oraz centralnych momentéw pro-

babilistycznych:
e wartos¢ oczekiwana: N
1
E(w) = > wi (vﬁk)) 7 (9.14)
e wariancja:
1 N

e m-ty moment centralny:

o, (wi) = %g [wi (Uj(»k)> —E (wl)}m (9.16)

We wzorach (9.14)-(9.16) symbolem N oznaczono liczbe wygenerowanych losowo
wartosci parametru projektowego v; zgodnie z rozktadem normalnym o znanej war-
tosci §redniej p oraz odchyleniu standardowym o = apu, przy czym wartosci o przy-
jeto ze zbioru dyskretnego {0,025, 0,05, 0,075, ..., 0,25}.

Po otrzymaniu charakterystyk probabilistycznych dla czestosci drgan wtasnych
mozliwe jest wyznaczenie wielkosci, ktore pozwalaja oceni¢ bezpieczenstwo uktadu

polegajace np. na uniknieciu zjawiska rezonansu. Wielkosci te obejmuja:

e miare niezawodnosci pierwszego rzedu (ang. First Order Reliability Measure,

FORM):
) E (w;) — E (3w;)
g (Wi — %wz)

e entropie wzgledna obliczang na podstawie teorii Bhattacharyya:

H (wz) o E(E (wz) —E (%C%)) i %ln (0’2 (wz) + 0’2 (%W@)) : (918)

4 02 (wy) + 02 (Bw) 20 (wi) - o (§uwi)

7 (9.17)

BFOR]W =

e miare bezpieczenstwa wyznaczang przy pomocy entropii wzglednej:

By = /T (). (9.19)

2
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Niezawodno$¢ badanego uktadu wzrasta wraz ze wzrostem wskaznika bezpieczen-
stwa (9.17) lub (9.19). Przedstawione wyzej wskazniki obliczane sa na podstawie
wartodci oczekiwanej oraz odchylenia standardowego i-tej czestosci drgan wtasnych.
Tego typu miary bezpieczenistwa sg powszechnie stosowane podczas badania proble-

mow zawierajacych elementy losowe.

9.2. Przyklady numeryczne zastosowania analizy

probabilistycznej

W niniejszym podrozdziale przedstawiono kilka przykladéw zastosowania wy-
zej opisanych metod probabilistycznych podczas wykonywania analizy dynamicznej
plyt. W dwéch pierwszych przyktadach rozpatrzono ptyty wyposazone w lepkospre-
zyste ttumiki drgan. W przyktadzie trzecim natomiast analizie poddano uktad dwoch
plyt zanurzonych calkowicie w plynie. We wszystkich przykladach?® zastosowano na-

stepujaca kolejnosé¢ postepowania:

1. analiza dynamiczna w ujeciu deterministycznym

a) przyjecie charakterystyk dynamicznych wyznaczanych w kontekscie analizy
losowej, np. kilka poczatkowych czestosci drgan wtasnych badanych uktadow,

b) przyjecie parametrow projektowych majacych wplyw na wartosci wyznacza-
nych charakterystyk dynamicznych i potraktowanie ich jako zmienne losowe,

c¢) ustalenie dla kazdego parametru projektowego v; skoriczonego zbioru jego
wartosci (9.2),

d) obliczenie szukanej charakterystyki dynamicznej, przyjmujac kolejno kazda
z mozliwych wartosci rozpatrywanego j-tego parametru projektowego v; oraz
ustalone wartosci $rednie pozostatych parametréow projektowych, zgodnie z me-
todologia opisang w poprzednich rozdziatach niniejszej pracy,

e) okreslenie postaci funkcji wielomianowych (9.4) aproksymujacych zaleznosé
charakterystyki dynamicznej od badanego parametru projektowego przy za-
stosowaniu metody najmniejszych kwadratow,

f) wyznaczenie parametrow projektowych istotnych przy analizie probabilistycz-

nej na podstawie wartosci znormalizowanego gradientu wrazliwosci (9.7),

3 Stosowane w przyktadach procedury obliczeniowe korzystajace z metody najmniejszych kwa-
dratow oraz metod probabilistycznych SPT i MCS opracowal w §rodowisku Maple prof. dr hab. inz.
M. Kaminski. Algorytmy korzystajace z metody podprzestrzennych iteracji (przyktad 9.2) opraco-
wata w §rodowisku Matlab dr hab. inz. M. Lasecka-Plura. Pozostale algorytmy uzyte w przykltadach

numerycznych zamieszczonych w niniejszym rozdziale sa autorskimi procedurami obliczeniowymi.
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2. analiza dynamiczna w ujeciu probabilistycznym
a) sporzadzenie wykresow zaleznosci wybranych momentow losowych (wartosé
oczekiwana, wspotezynnik zmiennosci, sko§nosé, kurtoza) od niepewnosci wej-
Sciowej «, dla badanych charakterystyk dynamicznych, po wczesniejszym
przyjeciu parametrow projektowych istotnych w analizie losowej,
b) obliczenie, dla wybranych parametréw projektowych, miar niezawodnosci we-
dtug wzorow (9.17) lub (9.19) oraz przedstawienie w postaci graficznej zalez-

nosci tych miar od niepewnodci wejéciowej a.

W przyktadzie 9.1 pominieto p. 2b), tzn. wyznaczanie miar niezawodno$ci badanego
uktadu. W przyktadach 9.2 oraz 9.3 pominieto p. 1f) i istotne parametry projektowe

ustalono na podstawie analizy wynikow otrzymanych w p. 1d).

Przyktad 9.1. 86| Analiza probabilistyczna plyty prostokgtnej wyposazonej w lep-
kosprezyste ttumiki drgan opisane modelem klasycznym

W niniejszym przyktadzie analizie probabilistycznej poddano kwadratowa ptyte
wspornikowa wyposazong w trzy lepkosprezyste ttumiki drgan zamocowane przy jej
swobodnej krawedzi. Plyte tego typu rozpatrywano w przyktadzie 7.1, a jej schemat
ze wskazaniem sposobu zamocowania plyty oraz rozmieszczenia ttumikéw pokazano
na rysunku 7.6.

Analize losowa przeprowadzono dla pieciu pierwszych czestosci drgan wtasnych
badanej plyty. Przyjeto, ze wyznaczane charakterystyki dynamiczne sa zalezne od

nastepujacych zmiennych projektowych:

a) parametry geometryczne plyty:
e dhlugos¢ boku ptyty
— wartoé¢ §rednia: A = B = 2,0 m,
— zbi6r wartoscei parametru: A = B € {1,0, 1,2, 1,4, ..., 3,0} m,
e grubosé ptyty
— warto$¢ érednia: H = 0,01 m,
— zbior wartosci parametru: H € {0,002, 0,004, 0,006, ..., 0,02} m,
b) parametry materialowe plyty:
e modut Younga
— warto$¢ érednia: £ = 205 GPa,
— zbior wartosci parametru: £ € {180, 185, 190, ..., 230} GPa,
e wspolczynnik Poissona

— warto$¢ érednia: v = 0,3,
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— zbi6r wartosci parametru: v € {0,1, 0,14, 0,18, ..., 0,5},
e gesto$¢ materialu plyty
— warto$¢ §rednia: p = 7850 kg/m3,
— zbi6r wartosci parametru: p € {7350, 7450, 7550, ..., 8350} kg/m?,
¢) parametry thumikow zamocowanych do ptyty:
e sztywnos$¢ elementu sprezystego
— warto$¢ $rednia: ky = 108,56 N /m,
— zbiér warto$ci parametru:
ko € {60, 70, 80, 90, 100, 108,56, 120, 130, 140, 150, 160} N/m,
e parametr sztywnosci elementu Maxwella
— warto$¢ Srednia: k; = 19968,09 N /m,
— zbiér warto$ci parametru:
ki € {14500, 15500, 16500, 17500, 18500, 19968,09, 20500, 21500, 22500,
23500} N/m,
e parametr lepkoéci elementu Maxwella
— wartosé¢ Srednia: ¢ = 229,63 Ns/m,
— zbior warto$ci parametru:
c; € {130, 150, 170, 190, 210, 229,63, 250, 270, 290, 310, 330} Ns/m,
d) temperatura:
e referencyjna, w ktorej okreslono parametry ttumikow
— warto$¢ rednia: Ty = 0,2°C,
— zbior wartosci parametru: Ty € {0, 0,04, 0,08, 0,12, ..., 0,36, 0,4}°C,
e temperatura otoczenia plyty
— wartoé¢ §rednia: T = 0,2°C,
— zbi6r wartosci parametru: 7' € {0, 0,04, 0,08, 0,12, ..., 0,36, 0,4}°C.

W powyzszym zestawieniu podano przyjete wartosci $rednie parametréw projekto-
wych, ktore oznaczono z uzyciem nadkreslenia. Ponadto okre$lono skorniczony zbior
wartosci, ktore dany parametr jako zmienna losowa moze przyjmowac.

Dla kazdego parametru projektowego wykonano serie obliczenn deterministycz-
nych. W kazdej serii przyjmowano kolejne wartoéci danego parametru projektowego
z ustalonego zbioru oraz wartosci §rednie pozostatych parametréow. Nastepnie wy-
znaczono pieé¢ pierwszych czestosci drgan wlasnych zgodnie z wczesniej oméwiona
metodologia MES dla plyt z ttumikami drgan.

W tabelach 9.1 oraz 9.2 podano przyktadowe wyniki obliczeni deterministycznych,

w ktorych jako zmienne losowe przyjeto parametry geometryczne plyty — odpowied-
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nio dtugos¢ jej boku oraz grubosé. Powierzchnie srodkowa plyty zdyskretyzowano

przy pomocy siatki MES o gestosci 14 x 14.

Tabela 9.1. Wartosci czestosci drgan wtasnych plyty z przykitadu 9.1 otrzymane przy za-

tozeniu dtugosci A jej krawedzi jako zmiennej losowej

Dt boku Czestosci drgan whasnych w; [rad/s]

A |m] Wy Wa ws Wy Ws
1,0 65,482 | 143,389 | 332,561 | 427,979 | 483,396
1,2 44,624 | 101,006 | 231,711 | 299,237 | 336,993
1,4 31,680 | 74,618 | 170,747 | 221,348 | 248,576
1,6 23,544 | 56,993 | 131,025 | 170,530 | 191,038
1,8 18,219 | 44,697 | 103,661 | 135,441 | 151,436
2,0 14,553 | 35,864 | 83,993 | 110,127 | 122,968
2,2 11,917 | 29,367 | 69,382 | 91,228 | 101,786
2,4 9,954 | 24477 | 58,240 | 76,729 | 85,586
2,6 8,450 | 20,716 | 49,559 | 65,362 | 72,915
2,8 7,271 | 17,765 | 42,671 | 56,292 | 62,823
3,0 6,329 | 15,408 | 37,119 | 48,950 | 54,660

Tabela 9.2. Wartoéci czestosci drgari wlasnych plyty z przyktadu 9.1 otrzymane przy za-

tozeniu jej grubosci H jako zmiennej losowe]

Grubos¢ Czestosci drgan wlasnych w; [rad/s]

H |m] w1 Woy w3 Wy ws
0,002 0,635 | 11,508 | 15,431 | 30,221 | 34,881
0,004 1,840 | 28,727 | 38,036 | 57,547 | 60,712
0,006 7,415 | 28,785 | 51,939 | 73,347 | 78,587
0,008 12,288 | 30,400 | 67,899 | 90,909 | 100,225
0,01 14,553 | 35,864 | 83,993 | 110,127 | 122,968
0,012 17,061 | 41,940 | 100,169 | 130,000 | 146,132
0,014 19,647 | 48,208 | 116,410 | 150,215 | 169,528
0,016 22,268 | 54,558 | 132,699 | 170,641 | 193,072
0,018 24,906 | 60,952 | 149,026 | 191,209 | 216,714
0,02 27,555 | 67,374 | 165,381 | 211,876 | 240,423

Na podstawie obliczenn deterministycznych wykonanych dla kolejnych zmiennych

projektowych wyznaczono w §rodowisku Maple, przy uzyciu metody najmniejszych
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kwadratow, wielomiany aproksymujace zalezno$¢ miedzy i-ta czestoscia drgan wia-
snych w; oraz j-tym parametrem projektowym v;. Wielomiany te maja postac (9.4),
gdzie stopienn n wielomianu nalezy wstepnie przyjac¢. Przykltadowo dla danych dys-
kretnych podanych w tabelach 9.1 oraz 9.2 otrzymane wielomiany przedstawiaja sie

nastepujaco:
e dla zmiennej losowo dtugosci A boku plyty:

wi(A) = 9,666A* — 92,834A4° + 336,646 A% — 555,769A + 367,571,  (9.20)

wy(A) = 17,870A* — 171,891 4% 4 627,881A4% — 1055,285A + 724,306,  (9.21)
wy(A) = 46,770A* — 444,788 A® 4 1599,673A% — 2633,789A + 1763,343, (9.22)
wy(A) = 59,790 A% — 568,288 A% 4 2042,458 A% — 3361,742A + 2254,036, (9.23)
ws(A) = 68,213A* — 648,462 A% 4 2330,546 A> — 3833,383 A4 + 2564,518, (9.24)
e dla zmiennej losowo grubosci H ptyty:
wi(H) = —2,025- 10" H® + 1,186 - 10*H* — 2,551 - 10°H>+ (9.25)
+2,418 - 10°H? — 7824,962H + 8,356,
wo(H) = —7,291 - 108 H® + 5382 - 102 H° — 1,578 - 10" H*+ (9.26)
42,322 - 10°H? — 1,767 - 10" H? + 65948,422 H — 65,891,
ws(H) = 5,329 - 106 H* — 190281,629H* + 10096,878 H — 2,561, (9.27)

wy(H) = 6,701 - 10° H* — 200082,619H2 + 11439,740H + 10,369, (9.28)

ws(H) = 374271,562H® + 34388,054 H2 + 10435,340H + 15,334.  (9.29)

Na rysunkach 9.1-9.2 pokazano wykresy wielomianéw wyrazonych wzorami od-
powiednio (9.20)—(9.23) oraz (9.25)—(9.28) jako zaleznosci dtugosci A boku lub gru-
bosci H plyty. Wielomiany te nazywa sie krzywymi dopasowania lub funkcjami
odpowiedzi. Na wykresach naniesiono réwniez, w postaci dyskretnego zbioru punk-
toéw, wyniki obliczen deterministycznych zestawione w tabelach 9.1 oraz 9.2.

W celu wyznaczenia parametréow projektowych majacych istotne znaczenie w ana-
lizie losowej wykonano obliczenia deterministyczne, analogiczne do tych przedstawio-
nych w tabelach 9.1 oraz 9.2, dla wszystkich badanych parametréw projektowych.
Nastepnie wyznaczono wzory odpowiednich wielomianowych krzywych dopasowa-
nia w;(v;), gdzie v; oznacza j-ty parametr projektowy. Na podstawie postaci funkcji

wi(v;) odpowiadajacych pierwszej czestosci drgan wilasnych wyznaczono wartosci
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Rysunek 9.1. Wykresy wielomian6w wyrazonych wzorami (9.20)—(9.23) wraz z wynikami

obliczen deterministycznych zestawionymi w tabeli 9.1

znormalizowanego gradientu wrazliwosci zgodnie ze wzorem (9.7). Odpowiednie wy-
niki zestawiono w tabeli 9.3. Analizujac wartosci zawarte w tej tabeli, mozna wy-
ciggnac¢ wniosek, ze parametrami projektowymi najbardziej wrazliwymi na zjawiska
losowe sg grubosé¢ ptyty oraz dtugosé¢ jej boku. Dla tych parametrow otrzymano naj-
wieksza dodatnig i najwieksza ujemna wartosé gradientu wrazliwosci, odpowiednio
1,136 oraz —1,908. Zatem te dwie wielkosci uzyto w dalszej analizie losowej. Zalo-
zono, ze oba badane geometryczne parametry projektowe sa zmiennymi losowymi
charakteryzowanymi przez rozklad Gaussa o wartosci oczekiwanej p rownej warto-
Sci éredniej danego parametru oraz odchyleniu standardowym o = au zwigzanym
z wartoscig oczekiwang wspotczynnikiem niepewnosci wejéciowej o zmieniajacym sie

w zakresie 0%-20%. Wspotezynnik o okresla sie tez jako wspolezynnik zmiennosci
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Rysunek 9.2. Wykresy wielomian6w wyrazonych wzorami (9.25)—(9.28) wraz z wynikami

obliczen deterministycznych zestawionymi w tabeli 9.2

lub wspotczynnik wariancji zmiennej projektowej. Przyjety szeroki zakres wspot-
czynnika o ma na celu sprawdzenie odpowiadajacej zmiennosci obliczanych charak-
terystyk dynamicznych.

Na rysunkach 9.3-9.4 przedstawiono wyniki obliczen czterech charakterystyk pro-
babilistycznych: wartoéci oczekiwanej, wspotczynnika zmiennosci, skosnosci i kur-
tozy, ktore otrzymano przy zastosowaniu metody poédtanalitycznej. Kazda z tych
charakterystyk wyznaczono dla pieciu pierwszych czestosci drgan wlasnych plyty
(w1-ws). Wykresy na rysunkach 9.3 oraz 9.4 dotycza odpowiednio losowo zmiennej
dhugosci boku oraz grubosci pltyty. Na wykresach pokazane zostaly zaleznosci po-
szczegblnych charakterystyk probabilistycznych od wspolezynnika zmiennosei (nie-

pewnosci wejsciowej) rozpatrywanej zmiennej projektowej — dtugosci boku lub gru-
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Tabela 9.3. Wartosci znormalizowanego gradientu wrazliwosci ptyty z przyktadu 9.1 otrzy-
mane dla kolejnych parametréw projektowych majacych wplyw na jej pierwsza czestosé

drgan wtasnych [86]

Oznaczenie | Znormalizowany
Nazwa zmiennej projektowej zmiennej gradient

projektowej | wrazliwosci
Dtugosé boku plyty A |m] -1,908
Grubosé ptyty H |m] 1,136
Modut Younga E [Pa] 0,474
Wspotcezynnik Poissona v [+ 0,067
Gestosé materialu plyty p [kg/m? | -0,585
Sztywnos$¢ elementu sprezystego ttumika | ko |N/m] 0,0109
Sztywnos$¢ elementu Maxwella ttumika | &y [N/m] -0,0709
Lepkos¢ elementu Maxwella tlumika ¢; [Ns/m| | 0,164
Temperatura referencyjna To |°C] 0,0189
Temperatura otoczenia T [°C] -0,0295

bosci plyty. Obliczenia przeprowadzono z uzyciem definicji catkowych (9.8)—(9.13)
przy zastosowaniu oprogramowania Maple. Mozna zatem przyjac¢ je jako dokladne
w kontekscie probabilistycznym.

Analizujac wykresy przedstawione na rysunkach 9.3-9.4, mozna wyciagnaé¢ kilka
wnioskow koncowych odno$nie zmiennosci pieciu czestodci drgan wtasnych w zalez-
nosci od losowosci wptywajacych na nie geometrycznych parametréw projektowych.

Z rysunku 9.3 wynika, ze zwiekszanie wartosci wspotczynnika zmiennosci v dtu-
gosci boku ptyty powoduje nieliniowy wzrost wszystkich charakterystyk probabi-
listycznych, w tym nawet wartosci oczekiwanej pieciu czestosci drgan whasnych.
Natomiast analiza wykreséow na rysunku 9.4 pozwala zauwazy¢, ze wykres warto-
Sci oczekiwanych dla kolejnych czestosci drgan wlasnych przedstawia funkcje state,
a sko$nosé i kurtoza nie dla wszystkich czestosci sa funkcjami rosnacymi.

7. obserwacji wykreséow wspoOtczynnika zmienno$ci na rysunkach 9.3 oraz 9.4
mozna roéwniez wyciggnaé interesujace wnioski. Na wykresie przedstawionym na
rysunku 9.3 wida¢, ze iloraz tego wspolczynnika na wyjsciu i na wejsciu (tzn. dla
obliczanych charakterystyk dynamicznych oraz dla rozwazanego parametru projek-
towego) zbliza sie do wartosci 3 przy niepewnosci wejsciowej o« = 0,20. Z kolei na
odpowiadajacym wykresie na rysunku 9.4 iloraz wspotczynnika zmiennosci pierwszej

czestosci drgan wlasnych oraz wspolczynnika zmiennosci grubosci plyty jest zblizony
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Rysunek 9.3. Wykresy zaleznodci wartodci oczekiwanej, wspdtczynnika zmiennosci, skogno-
sci i kurtozy dla pieciu pierwszych czestosci drgan wlasnych od wspétczynnika zmiennosci

losowo zmiennej diugosci boku A plyty z przyktadu 9.1 [86]

do jednosci. Wartosci wyjsciowego wspolczynnika zmiennosci na tym wykresie, nie
przekraczajace 20%, wskazuja na mala zmienno$¢ badanej cechy (czestosé drgan)
ze wzgledu na zmiennosé grubosci plyty*. Natomiast na wykresie z rysunku 9.3 po-
czawszy od niepewnosci wejsciowej o = 12%, analizowany wspolczynnik przekracza
25%, co wskazuje na przecietng zmiennos$é badanej cechy. Dla wartosci o > 18%),
odpowiadajace wartosci wspolczynnika zmiennosci pierwszej czestosci drgan prze-

1 Badana cecha X wykazuje mala zmiennos$é¢ dla wspoélczynnika zmiennosci a(X) < 25%.

Zmiennosé tej cechy jest przecietna dla 25% < a(X) < 45% oraz silna dla 45% < a(X) < 100%

(zrodto: https://obliczeniastatystyczne.pl/wspolczynnik-zmiennosci/).
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Rysunek 9.4. Wykresy zaleznodci wartodci oczekiwanej, wspdlczynnika zmiennosci, skosno-
sci i kurtozy dla pieciu pierwszych czestodci drgan wtasnych od wspoétczynnika zmiennosci o

losowo zmiennej grubosci H plyty z przyktadu 9.1 [86]

kraczaja 45%, z czego wynika silna zmienno$é¢ badanej cechy. Najwieksze rozprosze-
nie wynikoéw wzgledem wartosci sredniej zostaje w obu przypadkach osiggniete dla
pierwszej czestosci drgan wlasnych, na co wskazujg najwicksze osiggane wartosci
wspotczynnika zmiennoéci.

Wykres skosno$ci na rysunku 9.3, wykonany przy zatozeniu losowo zmiennej dtu-
gosci boku ptyty, jest dla wszystkich czestosci drgant wtasnych monotonicznie rosnacy
i przyjmuje wartosci dodatnie. Zatem asymetria rozkltadu prawdopodobienstwa cze-

stodci drgan jest w tym przypadku prawostronna (z wydluzonym prawym ogonem)
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i rosnie wraz ze wzrostem niepewnosci wejsciowej a. Wykresy odnoszace sie do kolej-
nych czestosci drgan sa do siebie zblizone. Z kolei wykres sko$nosci na rysunku 9.4,
dotyczacy losowo zmiennej grubodci pltyty, jest monotonicznie malejacy dla pierwszej
czestosci drgan, monotonicznie rosnacy dla drugiej, a w przypadku pozostalych cze-
stodci przyjmuje wartosci bliskie zeru. Zatem rozktad prawdopodobienstwa pierwszej
czestosci drgan wtasnych wykazuje asymetrie lewostronna (z wydtuzonym lewym
ogonem). Asymetria rozkladu drugiej czestosci jest prawostronna, a dla pozostalych
czestosci rozklad prawdopodobiefistwa jest zblizony do symetrycznego®.

Wartosci kurtozy na rysunku 9.3 sa wieksze od 3, a zatem w przypadku kaz-
dej z pieciu czestosci drgan wtasnych rozktad prawdopodobienistwa jest leptokur-
tyczny, z czego wynika duzy stopien koncentracji wynikow wokol wartosci sredniej
w odniesieniu do rozktadu normalnego®. Wykresy odnoszace sie do pieciu czestosci
drgan sa do siebie zblizone, a najwieksze osiggane wartosci kurtozy dotycza czestosci
pierwszej. Z wykresow na rysunku 9.4 wynika, ze dla czestosci od w3 do ws kurtoza
przyjmuje wartosci bliskie 3, co wskazuje na rozklad prawdopodobienistwa zblizony
do normalnego (mezokurtyczny). W przypadku pierwszej czestosci drgan wlasnych
wykres kurtozy jest rosnacy dla niepewnosSci wejsciowej o przyjmujacej wartosci
ponizej 18%, a nastepnie mozna zaobserwowac niewielka tendencje malejgca. War-
tosci kurtozy wieksze od 3 wskazuja na leptokurtyczny rozktad prawdopodobienistwa
pierwszej czestosci drgan wtasnych. Dla drugiej czestosci rozktad jest platykurtyczny
ze wzgledu na wartosci kurtozy mniejsze od 3, tzn. skupienie wynikow wokot wartosci
sredniej jest mniejsze w poréwnaniu z rozktadem normalnym. Wykres kurtozy w tym
przypadku jest malejacy dla 0% < a < 16%, a nastepnie rosnie az do osiagniecia
wartosci 3 dla a = 20%.

Na zakoriczenie niniejszego przykladu zestawiono najwazniejsze informacje wy-
nikajace z powyzszych obserwacji, podsumowujace analize sporzadzonych wykresow

czterech charakterystyk probabilistycznych:

> Rozklad prawdopodobieristwa badanej cechy X jest symetryczny, gdy warto$é skognosci
B(X) = 0. Asymetria rozktadu tej cechy jest prawostronna (wydtluzony prawy ogon rozkta-
du) dla B(X) > 0 oraz lewostronna (wydluzony lewy ogon rozkladu) dla 5(X) < 0 (zrodto:

https:/ /predictivesolutions.pl/skosnosc-i-kurtoza).
6 Rozktad badanej cechy X jest normalny (mezokurtyczny), jesli jej kurtoza wynosi x(X) = 3.

W przypadku gdy x(X) > 3, rozklad jest leptokurtyczny, tzn. bardziej wysmukly niz nor-
malny (z wiekszym skupieniem wartoéci wokol sredniej). Z kolei dla «(X) > 3 rozklad ce-
chy jest platykurtyczny, czyli mniej wysmuktly (bardziej splaszczony) niz normalny (zrodio:
https://mfiles.pl/pl/index.php/Kurtoza).
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e W przypadku zmiennej losowo dtugosci A boku ptyty (rysunek 9.3):

— niepewnosé¢ wejsciowa a(A) w sposob istotny wplywa na czestosci drgari wla-
snych od trzeciej do pigtej ze wzgledu na monotonicznie rosngce wykresy
wartosci oczekiwanych tych czestosci,

— wartosci oczekiwane pierwszej i drugiej czestosci drgan wlasnych sa funkcjami
stalymi lub zblizonymi do statych,

— niewielka zmiana analizowanego parametru projektowego A moze spowodo-
wa¢ istotng zmiane badanej cechy (czestodci drgan wlasnych),

— im wieksze wartosci wspotczynnika zmiennosci a(A), tym wieksza jest prawo-
stronna asymetria oraz leptokurtyczno$é¢ rozkladu prawdopodobienstwa ba-
danych czestos$ci drgan wtasnych.

e W przypadku zmiennej losowo grubosci H plyty (rysunek 9.4):

— zaleznosci wartoSci oczekiwanych czestosci drgan wtasnych od wspoétczynnika
zmiennosci a( H) parametru projektowego H sa funkcjami statymi,

— rozktad prawdopodobienistwa czestosci drgan wlasnych od trzeciej do piate]
jest zblizony do rozkladu normalnego,

— rozktad prawdopodobienstwa pierwszej i drugiej czesto$ci drgan witasnych
plyty wykazuje odstepstwo od rozktadu normalnego, zwickszajace sie wraz

ze wzrostem niepewnosci wejsciowej a(H).

Przyktad 9.2. [89, 115]| Analiza probabilistyczna plyty prostokgtnej wyposazonej
w lepkosprezyste ttumiki drgan opisane modelem utamkowym

Analizie probabilistycznej poddano pltyte kwadratowa, ktora rozpatrywano w przy-
ktadzie 8.2. Jest to zatem pltyta o dhugosci boku A =2,0 m i grubos$ci H =0,01 m,
utwierdzona na prawej i dolnej krawedzi oraz swobodnie podparta na krawedzi
gornej zgodnie z rysunkiem 8.1b). Plyte wykonano z materialu posiadajacego mo-
dut Younga E = 205 GPa, wspoélczynnik Poissona v = 0,3 i gestos¢ objetosciowa
p = 7850 kg/m3. W obliczeniach numerycznych przyjeto dyskretyzacje przy pomocy
siatki MES o gestosci 15 x 15. Do plyty zamocowano cztery ttumiki lepkosprezyste,
rozmieszczone zgodnie z optymalnym potozeniem wyznaczonym przy pomocy meto-
dy PSO w przyktadzie 8.2. Przyjeta lokalizacje ttumikoéw przedstawiono na rysun-
ku 8.9e). Tlumiki lepkosprezyste zamocowane do plyty opisano modelem ulamko-
wym zawierajacym jeden element sprezysty i jeden element Maxwella” (rysunek 7.5).

Analize losowa przeprowadzono dla dwoch pierwszych czestosci drgan wlasnych

plyty, ktore zaleza od nastepujacych parametréw projektowych:

T W przykladzie 8.2 zastosowano uogélniony model Maxwella do opisu ttumikow.



254 9. Analiza dynamiczna ptyt prostokgtnych w ujeciu probabilistycznym

a) parametry materiatlowe ptyty:
e modul Younga
— wartoé¢ §rednia: F = 205 GPa,
— zbi6r wartoscei parametru: E € {180, 185, 190, ..., 230} GPa,
e wspotczynnik Poissona
— warto$¢ érednia: v = 0,3,
— zbior wartosci parametru: v € {0,25, 0,26, 0,27, ..., 0,35},
b) parametry tlumikow zamocowanych do plyty:
e sztywnos$¢ elementu sprezystego
— warto$¢ §rednia: kg = 110 N/m,
— zbior wartosci parametru: ko € {95, 98, 101, ..., 125} N/m,
e parametr sztywnosci elementu Maxwella
— warto$¢ grednia: k; = 20000 N/m,
— zbior wartosci parametru: k; € {17500, 18000, 18500, ..., 22500} N /m,
e parametr lepkoéci elementu Maxwella
— wartos¢ srednia: ¢, = 230 Ns/m,
— zbibér wartosci parametru: ¢; € {205, 210, 215, ..., 255} Ns/m,
e rzad pochodnej utamkowej opisujacej element Maxwella
— warto$¢ érednia: ayg = 0,6,

— zbi6r wartoscei parametru: oy € {0,50, 0,52, 0,54, ..., 0,70}.

Zalozono wstepnie, ze kazda z powyzszych wielkosci moze odgrywac role zmien-
nej losowej. Wykonano zatem dla kolejnych parametréw projektowych serie obliczent
deterministycznych w sposob analogiczny jak w przyktadzie 9.1. Po przeprowadze-
niu wstepnej analizy uzyskanych wartosci czestosci drgan wtasnych wybrano trzy
parametry projektowe: modul Younga, wspolczynnik Poissona oraz parametr oy
ttumika lepkosprezystego w celu wykonania badann w zakresie probabilistycznym.
Obliczenia deterministyczne dla tych trzech parametrow zestawiono w tabeli 9.4. Na
ich podstawie wyznaczono zaleznosci funkcyjne wigzace pierwsza i druga czestosé
drgan wtasnych z odpowiednimi parametrami projektowymi. Funkcje wyznaczono
jako wielomiany trzeciego stopnia przy zastosowaniu metody najmniejszych kwadra-

tow. Przyjmuja one nastepujace postacie:
e dla zmiennego losowo modutu Younga:
wi(E) =4,783-107"E* — 4,932 - 107*E* + 0,306 E + 22,743, (9.30)

wo(E) =1,011-107°E3 — 1,035 - 1073 E? + 0,635 + 44,005, (9.31)
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e dla zmiennego losowo wspotczynnika Poissona:
w1 (v) = 8,3330° 4 16,5361% — 2,208y + 67,839, (9.32)

wy(v) = 82,226v° + 9,887 — 3,025v + 137,165, (9.33)
e dla zmiennego losowo parametru a4 ttumika:

wi(cg) = 10,817a3 — 14,19007 + 8,417ay + 66,611, (9.34)

wa(cg) = 9,710a3 — 12,95802 + 7,0800 + 137,686. (9.35)

Tabela 9.4. Wartosci dwoch pierwszych czestodci drgan wlasnych plyty z przyktadu 9.2
otrzymane przy zalozeniu trzech zmiennych losowo parametréw projektowych: modutu

Younga (F), wspotczynnika Poissona (v), rzedu pochodnej utamkowej (ag) ttumika [115]

FE w1 Wa v w1 Wa g w1 Wo
|GPa| | [rad/s| | [rad/s|] || [-] | [rad/s] | [rad/s] || [ -] | [rad/s] | [rad/s]
180 | 64,653 | 130,643 || 0,25 | 68,451 | 138,312 | 0,50 | 68,625 | 139,201
185 | 65,522 | 132,434 || 0,26 | 68,529 | 138,492 || 0,52 | 68,672 | 139,229
190 | 66,381 | 134,201 || 0,27 | 68,612 | 138,687 || 0,54 | 68,722 | 139,260
195 | 67,227 | 135,945 || 0,28 | 68,700 | 138,900 || 0,56 | 68,774 | 139,293
200 | 68,064 | 137,667 || 0,29 | 68,793 | 139,124 || 0,58 | 68,830 | 139,328
205 | 68,890 | 139,367 || 0,30 | 68,890 | 139,367 || 0,60 | 68,890 | 139,367
210 | 69,706 | 141,047 || 0,31 | 68,992 | 139,627 || 0,62 | 68,953 | 139,409
215 | 70,512 | 142,707 || 0,32 | 69,099 | 139,904 || 0,64 | 69,021 | 139,455
220 | 71,310 | 144,348 || 0,33 | 69,211 | 140,199 || 0,66 | 69,095 | 139,506
225 | 72,098 | 145,970 || 0,34 | 69,327 | 140,511 || 0,68 | 69,174 | 139,562
230 | 72,878 | 147,574 || 0,35 | 69,449 | 140,843 || 0,70 | 69,261 | 139,624

Wielomiany okreslone wzorami (9.30)—(9.35) uzyto bezposrednio do wyznacze-
nia charakterystyk probabilistycznych metoda poétanalityczna (SAM) oraz meto-
da Monte-Carlo (MCS). Z kolei w uogoblnionej metodzie perturbacji stochastyczne;
(SPT) wykonano aproksymacje otrzymanych funkcji wielomianowych przez rozwi-
niecie ich w szereg potegowy Taylora w otoczeniu wartodci $redniej, uzywajac para-
metr perturbacji € > 0.

Na rysunku 9.5 przedstawiono wykresy czterech charakterystyk probabilistycz-

nych (warto$¢ oczekiwana, wspotezynnik zmiennosei, skosnosé, kurtoza) dla dwoch
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pierwszych czestosci drgan wtasnych uktadu plyta—ttumiki. Odpowiednie charakte-
rystyki pokazano jako zaleznosci od niepewnosci wejsciowej (wspotezynnika zmien-
nosci) rozpatrywanej losowej zmiennej projektowej, ktora w rozwazanym przypadku
jest modul Younga. Charakterystyki probabilistyczne wyznaczono trzema metoda-

mi: pétanalityczng, symulacyjng Monte-Carlo i perturbacji stochastyczne;j.
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Rysunek 9.5. Wykresy zaleznosci wartosci oczekiwanej (a), wspotczynnika zmiennosci (b)),

skosnodci (c¢) 1 kurtozy (d) od wspotczynnika zmiennosci a(E) modutu Younga, otrzymane

dla dwoch pierwszych czestoscei drgan whasnych przy uzyciu metod: potanalitycznej (SAM),
symulacyjnej Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT) [115]

Analizujac wykres przedstawiony na rysunku 9.5b), mozna wyciagna¢ wniosek, ze
wartodci wspolezynnika zmiennosci a(wy, ws), nie przekraczajace 14% oraz mniejsze
od odpowiadajacych wartosci wspotezynnika zmiennosci o F), wskazuja na mala
zmiennosé¢ badanych funkeji (wq, we) czestosci drgan ze wzgledu na losowo$é mo-
dutu Younga. Ujemne wartosci skosnosci na rysunku 9.5¢) oznaczaja lewostronna
asymetrie rozktadu prawdopodobienstwa badanej cechy.

Wykres kurtozy na rysunku 9.5d) wymaga pewnego wyjasnienia. W przykla-

dzie 9.1 kurtoze obliczano bezposrednio ze wzoru (9.13). Natomiast obecnie zasto-
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sowano wzOr ponizszy:

N (wi)
) ot (wi)

Kurtoze wyznaczona ze wzoru (9.36) nazywa sie tez wspolczynnikiem ekscesu, dla

— 3. (9.36)

ktorego stopien odstepstwa od rozktadu normalnego okresla sie przez poréwnywa-
nie jego wartosci z zerem. Wartosci dodatnie wskazuja na rozklad leptokurtyczny,
a ujemne na rozktad platykurtyczny. W przypadku definicji kurtozy zgodnie ze wzo-
rem (9.13) wartoscia porownawcza byla liczba 3. Z rysunku 9.5d) wynika zatem, ze
kurtoza przyjmuje wartosci dodatnie, rosnace wraz ze wzrostem «(FE). Zatem mozna
stwierdzi¢, ze rozktad prawdopodobienstwa jest leptokurtyczny, z wiekszym skupie-
niem obserwacji wokot wartosci $sredniej w poréwnaniu z rozktadem normalnym.
Na rysunku 9.6 przedstawiono wykresy analogiczne do tych z rysunku 9.5, ale
dotyczace zmiennego losowo wspolczynnika Poissona. Wykres wartosci oczekiwanej

z rysunku 9.6a) nie ulegl zasadniczym zmianom w poréwnaniu z przypadkiem lo-
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Rysunek 9.6. Wykresy zaleznosci wartosci oczekiwanej (a), wspotczynnika zmiennosci (b)),

skosnosci (c) i kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowej a(v) wspodtczynnika Poissona, otrzy-

mane dla dwéch pierwszych czestosci drgan wlasnych przy uzyciu metod: pétanalitycz-
nej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT) [115]
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sowo zmiennego modutu Younga. Natomiast warto$ci wspotczynnika zmiennosci na
rysunku 9.6b) sa bliskie zeru, nie przekraczajace 1,6%, co wskazuje na mato znaczaca
zmiennosé czestosci drgan wtlasnych ze wzgledu na losowos$¢ wspotczynnika Pois-
sona. Jednak mozna zauwazy¢ wyrazna roznice miedzy wykresami wspélczynnika
zmiennosci dla pierwszej i drugiej czestosci drgain w poréwnaniu z rysunkiem 9.5b),
gdzie wykresy te praktycznie naktadaty sie na siebie. Wartosci skosnosci na rysun-
ku 9.6¢) sa dodatnie, co wskazuje na asymetrie prawostronna rozkladu, wieksza
w poréwnaniu z przypadkiem zmiennego losowo modutu Younga. Wartosci kurtozy
na rysunku 9.6d) sa rowniez dodatnie i przekraczaja wartos¢ 3 w przypadku drugiej
czestosci drgan wlasnych, a wiec koncentracja rozktadu wokot wartosci $redniej jest
jeszcze wieksza w odniesieniu do wykresu z rysunku 9.5d).

Rysunek 9.7 przedstawia analize losowa przy zalozeniu zmiennego parametru oy

charakteryzujacego ttumiki lepkosprezyste opisane modelem utamkowym. Losowosé
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Rysunek 9.7. Wykresy zaleznosci wartosci oczekiwanej (a), wspotczynnika zmiennosci (b)),

skosnodci (c) i kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowej a(ag) parametru oy thumikow, otrzy-

mane dla dwoéch pierwszych czestosci drgari wlasnych przy uzyciu metod: pétanalitycznej
(SAM), symulacyjnej Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT) [115]
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tego parametru, podobnie jak w poprzednich przypadkach, nie wptyneta na istotna
zmiane wartosci oczekiwanej dwoch pierwszych czestosci drgan wtasnych, co mozna
zobaczy¢ na rysunku 9.7a). Wartosci wspolezynnika zmiennosci na rysunku 9.7b) sa
mniejsze od 1%, a wieksza zmienno$¢ dotyczy pierwszej czestosci drgan. Otrzymano
zatem najmniejszg zmiennoS¢ czestosci drgan sposrod trzech analizowanych para-
metréw projektowych. W rozpatrywanym przypadku uzyskano najwicksze dodatnie
wartosci skosnosci i kurtozy, co wskazuje na wiekszg prawostronng asymetrie i lep-
tokurtycznoéé¢ rozkltadu dwoch pierwszych czestosci drgan w poréwnaniu z dwoma
wczedniej rozwazanymi przypadkami zmiennych losowo parametréw projektowych E
oraz V.

Na zakonczenie niniejszego przykladu analizie poddano zaleznos¢ dwoch miar
bezpieczenstwa od wspotczynnika zmienno$ci modutu Younga jako losowej zmien-
nej projektowej. Wzieto pod uwage miary bezpieczenistwa okreslone wzorami (9.17)

oraz (9.19), a odpowiednie wykresy przedstawiono na rysunku 9.8. Z wykresow
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Rysunek 9.8. Wykresy zaleznosci miary niezawodnosci pierwszego rzedu (a) oraz miary
bezpieczenistwa obliczanej wedtug entropii wzglednej (b) od niepewnosci wejsciowej a(E)
modutu Younga, otrzymane przy uzyciu dwoch metod: potanalitycznej (SAM) oraz per-

turbacji stochastycznej (SPT) [115]

wynika, ze oba wskazniki Sy oraz Brory maleja wykladniczo wraz ze wzrostem
wspolezynnika niepewnosci «(E). Zatem im wieksze jest rozproszenie zmiennego
losowo modutu Younga wokoét wartodci sredniej, tym mniejsza jest niezawodnosé
badanego uktadu ptyta—ttumiki, ktéra maleje wraz ze zmniejszaniem si¢ wartosci
danego wspotczynnika bezpieczeristwa. Ponadto mozna zauwazy¢, ze wicksza nieza-
wodno$¢ uktadu jest wskazywana przez indeks Brogras, czyli miare bezpieczenstwa

pierwszego rzedu, co wynika z wyzszych wartosci tego indeksu na rysunku 9.8b).
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Aby bezpiecznie oszacowad niezawodno$¢ uktadu, nalezatoby wiec skorzysta¢ z miary
obliczanej przy zastosowaniu entropii wzglednej i teorii Bhattacharyya. Mozna wy-
ciggnac zatem wniosek prognostyczny o koniecznoéci dalszych badan niezawodnosci
elementow konstrukcyjnych wyposazonych w lepkosprezyste ttumiki drgan opisane

modelem ulamkowym z uzyciem tej miary bezpieczenstwa.

Przyktad 9.3. |96] Analiza probabilistyczna uktadu dwdch ptyt prostokgtnych zanu-
rzonych catkowicie w wodzie

W niniejszym przyktadzie rozpatrzono drgania wtasne uktadu dwoch ptyt pro-
stokatnych zanurzonych catkowicie w plynie. Obliczenia numeryczne dla takich ukta-
dow, wykonywane przy uzyciu metod numerycznych MES—-MEB oraz MRS-MEB,
opisane zostaly w rozdziale 6 w ujeciu deterministycznym. W obecnie prowadzonych
badaniach wykorzystano je jako baze do analizy probabilistyczne;j.

Analize losowa przeprowadzono dla uktadu dwoch ptyt kwadratowych o dtugosci
boku A = 2,0 m i grubo$ci H = 0,05 m. Plyty wykonano z materiatu posiada-
jacego modul Younga E = 205 GPa, wspotczynnik Poissona v = 0,3 i gestosc
p = 7850 kg/m3. Ponadto przyjeto, ze sa one zanurzone catkowicie w wodzie o gesto-
$ci p. = 1000 kg/m?. Podane wartosci geometrycznych i materialowych parametrow
projektowych przyjeto jako srednie w analizie losowe;j.

W pierwszej kolejnosci rozpatrzono uktad dwoch plyt wspornikowych lezacych
w jednej ptaszczyznie i oddalonych od siebie o odleglo$¢ ¢ zgodnie z rysunkiem 9.9.
W tabeli 9.5 zestawiono wartosci czterech pierwszych czestosci drgan wlasnych ukta-
du uzyskane przy zatozeniu odlegtosci ¢ = 1,0 m, ktora przyjeto jako wartosé érednia.

Zastosowano dwie kombinacje metod numerycznych MES-MEB i MRS-MEB oraz

=
=0,05m

Rysunek 9.9. Uktad dwéch wspornikowych plyt kwadratowych lezacych w jednej ptasz-

czyznie i zanurzonych catkowicie w cieczy, rozpatrywany w przyktadzie 9.3
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Tabela 9.5. Wartosci czterech pierwszych czestoéci drgann wlasnych uktadu ptyt z rysun-
ku 9.9 otrzymane przy uzyciu kombinacji metod numerycznych MES-MEB i MRS-MEB,
dla réznych dyskretyzacji ptyt zgodnie z MES, MRS i MEB [96]

Dyskretyzacja MES | 11 x 11 | 16 x 16 | 21 x 21
Dyskretyzacja MEB | 10 x 10 | 15 x 15 | 20 x 20

W 37,567 | 38,238 | 38,593
ws 37,896 | 38,552 | 38,808
ws 105,684 | 107,693 | 108,786
Wy 105,924 | 107,916 | 109,000

Dyskretyzacja MRS | 10 x 10 | 20 x 20 | 30 x 30
Dyskretyzacja MEB | 5 x5 | 10 x 10 | 15 x 15

Wi 36,557 | 37,979 | 38,537
Wa 36,939 | 38,312 | 38,854
w3 121,223 | 117,230 | 116,047
Wy 121,586 | 117,509 | 116,295

trzy rézne dyskretyzacje plyty za pomoca siatek MES i MRS, ktorym odpowiada
dyskretyzacja na podobszary zwigzane z obecnoscia cieczy, ustalona zgodnie z zasa-
dami opisanymi w podrozdziatach 6.2 i 6.3.

Dla uktadu plyt z rysunku 9.9 przeprowadzono analize losowa przy zatozeniu
siatek MES, MRS i siatki podobszarow cieczy o gestosciach odpowiednio: 16 x 16,
30 x 301 15 x 15. Przy tak przyjetych dyskretyzacjach poré6wnano koncowe wyniki
analizy uzyskane przy zastosowaniu kombinacji metod MES-MEB i MRS-MEB.
Dla rozwazanego uktadu ptyt zbadano wplyw losowosci gestosci cieczy na wartosci
dwoch pierwszych czestosci drgan wlasnych. Wyniki obliczen deterministycznych
dla przyjetego zbioru wartosci gestosci cieczy p. € {900, 920, 940, ..., 1100} kg/m?
zestawiono w tabeli 9.6. Na podstawie tych danych wyznaczono funkcje odpowie-
dzi w postaci wielomiandw trzeciego stopnia. Wielomiany te, bedace zaleznoSciami
pierwszej i drugiej czestosci drgan uktadu ptyt od gestosci cieczy, okreslone sa na-

stepujacymi wzorami:
e dla kombinacji metod numerycznych MES-MEB:

wi(pe) = —3,545 - 107%p2 + 1,717 - 107°p% — 3,663 - 10~ %p, + 61,240,  (9.37)

wa(pe) = —3,399 - 10729 + 1,667 - 107°p2 — 3,607 - 10 2p,. + 61,347,  (9.38)
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e dla kombinacji metod numerycznych MRS-MEB:
wi(pe) = —4,905- 10702 4+ 2,149 - 10°p% — 4,129 - 10~ ?p, + 63,240,  (9.39)

wa(pe) = —3,108 - 107%p% +1,603 - 10~°p2 — 3,580 - 10~ ?p,. + 61,733.  (9.40)

Tabela 9.6. Wartosci czestosci drgan wlasnych uktadu plyt z rysunku 9.9 otrzymane dla
zmiennej losowo gestosci cieczy p. przy zastosowaniu kombinacji metod numerycznych

MES-MEB i MRS-MEB
Pe MES-MEB MRS-MEB

[kg/mg] w1 Wa w1 Woy
900 39,599 | 39,912 | 39,912 | 40,228
920 39,315 | 39,629 | 39,625 | 39,942
940 39,038 | 39,351 | 39,435 | 39,661
960 38,766 | 39,079 | 39,070 | 39,386
980 38,499 | 38,813 | 38,801 | 39,117
1000 | 38,238 | 38,552 | 38,537 | 38,854
1020 | 37,982 | 38,296 | 38,279 | 38,595
1040 | 37,732 | 38,045 | 38,026 | 38,342
1060 | 37,486 | 37,799 | 37,777 | 38,094
1080 | 37,245 | 37,558 | 37,534 | 37,850
1100 | 37,008 | 37,321 | 37,295 | 37,611

Wykresy przedstawiajace wartosSci czterech charakterystyk probabilistycznych
dla dwoch pierwszych czestosci drgan wlasnych analizowanego ukladu pltyt w za-
leznosci od wspolczynnika zmiennosci gestosci cieczy «(p.) pokazano na rysun-
kach 9.10 oraz 9.11, gdzie w obliczeniach deterministycznych zastosowano kombi-
nacje metod numerycznych odpowiednio MES-MEB i MRS-MEB. Charakterystyki
probabilistyczne wyznaczono, podobnie jak w przyktadzie 9.2, przy wykorzystaniu
metod: potanalitycznej (SAM), perturbacji stochastycznej (SPT) oraz symulacyjnej
Monte-Carlo (MCS).

Analizujac wykresy przedstawione na rysunkach 9.10 oraz 9.11, mozna wyciagna¢
wniosek, ze zastosowanie kazdej z kombinacji metod MES-MEB i MRS-MEB skut-
kuje uzyskaniem zblizonych do siebie wartosci charakterystyk probabilistycznych®.
Nieco wieksza réznice mozna zauwazyé jedynie w przypadku wykreséw kurtozy na

8 tzn. roznice procentowe miedzy wynikami otrzymanymi przy zastosowaniu MES-MEB
i MRS-MEB nie przekraczaja 1%
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Rysunek 9.10. Wykresy zaleznosci: wartosci oczekiwanej (a), wspolczynnika zmiennosci

(b), skosnosci (c¢) i kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowej a(p.) gestosci cieczy pe, otrzy-

mane dla dwéch pierwszych czestosci drgan wlasnych uktadu plyt z rysunku 9.9 przy uzyciu

metod: potanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT).
W obliczeniach deterministycznych uzyto kombinacje metod MES-MEB [96]

rysunkach 9.10d) oraz 9.11d), gdzie przy uzyciu kombinacji MRS-MEB zaznacza sie
podziat miedzy odpowiednimi wartosciami odnoszacymi sie do pierwszej i drugiej
czestosci drgan. Wtedy dla pierwszej czestosci drgan wartosci kurtozy sa wieksze
w poréwnaniu z otrzymanymi na rysunku 9.10d). Na podstawie wykresow wartosci
oczekiwanej na rysunkach 9.10a) oraz 9.11a) mozna stwierdzi¢, ze ta charakterysty-
ka rosnie w sposob nieliniowy wraz ze zwiekszaniem niepewnosci wejsciowej a(p,).
Przebieg wykresu wspotezynnika zmiennosci oraz skosnosci na rysunkach 9.10b)—c)
oraz 9.11b)—c) wykazuje w przyblizeniu wzrost liniowy. Wartosci wspotczynnika
zmiennosci, nie przekraczajace 9%, pozwalajg wyciggnaé wniosek o malej zmien-

no$ci badanej cechy ze wzgledu na zmienno$¢ gestosci cieczy. Dodatnie wartosci
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skosnosci i kurtozy wskazuja na prawostronng asymetrie oraz leptokurtyczny rozktad

prawdopodobienistwa badanej cechy.
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Rysunek 9.11. Wykresy zaleznosci: wartosci oczekiwanej (a), wspolczynnika zmiennosci

(b), skosnosci (c) i kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowej a(p.) gestosci cieczy pe, otrzy-

mane dla dwéch pierwszych czestosci drgart wlasnych uktadu ptyt z rysunku 9.9 przy uzyciu

metod: polanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycznej (SPT).
W obliczeniach deterministycznych uzyto kombinacje metod MRS-MEB [96]

Kolejna analiza dotyczy uktadu ptyt, ktérych powierzchnie srodkowe leza w dwoch
rownoleglych plaszczyznach oddalonych od siebie o odleglo$é ¢ zgodnie z rysun-
kiem 9.12. W tabeli 9.7 zestawiono wartosci czterech pierwszych czestosci drgan
wlasnych otrzymane dla roznych dyskretyzacji, analogicznie jak w tabeli 9.5, przy
zatozeniu wartosci Sredniej odleglosci ¢ = 1,0 m. Do dalszych analiz przyjeto siatke
podobszaréw cieczy o gesto$ci 15 x 15 oraz odpowiadajace jej dyskretyzacje MES
i MRS. W analizie probabilistycznej zalozono, ze odlegtos¢ ¢ miedzy pltytami jest

zmiennym losowo parametrem projektowym. Wyniki obliczenn deterministycznych
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Rysunek 9.12. Uktad wspornikowych ptyt kwadratowych lezacych w dwdéch ptaszezyznach

rownolegtych i zanurzonych catkowicie w cieczy, rozpatrywany w przyktadzie 9.3

Tabela 9.7. Wartosci czterech pierwszych czestodci drgan wtasnych uktadu plyt z rysun-
ku 9.12, otrzymane przy uzyciu kombinacji metod numerycznych MES-MEB i MRS-MEB
dla trzech roznych dyskretyzacji siatkami MES, MRS i siatka podobszarow cieczy [96]

Dyskretyzacja MES | 11 x 11 | 16 x 16 | 21 x 21
Dyskretyzacja MEB | 10 x 10 | 15 x 15 | 20 x 20

Wi 35,950 | 36,658 | 37,029
wWo 39,238 | 39,867 | 40,201
w3 104,218 | 106,292 | 107,417
Wy 107,286 | 109,219 | 110,274

Dyskretyzacja MRS | 10 x 10 | 20 x 20 | 30 x 30
Dyskretyzacja MEB | 5 x5 | 10 x 10 | 15 x 15

Wy 34.755 | 36,332 | 36,935
Wo 38,429 | 39,682 | 40,188
w3 119,050 | 115,530 | 114,487
Wy 123,599 | 119,089 | 117,746
dla przyjetego zbioru wartosci ¢ € {0,5, 0,6, 0,7, ..., 1,5} m zestawiono w tabeli 9.8.

Na podstawie tych danych wyznaczono funkcje odpowiedzi w postaci wielomiandw
trzeciego stopnia. Wielomiany te, bedace zaleznosciami pierwszej i drugiej czesto-
Sci drgan uktadu plyt od odlegtosci miedzy plytami, okreslone sa nastepujacymi

wzorami:
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e dla kombinacji metod numerycznych MES-MEB:
wi(c) = 3,056¢> — 12,487 - ¢* + 18,650 - ¢ + 27,436, (9.41)
wy(c) = —1,194¢® 4 5,405 - ¢ — 9,297 - ¢ + 44,953, (9.42)
e dla kombinacji metod numerycznych MRS-MEB:
wi(c) = 3,056¢® — 12,517 - ¢* + 18,761 - ¢ + 27,638, (9.43)

wy(c) = —1,194c® 4 5,435 - 2 — 9,388 - ¢ + 45,335. (9.44)

Tabela 9.8. Wartosci czestosci drgan wtasnych uktadu plyt z rysunku 9.12 otrzymane
dla zmiennej losowo odlegtosci ¢ miedzy plytami przy zastosowaniu kombinacji metod
numerycznych MES-MEB i MRS-MEB

odl. ¢ MES-MEB MRS-MEB
|m] w1 Wy w1 Wy
0,5 | 33,853 | 41,544 | 34,095 | 41,889
0,6 | 34,752 | 41,072 | 35,005 | 41,411
0,7 | 35,422 | 40,684 | 35,684 | 41,017
0,8 | 35936 | 40,362 | 36,204 | 40,690
0,9 | 36,338 | 40,093 | 36,611 | 40,417
1,0 | 36,658 | 39,867 | 36,935 | 40,188
1,1 | 36,916 | 39,676 | 37,197 | 39,994
1,2 | 37,126 | 39,515 | 37,410 | 39,830
1,3 | 37,300 | 39,377 | 37,586 | 39,691
1,4 | 37,444 | 39,259 | 37,732 | 39,571
15 | 37,565 | 39,159 | 37,855 | 39,469

Wykresy przedstawiajace wartosci czterech charakterystyk probabilistycznych
dotyczacych dwoch pierwszych czestodci drgan wtasnych uktadu plyt, w zalezno-
Sci od wspotezynnika zmiennosci odleglosci miedzy ptytami a(c), pokazano na ry-
sunkach 9.13 oraz 9.14, przy czym w obliczeniach deterministycznych zastosowano
kombinacje metod numerycznych odpowiednio MES-MEB i MRS-MEB.

W rozwazanym przypadku mozna doj$¢ do wniosku, ze wykresy czterech cha-
rakterystyk probabilistycznych uzyskane przy zastosowaniu kombinacji metod nu-
merycznych MES-MEB i MRS-MEB sa do siebie zblizone. Wykres wartosci ocze-
kiwanej na rysunkach 9.13a) oraz 9.14a) dla kazdej z czestosci drgan jest w przy-

blizeniu staty. Wartosci wspotezynnika zmiennosci na wykresach 9.13b) oraz 9.14b),
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nie przekraczajace 2,5%, wskazuja na mala zmiennos¢ badanej cechy ze wzgledu na

losowa zmiennosé odleglosci miedzy plytami. Wykresy sko$nosci na rysunkach 9.13c)

oraz 9.14c) sa dodatnie i rosnace dla czestoSci ws oraz ujemne i malejace dla czesto-

$ci wy. Zatem wraz ze wzrostem niepewnosci wejsciowej «(c) rozktad prawdopodo-

biefistwa w pierwszym przypadku wykazuje tendencje do zwiekszajacej sie asymetrii

prawostronnej, a w drugim przypadku do zwiekszajacej sie asymetrii lewostronne;j.

Wartosci kurtozy na rysunkach 9.13d) oraz 9.14d) sa dodatnie i wieksze dla czesto-

Sci wp w poréwnaniu z czestoscia wsy. Zatem rozktad prawdopodobienistwa jest lep-

tokurtyczny, przy czym stopienn koncentracji wartosci badanej cechy wokot Sredniej

jest wiekszy w poréwnaniu z wczesniej rozwazanym przypadkiem zmiennej gestosci

cieczy dla uktadu ptyt lezacych w jednej plaszczyznie.
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Rysunek 9.13. Wykresy zalezno$ci: wartosci oczekiwanej (a), wspolczynnika zmiennosci

(b), skosnosci (c) i kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowej a(c) odlegtosci miedzy ptytami,

otrzymane dla dwoéch pierwszych czestosci drgani wlasnych uktadu ptyt z rysunku 9.12 przy

uzyciu metod: potanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycz-
nej (SPT). W obliczeniach deterministycznych uzyto kombinacje metod MES-MEB [96]
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Rysunek 9.14. Wykresy zaleznosci: wartosci oczekiwanej (a), wspolczynnika zmiennosci
(b), skosnosci (¢) i kurtozy (d) od niepewnosci wejsciowej a(c) odlegtosci miedzy plytami,
otrzymane dla dwoch pierwszych czestosci drgan wiasnych uktadu ptyt z rysunku 9.12 przy
uzyciu metod: potanalitycznej (SAM), Monte-Carlo (MCS) oraz perturbacji stochastycz-
nej (SPT). W obliczeniach deterministycznych uzyto kombinacje metod MRS-MEB [96]

Na zakonczenie przykltadu analizowano zaleznos¢ miary bezpieczenstwa [y, obli-
czanej na podstawie entropii wzglednej, od wspotczynnika zmiennosci a(p.) gestosci
cieczy jako zmiennej projektowej dla uktadu plyt przedstawionego na rysunku 9.9.
Rozwazana miare bezpieczenistwa okresla wzor (9.19) i, jak stwierdzono w przykla-
dzie 9.2, miara ta bezpieczniej szacuje niezawodnos¢ badanego uktadu w poréwnaniu
z miara niezawodno$ci pierwszego rzedu Brogry. Otrzymane wyniki przedstawiaja
wykresy na rysunku 9.15. Z analizy wykreséw mozna wyciagna¢ wniosek, ze zastoso-
wanie kombinacji metod numerycznych MES-MEB oraz MRS-MEB nie powoduje
znaczacych réznic w wartosciach wspoétczynnika bezpieczenstwa Sg. Podobne spo-

strzezenie odnotowuje sie przy por6wnaniu metod probabilistycznych SAM i SPT.
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Wida¢ rowniez, ze bezpieczenstwo badanego uktadu plyt zmniejsza sie przy losowo

zmiennej gestosci cieczy. Nawet dla bardzo matych wartosci wspotczynnika zmienno-
Sci gestosci cieczy niezawodno$¢ ukladu obliczana na podstawie entropii wzgledne;j

osiaga poziom nizszy od limitu wahajacego sie wokol wartosci 5, prezentowanego
w dostepnej literaturze |96].
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Rysunek 9.15. Wykresy zaleznosci miary bezpieczenstwa S uktadu ptyt z rysunku 9.9 od

niepewnosci wejsciowej a(p.) gestosei cieczy, otrzymane przy uzyciu metody potanalitycz-

nej (SAM) oraz perturbacji stochastycznej (SPT) dla pierwszej (a, ¢) i drugiej (b, d) czesto-

§ci drgan, stosujac w obliczeniach deterministycznych kombinacje metod MES-MEB (a, b)
oraz MRS-MEB (c, d) [96]






10. Analiza statecznos$ci plyt prostokatnych

Wiodacym tematem rozprawy doktorskiej jest analiza dynamiczna plyt cienkich.
Naturalne dopelnienie tych rozwazan stanowi analiza statecznosci ptyt, ktéra przed-
stawiono w niniejszym rozdziale. Omawiana tematyka dotyczy wyznaczania obcia-
zenia krytycznego oraz postaci utraty statecznosci dla cienkich plyt prostokatnych,
swobodnie podpartych lub utwierdzonych na obwodzie. W obliczeniach numerycz-
nych zastosowano metode roznic skoriczonych (MRS), ktora umozliwita opracowanie
prostych procedur w celu rozwigzania zadan statecznodci izotropowych ptyt cienkich
zaroOwno o stalej, jak i zmiennej grubosci. W analizach przyjeto zalozenie, ze plyta
obciazona jest wylacznie w swojej ptaszczyznie Srodkowej. W ogolnosci moze to byé
obciazenie $ciskajace lub rozciagajace plyte (jedno- lub dwukierunkowo), a takze
dziatajace stycznie do jej krawedzi. W celu wykonania analizy statecznosci ptyt o
takich warunkach obcigzenia zastosowano, odpowiednio zmodyfikowane, réwnanie
rozniczkowe ugiecia plyty izotropowej o zmiennej grubosci, wyrazone wzorem (3.6),
ktore zostalo przedstawione w podrozdziale 3.1. Posta¢ réznicows tego réwnania,
ktora zostata wyprowadzona w podrozdziatach 3.2.2 (statyka) oraz 4.2 (dynamika),
w niniejszym podrozdziale przeksztalcono do formy umozliwiajacej analize statecz-
nosci. W rezultacie otrzymano dla takiego zagadnienia uogélniony problem wtasny
bedacy odpowiednikiem problemu (4.27) wyprowadzonego w podrozdziale 4.2 dla
zagadnienn dynamicznych.

Niniejszy rozdzial rozpoczyna sie od wyprowadzenia uogolnionego problemu wta-
snego na podstawie wzoréw réznicowych pozwalajacych wyznaczyé przyblizona po-
sta¢ réwnania rozniczkowego opisujacego problem statecznosci plyty izotropowe;j
o zmiennej grubosci. Rozwiazanie wyprowadzonego problemu wtasnego umozliwia
okreslenie wartosci obcigzenia krytycznego oraz postaci utraty statecznosci ptyt ob-
cigzonych w swej plaszczyznie. W drugiej czesci rozdziatu przedstawiono kilka przy-
ktadéw numerycznych, w ktorych wyznaczano parametry statecznosci ptyt podpar-
tych na obwodzie, przy réznych przypadkach obciazenia dziatajacego w ich ptasz-
czyznie. Do obliczen numerycznych zastosowano autorskie procedury obliczeniowe

opracowane w Srodowisku Octave.
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10.1. Rozwiazanie zadania stateczno$ci plyty przy

zastosowaniu MRS

W analizie statecznosci, w przypadku ogolnym, przyjmuje sie obcigzenie plyty
dziatajace w jej ptaszczyznie Srodkowej w sposéb pokazany na rysunku 10.1. Je-
sli na plyte nalozono jedno z obcigzen N, lub N,, to woéwczas okresla si¢ jg jako
jednokierunkowo $ciskang lub rozciagana, zaleznie od znaku przypisanego zadanemu
obciazeniu. Przyjeto, ze wielkosci NV, lub N, o zwrotach pokazanych na rysunku 10.1
oznaczaja obciazenie Sciskajace plyte i maja warto$¢ ujemna, poniewaz na $ciankach
dodatnich® ptyty zwrot obcigzenia jest przeciwny do zwrotow osi x oraz y zatozonego
ukladu wspotrzednych. Jesli na plyte nalozono jednoczesnie oba rodzaje obciazen
N, i Ny, to okredla si¢ ja jako dwukierunkowo $ciskang lub rozciagang. Obcigzenie

Ny, oraz Ny, nazywa sie stycznym do krawedzi plyty.

y N,
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e e
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JMY \‘-T N Xy JM.\’
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Rysunek 10.1. Obciazenie dziatajace na plyte w analizie jej statecznosci [106]

Problem statecznosci ptyty izotropowej, obciazonej w jej plaszczyznie sSrodkowej,
mozna opisa¢ za pomoca nastepujgcego rownania roézniczkowego, bedacego odpo-
wiednikiem réwnania (3.6) oméwionego w podrozdziale 3.1:

D-v4w+2-8—D-v2a—w+2~a—D-v23—w+v2D-v2w+

ox ox Jy dy
0?D  Jw ?D  9*w  0*D w _

022 Oy? 2 0xdy  Oxdy + Y2 02 = plw.y),

(10.1)
—(1-v)

1 Sciankami dodatnimi w przypadku plyty przedstawionej na rysunku 10.1 sa $cianka gorna

oraz prawa, widoczne przy obserwowaniu plyty z punktu o obu wspélrzednych z i y dodatnich.
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gdzie funkcja obciazenia p(x,y) plyty, zgodnie z praca |9], wyraza sie ponizszym
WZOrem: , ) )
0“w 0 w o“w
D =N,—= +2N,y——— —_—.
p(z,y) Ox? * Y 0x0y Ny Oy?

Ponadto w = w(z,y) we wzorze (10.1) oznacza szukana funkcje ugiecia plyty, nato-

(10.2)

miast D = D(x,y) jest znang funkcja jej sztywnosci, zdefiniowang wzorem (3.5).
W dalszych rozwazaniach przyjeto nastepujace obciazenie poczatkowe plyty:

N} =-1, N} = —a, N}, = 5, (10.3)

T Yy

przy czym parametry « > 0 oraz § > 0 sa wielkosciami znanymi w analizowanym
zadaniu. Obciazenie plyty okreslone wzorem (10.3) nazywane jest tez obciazeniem
porownawczym lub referencyjnym. Poszukiwane obcigzenie krytyczne jest iloczynem

obcigzenia poréwnawczego oraz parametru A, > 0 i mozna je zapisa¢ nastepujaco:
Ny = =Xz, Ny = —ad;, Ny = BA;. (10.4)

Wowczas wzor (10.2) przyjmuje ponizsza postac:

0w 0*w 0w

5(z,y) = Ayl Y oY 10.
o(z,y) Az 97 + 26\, 900y ad, 5 (10.5)

Istota zadania z analizy statecznosci ptyty jest wyznaczenie parametru A, ktory
pozwala stwierdzi¢, ile razy szukane obcigzenie krytyczne jest wieksze od przyjetego
obcigzenia referencyjnego.

W celu rozwiazania réwnania (10.1) zastosowano metode roznic skonczonych.
Wstepne zatozenia do tej metody przyjeto identyczne jak w podrozdziale 3.2.2. Za-
tem powierzchnie Srodkowsa plyty pokryto siatka regularng w sposéob pokazany na
rysunku 3.4. Siatka ta sktada sie z m xn identycznych prostokatéw o wymiarach hx k.
Nastepnie wszystkie pochodne czastkowe wystepujace w rownaniu zastapiono przy-
blizajacymi je ilorazami réznicowymi. Przyjeto, podobnie jak w podrozdziale 3.2.2,
roznice centralne wyrazone wzorami (3.27)—(3.38). Po podstawieniu tych roznic do
lewej strony rownania (10.1) otrzymuje sie¢ dla punktu (z;, y;) posta¢ roznicowa wyra-
zona wzorem (3.39), wyprowadzonym w podrozdziale 3.2.2. Z kolei posta¢ roznicowa
funkcji obciazenia (10.5) dla punktu (z;,y;) jest nastepujaca:

A Wit = 2w + Wiy, 4o, Wit T Wikl — Wislgi + wi—1,j-1

Py =~ 2 1hk "

Wi j+1 — 2W45 + Wi 51
—an, L j i=1

k2

(10.6)



274 10. Analiza statecznosci plyt prostokgtnych

Po zapisaniu réwnania (10.1) w postaci roznicowej dla wszystkich punktow (z;, y;)
bedacych weztami siatki MRS (1 =1,2,3,...,m+1,j=1,2,3,...,n+ 1), zgodnie
z zasadami opisanymi w podrozdziale 3.2.2, otrzymuje sie nastepujacy uktad rownar,

przedstawiony w formie macierzowej:
A-w=p-w, (10.7)

gdzie A jest macierza operatorow réznicowych, wyprowadzong w podrozdziale 3.2.2,
ktorej strukture blokowa, bez uwzgledniania warunkow brzegowych, okresla wzor
(3.86). Natomiast macierz p powstala w wyniku zapisu w postaci roéznicowej pra-
wej strony rownania (10.1), a wiec funkeji (10.5), mozna zapisaé jako sume trzech
macierzy blokowych:

B =X (AF + 28"+ aY). (10.8)

Macierze Ag), Agy) oraz A(Gy) odpowiadaja kolejnym sktadnikom réwnania (10.5),

a ich postacie blokowe, bez uwzgledniania warunkéw brzegowych, sa nastepujace:

0 _
A
(2) A
AW — . , (10.9)
A
A
i 1 (n+1)x(n+1)
o n _
C o0 B
C 0o B
AGY = o , (10.10)
C o
C 0
L 4 (n+1)x(n+1)
. _
E D E
() E D E
AW — o . (10.11)
E D E
E D
L 4 (n+1)x(n+1)
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Macierze-bloki wchodzace w sktad macierzy (10.9)—(10.11) maja struktury zapisane

ponizej:
_9
1
A —
[0
1
B =
[ 0
1
C =
[ 9
D—

—1

J4 (m+1)x(m+1)

4 (m+1)x(m+1)

4 (m+1)x(m+1)

Jd (m+1)x(m+1)

d (m+1)x(m+1)

(10.12)

(10.13)

(10.14)

(10.15)

(10.16)
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Ponadto symbolem 0 we wzorze (10.10) oznaczono macierz zerowa o wymiarze
(m+1) x (m+ 1). Wektor w niewiadomych przemieszczen pltyty w weztach siat-
ki MRS, wystepujacy w rownaniu (10.7), ma postaé okreslona wzorami (3.92) oraz
(3.93), tzn. jest macierza kolumnowa o wymiarze (m+ 1)(n+ 1) x 1. Mozna zauwa-
zy¢, ze rGwnanie macierzowe opisujace problem stateczno$ci jest bardzo podobne
do rownania (3.85), podanego w podrozdziale 3.2.2, dotyczacego przypadku analizy
statycznej plyt. Zasadnicza roznica polega na tym, ze w zadaniu statecznosci prawa
strona rownania (10.7), zwiazana z obciazeniem plyty, jest uzalezniona od wekto-
ra niewiadomych w jako efekt zastosowania wzoréw réznicowych (3.29)-(3.31) do
funkgeji obciazenia (10.5), zaleznej od funkcji ugiecia ptyty w(z,y).

Ostatecznie rownanie (10.7) mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacego uogol-

nionego problemu wtasnego:
(A —(=Xz)Ag)w =0, (10.17)

gdzie

A — macierz operatoréow roznicowych okreslona wzorem (3.86), zmodyfikowana ze
wzgledu na warunki podparcia plyty zgodnie z zasadami opisanymi w podrozdzia-
le 3.2.2 oraz w dodatku A,

A — warto$¢ bezwgledna obciazenia krytycznego N, przy czym A, > 0,

Ag = Ag) + Agy) + Ag’), przy czym macierze A(Gm), Agy) oraz A(é/) wyrazone
sa wzorami (10.9)-(10.11), odpowiednio zmodyfikowanymi ze wzgledu na warunki
podparcia plyty.

W dalszej czesci rozdziatu przyjeto, ze analizowana plyta jest podparta na catym
obwodzie, przy czym podparcie moze by¢ swobodne lub utwierdzone wzdtuz wybra-
nych krawedzi. W takim przypadku nalezy zmodyfikowaé¢ macierz operatorow rézni-
cowych A zgodnie z zasadami opisanymi w podrozdziale 3.2.2 oraz w dodatku A.1,
dla przypadku plyty podpartej na obwodzie. Modyfikacji wymaga réwniez macierz
Ag. W celu uwzglednienia zerowych ugie¢ punktow plyty na krawedziach nalezy
w macierzy blokowej Ag zastapi¢ macierze-bloki w pierwszym i ostatnim wierszu
oraz w pierwszej i ostatniej kolumnie macierzami zerowymi?. Ponadto w kazdej
macierzy-bloku, skltadajgcej sie na macierz Ag, nalezy pierwszy i ostatni wiersz oraz
pierwsza i ostatnig kolumne zastapi¢ zerami®. Uwzglednienie zerowych momentow

2 eliminacja niewiadomych wy1, Wa1, W31, . .+, Win41,1 OTAZ W1 nt1, W2 041, W3 nt1s - - - s Winb 11y
a wiec ugie¢ punktéw plyty na jej dolnej i goérnej krawedzi

3 eliminacja niewiadomych wi1, W12, W13, . . ., W1 nt1 OTAZ Wint1.1, Wint1,2, Wint1,35 - - - » Wint1nt-1s

a wiec ugie¢ punktéw plyty na jej lewej i prawej krawedzi
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zginajacych na krawedziach swobodnie podpartych lub zerowych katéw obrotu na
krawedziach utwierdzonych nie wymaga wprowadzania dodatkowych modyfikacji do
macierzy Ag. Wynika to stad, ze we wzorze (10.6) dla j = 2,3,4,...,n oraz dla
1 = 2,3,4,...,m nie wystepuja ugiecia w punktach fikcyjnych znajdujacych sie

poza obszarem plyty.

10.2. Przyklady analizy statecznosci ptyt

W niniejszym podrozdziale przedstawiono przyktady numeryczne, w ktoérych
przeprowadzono analize statecznosci plyt prostokatnych, podpartych na obwodzie
i obcigzonych w swej ptaszczyznie Srodkowej. Obliczenia numeryczne wykonano przy
zastosowaniu metody réznic skonczonych zgodnie z zasadami opisanymi w poprzed-
nim podrozdziale. Gtéwnym celem analizy jest okreSlenie obciazenia krytycznego
oraz postaci utraty statecznosci plyt na podstawie rozwigzania uogdlnionego pro-
blemu wtasnego wyrazonego wzorem (10.17). Przy pomocy otrzymanych wartosci
wlasnych )\, wyznaczono obciazenia krytyczne ptyt odpowiadajace kilku pierwszym
postaciom ich utraty statecznosci. Postacie te przedstawiono graficznie w przykita-
dzie 10.1, korzystajac z odpowiednich wektor6w wtasnych. We wszystkich zamiesz-

czonych przyktadach rozwazano ptyty cienkie o statej lub zmiennej grubosci.

Przyklad 10.1. [106] Analiza statecznosci plyty prostokgtnej podpartej przequbowo
na obwodzie oraz obcigzonej statym obcigzeniem normalnym dziatajocym jednokie-
runkowo

W przyktadzie rozpatrzono ptyte o schemacie podparcia i obcigzenia przedsta-
wionym na rysunku 10.2. Przyjeto, ze ptyta wykonana jest z materiatu izotropowego
o module Younga E = 205 GPa oraz wspotczynniku Poissona v = 0,3.

W analizie statecznosci wzieto pod uwage dwa przypadki wymiaréw plyty:

1. dlugosci bokow [, = [, = 2,0 m oraz minimalna grubos¢ H = H, = 0,05 m,

2. dlugosci bokow [, x [, = 2,0 x 4,0 m oraz minimalna grubo$¢ H = Hy = 0,05 m.

W przyktadach zawartych w niniejszym rozdziale obciazenie krytyczne N, wyrazono

przez parametr bezwymiarowy zgodnie z ponizszym wzorem [9]:

N Ncr
Ncr = 7 : lm . ly, (1018)
gdzie sztywnos¢ ptytowa D przyjeto nastepujaco:
EH?

= I (10.19)
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Rysunek 10.2. Ptyta prostokatna analizowana w przyktadzie 10.1, podparta swobodnie na

obwodzie oraz $ciskana obciazeniem N, dziatajacym w jednym kierunku [106]

W tabeli 10.1 przedstawiono wartosci obciazen krytycznych odpowiadajacych
trzem pierwszym postaciom utraty statecznosci plyty. Zapisano je w notacji bezwy-
miarowej zgodnie ze wzorem (10.18). Rozpatrzono przypadek plyty o stalej grubosci,
tzn. Hy = Hy = H oraz trzy rozne gestosci siatki MRS. Uzyskane wyniki poréwnano
z rozwiazaniami zawartymi w dostepnej literaturze, wyznaczonymi analitycznie lub

przy zastosowaniu metody elementow brzegowych.

Tabela 10.1. Wartodci trzech pierwszych obciazenn krytycznych plyty z rysunku 10.2, przy
zalozeniu statej grubosci H, otrzymane dla trzech réznych dyskretyzacji siatka MRS [106]

Wymiary | N, | Rozw. anal. | Rozw. MEB Rozwigzanie MRS

plyty 12, 3] 9] 5x5 | 10x 10 | 15 x 15
l, =2,0m 1 39,478 39,635 38,197 | 39,155 | 39,334
ly=2,0m 2 61,685 62,200 56,287 | 60,283 | 61,057
H=00m| 3 109,662 111,406 85,942 | 103,183 | 106,735
l,=20m 1 30,843 30,925 29,841 | 30,590 | 30,730
l, =4,0m 2 - - 69,272 | 76,405 | 77,811
H=00m| 3 - - 78,977 | 86,495 | 87,953

W tabelach 10.2 oraz 10.3 zestawiono wartosci obcigzen krytycznych otrzymane
dla plyty o liniowo zmiennej grubosci, ktorej przekrdj pokazano na rysunku 10.2.
Przyjeto, ze grubosé¢ Hy € {1,5Hs, 2,0H,, 2,5H>}. Wyniki podano dla dwoch gestosci
siatki MRS, odpowiednio 10 x 101 15 x 15.

Na rysunkach 10.3-10.4 przedstawiono graficznie postacie utraty statecznosci

plyty kwadratowej odpowiednio o stalej i zmiennej grubosci. Odpowiadaja one ko-
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Tabela 10.2. Wartodci trzech pierwszych obciazen krytycznych plyty z rysunku 10.2, przy

zaltozeniu liniowo zmiennej grubosci, otrzymane dla dyskretyzacji siatka MRS 10 x 10 [106]

Wymiary | N, Rozwigzanie MRS — siatka 10 x 10
plyty Hy=15H, | HL =2,0H, | H, = 2,5H,
l,=2,0m 1 68,505 96,267 121,377
l,=2,0m 2 115,187 184,326 259,781
Hy=0,05m | 3 190,891 278,232 329,748
l, =2,0m 1 55,595 80,102 98,388
l,=4,0m 2 134,325 190,757 243,938
Hy,=0,05m | 3 159,726 246,386 341,425

Tabela 10.3. Wartodci trzech pierwszych obciazen krytycznych plyty z rysunku 10.2, przy

zalozeniu liniowo zmiennej grubosci, otrzymane dla dyskretyzacji siatka MRS 15 x 15 [106]

Wymiary N, Rozwigzanie MRS — siatka 15 x 15
plyty H,=15H, | H =2,0Hy | H, = 2,5H,
l, =20m 1 68,731 95,586 117,982
l,=2,0m 2 117,028 188,196 266,613
Hy=005m| 3 198,906 287,518 342,649
l,=20m 1 55,472 77,154 87,623
l,=4,0m 2 136,587 192,621 243,264
Hy=0,06m | 3 163,012 252,933 352,486
Postac 2 Postac 3

Rysunek 10.3. Trzy pierwsze postacie utraty statecznosdci odpowiadajace obciazeniom kry-

tycznym zestawionym w tabeli 10.1 dla ptyty kwadratowej o statej grubosci [106]
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Postac 3

~

Rysunek 10.4. Trzy pierwsze postacie utraty statecznosdci odpowiadajace obciazeniom kry-
tycznym zestawionym w tabeli 10.3 dla ptyty kwadratowej o liniowo zmiennej grubosci przy
zalozeniu, ze H; = 2,5H> [106]

lejnym warto$ciom obcigzen krytycznych, zamieszczonym w tabelach 10.1 oraz 10.3.
Wykresy wygenerowano w $rodowisku Octave przy uzyciu siatki MRS o gesto-
sci 15 x 15. W przypadku ptyty o zmiennej grubosci przyjeto, ze Hy = 2,5H,.

Na podstawie wynikow zestawionych w tabeli 10.1 mozna stwierdzi¢, ze zadowa-
lajace wartodci obcigzen krytycznych i jednoczesnie najblizsze wynikom analitycz-
nym, w przypadku plyty o statej grubosci, uzyskano dla siatki 15 x 15. Ro6znica
wartoSci pierwszego obciazenia krytycznego w rozwigzaniu analitycznym i przy uzy-
ciu MRS nie przekracza wtedy 1%. W przypadku drugiego i trzeciego obcigzenia
krytycznego roznica ta jest wieksza 1 wynosi odpowiednio 1,02% oraz 2,67% dla
plyty kwadratowe;.

Analizujac tabele 10.2-10.3, mozna zauwazy¢, ze zwiekszanie grubosci H; ptyty
przy jednej z krawedzi, wzgledem ustalonej grubosci Hs na przeciwleglej krawedzi,
skutkuje wzrostem wartosci obcigzenia krytycznego. Ponadto z danych w tabelach
wynika, ze 1,5-krotny wzrost grubosci H; plyty w odniesieniu do grubosci Hsy po-
woduje okoto 1,8-krotne zwickszenie wartosci pierwszego obciazenia krytycznego.
W przypadku 2- oraz 2,5-krotnego wzrostu grubosci plyty zwiekszenie wartosci
pierwszego obcigzenia krytycznego jest odpowiednio 2,5- oraz 3-krotne w porow-
naniu z plyta o stalej grubosci. Mozna réwniez wyciagnaé wniosek, ze wraz ze
wzrostem roznicy w grubosciach ptyty na przeciwlegtych krawedziach ro$nie réznica
procentowa miedzy warto$ciami pierwszego obcigzenia krytycznego, otrzymanymi
przy uzyciu siatek 10 x 10 oraz 15 x 15. Dla ptyty kwadratowej roznica ta wynosi

0,33%-2,8%, a dla plyty prostokatnej 0,22%-10,94%, przy czym wicksze wartosci
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w podanych przedziatach dotycza ilorazu Hy/H, = 2,5. W przypadku drugiego
i trzeciego obciazenia krytycznego roznice te nie sa tak znaczace. Przyktadowo roz-
nica procentowa miedzy wartosciami drugiego obcigzenia krytycznego plyty prosto-
katnej, uzyskanymi przy uzyciu siatek 10 x 10 oraz 15 x 15, wynosi odpowiednio
1,68%, 0,98% oraz 0,28% dla H, = 1,5Hy, H, = 2,0H, oraz H; = 2,5H,. Ponie-
waz najwieksze znaczenie praktyczne w analizie konstrukcji ma pierwsze obcigzenie
krytyczne, nalezy zastosowaé gestsza siatke MRS, aby uzyska¢ wyrazna zbiezno$c¢
wynikoéw oraz wieksza ich dokladnosé dla plyt o geometrii charakteryzujacej sie duza
warto$cig ilorazu Hy/H,.

Obserwujac przebieg postaci utraty statecznosci na rysunkach 10.3 oraz 10.4,
mozna zauwazy¢ zaburzong symetrie wykreséw w przypadku plyty o liniowo zmien-
nej grubosci. Jest to spowodowane tym, ze obszary wystepowania ekstremalnych

przemieszczen plyty ulegaja przesunieciu w kierunku miejsc o mniejszej sztywnosci.

Przyktad 10.2. [106] Analiza statecznosci plyty prostokgtnej podpartej przegubowo
na obwodzie oraz obcigionej statym obcigzeniem normalnym dziatajgeym w dwoch
kierunkach

W przyktadzie rozpatrzono ptyte o schemacie podparcia i obcigzenia przedsta-
wionym na rysunku 10.5. Parametry materialowe plyty przyjeto identyczne jak

w przykladzie 10.1.
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Rysunek 10.5. Ptyta prostokatna analizowana w przyktadzie 10.2, podparta swobodnie na

obwodzie, §ciskana lub rozciggana w dwoéch kierunkach

W tabeli 10.4 zestawiono wartosci obciazenia krytycznego NCT’I, wyrazonego

w notacji bezwymiarowej, odpowiadajacego pierwszej postaci utraty statecznosci
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plyty kwadratowej o dtugosci boku 2,0 m oraz statej grubosci wynoszacej 0,05 m.
Wryniki podano dla trzech gestosci siatki MRS i poréwnano je z dostepnymi w li-
teraturze rozwiazaniami analitycznymi oraz otrzymanymi przy zastosowaniu MEB.
Obliczenia w przykladzie przeprowadzono, biorac pod uwage rézne wartosci ilorazéw
obciazen N, oraz N, dzialajacych wzdtuz kierunkoéw osi odpowiednio y oraz x. Przy-
jeto, ze ilorazy te naleza do zbioru N,/N, € {-0,25, 0, 0,25, 0,5, 0,75, 1,0}, przy
czym ujemna wartoS¢ oznacza, ze obciazenie dziata wzdtuz kierunku x $ciskajaco,

natomiast zgodnie z kierunkiem y rozciagajaco na ptyte.

Tabela 10.4. Wartodci pierwszego obciazenia krytycznego plyty kwadratowej o statej gru-
bosci H = 0,05 m, obciazonej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

uzyciu trzech gestosci siatki MRS [106]

N,/N, | Rozw. anal. | Rozw. MEB Rozwiazanie MRS
3] 9] 5x5 | 10x 10 | 15 x 15
-0,25 52,638 02,826 50,929 | 52,206 | 52,446
0 39,478 39,620 38,197 | 39,155 | 39,334
0,25 31,708 31,696 30,557 | 31,324 | 31,467
0,5 26,424 26,424 25,464 | 26,103 | 26,223
0,75 22,649 22,640 21,827 | 22,374 | 22,477
1,0 19,818 19,810 19,098 | 19,577 | 19,667

W tabelach 10.5-10.6 zestawiono wartosci pierwszego obcigzenia krytycznego
plyty kwadratowej o boku dlugosci 2,0 m przy zalozeniu, ze charakteryzuje sie ona
liniowo zmiennga gruboécia, zgodnie z rysunkiem 10.5, przy czym minimalna grubosé
Hy = 0,05 m, natomiast H, € {1,5Hs, 2H,, 2,5H,}. Wyniki otrzymane przy uzyciu
MRS podano dla dwoch gestosei siatki, odpowiednio 10 x 10 oraz 15 x 15.

W tabelach 10.7-10.8 zamieszczono wartoéci pierwszego obciazenia krytycznego
plyty prostokatnej o wymiarach [, x{, = 2,0 x4,0 m. Ptyta charakteryzuje si¢ liniowo
zmienng gruboscia, zgodnie z rysunkiem 10.5, przy czym Hs = 0,05 m, natomiast
H, € {H,y, 1,5H,, 2H5, 2,5H5}. Obliczenia wykonano, stosujac dwie gestosci siatki
MRS, odpowiednio 10 x 10 oraz 15 x 15.

Z danych w tabeli 10.4 wynika, ze wartoSci pierwszego obcigzenia krytycznego
plyty kwadratowe]j o stalej grubosci réznia si¢ nieznacznie w poréwnaniu z rozwig-
zaniem analitycznym lub otrzymanym przy zastosowaniu MEB. Dla siatki MRS
o gestosci 15 x 15, podobnie jak w przyktadzie 10.1, r6znica miedzy odpowiednimi

warto$ciami nie przekracza 1%.
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Tabela 10.5. Wartodci pierwszego obciazenia krytycznego pltyty kwadratowej o liniowo

zmiennej gruboéci, obcigzonej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

uzyciu siatki MRS o gestosci 10 x 10 [106]

N,/N, | Rozwigzanie MRS dla siatki 10 x 10
Hy = 15H, | Hy = 2,0H, | H, = 2.5H,

-0,25 85,788 115,232 141,743
0 68,505 96,267 121,377
0,25 26,168 81,333 104,695
0,5 47,394 69,925 91,400
0,75 40,926 61,131 80,804
1,0 35,986 54,215 72,262

Tabela 10.6. Wartosci pierwszego obciazenia krytycznego plyty kwadratowej o liniowo

zmiennej gruboéci, obciazonej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

uzyciu siatki MRS o gestosci 15 x 15 [106]

N,/N, | Rozwigzanie MRS dla siatki 15 x 15
Hy=15H, | Hi =2,0H, | Hy = 2,5H,

-0,25 86,294 115,113 139,153
0 68,731 95,586 117,982
0,25 56,302 80,498 101,144
0,5 47,487 69,087 87,971
0,75 40,998 60,337 77,588
1,0 36,045 53,477 69,276

Tabela 10.7. Wartosci pierwszego obciazenia krytycznego plyty prostokatnej o liniowo

zmiennej gruboéci, obciazonej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

uzyciu siatki MRS o gestosci 10 x 10 [106]

N, /N, Rozwiazanie MRS dla siatki 10 x 10
Hy— Hy | Hy — 1,5H, | H, — 2.0H, | H, — 2,5H,

-0,25 32,629 99,182 84,980 104,062
0 30,590 99,595 80,102 98,388
0,25 28,790 52,414 75,740 93,279
05 | 27,191 49,574 71,818 88,659
0,75 25,760 47,024 68,274 84,462
1,0 24,472 44,721 65,058 80,637
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Tabela 10.8. Wartosci pierwszego obciazenia krytycznego plyty prostokatnej o liniowo
zmiennej gruboéci, obcigzonej dwukierunkowo zgodnie z rysunkiem 10.5, otrzymane przy

uzyciu siatki MRS o gestosci 15 x 15 [106]

Ny /N, Rozwiazanie MRS dla siatki 15 x 15
Hy—Hy | Hy = 1,5H, | H, = 2,0H, | Hy = 2.5H,

-0,25 32,779 59,095 81,879 92,753
0 30,730 55,472 77,154 87,623
0,25 28,922 92,295 72,932 83,016
0,5 | 27.315 49,460 69,140 78,859
0,75 25,878 46,914 65,717 75,090
1,0 24,584 44,616 62,611 71,658

Na podstawie wynikow w tabelach 10.5-10.8 mozna wyciagna¢ wniosek, ze przyj-
mujac Hy/Hy = 1,5, iloraz uzyskanego obciazenia krytycznego do odpowiadajacej
jego wartosci w plycie o stalej grubosci réwnej Hs, przy rosnacym ilorazie N, /N,,
wynosi 1,64-1,84 i 1,81-1,83 dla plyty odpowiednio kwadratowej i prostokatnej.
W przypadku H;/H; = 2,0 relacje te wynosza odpowiednio 2,72-3,7 i 2,6-2,66,
natomiast przy zalozeniu H;/H, = 2,5 przedzialy przyjmuja wartosci 3,13-4,53
i3,19-3,3. Zatem dla plyty prostokatnej o zmiennej grubosci iloraz N, /N, w mniej-
szym stopniu wplywa na wzrost wartosci obcigzenia krytycznego wzgledem odpo-
wiadajacej ptyty o statej grubosci.

Procentowa roznica miedzy wartosciami pierwszego obciazenia krytycznego, uzy-
skanymi dla plyty kwadratowej o zmiennej grubosci oraz siatek 10 x 10 1 15 x 15,
wzrasta wraz ze wzrostem ilorazu N, /N, przy H,/Hy = 2,0 oraz Hi/Hy = 2,5
i wynosi odpowiednio od 0,1% do 1,36% oraz od 1,83% do 4,13%. Dla H;/Hs = 1,5
roznica ta maleje od 0,59% do 0,16% wraz ze wzrostem N,/N,. Z kolei w ply-
cie prostokatnej réznice procentowe miedzy warto$ciami obcigzenia krytycznego dla
siatek 10 x 10 oraz 15 x 15 sa wieksze w poroéwnaniu z pltytg kwadratowa w przypadku
H,/Hy = 2,0 oraz Hy/Hs = 2,5 i wynosza odpowiednio od 3,65% do 3,76% oraz
od 10,87% do 11,14%. Dla H;/H, = 1,5 roznice te sa niewielkie, réwne okoto 0,2%.
Mozna wiec wyciggnagé wniosek, ze zarowno dla plyty kwadratowej, jak i prostokat-
nej, przy Hy/Hy € {2,0, 2,5}, nalezaloby wykona¢ obliczenia obciazenia krytycz-
nego, przyjmujac gestsza siatke MRS, w celu uzyskania wiekszej zbieznosci i tym
samym doktadniejszych wynikéw koncowych. Kryterium zbieznosci ustalono jako
roznice procentowg miedzy wynikami dla kolejnych siatek nie przekraczajaca 1%.

We wszystkich zamieszczonych w niniejszym przyktadzie tabelach mozna zauwa-
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zy¢, ze wraz ze wzrostem ilorazu N, /N, maleja wartosci obciazenia krytycznego.
Spadki procentowe tych wartosci miedzy N, /N, = —0,251i N,/N, = 1,0 wynosza
62,5% 1 256% odpowiednio dla plyty kwadratowej i prostokatnej o stalej grubosci,
przy uzyciu siatki MRS o gestosci 15 x 15. Przyjmujac Hy/Hs = 2,5 oraz ta sa-
ma siatke MRS, obciazenie krytyczne obliczone dla ilorazu N,/N, = 1,0 ulegto
zmniejszeniu o 50,2% i 22,7%, odpowiednio dla plyty kwadratowej i prostokatnej,
w poréwnaniu z przypadkiem N, /N, = —0,25.

Przyklad 10.3. [106] Analiza statecznosci plyty prostokgtnej podpartej przequbowo
lub utwierdzonej na obwodzie oraz obcigzonej statym obcigzeniem stycznym

W przyktadzie rozpatrzono ptyte o dwoch schematach podparcia na obwodzie,
poddang dzialaniu obcigzenia stycznego N, zgodnie z rysunkiem 10.6. Parametry

materialowe plyty przyjeto identyczne jak w dwoch poprzednich przyktadach.
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Rysunek 10.6. Plyta prostokatna podparta swobodnie (a) lub utwierdzona na obwo-

dzie (b), obciazona stycznie do krawedzi, stanowiaca przedmiot analizy w przyktadzie 10.3

W tabeli 10.9 zestawiono wartosci obciazenia krytycznego Ncmy, wyrazonego
w notacji bezwymiarowej, odpowiadajgcego pierwszej postaci utraty statecznosci
plyty o stalej grubosci wynoszacej 0,05 m. Wzieto pod uwage plyte kwadratows
o dtugosci boku 2,0 m oraz plyte prostokatna o bokach dtugosci 2,0 m i 4,0 m. Wyniki
podano dla trzech gestosci siatki MRS i poréwnano je z dostepnymi w literaturze
rozwigzaniami analitycznymi oraz otrzymanymi przy zastosowaniu MEB.

W tabelach 10.10-10.11 zestawiono wartosci obcigzenia krytycznego analogicz-
ne do tych z tabeli 10.9 z ta réznica, ze ptyta charakteryzuje si¢ liniowo zmienna
gruboscia, zgodnie z rysunkiem 10.6, przy czym minimalna grubos¢ Hy = 0,05 m,
natomiast H; € {1,5Hy, 2Hs, 2,5H,, 3Hy}. Obliczenia wykonano przy uzyciu MRS,
stosujac siatki o gestosciach wynoszacych 10 x 10 oraz 15 x 15.
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Tabela 10.9. Wartosci pierwszego obcigzenia krytycznego plyty o statej grubosci 0,05 m,

obciazonej jak na rysunku 10.6, otrzymane dla trzech gestosci siatki MRS [106]

Wymiary | Podparcie | Rozw. anal. | Rozw. MEB Rozwigzanie MRS
plyty wg rys. 10.6 3] 9] 10 x 10 | 15 x 15 | 20 x 20
l.,=20m a) 92,182 93,009 96,945 | 94,127 | 93,192
ly=2,0m b) 145,182 146,833 147,220 | 145,250 | 144,820
l, =40m a) 130,279 131,683 137,260 | 132,650 | 131,120
ly, =2,0m b) 204,103 208,200 215,04 | 207,260 | 204,920

Tabela 10.10. Wartosci pierwszego obciazenia krytycznego plyty o liniowo zmiennej gru-

bosci, obciazonej jak na rysunku 10.6, otrzymane przy uzyciu siatki MRS 10 x 10 [106]

Wymiary | Podparcie | Rozwiazanie MRS dla siatki 10 x 10 oraz Hy = 0,05 m
plyty wg rys. 10.6 | Hy =1,bHy, | Hy =2,0H, | H, =2,5H, | H, = 3,0H,

l, =2,0m a) 178,794 275,228 381,828 494,663

ly, =2,0m b) 269,557 411,319 567,616 734,659

l, =40m a) 237,126 340,711 451,021 568,533

l,=2,0m b) 370,971 525,500 687,963 860,612

Tabela 10.11. Wartosci pierwszego obciazenia krytycznego plyty o liniowo zmiennej gru-

bosci, obciazonej jak na rysunku 10.6, otrzymane przy uzyciu siatki MRS 15 x 15 [106]

Wymiary | Podparcie | Rozwigzanie MRS dla siatki 15 x 15 oraz Hy = 0,05 m
plyty wg rys. 10.6 | Hy =1,0Hy, | Hi =20H, | Hi =2,0Hy, | Hy =3,0H,

l, =20m a) 173,122 264,098 360,965 457,629

l,=2,0m b) 266,355 407,299 563,015 729,446

l, =40m a) 225,909 319,572 415,975 514,998

l,=2,0m b) 354,487 495,568 638,869 786,726

Na podstawie danych z tabeli 10.9 mozna stwierdzi¢, ze przy uzyciu siatki MRS

o gestosci 15 x 15 otrzymane wartosci obciazenia krytycznego réznia sie w poréwna-

niu z rozwiazaniem analitycznym dla ptyty kwadratowej i prostokatnej odpowiednio

02,11% i 1,82% w przypadku swobodnego podparcia oraz o 0,05% i 1,55% w sytuacji

utwierdzenia plyt na obwodzie. Stosujac siatke 20 x 20, otrzymuje sie analogiczne

roznice wynoszace odpowiednio 1,1% i 0,65% oraz 0,25% i 0,4%. Zatem najdoklad-

niejsze wartosci obciazenia krytycznego uzyskano przy uzyciu siatki 20 x 20, w przy-

padku gdy rozwazana plyta o statej grubosci jest utwierdzona na obwodzie. R6znica

procentowa w odniesieniu do rozwigzania analitycznego nie przekracza wowczas 1%.
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Na podstawie wynikow w tabelach 10.10-10.11 mozna stwierdzi¢, ze iloraz ob-
ciazenia krytycznego obliczonego dla H;/Hy = 1,5 przez odpowiednia jego wartosé
w przypadku plyty o staltej grubosci rownej Hy wynosi 1,71-1,84. Przyjmujac kolej-
no: Hy/Hy = 2,0, H/Hy = 2,5 oraz H,/Hy = 3,0, ilorazy te wynosza odpowiednio:
2,39-2,84, 3,08-3,94 oraz 3,8-5,10. Wieksze wartosci zawarte w podanych przedzia-
tach dotycza plyt kwadratowych.

Z danych w tabelach 10.10-10.11 mozna odczytac¢ ponadto, ze réznica procento-
wa wynikow uzyskanych przy uzyciu siatki 15 x 15 w poréwnaniu z siatka 10 x 10
wynosi dla: Hy/Hy = 1,5, Hi/Hy = 2,0, Hy/Hy = 2,5 oraz Hy/Hy = 3,0 odpo-
wiednio: 3,17%—4,44%, 4,04%-5,70%, 5,46%—7,14% oraz 7,49%—-8,59%, przy czym
wieksze wartosci w przedzialach dotycza plyty prostokatnej. Z podanych réznic
procentowych wynika, ze warto$ci obcigzenia krytycznego nalezy obliczy¢ dla gest-
szych siatek MRS w celu zaobserowania wyraznej zbieznosci uzyskiwanych rozwia-
zan. Przyjeto kryterium, zgodnie z ktérym réznice procentowe miedzy wartosciami
otrzymanymi dla kolejnych siatek MRS nie powinny przekroczy¢ 1%.

Podsumowujac dane zestawione we wszystkich zamieszczonych w niniejszym
przyktadzie tabelach, mozna zaobserwowaé, ze najwieksze wartosci pierwszego ob-
cigzenia krytycznego otrzymano dla plyty prostokatnej utwierdzonej na obwodzie,

a najmniejsze w przypadku plyty kwadratowej podpartej swobodnie.

Przyktad 10.4. [106] Analiza statecznosci plyty prostokgtnej podpartej przegubowo
na obwodzie oraz obcigzone; lintowo zmiennym obcigzeniem normalnym

W przyktadzie rozpatrzono plyte swobodnie podparta na obwodzie o dwoch
schematach obcigzenia normalnego, przedstawionych na rysunku 10.7. Parametry
materialowe ptyty przyjeto identyczne jak we wczesniej rozwazanych przyktadach
niniejszego podrozdzialu. Obciazenie przedstawione na rysunku 10.7a) dziata Sciska-
jaco na plyte, rozlozone jest wzdluz jej krawedzi o dlugosci [, oraz opisane jedna
funkcja liniowa. Obcigzenie pokazane na rysunku 10.7b) roztozone jest wzdtuz tych
samych krawedzi oraz okreslone przy pomocy dwoch funkeji liniowych, przy czym
na polowie krawedzi dziata ono Sciskajaco, a w pozostalej jej czedci rozciaggajaco na
plyte.

Wykonujac analize statecznosci ptyty o zmiennym obcigzeniu normalnym, nale-
zy wprowadzi¢ modyfikacje do macierzy Ag wystepujacej w uogdlnionym problemie
wlasnym opisanym wzorem (10.17). Modyfikacja ta wynika ze zmiennych warto-
Sci obciazenia w poszczegolnych weztach siatki MRS zdefiniowanej na powierzchni

plyty. Warto$¢ obciazenia zmienia sie wraz ze zmiang wspolrzednej y. Na rysun-
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Rysunek 10.7. Ptyta prostokatna podparta swobodnie na obwodzie, poddana dziataniu

zmiennego obciazenia normalnego N, w dwéch wariantach, analizowana w przyktadzie 10.4

ku 10.8 przedstawiono podzial boku ptyty wzdtuz kierunku y w wyniku nalozenia
siatki MRS o wymiarach m x n. Ponadto pokazano odpowiadajacy podzial ob-
cigzenia dla kazdego z dwoch wariantéw z rysunku 10.7. W przypadku dyskrety-
zacji plyty zgodnie z rysunkiem 10.8b) nalezy przyjac¢, ze n jest liczba parzysta.
Z przedstawionych schematow obciagzenia plyty wynika, ze w macierzach A(Gm ), Ag’)
oraz A(Gmy) sktadajacych sie na macierz Ag, majacych struktury blokowe wyrazo-
ne wzorami (10.9)—(10.16), nalezy przemnozy¢ elementy macierzy-blokow w j-tym

wierszu (7 = 1,2,3,...,n+ 1) przez nastepujace wartosci:

e dla obciazenia z rysunku 10.8a) — przez wartos¢ (j — 1)/n,

e dla obciazenia z rysunku 10.8b) — przez wartos¢ (j — 0,5n — 1)/(0,5n).

W tabelach 10.12-10.13 zestawiono wartosci obcigzenia krytycznego ]\Nfcm odpo-
wiadajacego trzem pierwszym postaciom utraty statecznosci, wyrazonego w notacji
bezwymiarowej, dla ptyt odpowiednio kwadratowej o dtugosci boku 2,0 m oraz pro-
stokatnej o dlugosci bokow [, x [, = 3,0x 2,0 m. Przyjeto grubos¢ ptyt r6wng 0,05 m.

Wyniki uzyskane na podstawie MRS podano dla trzech réznych siatek i poréwna-



10.2. Przyktady analizy statecznosci ptyt 289

J

a I -

) ntlT vhkv E : Nx
"t - /ul N,
L el _/"H_.f i

n- : / T Ny

a o : j_/‘

- = : B 4 a7

5 0 F o 7 7 Nx
e . 3

4 T o =7 7 Nx

3 + S = ; N

- el J nAVx

a4 - (_'/1 )

- LS ' / 7 Vx

1 — < %

J

b) | .

i — - : IV x
ntl o 7

n T “kf E ’ // 51_ f-_.?) N+
N — (-

N e

3 T ” [~ T

e ™

4 = = 4

SR S (- N

) e AN ? . .

2+ S (7-1) Nx

e AN
1 = T T -Nx

Rysunek 10.8. Schemat obliczeniowy ptyty prostokatnej poddanej dziataniu liniowo zmien-

nego obcigzenia normalnego N, w dwo6ch wariantach przedstawionych na rysunku 10.7

no je z dostepnymi w literaturze rozwigzaniami analitycznymi oraz otrzymanymi
przy zastosowaniu MEB. W tabeli 10.12 rozpatrzono obcigzenie plyty wedlug ry-
sunku 10.7a), natomiast w tabeli 10.13 zgodnie z rysunkiem 10.7b).

W tabelach 10.14-10.17 przedstawiono wartosci trzech pierwszych obciazen kry-
tycznych, otrzymane dla ptyty o liniowo zmiennej grubosci, ktorej przekroj pokazano
na rysunku 10.7. Obcigzenie przyjeto wedlug wariantu a) w tabelach 10.14-10.15
oraz zgodnie z wariantem b) w tabelach 10.16-10.17. Zatozono grubos¢ Hy =0,05 m
oraz Hy € {1,5H,, 2,0H,, 2,5H5, 3,0H,}. Wyniki podano dla dwoch gestosci siatki
MRS, odpowiednio 10 x 10 i 15 x 15 w tabelach 10.14-10.15 oraz 10 x 101 16 x 16
w tabelach 10.16-10.17.

7 danych w tabeli 10.12 wynika, ze w przypadku liniowo zmiennego obcigzenia N,
o stalym znaku, dziatajacego na plyte kwadratowa o statej grubosci, r6znice procen-
towe miedzy wartoscia pierwszego obciazenia krytycznego otrzymana przy pomocy

MRS a rozwigzaniem analitycznym wynosza: 3,4%, 0,75% i 0,25%, odpowiednio dla
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Tabela 10.12. Wartosci trzech pierwszych obcigzen krytycznych plyty o stalej grubosci,

obcigzonej zgodnie z rysunkiem 10.7a), otrzymane dla trzech gestosci siatki MRS

Wymiary N, | Rozw. anal. | Rozw. MEB Rozwigzanie MRS
plyty 2, 3] 9] 5x5 [ 10x10 | 15 x 15
l,=20m 1 76,983 77,386 74,267 | 76,386 | 76,783
ly=2,0m 2 - 115,735 104,312 | 112,019 | 113,524
Hy =005m | 3 - 194,371 151,560 | 180,320 | 186,257
l, =3,0m 1 124,357 124,521 116,460 | 121,940 | 123,010
ly,=2,0m 2 - - 132,080 | 135,710 | 136,390
Hy=0,00m | 3 - - 144,100 | 164,400 | 168,630

Tabela 10.13. Wartosci trzech pierwszych obciazenn krytycznych plyty o statej grubogdci,

obciazonej zgodnie z rysunkiem 10.7b), otrzymane dla trzech gestosci siatki MRS [106]

Wymiary N, | Rozw. anal. | Rozw. MEB Rozwiazanie MRS
plyty [2, 3] 9] 6x6 | 10x10 |16 x 16
l, =20m 1 252,662 254,801 229,890 | 243,600 | 248,650
l,=2,0m 2 - 269,193 246,110 | 259,540 | 264,410
Hy=0,00m | 3 - 340,384 285,230 | 314,850 | 326,200
l, =30m 1 356,786 359,733 331,570 | 347,380 | 353,170
ly, =2,0m 2 - - 337,641 | 362,295 | 371,679
Hy=0,00m | 3 - - 370,347 | 419,396 | 439,074

Tabela 10.14. Wartoéci trzech pierwszych obciazen krytycznych plyty o liniowo zmiennej

grubosci, obcigzonej zgodnie z rysunkiem 10.7a), otrzymane przy uzyciu siatki MRS 10x 10

Wymiary N.. Rozwigzanie MRS — siatka 10 x 10
plyty H,=15H, | HL=20H, | H =2,bHy | Hy = 3,0H,

l,=20m 1 132,425 184,234 230,908 271,063

l,=20m | 2 213,102 334,199 456,427 572,081
Hy=0,060m | 3 330,188 503,047 682,300 831,988

l, =30m 1 181,328 231,689 278,866 322,662

l,=2,0m 2 269,947 390,773 506,907 624,420
Hy=0,060m | 3 324,074 529,272 737,979 965,493

siatek: 5x 5, 10x 101 15x 15. W przypadku ptyty prostokatnej analogiczne r6éznice sa
rowne: 6,35%, 1,94% 1 1,08%. Mozna zatem stwierdzi¢, ze zadowalajaca dokladnosé

pierwszego obciazenia krytycznego uzyskano przy uzyciu siatek 10 x 10 oraz 15 x 15
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Tabela 10.15. Wartosci trzech pierwszych obciazen krytycznych plyty o liniowo zmiennej

grubosci, obcigzonej zgodnie z rysunkiem 10.7a), otrzymane przy uzyciu siatki MRS 15x 15

Wymiary N, Rozwigzanie MRS — siatka 15 x 15
plyty H,=15H, | H =2,0H, | Hy =2,5Hy | H = 3,0H,

l,=20m 1 133,019 183,444 225,662 256,558

l,=2,0m 2 216,683 341,850 469,498 588,920
Hy=0,00m | 3 343,659 529,321 714,029 867,681

l, =3,0m 1 183,464 234,959 282,294 324,288

l,=2,0m 2 275,468 406,224 530,824 649,202
Hy=0,06m | 3 332,890 555,507 771,025 970,506

Tabela 10.16. Wartosci trzech pierwszych obciazent krytycznych plyty o liniowo zmiennej
grubosci, obciazonej zgodnie z rysunkiem 10.7b), otrzymane przy uzyciu siatki MRS 10x 10

Wymiary | N, Rozwiazanie MRS — siatka 10 x 10
plyty Hy=15H, | HL =2,0Hy | HL =2,5H, | H, = 3,0H,

l, =2,0m 1 356,822 451,530 540,705 622,997

l,=2,0m 2 510,940 725,508 930,977 1140,952
Hy=0,05m | 3 616,705 972,349 1343,347 1769,970

l, =3,0m 1 475,490 571,600 661,893 749,692

ly,=2,0m 2 634,626 845,837 1067,032 1311,396
Hy=0,05m | 3 763,057 1110,739 1529,413 2033,606

Tabela 10.17. Wartoéci trzech pierwszych obciazen krytycznych plyty o liniowo zmiennej
grubosci, obcigzonej zgodnie z rysunkiem 10.7b), otrzymane przy uzyciu siatki MRS 16 x 16

Wymiary N.. Rozwigzanie MRS — siatka 16 x 16
plyty H,=15H, | HH =20Hy | Hy =2,bHy | H = 3,0H,

l,=20m 1 364,463 463,849 554,657 633,851

l,=2,0m 2 528,820 765,167 986,202 1192,906
Hy=0,06m | 3 642,443 1040,035 1416,934 1779,426

l,=30m 1 489,469 592,692 687,517 775,426

ly,=2,0m 2 667,448 901,182 1116,439 1322,201
Hy =0,06m | 3 819,499 1177,892 1518,804 1871,232

dla ptyty odpowiednio kwadratowej i prostokatnej. Przyjeto kryterium doktadnosci
okoto 1%.

Na podstawie analizy danych w tabeli 10.13 mozna stwierdzi¢, ze w przypadku
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plyty kwadratowej o stalej grubosci, obcigzonej liniowo zmiennym obcigzeniem N,
o roznych znakach, réznice procentowe miedzy wartoscia pierwszego obciazenia kry-
tycznego uzyskana przy zastosowaniu MRS a rozwigzaniem analitycznym wynosza:
9,01%, 3,59% i 1,59%, odpowiednio dla siatek: 5 x 5, 10 x 10 i 16 x 16. Analogiczne
roznice dotyczace plyty prostokatnej przyjmuja wartosci: 7,07%, 2,64% i 1,01%. Za-
tem w celu uzyskania zadowalajacej doktadnosci pierwszego obciazenia krytycznego,
przy zalozeniu kryterium okoto 1%, obliczenia dla plyty kwadratowej nalezaloby
przeprowadzi¢, stosujac gestszg siatke MRS, np. 18 x 18 lub 20 x 20. W przypadku
plyty prostokatnej mozna przyjac siatke MRS 16 x 16 jako wystarczajaca.

7 wartosci zestawionych w tabeli 10.15 wynika, ze w przypadku liniowo zmienne-
go obciazenia N, o stalym znaku, przyjmujac H;/Hs = 1,5, iloraz pierwszego obcia-
zenia krytycznego plyty o zmiennej oraz statej grubosci rownej Hy wynosi 1,491 1,73,
odpowiednio dla ptyty prostokatnej i kwadratowej, przy uzyciu siatki MRS 15 x 15.
Dla H,/Hy = 2,0, H;/Hy = 2,5 oraz Hy/Hy = 3,0 ilorazy te wynosza odpowiednio:
1,911 2,39, 2,291 2,94 oraz 2,64 i 3,34. Mozna wiec wyciagnaé wniosek, ze krotnoscé
wzrostu pierwszego obcigzenia krytycznego plyty o zmiennej grubosci wzgledem
wartosci tego obciazenia dla odpowiadajacej plyty o statej grubosci jest mniejsza
od ilorazu Hy/Hy w przypadku plyty prostokatnej oraz wieksza od niego dla plyty
kwadratowej.

Z danych w tabelach 10.14-10.15 mozna odczytaé, ze roznica procentowa wyni-
kow uzyskanych przy zastosowaniu siatki 15 x 15 w odniesieniu do siatki 10 x 10 wy-
nosi dla ilorazow: Hy/Hs = 1,5, Hy/Hs = 2,0, H;/Hy = 2,5 oraz H,/Hy = 3,0 odpo-
wiednio: 0,45%4,08%, 0,43%5,22%, 2,27%—4,65% oraz 2,94%5,35% w przypadku
plyty kwadratowej. W podanych przedziatach procentowych wieksze wartosci roznic
dotycza pierwszego obciazenia krytycznego dla Hy/Hy = 3,0 oraz trzeciego obcigze-
nia krytycznego dla pozostatych ilorazow H;/Hs. W przypadku plyty prostokatne;
analogiczne réznice procentowe miedzy wynikami otrzymanymi przy uzyciu siatek
10 x 101 15 x 15 wynoszg dla kolejnych ilorazow H;/H, odpowiednio: 1,18%—2,72%,
1,41%-4,96%, 1,23%—4,47% oraz 0,50%-3,97%. W podanych przedziatlach wieksze
wartosci réznic dotycza drugiego obciazenia krytycznego dla ilorazow Hi/Hy = 2,5
i Hi/Hy = 3,0 oraz trzeciego obciazenia krytycznego w przypadku pozostatych re-
lacji Hy/Hs. Z przedstawionych réznic procentowych wynika, ze wartosci obciazen
krytycznych nalezy obliczy¢, przyjmujac gestsze siatki MRS, w celu zaobserowania
wyraznej zbieznodci uzyskiwanych wynikéw. Mozna przyjaé, ze zbieznos¢ ta rozpo-

czyna sie od siatki MRS, dla ktoérej otrzymane wartosci obciazen krytycznych nie
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roznig sie wiecej niz o 1% w porownaniu z najblizsza przyjeta siatka o mniejszej
gestosci.

Na podstawie wynikow zamieszczonych w tabeli 10.17 mozna wyciagnaé¢ wnio-
sek, ze w przypadku liniowo zmiennego obcigzenia N, o réznych znakach, zaktadajac
H,/Hy = 1,5, iloraz pierwszego obciazenia krytycznego ptyty o zmiennej grubosci
do wartosci tego obciazenia dla odpowiadajacej plyty o statej grubosci réwnej Ho
wynosi 1,39 1 1,47, odpowiednio dla ptyty prostokatnej i kwadratowej, przyjmujac
siatke 16 x 16. Dla H,/Hy = 2,0, H;/Hy = 2,5 oraz H,/H> = 3,0 ilorazy te wy-
nosza odpowiednio: 1,68 1 1,87, 1,95 1 2,23 oraz 2,20 i 2,55. Przedstawione wartosci
sa mniejsze od odpowiadajacych im w plycie z obciazeniem o stalym znaku i nie
przekraczaja odpowiednich relacji Hy/Hs.

Z danych zawartych w tabelach 10.16-10.17 wynika, ze r6znica procentowa warto-
Sci obciazenia krytycznego uzyskanych przy uzyciu siatek MRS 15 x 15 oraz 10 x 10
wynosi dla Hy/Hy = 1,5, Hi/Hy = 2,0, Hy/Hy = 2,5 oraz Hy/H> = 3,0 odpo-
wiednio: 2,14%4,17%, 2,73%-6,96%, 2,58%—5,48% oraz 0,53%—1,74% w przypadku
plyty kwadratowej. W podanych przedziatach procentowych wieksze wartosci réznic
dotycza drugiego obciazenia krytycznego dla Hy/Hy = 2,51 H/Hs = 3,0 oraz trze-
ciego obciazenia krytycznego w pozostatych wariantach Hy/H,. W przypadku plyty
prostokatnej analogiczne réznice procentowe miedzy wynikami otrzymanymi przy
zastosowaniu siatek 10 x 10 i 15 x 15 wynosza dla kolejnych ilorazéw H;/Hs odpo-
wiednio: 2,94%—7,40%, 3,69%—6,54%, 0,69%—4,63% oraz 0,82%—7,98%. W podanych
przedziatach procentowych wieksze wartosci réznic dotycza drugiego obciazenia kry-
tycznego dla Hy/Hy = 2,01 Hy/Hy = 2,5 oraz trzeciego obciazenia krytycznego przy
zalozeniu pozostalych ilorazéw H,/Hs. Z podanych roznic procentowych wynika, ze
wartosci obcigzen krytycznych nalezy obliczy¢ dla gestszych siatek MRS, stosujac
kryterium zbiezno$ci okreslone podczas interpretacji wynikow zawartych w tabe-
lach 10.14-10.15.

Poréwnujac ze soba wyniki w tabelach 10.14-10.15 oraz 10.16-10.17, mozna
stwierdzi¢, ze wieksze wartosci obcigzen krytycznych otrzymano dla ptyty, na ktora
natozono liniowo zmienne obciazenie o réznych znakach, zgodnie z rysunkiem 10.7b).
Uzyskane w tym przypadku wartosci pierwszego i drugiego obciazenia krytycznego
wzrosty ponad 2-krotnie w odniesieniu do plyty z obcigzeniem o stalym znaku we-

dtug rysunku 10.7a).






11. Podsumowanie 1 wnioski koncowe

Niniejsza dysertacje poswiecono szeroko rozumianej analizie dZzwigaréw powierzch-
niowych — ptyt cienkich — z uwzglednieniem ortotropii materiatowej, obecnosci osrod-
ka zewnetrznego w postaci ptynu oraz dodatkowych wiezéow lepkosprezystych. Gtow-
ny element pracy stanowita analiza dynamiki plyt zanurzonych w ptynie lub posa-
dowionych na podporach lepkosprezystych, w ujeciu deterministycznym i losowym.
Zaprezentowana na poczatku dysertacji analize statyki nalezy traktowaé jako roz-
dzial wprowadzajacy w gtowny nurt poznawczy, a zadania statecznosci poczatkowe;j
plyt w ujeciu metody roéznic skonczonych, przedstawione na koncu pracy, stanowia
jego naturalne, krotkie uzupetnienie.

W nizej przedstawionych podrozdziatach zestawiono najwazniejsze wnioski z ba-
dan przeprowadzonych w dysertacji, ktore podzielono na cztery kategorie [116]. Do-
konano skroconej analizy uzyskanych wynikoéw w celu udzielenia odpowiedzi na sfor-
mulowane pytania badawcze oraz oceny poprawnosci postawionych hipotez (wnioski
poznawcze, merytoryczne). Nastepnie, w ramach wnioskow metodycznych, oceniono
prace ze wzgledu na poprawnos¢ przyjetej metodyki badawczej. W podrozdziale po-
Swieconym wnioskom aplikacyjnym przedstawiono mozliwosci i zakres wykorzystania
wynikow pracy w praktyce inzynierskiej oraz naukowej. Ostatnia grupa wnioskéw,
tzn. wnioski prognostyczne, zawiera wskazanie kierunkéw dalszych badan nad pro-

blemami zwigzanymi z tematyka dysertacji.

11.1. Whnioski poznawcze

W niniejszej rozprawie doktorskiej przeprowadzono analizy pozwalajace udzieli¢
odpowiedzi na postawione w rozdziale 2 pytania badawcze. Odnoszac sie do sformu-
towanych pytan, sktadajacych sie na gléwny problem badawczy, mozna wyciaggnaé

nizej zapisane wnioski:

1. Wplyw czynnikow, takich jak umieszczenie pltyty w ptynnym osrodku zewnetrz-
nym, wyposazenie jej w lepkosprezyste ttumiki drgan oraz anizotropowa struk-
tura, na wartosci czestosci drgan wtasnych, przedstawia sie nastepujaco:

a) Umieszczenie plyty w osrodku wodnym spowodowalo zmniejszenie wartosci
jej czestosci drgan wlasnych w porownaniu z ptyta znajdujaca sie w prozni.

Wielkosé tego spadku zalezy od:
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e sposobu podparcia ptyty — w sytuacji swobodnego podparcia na obwodzie
otrzymano wiekszy spadek w poréwnaniu z podparciem typu wsporniko-
wego,

e postaci funkcji sztywnosci pltyty — w przypadku liniowo zmiennej grubosci
analizowany spadek wartosci czestoSci drgan wiasnych ptyty wspornikowe]
zmniejsza sie wraz ze wzrostem jej grubosci przy utwierdzonej krawedzi,

e materiatu plyty — w przypadku materiatu ortotropowego otrzymano znacz-
ny spadek czestosci drgan wlasnych plyty, w wyniku zanurzenia jej w pty-
nie, w poréwnaniu z analizowana pltyta o identycznych wymiarach, wyko-
nang z materiatu izotropowego,

e glebokosci zanurzenia plyty w wodzie — spadek wartosci czestosci drgan
wlasnych zwicksza sie wraz ze wzrostem tej gltebokosci.

Masa dotaczona, uwzgledniajaca obecno$é ptynu, ma zatem znaczny wplyw
na charakterystyki dynamiczne plyty.

Wyposazenie ptyty w lepkosprezyste ttumiki drgan zaskutkowato zwieksze-
niem wartosci czestosci drgan wtasnych powstalego uktadu w pordéwnaniu
z plyta nie posiadajaca ttumikéw. Wielkos¢ tego wzrostu zalezy od:

e liczby ttumikéw zamocowanych do plyty — im wigksza jest ta liczba, tym
wieksze sg wartodci czestosci drgan wlasnych uktadu ptyta—ttumiki,

e wartosci parametrow charakteryzujacych ttumiki zamocowane do plyty,

e temperatury otoczenia tlumikéw — wzrost wartosci czestosci drgan wla-
snych uktadu ptyta—ttumiki zmniejsza sie¢ wraz ze wzrostem temperatury
otoczenia w poréwnaniu z temperaturag referencyjna.

Jako przyczyne wzrostu czestosci drgan mozna wskazaé zwiekszenie sztyw-
nosci uktadu z powodu wystepowania elementow sprezystych w ttumikach.
Material, z ktérego wykonano analizowana ptyte ma wplyw na wartosci jej
czestosci drgan wlasnych. W pracy badano efekty zmiany materiatu z izotro-
powego (stal) na ortotropowy (bor—zywica epoksydowa) dla plyty swobodnie
podpartej. Odnotowano nastepujace obserwacje:

e W przypadku umieszczenia obu badanych plyt w prézni stwierdzono, ze
zmiana materialu z izo- na ortotropowy spowodowala wzrost wartosci
pierwszej czestosci drgan wlasnych o 12% oraz spadek drugiej i trzeciej
czestosci odpowiednio o 25% i 35% (przyklad 4.4).

e W sytuacji catkowitego zanurzenia badanych ptyt w wodzie wykazano,

ze wskutek rozwazanej zmiany materialu nastapit spadek wartosci trzech
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pierwszych czestosci drgan wlasnych odpowiednio o 42%, 61% oraz 55%
(przyktad 5.4).
Zmiana materialu badanego elementu plytowego moze zatem spowodowac
zaréwno zmniejszenie, jak i zwiekszenie warto$ci wybranej czestosci drgan

wlasnych.

2. Na podstawie przyktadow zamieszczonych w rozdziatach 3-6, gdzie te same za-

gadnienia analizowano przy zastosowaniu r6znych metod numerycznych sposrod

MES, MRS oraz MEB, mozna odnotowa¢ nastepujace spostrzezenia:

a)

b)

W przypadku analizy statycznej ptyt, przeprowadzonej przy uzyciu MES oraz
MRS (rozdzial 3), stwierdzono, ze efektywnos¢ zastosowanej metody w znacz-
nej mierze zalezy od schematu podparcia badanej ptyty.

e Dla prostokatnej ptyty wspornikowej z przyktadu 3.1 szybsza zbiezno$c¢
wartosci ugiecia wybranych jej punktoéw otrzymano, korzystajac z metody
elementow skoriczonych. Przy zastosowaniu metody réznic skoniczonych
konieczne bylo uzycie gestszej siatki w celu uzyskania poprawnych wyni-
kow.

e Analizujac rézne schematy podparcia kwadratowych ptyt z przyktadu 3.2,
stwierdzono, ze wartosci ugiecia ich punktu srodkowego obliczone przy
uzyciu MES byly blizsze wynikom analitycznym w poréwnaniu z MRS
w przypadku plyty utwierdzonej na obwodzie, podpartej swobodnie na
dwoch krawedziach oraz podpartej w sposob mieszany (dwie krawedzie
swobodnie podparte i dwie krawedzie utwierdzone). Z kolei w sytuacji
swobodnego podparcia plyty na obwodzie doktadniejsze wyniki oraz ich
szybsza zbieznos¢ otrzymano przy zastosowaniu MRS.

Przeprowadzajac analize dynamiczng plyt umieszczonych w prézni, zgod-
nie z metodologiami MES oraz MRS (rozdzial 4), stwierdzono, ze sposrod
dwoch badanych schematow podparcia (swobodne podparcie na obwodzie lub
utwierdzenie na jednej krawedzi — przyklady 4.1 oraz 4.2) najblizsze wynikom
analitycznym czestosci drgan wlasnych otrzymano przy zastosowaniu MES.
W sytuacji uzycia MRS w analizie ptyty podpartej swobodnie na obwodzie
otrzymano wyniki o zadowalajacej doktadnosci, natomiast analizujac ply-
te wspornikowa, sformutowano wniosek o koniecznosci zastosowania gestszej
siatki w poréwnaniu z odpowiadajaca dyskretyzacja MES.

Podczas badan drgan wtasnych ptyt zanurzonych w ptynie, przeprowadzonych
przy uzyciu kombinacji metod numerycznych MES-MEB oraz MRS-MEB

(rozdzial 5), stwierdzono, ze efektywnos$¢ zastosowanych metod zalezy od
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schematu podparcia badanych ptyt, ich gltebokoSci zanurzenia w cieczy oraz
numeru rozwazanej czestosci drgan.

e Na podstawie analizy w przyktadzie 5.1 prostokatnej ptyty podpartej swo-
bodnie na obwodzie oraz zanurzonej catkowicie w wodzie, wykazano, ze
zastosowanie kombinacji metod MRS-MEB pozwolito otrzymac¢ doktad-
niejsze wartosci czterech pierwszych czestosci drgan wtasnych w poréwna-
niu z poltaczeniem metod MES-MEB. Jako kryterium doktadno$ci przy-
jeto w tym przypadku réznice w odniesieniu do wynikéw uzyskanych przy
pomocy MEB, zawartych w dostepnej literaturze. Jesli roznica nie prze-
kroczyta 1%, to wyniki uznano za wystarczajaco dokladne.

e W przypadku prostokatnej ptyty wspornikowej zanurzonej catkowicie w wo-
dzie, rozwazanej w przyktadzie 5.2, doktadniejsze wartosci pierwszej i trze-
ciej czestosci drgant wlasnych uzyskano przy zastosowaniu poltaczenia me-
tod MRS-MEB. Z kolei dla drugiej i czwartej czestosci korzystniejsze oka-
zalo sie uzycie kombinacji MES-MEB. W celu oceny doktadnosci odnie-
siono sie do zawartych w literaturze wynikéw otrzymanych analitycznie.
Dla obu zastosowanych kombinacji metod numerycznych sformutowano
wniosek o konieczno$ci przyjecia gestszych siatek MES oraz MRS w po-
rownaniu z przypadkiem plyty podpartej swobodnie na obwodzie.

e Podczas analizy w przyktadzie 5.5 prostokatnej plyty wspornikowej za-
nurzonej czesciowo w wodzie w pozycji pionowej otrzymano najblizsze
analitycznym wartosci pierwszej i czwarte] czestosci drgan wtasnych przy
zastosowaniu kombinacji metod MRS-MEB dla wiekszosci przypadkow
glebokosci zanurzenia. Kombinacja MES-MEB okazala sie by¢ doklad-
niejsza przy wyznaczaniu drugiej i trzeciej czesto$ci drgan wlasnych.

e Badajac w przykladzie 5.6 prostokatna ptyte wspornikowa zanurzona w wo-
dzie w pozycji poziomej, z uwzglednieniem granicy osrodkoéw proznia—woda,
doktadniejsze wartosci pierwszej i czwartej czestosci drgan wtasnych otrzy-
mano przy uzyciu kombinacji metod MRS-MEB dla wiekszo$ci przypad-
kow wzglednej gtebokosci zanurzenia ptyty. Wyniki obliczen drugiej i trze-
ciej czestosci drgan wiasnych bardziej zblizone do analitycznych uzyskano
przy zastosowaniu kombinacji MES-MEB.

d) W przypadku analizy dynamicznej uktadu plyt zanurzonych w plynie, prze-
prowadzonej przy uzyciu kombinacji metod numerycznych MES-MEB oraz
MRS-MEB (rozdziat 6), stwierdzono, ze efektywnosé¢ zastosowanych metod

zalezy od schematu podparcia badanych ptyt, sposobu ich utozenia wzgledem
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siebie oraz numeru rozwazanej czestosci drgan. O podobienistwie wynikow
uzyskanych za pomoca obu kombinacji metod MES-MEB i MRS-MEB de-
cyduje zblizona gestosé¢ siatki podobszarow cieczy, ktorej odpowiada gestsza
siatka MRS w poroéwnaniu z siatka MES.

e W przypadku uktadu dwoéch swobodnie podpartych plyt zanurzonych
w plynie, lezacych w jednej ptaszczyznie (przyktad 6.1) kombinacja metod
MES-MEB pozwolita otrzymacé¢ dokladniejsze wartosci pierwszej i drugiej
czestosci drgan wilasnych, tzn. blizsze wynikom uzyskanym przy uzyciu
MEB, zawartym w dostepnej literaturze. Z kolei obliczajac czestosci od
czwartej do szdstej, korzystniejsza okazala sie by¢ kombinacja MRS-MEB.

e Podczas analizy uktadu dwoch wspornikowych ptyt zanurzonych w plynie,
lezacych w dwoch plaszezyznach rownoleglych (przykiad 6.2) otrzymano
doktadniejsze wartosci pierwszej, drugiej, piatej i szostej czestosci drgan
wlasnych przy uzyciu kombinacji metod MRS-MEB, tzn. bardziej zbli-
zone do zawartych w literaturze rozwigzan uzyskanych w wyniku zasto-
sowania MEB. Z kolei korzystniejsze wyniki obliczen trzeciej i czwartej
czestosci drgan otrzymano, stosujac kombinacje MES-MEB.

3. W przyktadzie 7.1 wyznaczono zaleznos¢ pierwszej czestosci drgan whasnych od
temperatury otoczenia na podstawie analizy plyty wspornikowej wyposazonej
w trzy lepkosprezyste ttumiki drgan. W wyniku przeprowadzonych badan sfor-
mutowano nastepujace wnioski:

e Wraz ze wzrostem temperatury pierwsza czesto$¢ drgan wlasnych uktadu
plyta—ttumiki maleje i dazy do ustalonej wartosci, ktora jest bliska czesto-
ci drgan wlasnych plyty nie posiadajacej ttumikow (roznica wynosi oko-
to 1,14%).

e Dla temperatur o wartosciach zblizonych do temperatury referencyjnej pierw-
sza czestosé drgan wlasnych badanego ukladu jest o okoto 10% wyzsza w po-
rOwnaniu z wartoscig tej czestosci w przypadku plyty bez ttumikow.

e Mozna okresli¢ wartos¢ temperatury, powyzej ktorej pierwsza czestosé drgan
whasnych plyty z ttumikami pozostaje stata (w analizowanym przykladzie ta
temperatura wynosi okolo 8°C).

4. W przykltadach zawartych w rozdziale 8 otrzymano nastepujace optymalne loka-
lizacje ustalonej liczby ttumikéw lepkosprezystych na powierzchniach analizowa-
nych ptyt:

e dla plyty wspornikowej wyposazonej w jeden ttumik lepkosprezysty (przy-
ktad 8.1) — w poblizu srodka jej swobodnej krawedzi,
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dla ptyty utwierdzonej na dwoch sasiednich krawedziach i swobodnie pod-
partej na trzeciej krawedzi, wyposazonej w cztery tlumiki lepkosprezyste
(przyklad 8.2) — w czterech sasiednich weztach siatki MES znajdujacych sie
w poblizu miejsca wystepowania ekstremalnego przemieszczenia na wykresie

pierwszej postaci drgan wtasnych ptyty.

W kazdym przypadku zastosowano metode optymalizacyjna roju czastek (PSO),

w ktorej przyjeto kryterium maksymalizacji bezwymiarowego wspotczynnika ttu-

mienia pierwszej postaci drgan ().

. Na podstawie przyktadow zamieszczonych w rozdziatach 4-6 oraz w rozdziale 10

mozna sformutowaé¢ ponizsze wnioski odnosnie zaleznos$ci miedzy warto$ciami

czestosci drgan wiasnych lub obciazen krytycznych otrzymanymi dla ptyty o li-

niowo zmiennej grubos$ci H, gdzie Hy < H < Hy, oraz odpowiadajacej jej ptyty

o statej grubosci H = Hy:

a)

Analizujac w przyktadzie 4.3 dynamike wspornikowej ptyty o liniowo zmien-
nej grubosci, umieszczonej w prozni, stwierdzono, ze pierwsza czestosé drgan
wlasnych otrzymana przy spetnieniu zaleznosci Hy/Hy = 2 (gdzie Hy oraz Hy
— grubosci przy krawedziach plyty, odpowiednio utwierdzonej oraz przeciwle-
gtej swobodnej) jest 2,15-krotnie wieksza w pordéwnaniu z wartoscia tej cze-
stosci uzyskanej dla plyty o stalej grubosci H = Hy. W przypadku Hy/Hy = 3
oraz Hy/Hs = 4 wzrost rozwazanej czestosci drgan jest odpowiednio 3,4- oraz
4,7-krotny.

W przypadku analizy dynamicznej zanurzonej catkowicie w wodzie wsporni-
kowej plyty charakteryzujacej sie liniowo zmienna gruboscia (przyktad 5.3)
spelniajaca zaleznosci kolejno: Hy/Hy = 2, Hy/Hy = 3 oraz H,/Hy = 4
stwierdzono, ze otrzymana pierwsza czestos¢ drgan wlasnych jest odpowied-
nio: 2,3-, 3,8-, oraz 5,5-krotnie wieksza w poréwnaniu z ptyta o statej grubosci
H = H,.

Analiza dynamiczna wspornikowej plyty o liniowo zmiennej grubosci, zanu-
rzonej czesciowo w wodzie w pozycji pionowej (przyktad 5.7) pozwolita sfor-
mulowa¢ wniosek, ze w przypadku H;/Hs = 2 otrzymano okolo 2,2-2,3-krotny
wzrost wartosci pierwszej czestosci drgan wlasnych w poréwnaniu z odpo-
wiednia plyta o stalej grubosci H = H,. Dla H,/H, = 3 analogiczny wzrost
tej czestosci jest 3,8-krotny.

W przypadku uktadu dwéch plyt swobodnie podpartych o liniowo zmiennej
grubosci, zanurzonych catkowicie w wodzie oraz lezacych w jednej plaszczyz-

nie (przyktad 6.3) stwierdzono, ze spelnienie warunku H,/H, = 2 dla kazdej
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z plyt uktadu (gdzie Hy oraz Hs, oznaczaja odpowiednio maksymalng oraz
minimalnga grubosé plyty, mierzone wzdtuz podpartych krawedzi) skutkuje
okoto 1,7-krotnym wzrostem wartosci czestosci drgan wlasnych w poréwnaniu
z ukladem ptyt o stalej grubosci H = H,.

Analizujac w przykladzie 6.4 uktad dwoch plyt wspornikowych o liniowo
zmiennej grubo$ci, zanurzonych catkowicie w wodzie oraz lezacych w dwdch
plaszczyznach réwnoleglych, otrzymano okoto 2,3-krotny wzrost pierwszej
i drugiej czestosci drgan wlasnych w wyniku zmiany grubosci ptyt uktadu ze
statej (tzn. H = H,) na liniowo zmienna, spetniajaca zaleznos¢ Hy/Hy = 2.
W przypadku analizy statecznosci ptyt prostokatnych, podpartych swobod-
nie lub utwierdzonych na obwodzie, wpltyw ich liniowo zmiennej grubosci H
(spelniajacej nierownos¢ Hy < H < Hj) na warto$¢ obciazenia krytycznego
zalezy od schematu jego dzialania.

e Na podstawie analizy plyty jednokierunkowo $ciskanej (przyktad 10.1)
o liniowo zmiennej grubosci spelniajacej zaleznos¢ Hi/Hy = 1,5 stwier-
dzono, ze otrzymana warto$¢ pierwszego obcigzenia krytycznego wzrosta
1,8-krotnie w odniesieniu do plyty majacej statyg grubos¢ H = Hy. W sy-
tuacji gdy Hy/Hy = 2 oraz Hy/Hy = 2,5 wzrost rozwazanego obciazenia
krytycznego jest odpowiednio 2,5- oraz 3-krotny.

e W przypadku plyty obcigzonej w dwoch kierunkach stalym obcigzeniem
normalnym, $ciskajacym lub rozciagajacym plyte (przyklad 10.2), spel-
nienie warunku H;/Hy = 1,5 skutkuje okoto 1,64-1,84-krotnym wzrostem
wartosci pierwszego obcigzenia krytycznego w poréwnaniu z odpowiednia
plyta o statej grubosci H = H,. Dla H,/Hy = 2 oraz Hi/Hy, = 2,5
analizowane zwiekszenie wartosci pierwszego obcigzenia krytycznego ply-
ty jest odpowiednio 2,6-3,7-krotne oraz 3,13-4,53-krotne, w zaleznosci od
ksztaltu jej powierzchni srodkowej (prostokatna lub kwadratowa).

e Analizujac plyte obcigzong stycznie do krawedzi (przyktad 10.3), kto-
rej liniowo zmienna grubo$é spelnia zaleznosci kolejno: Hy/Hy = 1,5,
H,/Hy =2 oraz H,/Hy = 2,5, otrzymano odpowiednio: 1,71-1,84-krotny,
2,39-2,84-krotny oraz 3,08-3,94-krotny wzrost wartosci pierwszego obcig-
zenia krytycznego w poréwnaniu z odpowiednig plyta o stalej grubosci
H = H,. Wigksze wartosci w podanych przedziatach dotycza ptyt kwa-
dratowych.

e Pierwsze obciagzenie krytyczne plyty obciazonej liniowo zmiennym obciag-

zeniem normalnym o statym znaku (przyktad 10.4, rysunek 10.7a) wzrosto
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w odniesieniu do ptyty o statej grubosci odpowiednio: 1,49-1,73-krotnie,
1,91-2,39-krotnie oraz 2,29-2,94-krotnie w wyniku zmiany grubosci na li-
niowo zmienna, spelniajaca kolejno zaleznosci: Hy/Hy = 1,5, Hy/Hy = 2
oraz Hy/Hy = 2,5. Wigksze wartosci w podanych przedziatach otrzymano
dla pltyt kwadratowych.
e Analizujac plyte obciazona liniowo zmiennym obciazeniem normalnym
o roznych znakach (przyklad 10.4, rysunek 10.7b), otrzymano odpowied-
nio: 1,39-1,47-krotne, 1,68-1,87-krotne oraz 1,95-2,23-krotne zwicksze-
nie wartosci pierwszego obciazenia krytycznego jako skutek przejscia ze
statej na liniowo zmienna grubos¢ plyty, ktora spetnia kolejno warunki:
H,/Hy = 1,5, Hy/Hy = 2 oraz Hy/Hy; = 2,5. Wieksze wartosci w poda-
nych przedziatach dotycza ptyt kwadratowych.
W tabeli 11.1 zestawiono krotnosci wzrostu warto$ci pierwszej czestosci drgan
wilasnych w wyniku zmiany grubosci ptyty ze statej (H = H,) na liniowo zmienna
taka, ze iloraz maksymalnej (H;) i minimalnej grubosci (Hs) nalezy do zbioru
Hy/H, € {2, 3, 4}. Krotnosci wyrazono ilorazem w!"” /w'® gdzie w!" oraz w!”
oznaczaja pierwsza czestos¢ drgan wlasnych wyznaczong dla ptyty o odpowiednio
liniowo zmiennej oraz statej grubosci.
Tabela 11.1. Krotnos¢ wzrostu pierwszej czestosci drgan wtasnych w wyniku zmiany gru-

bosci ptyt lub ich uktadéw, analizowanych w rozdziatach 4-6, ze statej na liniowo zmienna

Rodzaj plyty Przyktad w%l)/wf) dla H,/Hj:
lub uktadu ptyt z rozdz. 4-6 2 3 4
wspornikowa w prozni 4.3 2,15 | 34| 4,7
wspornikowa, catkowicie w wodzie 5.3 2,3 3,81 5,5
wspornikowa, cze$ciowo w wodzie 5.7 2,2-2,3 | 3,8 -
uktad plyt swobodnie podp. w wodzie 6.3 1,7 -
uktad pltyt wspornikowych w wodzie 6.4 2,3 -

W tabeli 11.2 zestawiono krotnosci wzrostu wartosci pierwszego obciazenia kry-
tycznego na skutek zmiany grubosci ptyty, analogicznie jak w tabeli 11.1, przy
czym przyjeto, ze Hy /Hy € {1,5, 2, 2,5}. Krotnosci zapisano jako iloraz N1 /Nep 2,
gdzie N, oraz N, o oznaczaja pierwsze obciazenie krytyczne wyznaczone dla
plyty o odpowiednio liniowo zmiennej oraz statej grubosci.

6. W przyktadzie 9.1 wykonano analize probabilistyczng plyty wspornikowej wy-
posazonej w trzy lepkosprezyste ttumiki drgan. Wyznaczono wartosci znormali-

zowanego gradientu wrazliwosci dla wybranych parametrow projektowych maja-
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Tabela 11.2. Krotnoé¢ wzrostu pierwszego obciazenia krytycznego ze wzgledu na zmiane

grubodci ptyt, analizowanych w przyktadach 10.1-10.4, ze statej na liniowo zmienna

Rodzaj Przyktad | Ng.1/Ne o dlailorazow Hy/Hy:
obcigzenia z rozdz. 10 1,5 2 2,5
normalne 1-kierunkowe 10.1 1.8 2,5 3,0
normalne 2-kierunkowe 10.2 1.64-1.84 | 2,6-3,7 | 3,13-4,53
styczne do krawedzi plyty 10.3 1,71-1,84 | 2,39-2,84 | 3,08-3,94
liniowo zmienne (rys. 10.7a) 10.4 1,49-1,73 | 1,91-2,39 | 2,29-2,94
liniowo zmienne (rys. 10.7b) 10.4 1,39-1,47 | 1,68-1,87 | 1,95-2,23

cych wplyw na wartosci czestosci drgan wtasnych uktadu pltyta—ttumiki. Na pod-
stawie przeprowadzonych badan sformutowano wniosek, ze szczegdlnie wrazliwe
na zjawiska losowe sg geometryczne parametry projektowe, tzn. grubos$¢ ptyty
oraz dlugos¢ jej boku. Najwieksza ujemna warto$é¢ gradientu, wynoszaca —1,908,
zostala wyznaczona dla dlugosci boku plyty. Z kolei w przypadku grubosci ptyty

otrzymano najwicksza dodatnia warto$¢ gradientu réwng 1,136.

Na podstawie przedstawionej powyzej analizy wynikéow badan mozna uznaé, ze
odpowiedZ na postawione pytania badawcze zostalta udzielona, a problem badawczy
rozwigzany.

W kolejnych, nizej opisanych punktach dokonano oceny poprawnoéci hipotez 1-4

zestawionych w rozdziale 2. Sformutowano w tej kwestii nastepujace wnioski:

1. W wiekszosci przypadkow pojedyncezych plyt zanurzonych w ptynie zastosowanie

kombinacji metod numerycznych MRS-MEB pozwolito otrzymaé¢ doktadniejsze
wartosci pierwszej czestosci drgai wlasnych w poréwnaniu z uzyciem potacze-
nia metod MES-MEB. Jako kryterium poréwnawcze, umozliwiajace dokonanie
oceny doktadnosci, przyjeto rozwigzania analityczne lub otrzymane zgodnie z me-
todologia MEB, zawarte w dostepnej literaturze.
Analizujac pozostalte czestoséci drgan, jak rowniez uktady plyt zanurzonych w pty-
nie, mozna stwierdzi¢, ze efektywno$¢ zastosowanych metod numerycznych zale-
zy od czynnikow, takich jak schemat podparcia ptyty, glebokos¢ jej zanurzenia
w cieczy czy sposob ulozenia wzgledem siebie ptyt stanowiacych uktad.

2. Na podstawie analizy przeprowadzonej w przyktadzie 7.1 mozna stwierdzié, ze
spelnione zostato kryterium poprawnosci postawionej hipotezy 2, tzn. dla tem-
peratur bliskich temperaturze referencyjnej otrzymano pierwsza czesto$é drgan

wlasnych ukladu plyta—tlumiki réznigeg sie o okoto 10% od odpowiedniej war-
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tosci dla ptyty bez ttumikéw. Ustalone kryterium nie zostalo jednak spelnione
w przypadku plyty analizowanej w przyktadzie 8.1, gdzie przy optymalnym roz-
mieszczeniu czterech tltumikow otrzymano w temperaturze referencyjnej wzrost
pierwszej czestosci drgan wlasnych uktadu o okoto 7,5% w poréwnaniu z plyta
bez ttumikow.

3. Badania przeprowadzone w przyktadach 8.1-8.2 pozwalaja dowies¢ stusznosci
hipotezy 3, poniewaz w wyniku zastosowania metody optymalizacyjnej roju cza-
stek wraz z kryterium maksymalizacji bezwymiarowego wspolczynnika ttumienia
pierwszej postaci drgan otrzymano optymalne rozmieszczenie ustalonej liczby
ttumikow lepkosprezystych na powierzchni badanych ptyt.

4. Na podstawie obliczen wykonanych w przyktadzie 9.1 dowiedziono poprawnosci
hipotezy 4, tzn. wykazano, ze odpowiedZ dynamiczna badanej plyty jest naj-
bardziej wrazliwa na geometryczne parametry projektowe. Dla tych parametrow
uzyskano wartosci znormalizowanego gradientu wrazliwosci spetniajace zatozone

kryterium poprawnosci hipotezy.

Podsumowujac powyzsze spostrzezenia, mozna stwierdzi¢, ze na podstawie ba-
dan przeprowadzonych w dysertacji wykazano stusznos¢ hipotez 3 i 4. Ponadto nie-
znaczne ostabienie sformutowanego kryterium poprawnosci hipotezy 2 pozwoliloby
wyciggnaé¢ pozytywny wniosek rowniez o jej stusznosci. Z kolei hipoteza 1 zostala
spelniona dla czedci sposrod rozwazanych w pracy przypadkow.

Ostatecznie uznano, ze osiggnieto zamierzony cel rozprawy, poniewaz zawarte
w niej analizy umozliwity przedstawienie rozwigzania problemu badawczego oraz
przeprowadzenie dyskusji odnosnie spetnienia kryteriow swiadczacych o poprawnosci

postawionych hipotez.

11.2. Wnioski metodyczne

W niniejszym podrozdziale przedstawiono wnioski stanowiace ocene poprawnosci
zastosowanej w dysertacji metodyki badawczej. Uzyte w pracy metody numeryczne
mozna podzieli¢ na cztery grupy, ktore stosowano w analizie konkretnego zadania
badawczego. Zestawiono je ponizej wraz z najwazniejszymi wnioskami wynikajacymi

z przeprowadzonych badan oraz oceng wiarygodnosci uzyskanych wynikow.

1. metoda elementow skoriczonych (MES), metoda roznic skoriczonych (MRS), me-

toda elementow brzegowych w polaczeniu z metoda elementéow skoiiczonych
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(MES-MEB) lub metoda elementéw brzegowych w polaczeniu z metoda roznic

skoniczonych (MRS-MEB)

a) Metody uzyto w analizie statycznej (MES, MRS) oraz dynamicznej plyt
umieszczonych w prozni (MES, MRS) lub zanurzonych catkowicie badz cze-
Sciowo w plynie (MES-MEB, MRS-MEB), a takze w analizie ich statecznosci
(MRS).

b) Jako kryterium poprawnosci uzytych metod przyjeto nie wieksza niz 1% roz-
nice miedzy uzyskanymi wynikami a wartosciami zawartymi w literaturze,
otrzymanymi analitycznie lub zgodnie z metodologia MEB.

¢) Zastosowanie wymienionych metod numerycznych lub ich odpowiednio do-
branej kombinacji (MES, MRS, MES-MEB, MRS-MEB) pozwolilo otrzyma¢
poprawne wartosci szukanych przemieszczenn punktéw plyty, charakterystyk
dynamicznych lub obcigzen krytycznych przy uzyciu siatki MES lub MRS
o wtasciwie dobranej gestosci.

d) Poréwnanie wynikow przeprowadzonych analiz z warto$ciami pochodzacymi
z literatury bylo mozliwe wylgcznie dla ptyt o stalej grubosci, przy typowych
przypadkach podparcia i obcigzenia.

e) Spehienie przyjetego kryterium poprawnosci dla standardowych schematow
plyt pozwolito uogélni¢ prowadzone badania na bardziej zlozone zagadnie-
nia (plyty o zmiennej grubosci, charakteryzujace sie nietypowymi warunkami
podparcia) oraz stwierdzi¢ o wiarygodnosci uzyskanych wynikow.

2. metoda elementéw skoriczonych w potaczeniu z metoda podprzestrzennych ite-
racji oraz metoda kontynuacji

a) Metody zastosowano, wykonujac analize dynamiczna ptyt wyposazonych w lep-
kosprezyste ttumiki drgan oraz rozwiazujac nieliniowe problemy wtasne.

b) Wyniki uzyskane przy pomocy metody elementéw skoriczonych oraz meto-
dy kontynuacji uznano za poprawne, poniewaz przebieg wykresu zaleznosci
pierwszej czestosci drgan whasnych (lub bezwymiarowego wspotezynnika thu-
mienia pierwszej postaci drgan) ukladu plyta-ttumiki od temperatury oto-
czenia plyty okazal sie zblizony do charakteru wykresu otrzymanego w pra-
cy |31], sporzadzonego dla ram wyposazonych w lepkosprezyste ttumiki drgan.

¢) Zastosowane dwa sposoby rozwigzywania nieliniowych probleméw wlasnych®

1 Pierwszy sposob polegal na uzyciu wyltacznie metody kontynuacji w celu rozwigzania petnego
problemu wtasnego. W sposobie drugim uzyto metode podprzestrzennych iteracji jako narzedzie
pomocnicze stuzace zredukowaniu wymiaru pierwotnego zadania, ktére nastepnie rozwiazywano,

stosujac metode kontynuacji.
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mozna przyjac jako poprawne w analizowanych zagadnieniach, poniewaz otrzy-
mano identyczne wyniki przy uzyciu kazdego z nich. Korzystniejsze okazato
sie jednak dotaczenie metody podprzestrzennych iteracji do obliczei nume-
rycznych z uwagi na mniejszy naktad obliczeniowy potrzebny do rozwigzania
zredukowanego problemu wtasnego.

d) O wiarygodnosci uzyskanych wynikow swiadczy fakt wzrostu otrzymywanych
wartosci czestosci drgan wlasnych w miare wyposazania badanej ptyty w ko-
lejne thumiki lepkosprezyste. Jest to spowodowane zwiekszeniem sztywnosci
uktadu ptyta—ttumiki ze wzgledu na wystepowanie elementéw sprezystych
w ttumikach.

e) Uzyskane wyniki mozna uogdlni¢ na dowolng liczbe ttumikéw lepkosprezy-
stych zamocowanych do plyty, posiadajacych dowolnie przyjete wartosci pa-
rametrow.

3. metoda optymalizacji rojem czastek (PSO) w polaczeniu z metoda elementow
skoniczonych oraz metoda kontynuacji
a) Metody umozliwily rozwiazanie zadania optymalnego rozmieszczenia ustalo-

nej liczby ttumikéw lepkosprezystych na powierzchni plyty w celu uzyskania
maksymalnego efektu ttumienia jej wybranej postaci drgan.

b) Stwierdza sie, ze zastosowana metodyka jest poprawna, a uzyskane wyniki
wiarygodne, poniewaz w analizowanych zagadnieniach otrzymano optymalne
potozenie jednego, jak réwniez czterech ttumikoéw na powierzchniach ptyt,
odpowiednio wspornikowej oraz charakteryzujacej sie mieszanym sposobem
podparcia. Optymalna lokalizacja ttumikow zostata skoncentrowana w prze-
widywanym obszarze wystepowania ekstremalnych przemieszczen na wykre-
sach rozwazanej postaci drgan wtasnych badanych ptyt.

¢) Efektywnosé¢ metody optymalizacyjnej PSO zalezy od doboru wartosci jej pa-
rametrow charakterystycznych (wspolczynniki uczenia, waga inercji), a takze
rodzaju przyjetej funkeji celu.

d) Uzyskane wyniki mozna uogoélni¢ na zadania optymalizacyjne dla przypad-
kow wiekszej ustalonej liczby ttumikéw zamocowanych do ptyt podpartych
w nietypowy sposob.

4. metody obliczania charakterystyk probabilistycznych zmiennej losowej: meto-
da potanalityczna (SAM), uogodlniona metoda perturbacji stochastycznej (SPT),
metoda symulacyjna Monte-Carlo (MCS), w polaczeniu z metodami wymienio-
nymi wp. 112

a) Metody zastosowano w analizie dynamicznej ptyt badz ich uktadéw zanurzo-
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nych w cieczy lub wyposazonych w lepkosprezyste thumiki drgan, w ujeciu
losowym.

b) Zastosowanie kombinacji metod MES-MEB oraz MRS-MEB przy wyznacza-
niu charakterystyk probabilistycznych, w analizie dynamicznej uktadu dwoch
plyt zanurzonych w ptynie, pozwolito otrzymac¢ bardzo podobne wyniki kon-
cowe. Wieksza réznice zaobserwowano jedynie na wykresach kurtozy, sporza-
dzonych dla zmiennej losowo gestosci ptynu. Mozna zatem obie kombinacje
metod MES-MEB oraz MRS-MEB uzna¢ za poprawne w kontekscie wyzna-
czania momentow losowych.

¢) Przy zastosowaniu kazdej z trzech alternatywnych metod probabilistycznych
(SAM, MCS, SPT) otrzymano w przeprowadzonych analizach zblizone do sie-
bie warto$ci momentoéw losowych, obliczanych dla wybranych czestosci drgan
wlasnych ptyt. Nieco wieksze odstepstwo wynikéw, w poréwnaniu z metodami
SAM oraz SPT, zaobserwowano w przypadku metody MCS, co jest efektem
jej symulacyjnego charakteru. Obliczenia przeprowadzone przy uzyciu me-
tody SAM mozna przyja¢ jako doktadne w kontekscie probabilistycznym,
a zatem zgodno$¢ wynikow uzyskanych trzema metodami (SAM, SPT, MCS)

stanowi potwierdzenie ich poprawnosci.

11.3. Wnioski aplikacyjne

Zawarte w niniejszej dysertacji wyniki badan otrzymano przy uzyciu nastepuja-
cych autorskich procedur obliczeniowych opracowanych w §rodowisku numerycznym

Octave:

1. algorytm catkowania numerycznego majacy na celu utworzenie macierzy sztyw-
nosci czteroweztowego elementu skoriczonego typu plQ4 [1], uzytego do opisu
deformacji plyty cienkiej,

2. algorytm tworzenia macierzy operatoréw réznicowych umozliwiajacy przeprowa-
dzenie analizy statycznej, dynamicznej lub statecznosci ptyt cienkich o stalej lub
zmiennej grubosci, zgodnie z metodologia MRS,

3. algorytm budowy macierzy bezwtadnosci pltyty oraz plynu zastosowany w ce-
lu przeprowadzenia analizy dynamicznej ptyt zanurzonych catkowicie lub cze-
Sciowo w plynie w ujeciu potaczonych metod elementéw skoniczonych i brze-
gowych (MES-MEB) lub metod roznic skoriczonych i elementow brzegowych
(MRS-MEB),
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4. rozszerzenie algorytmow z p. 3 na przypadek analizy dynamicznej uktadéw dwoch
plyt zanurzonych catkowicie w ptlynie,

5. algorytm numerycznego rozwiazywania nieliniowego problemu wtasnego, zgodnie
z zasadami metody kontynuacji, pozwalajacy przeprowadzi¢ analize dynamiczng
plyty spoczywajacej na skorniczonej liczbie podpor lepkosprezystych, opisanych
przy pomocy modelu klasycznego lub utamkowego,

6. algorytm wyznaczania optymalnego rozmieszczenia ustalonej liczby thumikow
lepkosprezystych na powierzchni plyty przy uzyciu metody roju czastek (PSO)

wraz z kryterium maksymalizacji efektu ttumienia wybranej postaci drgan.

Ponadto w pracy zawarto wyniki analizy dynamicznej ptyt wyposazonych w lep-
kosprezyste ttumiki drgan w ujeciu losowym, opracowane na podstawie przygoto-
wanego w §rodowisku Maple autorskiego algorytmu umozliwiajacego wyznaczanie
charakterystyk probabilistycznych przy uzyciu metody poédtanalitycznej. W algoryt-
mie zawarto réwniez procedure obliczania znormalizowanego gradientu wrazliwosci
dla parametrow projektowych, opracowana w celu oceny wplywu ich losowosci na
odpowiedZ dynamiczng badanego uktadu.

Przedstawione wyzej procedury obliczeniowe, opracowane na potrzeby przepro-
wadzenia zawartych w pracy analiz, charakteryzuja sie wzgledna prostota i maja
charakter aplikacyjny. Moga zosta¢ wykorzystane w praktyce inzynierskiej w celu
utworzenia oprogramowania przydatnego przy projektowaniu plytowych elementéw
konstrukcyjnych. Algorytmy mozna rozbudowac tak, aby stanowitly pomocne narze-
dzie przy projektowaniu uktadow, takich jak np. plyty fundamentowe, powierzchnie
sterowe statkow lub elementy maszyn.

Zamieszczone w pracy procedury stuzace przeprowadzeniu analizy dynamicznej
plyt wyposazonych w lepkosprezyste thumiki drgan mozna praktycznie wykorzystac
w celu utworzenia modelu podtoza lepkosprezystego oraz wyznaczenia charaktery-
styk dynamicznych plyty na takim podiozu. Uktad plyta-podloze lepkosprezyste
stanowi model np. plyty fundamentowej na podltozu gruntowym.

W dysertacji w sposob inzynierski uproszczono ztozone zagadnienia z hydrospre-
zystosci, co umozliwia wykorzystanie ich w praktyce projektowej. Zaprezentowane
analizy dynamiczne plyt o zmiennej grubosci, zanurzonych w plynie, mozna zasto-

sowa¢ w procesie projektowania powierzchni sterowych statkow.
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11.4. Whnioski prognostyczne

Na podstawie przeprowadzonych analiz sugeruje sie nastepujace kierunki dal-
szych badan, pozwalajacych wyjasni¢ kolejne problemy zwigzane z tematyka niniej-

szej TOZprawy:

1. analiza statyczna, dynamiczna i statecznosci plyt przeprowadzona przy uzy-
ciu MES:
e rozszerzenie analiz na przypadek plyt o nietypowych ksztattach,
e zastosowanie np. trojkatnych elementoéw skoriczonych w celu dyskretyzacji
powierzchni §rodkowej plyty,
e rozbudowanie zadania na sytuacje, gdy ptyta wykazuje uszkodzenia powierzch-
niowe w postaci zarysowan,
2. analiza statyczna, dynamiczna i stateczno$ci ptyt przeprowadzona przy uzy-
ciu MRS:
e uwzglednienie przypadku ptyt o gruboéci zmieniajacej sie w sposob nieliniowy,
3. zadanie dynamiki ptyt spoczywajacych na podporach lepkosprezystych:
e rozbudowanie zadania w celu przeprowadzenia analizy ptyt fundamentowych
o dowolnym ksztalcie, spoczywajacych na podtozu lepkosprezystym,
e dostosowanie procedur obliczeniowych do przypadku tlumikéw zamocowa-
nych w dwoch punktach do powierzchni ptyty i nie taczacych jej z podtozem,
e zastapienie ttumikoéw lepkosprezystych mocowanych do pltyty warstwami lep-
kosprezystymi zlokalizowanymi w obrebie jej grubosci,
4. analiza dynamiczna pojedynczych plyt lub uktadéw dwoch plyt zanurzonych
w plynie:
e rozszerzenie zadania na przypadek ukltadéw dowolnej liczby ptyt,
e uwzglednienie interakcji plyt z ptynem $cisliwym.
5. zadanie wyznaczenia optymalnej lokalizacji ttumikéw na powierzchni plyty przy
uzyciu metody PSO:
e przyjecie innej funkcji celu niz zastosowana w dysertacji,
6. badania niezawodno$ci elementéw konstrukcyjnych wyposazonych w lepkospre-
zyste thumiki drgan opisane za pomocg modelu utamkowego:
e kontynuowanie badan zwigzanych z zastosowaniem miary bezpieczenstwa ob-

liczanej przy uzyciu entropii wzglednej i teorii Bhattacharyya.
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A. Uwzglednienie warunkoéw podparcia plyt
w metodzie réznic skonczonych

W niniejszym dodatku zamieszczono szczegdtowy opis przeksztalcen macierzy
operatorow réoznicowych A, wyrazonej wzorem (3.86) oraz stanowiacej macierz ukla-
du rownan (3.85), ze wzgledu na warunki podparcia analizowanych ptyt. Przeksztal-
cenia opisane w kolejnych podrozdziatach wykonano dla trzech podstawowych sposo-
bow zamocowania ptyt. Uwzglednienie warunkéw podparcia pozwala wyeliminowaé
wartosci ugie¢ w tzw. punktach fikcyjnych, zlokalizowanych poza powierzchnia ptyty,
podczas zapisywania rownania roznicowego (3.39) dla kolejnych weztow siatki MRS
pokazanych na rysunku 3.4. W réwnaniu (3.39) ugiecia w punktach fikcyjnych, odpo-
wiadajace pewnym parom indeksoéw i oraz j, nalezy zastepowaé¢ wybranymi réwna-
niami sposrod (3.71)—(3.84). Kazda para indeksow (i, ), gdzie i = 1,2,3,...,m+1
oraz j = 1,2,3,...,n + 1, oznacza konkretny wezel siatki MRS. Sposob indeksacji
wezlow pokazano na rysunku 3.4 i zgodnie z nim indeksy ¢ oraz j oznaczaja numer
odpowiednio pionowej oraz poziomej linii wchodzacej w sktad siatki MRS. Ponadto
przyjeto, ze wartosci indekséw i oraz j rosna w kierunku odpowiednio od strony

lewej do prawej oraz od dotu do gory.

A.1. Plyta podparta przegubowo na obwodzie

W przypadku plyty podpartej przegubowo na obwodzie nalezy wzia¢ pod uwage
zerowe ugiecia w punktach siatki MRS lezacych na krawedziach plyty. Ponadto
uwzglednia si¢ zerowe momenty zginajace M, oraz M, na krawedziach odpowiednio

lewej /prawej oraz dolnej/gorne;j.

1. Uwzglednienie zerowych ugie¢ na dolnej/gornej krawedzi plyty
a) Ze wzoru (3.73) wynika, ze:
Wi = W21 = W31 = = Wmp41,1 = 0,
Win4+1 = Won+1 = W3n+1 = * " = W4l n+l = 0.
b) W macierzy blokowej (3.86) nalezy pierwszy i ostatni wiersz oraz pierwsza

i ostatnig kolumne przeksztalci¢ w ten sposob, ze macierze-bloki na przekatne;j

gtownej (A, A,.11) zastepuje sie macierzami jednostkowymi, a w miejsce
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pozostalych macierzy-blokow (By, Cy, Dy, Eq, B,,, C,,_1, D,,, E,,_1) wstawia
sie macierze zerowe.
2. Uwzglednienie zerowych ugieé¢ na lewej/prawej krawedzi plyty

a) Ze wzoru (3.71) wynika, ze:

Wy = W12 = W13 = *** = Wint1 = 0,

Wm+1,1 = Wm41,2 = Wm41,3 = *°° = Wit n+l — 0.

b) W macierzy blokowej (3.86) nalezy przeksztalci¢ poszczegolne macierze-bloki
w taki sposob, ze pierwszy i ostatni wiersz oraz pierwszg i ostatnia kolumne
wypelnia sie zerami, a na przekatnej gtownej w tych wierszach i kolumnach
przyjmuje sie wartosé¢ jednostkows.

3. Uwzglednienie zerowych momentow zginajacych M, oraz M, na krawedziach
odpowiednio dolnej/gornej oraz lewej/prawe;

a) Podczas zapisywania rownania (3.39) dla punktow wewnetrznych plyty, bez-
posrednio sasiadujacych z punktami na jej krawedziach (czyli dla j € {2,n},
i€{2,3,4,...m} oraz dla i € {2,m}, j € {3,4,...n — 1}), nalezy dokona¢
ponizszych modyfikacji pozwalajacych wyeliminowac¢ ugiecia wsg, W; pnt2, Wo
oraz Wp+2,; W punktach fikcyjnych lezacych na zewngtrz ptyty, w bezposred-

nim sasiedztwie jej krawedzi. Skorzystano z warunkow (3.72) oraz (3.74).

Dla j = 2:

i=2 = (a10)22wo2 = —(10)22wa 0raz (a1)2Wa = —(a11)2Ws2,
i=3,4,5,....m—1 = (aq1)pwip = —(a11)pw;:,

1=m = (a11>m2wm0 = —(0411)m2wm2 oraz (0413)m2wm+2,2 = _(a13)m2wm2~

Dla j=3,4,5,...,n—1:

i=2 = (a10)2jwo; = —(10)25wa;,

i=m = (013)mjWmr2,; = —(013)mjWm;-

Dla j =n:

i=2 = (ai0)mWon = —(10)2nWan 0TaZ (12)2pWan2 = —(Q12)2nWan,
i=3,4,5,....m—1 = (q12)inWint2 = —(12)inWin,

t=m = (012)mnWmn+2 = —(12)mnWmn 013z (013)mnWmt2.n = — (013 ) mnWin.-

b) Z powyzszego zapisu wynika, ze w macierzy (3.86) zmodyfikowac nalezy tylko
macierze-bloki A, wyrazone wzorem (3.87). Przyjmuja one wowczas naste-

pujace postacie:
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e macierz A,
(10 0 |
0 (A2)22 (044)22 (0413)22
0 (a2)s2 (Ag)ss ()3 (a13)32
(0410)42 (Of2)42 (A‘2)44 (&4)42 (Oé13)42 ’ (A.l)
(Oélo)m—1,2 (a2)m—1,2 (Az)m—l,m—l (044)m—1,2 0
(Oé1o)m,2 (OéQ)m,Q (A2)m,m 0
i 0 0 1 ]
gdzie:
(A2)22 = (041 — Q10 — 0611)22,
(Ag)m = (Oél — &11),’72 dla Z = 3, 4, 5, N 1,
(Az)m,m = (041 — Q11 — a13)m,27
e macierze A dla j =3,4,5,...,n—1
(10 0 ]
0 (Aj)ae (cu)ey;  (€13)y
0 (a2)3; (1) () (Q13)3;
(10)sj (c2)s; (1) (aa)ay  (Qu3)s (A2)
(a’lo)m—Lj (a2)m—1,j (Oél)m—l,j (a4)m—1,j
(@10)mj  (@)mj  (Aj)mm
— O 0 —
gdzie:
(Aj)zz = (CV1 - 0410)2]',
(Aj)m,m = (061 - al?))m,j’
e macierz A,
(1 0 0 |
0 (An>22 (a4)2,n (a13)2,n
0 ()sn (An)ss  (cu)sm (a13)3m
(a10)4,n (a2)4,n (An)44 (a4)4,n (a13)4,n ’ (A.3)

(0410>m71,n (OCQ)mfl,n

(alo)m,n

(An)mfl,mfl (054)77171,71 0

(a2)m,n

0

(An)m,m 0

0 1
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gdzie:

(An)22 = (al — Q0 — 0412)2,71,

(A)ii = (g —aga)in dlai =345 ...,m—1,

)

(An)m,m = (al — Q12 — a13>m,n-

Ostatecznie, dla przypadku plyty podpartej swobodnie na obwodzie, macierz A

ukltadu réownan (3.85) mozna zapisa¢ w postaci:

I 0 O
0 A, By G,
0 D, A; Bs; Cs
E, D3 Ay B, Cy

L d (n+1)x(n+1)

gdzie:

e macierze A; (j =2,3,4,...,n) wyznacza sie zgodnie ze wzorami (A.1)—(A.3),
e macierze B; i D, (j =2,3,4,...,n — 1) wyrazone s3 wzorami (3.88) i (3.90),
e macierze C; i E; (j =2,3,4,...,n — 2) okreslaja wzory (3.89) i (3.91),

e macierz I — jednostkowa o wymiarze (m + 1) x (m + 1),

e macierz 0 — zerowa o wymiarze (m + 1) x (m + 1).

Uwaga

W sytuacji tzw. mieszanego podparcia ptyty na obwodzie, tzn. przegubowo na wy-
branych krawedziach i w sposéb utwierdzony na pozostatych z nich, warunki zero-
wania sie momentow zginajacych (3.72) i (3.74) nalezy zastapi¢ dla krawedzi utwier-
dzonych warunkami zerowania sie katow obrotu (3.76) oraz (3.78). Oznacza to, ze

wzory (A.1)—(A.3) ulegaja nastepujacym modyfikacjom:

e dolna krawedz utwierdzona — wpotczynnik aqq nalezy dodawaé¢ zamiast odejmo-
wac, obliczajac elementy na przekatnej gtéwnej macierzy A, (wzor (A.1)),

e gorna krawedz utwierdzona — wpotczynnik oo nalezy dodawaé zamiast odejmo-
wac, obliczajac elementy na przekatnej gtownej macierzy A,, (wzor (A.3)),

e lewa krawedz utwierdzona — wpolczynnik a9 nalezy dodawaé¢ zamiast odejmo-

waé, obliczajac elementy na przekatnej glownej macierzy A; (wzory (A.1)-(A.3)),
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e prawa krawedZ utwierdzona — wpotczynnik ay3 nalezy dodawa¢ zamiast odejmo-

wagé, obliczajac elementy na przekatnej gtéwnej macierzy A ; (wzory (A.1)-(A.3)).

A.2.

Plyta podparta swobodnie na dwéch krawedziach

W podrozdziale rozpatrzono ptyte swobodnie podparta na jej lewej i prawej

krawedzi zgodnie z rysunkiem 3.5b). Uwzgledniajac warunki brzegowe, nalezy wzia¢

pod uwage zerowe ugiecia oraz zerowe momenty zginajace M, w punktach siatki

MRS lezacych na lewej i prawej krawedzi plyty. Ponadto w rozwazanej sytuacji

obowiazuja dodatkowe warunki dotyczace swobodnej krawedzi dolnej oraz gorne;j.

1. Uwzglednienie zerowych ugieé¢ na lewej/prawej krawedzi plyty

a)

b)

Ze wzoru (3.71) wynika, ze:

Wy = Wig = W13 =+ = Wy pte1 = 0,

Wm+1,1 = Wm41,2 = Wm41,3 = = Wntlnt+l = 0.
W macierzy blokowej (3.86) dokonuje sie identycznego przeksztalcenia jak
w podrozdziale A.1 w p. 2, tzn. w kazde]j sktadowej macierzy-bloku pierwszy
i ostatni wiersz oraz pierwsza i ostatnia kolumne nalezy wypelni¢ zerami,

a na przekatnej gtoéwnej w tych wierszach i kolumnach wstawia sie wartosc

jednostkows.

2. Uwzglednienie zerowych momentow zginajacych M, na krawedzi lewej/prawe;

a)

Zapisujac rownanie (3.39) dla punktow wewnetrznych plyty, bezposrednio
sasiadujacych z punktami na jej krawedzi lewej/prawej (czyli dla i = {2, m},
j=11,2,3,...,n+1}), nalezy dokona¢ ponizszych modyfikacji w celu wyeli-
minowania ugie¢ wy j oraz wy,42; w punktach fikcyjnych lezacych na zewnatrz
plyty, w bezposrednim sasiedztwie jej lewej i prawej krawedzi. Z warunku
(3.72) wynika, ze

dlaj=1,2,3,...,n+1:

i=2 = (ai)2jwo; = —(0)25wa;,

i=m = (13)mjWmizj = —(013)mjWn;-
Dla j € {3,4,5,...,n—1} nalezy zmodyfikowa¢ wszystkie macierze-bloki A
zgodnie ze wzorem (A.2).
Dla j € {1,2,n,n + 1} nalezy w macierzach A; dokona¢ modyfikacji jak
w p. b), a ponadto niezbedne sa dalsze przeksztalcenia, opisane ponizej w p. 3,

ze wzgledu na krawedz swobodng dolna/goérna.
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3. Uwzglednienie swobodnej krawedzi dolnej/gornej
a) Przy pomocy warunkow (3.81) i (3.82) mozna wyeliminowa¢ z rownan (3.39)
ugiecia w; g, Wi _1, W;pto Oraz W; ,4+3 Wystepujace w punktach fikcyjnych le-
zgcych ponizej dolnej oraz powyzej gornej krawedzi plyty.
b) Przyjeto nastepujacy, uproszczony zapis wzorow (3.81) i (3.82):

Wi i1 = —W; j—1 + frwgj + Po(wi—1j + wit1 ), (A.5)
Wi jro = Wi j—2 + MW j—1 + Yowsj + v3(wi—1 -1 + Wit1,-1)+ (A.6)
+ Ya(wio1j + Wir1;) + V5 (Wisa; + Wita ),
gdzie:
]{72
k’2
Bo = _Vﬁ’ (A~8)
k2
k4 k2

k?2

V3 _2(2_V)ﬁ7 (All)
k2 k4

k’4

v5 =v(2 — I/)ﬁ. (A.13)

Korzystajac ze wzoru (A.5), mozna wyrazi¢ ugiecia w; o oraz w; ,+2, dla kolejnych

indeksow ¢ = 1,2,3,...,m + 1, przy pomocy ugie¢ wystepujacych w obrebie ptyty.

Dla j=1:

0 0 —wa21
i=1= wy=—"wa +6 wi +P2(we; +ws ) =0,

0

. o ~ =~ .
i =2 = wy = —Wa + Prwar + Po(Wir +ws1) = —was + Srway + Paws,
i =3 = wyy = —wsz + Srws + Po(war + way),
i=m—1= wy_10=—Wpn_12+ B1Wn_1,1 + Bo(Wn—21 + Wn1),

0
L=M = Wpo = —Wna+ L1Wm1 + Bo(Wm-11 4+ Wni11) = —Wm2 + S1Wn1 + LoWpm-11,
0 0 —Wm,1

. —~ —~ —~
i=m+1= Wyt10 = —Wnt12 +501 Wnt11 +62(Wim1 + Winto 1) = 0.
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Dlaj=n+1:
0 0 —W2 n+1
. = ~ —~ =
i =1= Wi ppe = — Wi, +51 W1 041 +02(Wont1 +woni1) =0,

0
1 =2= Wopys = —Way + b1Wons1 + Bo(Wintt +Wsnt1) = —Waopn + Srwoni1+

+ Bows 1,

1 =3 = W32 = —Wsp + Srwsns1 + Bo(Wons1 + Wang1),

it=m-—1= Wm—1n+2 = —Wm—-1,n + ﬁlwm—l,n-l—l + B2(wm—2,n+1 + wm,n+1)>
0

. ——

1=m = Wmmn+2 = —Wmn + Blwm,n—&—l + ﬂ?(wm—l,n—&—l + wm—l—l,n-{—l) -

= —Wmn + Blwm,n—i-l + 62wm—1,n+17
0 0 —Wm,n+1

. —~ — —
t=m+1= Wm+1,n+2 = — Wmt1,n +61 Wm+1,n+1 +62(wm,n+1 + wm+2,n+1) = 0.
Przy uzyciu wzoru (A.6) mozna przedstawic¢ ugiecia w; _y oraz w; ,,+3, przyjmujac

1 =2,3,4,...,m, tak aby zalezaly one od odpowiednich ugie¢ wewnatrz plyty.

Dla j=1:

0 0 —w21

Wo,_1 = Wz — YV1Wap — YoWa1 — Y3(Wio +wso) — Ya(wit +ws1) — v5(Wor +war) =
= Wa3 + Y1 Wa2 + Y1W21 + P2Ws31 + Y3W32 + P3Wy1,

1 =3:
0
_ A _
W, _1 = W3z — VW30 — YoWs1 — V3(Wao + Wag) — Ya(war + war) — v5(wi1 +ws1) =

= w33z + VW32 + Paws1 + ©2(wWar + war) + Y3(wa2 + Wa2) + P3ws1,
1 =4:
W1 = Wiz — VW0 — YoWa1 — Y3(Wso + Ws0) — Ya(wsr + ws1) — y5(war + wer) =

= wWy3 + Y Wa2 + Qa1 + @2(ws1 + ws1) + 3(ws2 + ws2) + ©3(war + wey),

t=m—2:

Wn—2,-1 = Wm—23 + NWm—22 + aWm—21 + P2(Win—31 + Wn-11)+
+ Y3 (Wim—32 + Wm—12) + @3(Wm—11 + Wi 1),

t=m—1:

Win—1,-1 = Wm-1,3 — N Wm-1,0 — V2Wm—11 — V3(Wm—2,0 + W)+
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0
—~
— Ya(Wim—21 + W) — V5(Wim—31 + Wimt11) = Win—1,3 + V1Wm—12 + QaWm_11+
+ ©a(Wim—21 + W) + V3(Wm—22 + Wn2) + ©3Wm-31,
1=m:
0 0
~—~ —~
Wiy, —1 = W3 — Y1Wm,0 — V2Wm1 — V3(Wm—1,0 + Wim+1,0) — Va(Wm—11 + Wint11)+

—Wm,1

—~
— Y5(Wm—21 + Wmi21) = W3 + M Wm2 + ©1Wm1 + ©2Wim—11 + V3Wm—12 + P3Wm—21.

Dlaj=n+1:

1=2:
0 0
Wa pt3 = Wap—1 + V1W2n + Y2W2nt1 + 73(@ +ws ) + Ya(Wi it FWs pg1)+
—W2 41

+ %(M FWyni1) = Wan—1 + NWop + (V2 — V5)Wont1 + Y3Ws0 + YaW3 pnp1+
+ VsWant1,

W3 543 = W31 + Y1W35 + VoWsmp1 + Y3(Wan + Wap) + Ya(Woni1 + Wapg1)+

+ Y5 (W1ns1 + W5 p41),

Wypts = Wan—1 + Y Wan + VoWani1 + Y3(Ws 0 + Ws0) + Ya(Wanp1 + Wspp1)+

+ v5 (w2 41 + We nt1),

t=m—2:

Wm—2n+3 = Wm—2,n—1 + M Wm—2,n + PV2Wm—2,n+1 + 73<wm73,n + wmfl,n)—i_
+ 74(wm—3,n+1 + wm—l,n-i—l) + VS(wm—él,n—&—l + wm,n—i—l)a

1t =m—1:

Wm—1,n+3 = Wm—1,n—1 + M Wm—1,n + T2Wm—1,n+1 + 73<wm72,n + wm,n)+

0
——
+ 74(wm72,n+1 + wm,nJrl) + 75(wm73,n+1 + wm+1,n+1) = Wm—1,n—1 + ’Ylwmfl,n—i_

+ YoWm—1,n+1 + Y3 (wm—Q,n + wm,n) + 74(wm—2,n+1 + wm,n+1) + Y5 Wm—3,n+1,

L=m:
0
Wmn+3 = Wmn—1 + T Wm,n + Y2Wm n+1 + 73 (fwmfl,n + wm+1,n>+
0 —Wm,n+1

— —
+ '74(wm—1,n+1 + wm—l—l,n—i—l) + ’75(wm—2,n+1 + wm+27n+1) - wm,n—l + Vlwm,n—'—

+ (Y2 = V5)Wimnt1 + V3Wim—1,0 + V4AWim—1,n+1 + V5Wim—2,n+1-
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W powyzszych wzorach przyjeto nastepujace oznaczenia:

¥1
P2
¥3
2!

Y2 + 7151+ 1382 — 75),
Y4+ 361 + 1152),

—(
—(
— (5 +7302),
—(v

181+ 72 + 279352).

Macierz A uktadu (3.85) charakteryzuje sie postacia blokowa wyrazona wzorem

(3.86). Poszczegolne bloki tej macierzy, w sytuacji swobodnego podparcia ptyty na

dwoch krawedziach, mozna wyznaczy¢, korzystajac z nizej zestawionych wzordw:

e macierze A; (j =3,4,5,...,n—1) — wzor (A.2),
e macierze B; (j =2,3,4,...,n— 1) — wzor (3.88),
e macierze C; (j :273,4,...,71—1) wzor (3.89),
e macierze D; (j =2,3,4,...,n—1) — wzor (3.90),
e macierze E; (j =1,2,3,...,n —2) — wzor (3.91),
e macierz A — ponizszy wzor (A.18):
10 0
0 (A1)22 (AI)QS (A1)24
0 (A1)32 (A1)33 (A1)34 (A1)35
(A1)42 (A1)43 (A1)44 (A1)45 (A-l)46
(A)m—1m-3 (A1)m-1m—-2 (A)m-1m-1
(A)mm—2  (A)mm—1
i 0
gdzie:

(A1)22 = (a1)21 — (10)21 + (ag)2161 +
1)i1 + (a3)i1 1 +

:(a

S,m—
= (1)m1 — (13)m1 + (a3)ma1 1 +
B + (ag)i1 f1 +

L,

ag)in + (@3)in

(
(

046)1‘,

a8)i,162 + (Oéll)i,lgpfi dla 7 = 27 37 47 cee, M
1ﬁ2 + (all)i,lgo?) dla 7 = 47 57 67 s, M

(Al)m—l,m 0

(Al )m,m O
0 1

(ag)21 P2 + (a11)2191,
()i 182 + (08)i1 B2 + (0r1)i1pa dla

(6)m,182 + (Q11)m,101,
(all)mg@ dla 1, = 2, 3,4, Ce
=3,4,5,...

_2’

L (A18)
7m 17
7m7
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e macierz By — ponizszy wzor (A.19):

(1?1)43 (B'1)44 (B1)4s (A1)

(Bl)m—l7m—2 (Bl)m—l,m—l (Bl)m—l,m
(Bl)m,mfl (Bl)m,m 0

i 0 1

gdzie:

(B1)ii = (a5)in — (a3)in + (ou1)iam dlai = 2,3,4, ... ,m,
(Bl)i,z‘-i—l = (Oég)m - (as)m + (0511)2’,1'73 dlai=2,3,4,...,m—1,
(B1)ii—1 = (a7)i1 — (ag)in + (0q1)i1ys dla i = 3,4,5,...,m,

e macierz C; — ponizszy wzor (A.20):

. (A20)

gdzie
(C1)ii = (12)i1 + (a1)in dlai =2,3,4,...,m,

e macierz Ay — ponizszy wzor (A.21):

1
0 (A2)22 (A2)23 (A2)24
0 (A2)32 (AQ)SS (A2)34 <A2)35
(A2)42 (52)43 (A2)44 (A2)45 (A2)46 , (A21)
(A2)m—1,m—3 (A2)m—1,m—2 (AQ)m—l,m—l (A2)m—1,m 0
(AQ)m,m—Q (AZ)m,m—l (A2)m,m O
i 0 0 1
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gdzie:
(A2)22 = (a1)22 - (0610)22 - (@11)22,
(Ag)i,i = (041)32 — (0411)32 dla 9, = 3, 4, 5, e, — 1,
(A2>m,m == (al m,2 (al3)m,2 - (all)m72a
(A.Q)Z‘J‘_lrl = (0[4)1'72 dla 7 = 2, 3, 4, N 1,
(Ag)m;l = (Oég)i’g dla 1= 3, 4, 5, e,y
(Ag)i,prg = (0613)1"2 dla Z = 2, 3, 4, N 2,
(AQ)Z‘J‘_Q = (QIO)i,Z dla ¢ = 4, 5, 6, e,y
e macierz Dy — ponizszy wzor (A.22):
_ . 0 _
0 (D1)22 (D1)23
(D1)s2 (D)3 (D1)34
(]?1)43 (]?1)44 (]?1)45 (A.22)
(D1>m—1,m—2 (Dl)m—l,m—l (Dl)m—l,m
(Dl)m,m—l (Dl)m,m 0
gdzie:
(D1)ii = (a3)i2 + (c11)i2f01 dla i =2,3,4,...,m,
(D1)ii+1 = (as)iz + (a11)i2fB2 dlai =2,3,4,...,m — 1,
(D1)iic1 = (26)i2 + (1) 202 dla i = 3,4,5,...,m,
e macierz A, — ponizszy wzor (A.23):
1 0 0 |
0 (An)22 (An)23 (An)24
0 (An)s (An)ss (An)za (An)ss
(Ay)a2 (A.n)43 (A.n)44 (A.n)45 (A‘n)46 ’ (A.23)

(An)mfl,m73 (An)mfl,mf? (An)mfl,mfl (An)mfl,m 0
(An)m,m—Q (An)m,m—l (An>m,m 0
0 0 1
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gdzie:

2n — (0410)2,n - (0412)2,717

= (aq)in dlai=2,3,4,...,m—1,
n)iie1 = (ag)in dlai=3,4,5,...,m,
n)iive = (ou3)in dlat=2,3,4,...,m — 2,
n)ii—2 = (o1o)in dla i =4,5,6,...,m,

e macierz B,, — ponizszy wzor (A.24):

1 0
0 (Bp)2z (Bn)os
(Bn)32 (Bn)33 (Bn>34

gdzie:

(Bn)m—l,m—2 (Bn)m—l,m—l (Bn)m—l,m

(0612)3@ dla i = 3,475, e, M — ]_,

Y

(Bn)m,m—l (Bn)m,m O
0o 1
(Bn)z,z - (055)2'@ + (0412)1',7151 dla 1= 27 37 47 cee, M,
(Bn)ijit1 = (9)im + (12)inf2 dlai =2,3,4,... . m—1
(Bn)i,i—l = (CV?)i,n + (a12)i,n62 dla 7 = 37 47 57 cee, My

e macierz A,y — ponizszy wzor (A.25):

1 0 0
0 (An+1)22 (An+l)23 (An+1)24
0 (A71+1)32 (An-l—l)dd (An-H )34 (An+l)35

(An+1)46

(An+1)m—Lm—3 (An+1)m—l,m—2 (An+1)m—1,m—1 (An,+1)m,—1,m 0
(A7L+l)m,m72 (An+l)m,m71 (An+l)m,m 0

0 0 1]

. (A24)

(A25)

(Ant1)22 = (1)2nt1 — (Q10)2n+1 + (@5)2.041 81 + (@9)2n1182 + (12)20+1(72 — 75),
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(An—i-l)i,i = (061)¢,n+1 + (047)2',n+152 + (ag)z’,nﬂﬁz + (045)z‘,n+151 + (Oélz)i,n+172 dla
1=3,4,5,...,m—1,
(Ani1)mm = (@) mnt1 = (@13)mpn+1 + (@5)mpn+161 + () mps1 P2+

+ (a12)mms1(72 = 75),
(Api1)iit1 = (Q)int1 + (05)int182 + (9)in+161 + (@12)int172 dla
1=2,3,4,....,m—1,
(Apt1)iic1 = (02)int1 + (@7)int181 + (5)int152 + (12)int174 dla
1=3,4,5,...,m,
(Ani1)iir2 = (Q13)ins1 + (@9)int182 + (12)in1ys dlad = 2,3,4,...,m — 2,
(Apt1)ii—2 = (010)im+1 + (@7)ims182 + (@12)int17s dlai = 4,5,6,...,m,

e macierz D,, — ponizszy wzor (A.26):

(10
0 (Dn)a (Dy)as

. (A.26)

(Dn)m—l,m—Q (Dn>m—1,m—1 (Dn)m—l,m
(Dn>m,m—1 (Dn)m,m 0
0 1

gdzie:

(Dn)u = (043)1;,n+1 - (a5)i,n+1 + (Oélz)i,nﬂ% dlai=2,3,4,...,m,
(Dn)iﬂ'—&-l = (a8)i,n+1 - (a9)i,n+1 + (alz)i7n+173 dlai=2,3,4,...,m—1,
(Dn)i,i—l = (%’)i,n+1 - (a7)i,n+1 + (0412)z‘,n+173 dlai=3,4,5,...,m,

e macierz E,, | — ponizszy wzor (A.27):

1
(En71)22
(En71)33
(Bnt)us , (A.27)
(En—l)m—l,m—l
(En—l)m,m
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gdzie

(En_1>m' = (alg)i,n_;,_l —+ (all)i,n+1 dla 1= 2, 3, 4, .o, M.

Uwaga
W przypadku ptyty utwierdzonej na dwoch przeciwlegltych krawedziach nalezy na
nich uwzgledni¢ zerowe katy obrotu. Oznacza to, ze w celu eliminacji ugie¢ wy ; oraz
W2 (1 =1,2,3,...,n+ 1) w punktach fikcyjnych korzysta si¢ z warunku (3.76)
i wtedy

dlaj=1,2,3,...,n+1:

i=2 = (ao)2jwo; = (Q10)2jway,

it=m = (Q13)mjWm+2; = (013)m;Wm,;-

Zatem macierze A ; przyjmuja postacie jak we wzorach (A.18), (A.21), (A.2), (A.23)
oraz (A.25) z ta roznica, ze obliczajac drugi i przedostatni element przekatnej glow-
nej tych macierzy, wspotczynniki aqg i a3 nalezy dodawaé zamiast odejmowag.
W efekcie wyzej zapisanych warunkéw dla krawedzi utwierdzonych zmianie ulegaja

nastepujace ugiecia w punktach fikcyjnych:

0 0 w21

Wy = —@+51ﬁ+52(ﬁ+w21) = 2[awoy,

0 0 Wm,1
Wint1,0 = — W12 +01 Wint1 1 +62(Wim 1 + Winto1) = 262Wi1,

0 0 W2,n+1
Wipt2 = — {U/I,\n"i_ﬁl Wi nt1 +02(Wo it +Wani1) = 2BoWa i1,
0 0 Wm,n+1

Wint1n42 = — Wing1,n 01 Wit 1041 +02(Wimnt1 + Wingont1) = 202Wim g1,

0 0 w21
~ N ~ N N
Wo,_1 = Wa3 — Y1Wap — VoW1 — Y3(Wi0 +wso) — Ya(wi1 +ws1) — v5(wor +war) =

= Wa3 + Y1Wa2 + Y W21 + Pows1 + Y3Ws2 + P3Wa1,

0 0
_ —~ —
Wiy, -1 = Win,3 — VWm0 — V2Wm1 — V3(Wm—1,0 + Wim+1,0) — Va(Wm—11 + Wint1.1)+
Wm,1
—N— /
— V5 (Wim—21 + Wimt21) = W3 + N1Wm2 + Q1Wm1 + ©2Wm—11 + V3Wm—12 + P3Wm_21,
0 0

NN —~
Wonts = Wopn—1 + V1Wapn + VoW nt1 + V3(Wi 0 +Ws0) + Y2 (W1 i1 W3 041)+

W2, n+1

—~
+ V5 (Wo i1 FWant1) = Wap—1 + N1Wan + (Y2 + V5)Want1 + V3W3 5 + YaW3 nr1+

+ V5W4pnt1,
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0
—N
Wmn+3 = Wmn—1 + Y1Wmn + YoWm,n+1 + 73(wm71,n + wm+1,n)+
0 Wm,n+1

— —
+ 74(wm71,n+1 + wm+1,n+1) + 75 (wme,nJrl + wm+2,n+1) = Wm,n—1 + f)/lwm,n_F

+ (V2 + 75) Wi nt1 + V3Wm—1,n + YaWm—1n+1 + VsWm—2n+1,

gdzie przyjeto oznaczenie:

o1 = —(v2+ 7151 + 37382 + 75). (A.28)

Dodatkowe zmiany nalezy zatem wprowadzi¢ w macierzach A, oraz A, .. Macierz
A okresla wzor (A.18) z ta roznica, ze drugi i przedostatni element na jej przekatnej
glownej oblicza sie zgodnie z ponizszym zapisem:

(A1)22 = (a1)21 — (@10)21 + (@3)2181 + (ag)21B2 + (Q1)2101 + 282 ()1,

(A1) mm = (@1)m1 — (013)m1 + (@3)m1 51 + (6)m, 182 + (011)m, 101 + 2B2(8)m.1-
Macierz A, wyrazona jest wzorem (A.25), przy czym zmiany dotycza drugiego

i przedostatniego elementu na przekatnej gtownej. Obliczajac te elementy, nalezy

skorzysta¢ z nastepujacych wzorow:

(Api1)22 = (1)2n41 — (10)2041 + (@5)2.0+101 + (9) 204182 + 2(a7) 204152+
+ (12)2m41(72 +75),
(A1) mm = (@) mmnt1 — (@13)mnt1 + (@) mnt151 + (@) mnt152 + 2(9)m nt1 52+

+ (@12)mnt1(V2 + 75).

A.3. Plyta utwierdzona na jednej krawedzi

W podrozdziale rozwazono pltyte utwierdzong na lewej krawedzi zgodnie z rysun-
kiem 3.5¢). W sytuacji takiego zamocowania nalezy wzia¢ pod uwage zerowe ugiecia
oraz zerowe katy obrotu ¢, w punktach siatki MRS lezacych na lewej krawedzi ptyty.
Uwzglednia sie takze dodatkowe warunki dotyczace swobodnych krawedzi: dolnej,

gornej i prawej oraz swobodnego naroza prawego.

1. Uwzglednienie zerowych ugie¢ na lewej krawedzi plyty

a) Ze wzoru (3.71) wynika, ze
Wy = W12 = W13 =+ = Winp41 = 0. (A29)

b) We wszystkich macierzach sktadowych tworzacych macierz blokowa (3.86)
wypelnia sie zerami pierwszy wiersz i pierwsza kolumne, a na przekatnej

gltownej w tym wierszu i kolumnie wstawia sie warto$¢ jednostkowa.
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2. Uwzglednienie zerowych katow obrotu ¢, na lewej krawedzi plyty

a)

Zapisujac rownanie (3.39) dla punktow wewnetrznych plyty, bezposrednio
sasiadujacych z punktami na jej lewej krawedzi (i =2, j =1,2,3,...,n+1),
nalezy dokona¢ nizej zapisanej modyfikacji. Wowczas mozliwe jest wyelimi-
nowanie ugie¢ wy ; w punktach fikcyjnych lezacych na zewnatrz plyty, w bez-

posrednim sasiedztwie jej lewej krawedzi. Skorzystano z warunku (3.76).

Dlaj=1,2,3,....n+1:

i =2 = (a19)2woj = (a10)2jWa;-

7 powyzszego zapisu wynika, ze macierze-bloki A ; skladajace si¢ na macierz
(3.86) nalezy zmodyfikowa¢ tak, aby dla j =1,2,3,...,n+ 1 byly wyrazone

wzorem ogolnym:

10 0
0 (Aj)2e (Aj)s (Aj)24
0 (Aj)a (Aj)ss (Aj)3a (Aj)35

(Aj)m-1m-3 (Ajm-tm-2 (Aj)m-1m-1 (Aj)m-1m (Aj)m—1m+1
(A]')m.,m—2 (A]')mm—l (Aj)m,m (A]’)m,m+1

(Apmirm-1 (Amrim  (Aj)mitmr |

(A.30)

gdzie

(Aj)a2 = (o1 + avp)e; dla j =3,4,5,...,n— 1.
Wartosci pozostalych elementow macierzy A zaleza od indeksu j i ustala si¢
je na podstawie warunkéw brzegowych dla swobodnych krawedzi oraz narozy

plyty.

3. Uwzglednienie swobodnej krawedzi dolnej/gornej

a)

b)

Postepujac jak w podrozdziale A.2, w p. 3, eliminuje sie z rownan (3.39)
ugiecia: w; o, Wi —1, Wint2 1 Wints, odpowiadajace punktom fikcyjnym leza-
cym ponizej dolnej oraz powyzej gérnej krawedzi ptyty. Nalezy skorzystaé
z warunkow (3.81) i (3.82).

Przyjeto uproszczony zapis warunkow (3.81) i (3.82), zgodnie ze wzorami

(A.5) i (A.6) przedstawionymi w podrozdziale A.2.

4. Uwzglednienie swobodnej krawedzi prawej

a)

Przy uzyciu warunkow (3.79) 1 (3.80) mozliwa jest eliminacja z rownan (3.39)
ugiet Wy,42; Oraz Wp43; wystepujacych w punktach fikcyjnych lezacych na

zewnatrz prawej krawedzi plyty.
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b) Przyjeto uproszczony zapis wzoréow (3.79) i (3.80), przedstawiony ponizej:

Wity = —Wi—1,5 + ﬁiwz’j + 5&(11%,];1 + w; j41), (A.31)
Witgj = Wi—gj + NWi—1; + VoWij + Y3(Wi1j1 + wi1 1)+ (A.32)
+ 4 (Wi 1 F wijyn) + (Wi goo + Wi i),
gdzie:
! h2
h2
/ h2
vp=—-414+(2- V)ﬁ , (A.35)
, ht h?

Vo = {6u(2 — V)F + Sﬁ + 4] , (A.36)

h2
% =202, (A.37)

h2 h4

! h4

Ve =v(2— V)ﬁ. (A.39)

5. Uwzglednienie swobodnego naroza prawego
a) Korzystajac z warunku (3.84), dokonuje sie eliminacji z rownan (3.39) ugiec¢
Wp42,0 OrAZ W2 nte W punktach fikcyjnych sasiadujacych ze swobodnymi
narozami ptyty.

b) Wzor (3.84) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

Wit1,j+1 = Wit1,j—1 T Wi—1 j41 — Wi—1j-1 =
= —3wj_1 -1+ frwi—1j + Biw; j—1 + Powi—o i+ (A.40)
+ Byw; j—2 + (By + Ba)wy;.
Stosujac wzor (A.5), mozna zapisa¢ zaleznodci pozwalajace przedstawié¢ ugiecia
W; 0 OTAZ Wj nt2, gdzie 1 = 1,2,3,...,m + 1, przy pomocy ugie¢ w punktach miesz-

czacych sie w obszarze plyty.

Dla j=1:
0 0 wa1
. ~ N ~ =~ ~ N
i=1: wyp=—"wia +L1 w1 +P2(wor +wa1) = 2Powoy,

1=2,3,4,...,m —1: wzory jak dla plyty analizowanej w podrozdziale A.2,




336  Dodatek A. Uwzglednienie warunkdéw podparcia ptyt w metodzie réznic skoriczonych

P=M: Wy = —Wna2+ BiWm1 + Bo(Wn—11 + Wini11), (A.41)
i=m+1: Wpt10=—Wnt12 + L1Wmi11 + Bo(Wim1 + Winta1). (A.42)
Dla j =n+1:

0 0 w2, n41
. =~ ~ = ~
i=1: Wipte = —Wipn +01 Wintr +52(Wont1 +Want1) = 200Wa 541,

1=2,3,4,...,m —1: wzory jak dla plyty analizowanej w podrozdziale A.2,

L=m: Wmnt2 = —Wmn + Blwm,n—l-l + BQ(wm—l,n—i—l + wm+1,n+1)7 (A43)
t=m+1:
Wing1n42 = —Wmtin + L1rWmsint1 + Bo(Wimnt1 + Wing2,n41)- (A.44)

Analogiczne postepowanie jak wyzej przeprowadza sie w odniesieniu do ugie¢

W; 1 OTAZ W; i3, gdzie i = 2,3,4,...,m+ 1. Nalezy wowczas uzy¢ wzoru (A.6).
Dla j=1:
1=2:
0 0 w21

N ~ N N
Wa,_1 = Wa3 — Y1Wa0 — YW1 — Y3(Wio +wsp) — Ya(wir +wsr) — v5(wor +war) =
= Wa3 + Y1Wa2 + P Wa1 + P2W31 + Y3Ws2 + ©3Wa1,

i=3,4,5...,m—2:

wzory jak dla ptyty analizowanej w podrozdziale A.2,

Win—1,-1 = Wm-1,3 — NWm-1,0 — V2Wm—-11 — V3(Wm—-20 + Wmno) +

—Ya(Wm—21 + Wim1) — V5(Wm—31 + Wimt11) = Wim—13 + V1Wm-12 + PaWm_11 +
+po(Wim—21 + W 1) + V3(Wim—22 + Wi 2) + @3(Wm—31 + Wnt11),

Wi, —1 = W3 = VWm0 — Y2Wim,1 — V3(Wn—1,0 + Wint1,0) +

—Ya(Wm—11 + Wmt11) — V5(Wim—21 + Wint21) = W3 + V1Wmo + (A.45)
+psWm 1 + P2(Wim—11 + Wint11) + ¥3(Wm-12 + Wimi12) +

+03(Wm—2,1 + Wmt21),

1=m+1:

Wint1,-1 = Wint1,3 — V1Wm41,0 — V2Wmt11 — V3 (Wm0 + Win20) +

—Y4 (Wi 1 + Wint21) — V5 (Wim—11 + Wint31) = Wint1,3 + N Wmt1,2 + (A.46)
FPaWmt1,1 + P2(Wm1 + Wint2,1) + 93(Wm2 + Winso2) +

+@3(Wim—11 + Wnts1)-
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Dlaj=n+1:
1 =2:
0 0
=~ —~
W48 = Wan—1 + YN1Wap + VoWant1 + V3(Wip +wW3p) + Y4 (Wi pg1 FW3np1) +
W2,n+1

—~
+75(Won41 FWant1) = Wap1 + Y1Wap + (Y2 + V5)Want1 + YsWs, +
FY4W3 1 + V5Wa 041,

1=3,4,5,...,m—2:

wzory jak dla plyty analizowanej w podrozdziale A.2,

1=m—1:

Wi 1043 = Win—1n-1 + NWm-10 + VoW1 041 + V3 (W20 + Winn) +
FY4(Win—2n41 + Winns1) + V5(Wim—3n11 + Wing1ms1),

Winnt3 = Winn—1 + Y Wmn + V2Wmnt1 + V3 (Wnm-1n + Wni1n) +

Y4 (Wim 1011 + Wi 1n41) + V5 (Wim—2n41 + Wing2,n11), (A.47)
Wint1,043 = Wint1.0-1 + V1Wmt1,0 + V2Wmt1n+1 + V3(Win + M) +

FY4(Wmnt1 + Wint2n11) + 5 (Win—1.n41 + Wint3.n+1)- (A.48)

Aby odpowiednio zapisa¢ ugiecia wy, 12, 0raz wy,y3; wystepujace w punktach

fikeyjnych, gdzie j = 1,2,3,...,n+ 1, nalezy wykorzysta¢ wzory (A.31) oraz (A.32).

Dlat=m+1:

j = 1: Wm+2,1 = —Wma + 5iwm+1,1 + 5é(wm+1,0 + wm—i—l,?)? (A49)

J =2 Wpi22 = —Wpa2+ 51wm+1,2 + 5§(wm+1,1 + Wit1,3), (A.50)

J =3 Wiz = —Wm3+ B1Wmi13 + By (Wimi12 + Wing14),

j=n—1:

Wint2.n-1 = —Wmn—1 + B1Wmt1n-1 + Bo(Wimt1n—2 + Wimi1n),

j=n:

Winy2.n = —Wimm + B1Wmt10 + Bo(Wins10-1 + Wins1,041) (A.51)
=n+1:

wm+2,n+1 - _wm,n+1 + Biwm—i-l,n-‘rl + Bé (wm—f—l,n + wm+1,n+2)- (A52)
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Dlat=m+41:

j=1:

/ ! /
Wint31 = Win—11 + V1 Wm1 + YoWmi11 + V3(Wmo + Wina) +

+Y4 (Wint1,0 + Wint1,2) + V5 (Wint1,—1 + Wing13),s (A.53)
] =2:

Wint32 = Win—12 + VW2 + VoWms1,2 + V3(Wim1 + Wims) +
4 Wiy 11+ Wing1,3) + 5 (Wimi1,0 + Wini1,a), (A.54)
J=3:

! / !
Wint33 = Win—1,3 + VW3 + VoWms1,3 + V3(Wim2 + Wma) +

+74 (Wma1.2 + Wint1a) + V5 (Wimi11 + Wit 5),

j=n—1:
/ / /
Wm+3n—1 = Wm—1,n—1 + Y1 Wm,n—1 + YoWm+1,n—1 + Wg(wm,n—Q + wm,n) +

+’}4(wm+1,n72 + wm+1,n) + ’Yé (wm+1,n73 + wm+1,n+1>7

j=n:

Wint3n = Win—1,0 T NWmn T VeWmt1n + V3(Win-1 + Winnt1) +

Y4 (Wit 10-1 + Wi 1n41) + V5 (Wit 10-2 + Wing1n42), (A.55)
j=n+1:

Win43,n41 = Win—1n+1 T V1 Wmnt1 T VoWmt1n41 +

+Y3( Wi + Winn2) + V4 (Wit 10 + Wins1n42) + (A.56)

/
+75 (wm+1,n— 1+ wm+l,n+3) .

Ugiecia Wy,42,0 0raz Wy, y2,n42 Wystepujace w punktach fikcyjnych przynaroznych

zapisuje sie przy pomocy ugie¢ w obrebie plyty, stosujac wzor (A.40).

Dlati=m+1:
7=1:
/
Wint2,0 = Wint22 — W2 + Wimo = —3Wm2 + B1Wn1 + B1Wnt12 + BoWpm—11+
/ /
+ Bowm 1,3 + (By + B2)Wmi11,
7=n+1:
— — 3 /
Wm+2n+2 = Wm+2.n — Wmn + Wmn+2 = —OWmn + Blwm,n—i—l + 51wm+1,n+

+ BowWim—1m+1 + ByWms1n—1 + (85 + B2)Wmt1nt1-
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Czes$¢ z zapisanych wyzej wzoréw wymaga modyfikacji, poniewaz wystepuja
w nich ugiecia w punktach fikcyjnych, ktore nalezy wyeliminowac. Zostaty one w po-

wyzszych wzorach podkreslone.

o We wzorze (A.42) w miejsce podkreslonego ugiecia fikeyjnego wy, 21 nalezy pod-

stawi¢ wzor (A.49). Otrzymuje sie wowczas:

Wint1,0 = —Wint1,2F01Wimt11+02 (W1 — W1 + 6£wm+1,1 + 5§(wm+1,0 + Wipt12)] -

Stad wynika, ze

Win41,0 = P5Wmt1,1 — Wint1,2, (A.57)
gdzie
b1+ B2
5 = 11——5225'1 (A.58)
2

o Wyzej wyznaczony wzor (A.57) nalezy podstawi¢ do wzoru (A.49), aby wyelimi-

nowac ugiecie wy,11,0. Wtedy przemieszczenie w,, ;21 mozna zapisac¢ nastepujaco:

Wipy21 = —Wm1 + ﬁimerl,l + ﬁ§(905wm+1,1 — Wint12 + Wip12) = (A.50)

/
= —Wp,1 + P5Wimt1,1,

gdzie
, B+ By
Y5 = /o
11— /32ﬁ2

e W celu eliminacji we wzorze (A.44) podkreslonego ugiecia wy, 2,41 nalezy uzyc

(A.60)

wzoru (A.52). Otrzymuje sie wtedy:

Wm+1,n+2 = —Wm+1,n + ﬁlwm+1,n+1+
/ /
+ 62 [wm,n+l — Wm,n+1 + Blwm—&-lm—i-l + BQ(wm-‘rl,n + wm+l,n+2)]
i nastepnie wyznacza si¢ przemieszczenie Wy, 1,42, ktorego posta¢ podano po-
nizej:
Wm+1,n+2 = PsWm+1n+1 — Wm+1,n- (A61)

e Do wzoru (A.52) nalezy zastosowaé powyzszy wzor (A.61), podstawiajac go

w miejsce podkreslonego ugiecia w41 ,42. WowWczas:

/
Wm+2,n+1 = —Wm,n+1 + ﬁlwm—i-l,n—l—l_"

(A.62)
+ Bé((p5wm+1,n+1 — Wm+1,n + merl,n) = —Wm,n+1 + (pif,wm+1,n+1~
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e We wzorze (A.47) nalezy wyeliminowaé¢ podkreslone ugiecie wy, 42,41 przez pod-

stawienie wzoru (A.62). Otrzymuje sie wtedy:

Winnt3 = Wimn—1 + V1Wmn + V3 (Wnm-1n + Wint10) + VoW p1+

+ Y4 (Win—1n41 + Wms1.n41) + V5(Wim—2n+1 — Winns1 + P5Wimiint1) = (A.63)
= Wimn-1 + NMWmn + V3(Wm-1n + Wmnt1n) + (Y2 = V5)Wimnt1+

+ VaWim—1n41 + (V4 + V505) Wit 1 41 + V5 Wm—2,n41-

o We wzorze (A.53) w miejsce podkreslonych przemieszczen: w,, g, W10 Oraz
Win41,—1 halezy podstawi¢ wzory odpowiednio: (A.41), (A.57) oraz (A.46). Wow-
czas:

Wint31 = W11 + V1 Wm1 + VoWmi11 + Va[—Wm2 + S1wm 1+
+ Bo(Wim—1,1 + Wint1,1) + Win2) + V4 (@5Wimi1,1 — Wins1,2 + Wing1,2)+
+ 7% [Win41,3 + V1Wmt1,2 + CaWi11 + 2(Wm1 + M)+
+ Y3(Win2 + Wing22) + @3(Win-1,1 + Wins31) + Wit ,3]-
W powyzszym wzorze eliminuje si¢ podkreslone ugi¢cia w421 0raz Wy,422 przez

podstawienie wzoréw odpowiednio (A.59) oraz (A.50). Wtedy:

Wint31 = Win—1,1 + V1 Wm1 + VoWm+1,1 + V5[~ W2 + Br1wm1+

+ Bo(Win-1,1 + Wint1,1) + Win2) + V4 (@5Wini1,1 — Wims1,2 + Wing1,2)+
+ Ve {Wims1,3 + NWims12 + PaWmi11 + P2(Win1 — Wiy + O5Wing11)+
+ Y3[Wim2 — Wio + B1Wmi1.2 + By (W11 + Wing1,3) ]+

+ 3(Wm-1,1 + Wimi3,1) + Wini13} =

= (147382 + %593)Wm-1,1 + (V1 + 1381 wm1 + [a + 362+

+ 7405 + V5(Pa + 02005 + V385) [ Wit 1,1 + V5 P3Wmr3,1+

+95(7 + 380 W12 + V5 (V355 + 2) Wit 3.

7 powyzszego wyznacza si¢ przemieszczenie w31, otrzymujac ostatecznie:

Wint31 = P11Wm—11 + P12Wm1 + P13Wmt11 + P1aWmt12 + P15Wmt1,3,  (A.64)

gdzie przyjeto oznaczenia:

136+ s
P11 = 7
1 - V5¥3

(A.65)

/ /
S (A.66)

P12 )
1- 7&%03
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B Yo + V582 + Va5 + Vi (pa + a0k + v355)
. ! 7 (A.67)
L =503
/ + A /
o1y — 301 F 60 (A.68)
L =503
L(2 + 38
pry = 52+ 755) (A.69)
I — 7503

e Po podstawieniu wzoru (A.57) do (A.54), w miejsce przemieszczenia w10,

otrzymuje sie:

/ ! /
Wint32 = Wim—12 + V1 Wm2 + VoWmt1,2 + V5 (Wm 1 + Wi 3)+

/ /
+ 74(wm+1,1 + wm+1,3) + 75(905wm+1,1 — Wimpt1,2 wm+1,4) =

/ / / (A.70)
= Wim—1,2 + VW2 + VoWmt1,2 + V5(Win1 + Wi 3)+
+ PouWmi11 + P23Wimi12 + VyWmi13 + VW14,
gdzie:
P23 = Yy — Vs, (A.71)
P21 = 7y + V505 (A.72)

e Podkreslone ugiecie wy, 11012 Wystepujace we wzorze (A.55) eliminuje sie przy

pomocy wzoru (A.61), otrzymujac:

/ / /
Wm+3,n = Wm—-1,n + Y1Wm,n + YoWm+1,n + 73(wm,n—1 + wm,n+1)+
/ /
+ 74(wm+1,n71 + wm+1,n+1) + Vs (wm+1,n72 + CsWm+1,n+1 — wm+1,n) = (A 73)
/ / )
= Wm—1,n + Y1Wm,n + ©23Wm+1,n + 73<wm,n—1 + wm,n+1)+

/ /
+ V4Wmt1,n—1 T P2uWri1n+1 + VsWmt1,n—2-

e We wzorze (A.48) w miejsce podkreslonych ugie¢ Wy, 42.n, Wint2.n+1 OraZ Wiyt 3pn41

podstawia sie wzory odpowiednio (A.51), (A.62) oraz (A.56). Wowczas:

Wim+1,n+3 = Wm+1n—1 + V1 Wm+t1n T V2Wmt1n+11

+ V3 [Wmn — Wi + B1Wms1n + By(Wimt1n—1 + Wit nt1) |+

+ '74(wm,n+1 — Wmmn+1 + 90/5wm+17n+1)+

+ 5[ W11 + W1 n41 + VN Wmnt1 + VoWms1nt1 + V3 (Wi + Wi np2)+

+ Vi (Wins10 + Wing1n42) + V5 (Wms10-1 + Wi 1,043)]-
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Po dalszym rozwinieciu powyzszego wzoru, przez wstawienie w nim zamiast pod-
kreslonych przemieszczent Wy, 42 Oraz Wyy41 nt2 Wzorow odpowiednio (A.43) oraz
(A.61), uzyskuje sie nastepujaca jego postac:

Wint1n+43 = Wimtln—1 + V1Wmt1n T V2Wm+1n+11

+ V3 [Wimn — Wi + B1Wms1m + Bo(Wmi1n-1 + Wms1.n11)]+

+ Y4 (W1 — W1 + C5Wims1,n41)+

+ V5 {Wm-1,n41 + Wn—1,n41 + V1 Wimns1 + VoWt nr1+

+ '7:,5 [wm,n — Winp + B1Wmns1 + Bo (wm—l,n—i-l + wm+1,n+1)]+

+ ’Yz/i(merl,n + P5Wimt1n+1 — wm+1,n) + ’Vé(merl,nfl + wm+1,n+3)}-

Po wyznaczeniu przemieszczenia Wy, +1,+3 otrzymuje si¢ nastepujacy wzor:

Wint1,n+3 = P6Wmtlmn—1 T P7Wma1n + P8Wmtin+1+

(A.74)
+ PoWm—1n+1 + P10Wm,n+1,
gdzie uzyto oznaczen:
1 + /8/ + /
g = — 122 T 1505 (A.75)
L =573
1- 75% ’
g = 1302+ 02+ 75 + 957 + 95755 + 1574¢s (A7)
1— 575 ’
75(2 + 138
o = 254 3,2) (A.78)
L =573
/ + //8
P10 = 2504+ 55 73, 1)- (A.79)
1 =573

e Podkreslone ugiecia: Wy, pni2, Wil nt2 OTAZ Wil nts Wystepujace we wzorze
(A.56) eliminuje sie, stosujac wzory odpowiednio: (A.43), (A.61) oraz (A.74).

Otrzymuje sie wowczas:

Wm+3n+1 = Wm—1,n+1 + ﬁ)/iwm,nJrl + ’Yéwm+1,n+l+

+ ’Yi/% [wm,n - Wm,n + 61wm,n+1 + /82(wm—1,n+1 + wm+1,n+1)]+

+ Y (Wit 1.0 + P5Wint 1041 — Wingin) + V5 (Wms10-1 + P6Wmt1n—1+
+ PrWimt1n + P8Wint1,n4+1 T POWm—1,n41 + P10Wm,nt1)-

Powyzszy wzoér mozna zapisa¢ w nastepujacej, uproszczonej formie:

/ / /
Wm+3n+1 = PogWm—1,n+1 + P10Wm,n+1 + Spgwm—i-l,n—l—l"'_

/ / (A.80)
+ PeWmiin-1 + P7Wmi1n,
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gdzie przyjeto oznaczenia:
6 = V5(1+ we),
o = Y51,
¥ = Y2 + V382 + Yaps + V50,
0o = 1+ 7352 + Y500,

©lo =71 + V561 + Y5p10.

e W miejsce podkreslonego przemieszczenia wy, 21 we wzorze (A.45) nalezy pod-

stawi¢ wzor (A.59), otrzymujac:

Win,—1 = W3 + V1Wm 2 + a1 + P2(Wm—1,1 + Wpy1,1)+
+ Y3(Wim-12 + Wmt12) + @3(Wm—21 — W1 + P5Wmi11) =
= P3Wp—2,1 T P2Wm-1,1 + P16Wm,1 + P17Wpr11+
+ V(W12 + Wint12) + V1Wm2 + Wi 3,
gdzie:
P16 = P4 — L3,

V17 = P2 + P3Ps.

(A.86)

(A.87)
(A.88)

o We wzorze (A.46) nalezy wyeliminowac ugiecia: wy, 421, W22 01az Wy, 431 Preez

podstawienie wzoréw odpowiednio: (A.59), (A.50) oraz (A.64). Otrzymuje si¢

wtedy:
Wit1,-1 = Wnt1,3 T NWmt1,2 T PaWpi1,1+
+ Y2 (me — Wm1 + g0’5wm+171)+
+ 93 [Win2 — Win2 + B1Wms1,2 + Bo(Wimi1,1 + Winy1,3)] +
+ @3(Wm—1,1 + P11Wm-1,1 + P12W 1+
+ ©13Wmt11 + P1aWmt1,2 + P15Wmt1,3) =
= P18Wm-1,1 T P19Wm1 T P20Wm+1,1 T P21Wm+12 + P22Wm+t1,3,

gdzie zastosowano oznaczenia:
18 = w3(1 + 1),
P19 = P3¥12,
P20 = P4 + V3013 + V305 + Y2105,

V21 = Y3014 + 11 + V301,

V22 = p3p15 + Y305 + 1.

(A.89)
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Wyzej wyprowadzone wzory umozliwiaja przedstawienie ugie¢ w punktach fik-
cyjnych jako liniowa kombinacje przemieszczen punktéw mieszczacych sie w ob-
rebie plyty. Na ich podstawie mozna nastepnie zapisa¢ zmodyfikowane postacie
macierzy-blokow sktadajacych sie na macierz A, ktorej strukture wyraza wzor (3.86).

Ponizej zestawiono poszczegdlne elementy macierzy A ; okreslonej wzorem (A.30).

1=4,5,6,....,m—2:

wzory jak dla ptyty analizowanej w podrozdziale A.2,

(Al)m—l,m—S = (Oélo)m—u + BQ(OZG)m—Ll + 903(0411)m—1,17

(A1)m—1,m—2 = (02)m—11 + B2(3)m-11 + S1(6)m-1.1 + ©2(011)m-1,1,

(A1) m—1,m—1 = (01)m—11 + B2(6)m-11 + B1(a3)m-1.1 + B2(a8)m—11 + pa(®11)m-11,
(A1)m—1,m = (@4)m—11 + Bo(3)m—-11 + Bi(ag)m-1.1 + ©2(Q11)m—-1,1,

(Al)m—l m+1 — (a13>m—1,1 + 52(068)771—1,1 + 903(0411)m—1,1,

Ymm—2 = (010)m,1 + B2(06)m1 + ws(c11)m1,

Dmm—1 = (02)m1 + B2(3)m1 + Bi(c6)m,1 + ©2(a11)m1,

Dmm = (01)m1 + B2(6)m1 + B1(as)m1 + ©16(11)m,1 — (013)m.1,
Dmmat = (@) m1 + Ba(az)ma + ©5(s)m1 + @17(11)ma + ©5(13)m1,
t=m+1:

(A1) ms1,m-1 = (@10)mt1,1 + B2(6)m+11 + B2(08)ms1,1 + @is(@i1)mer,1+

+ o11(13)m+1.1,



A.3. Plyta utwierdzona na jednej krawedzi 345

(A1) mt+1,m = (02)mt11 + B1(6)m+11 + Bi(ag)mr11 + ©19(@11)ms11+

+ ¢12(013)mi1,1 — (@) mi1,15

(A1) ms1me1 = (@1)my11 + Bo(@6)mr11 + ©5(3)mi11 + (B2 + 55)(s)ms11+
+ B5(a9)mt1,1 + @20(01)mi11 + ©5()my11 + ©13(Q13)m11-

Dla j =2:

1 =2:

(Az)2e = (a1 + @19 — @11)22,
(A2)23 = (044)22,
(

A2)24 = (0613)227

1=3:

(Az)s2 = (a2)32,
(Az)ss = (1 — an)se,
(A2)34 = (044)32,
(Ag)ss = (@13)32,

1=m — 1:

>
Lo s
3
3
L
I
)
©
3
v

mm — (041 — 011 — 0513)m,27

AQ)m,m-i—l = (a4)m,2 + ﬁi (a13)m,27

A) st m—1 = (@10 + @13)m+1,2,

mitm = (2 — )mi12 + 71 (13)m+1.2,

~—~~

As)mi1me1 = (01 — a11)my12 + 6£(a4)m+1,2 + 5§(a9)m+1,2 + ©a3(13)m+1.2-
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Dla j=3,4,5,...,n—1:

>

Dmmr1 = (Qa)m,g + B(Q3)m
i=m+1:

(Aj)mt1,m-1 = (@10 + Q13)m+1,

(Aj)mrim = (@2 — @a)mr1,j +71(C13)m+1,5,

(Aj)mstme1 = (01)ma1j + B1()msr,; + By(a9 + a8)mr1,; + Vo (013)mi1 -

Dla j =n:

1=2:

(Ay)22 = (oq + 1o — 12)2.4,
(An)2s = (4)am,

(Ap)os = (0413)2,7”

1= 3:

wzory jak dla plyty analizowanej w podrozdziale A.2,
1=m—1:

(An)m—1,m—3 = (Oé1o)m—1,m
(

An)mfl,mf2 = (a2)m71,n7
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>
S
3
L
Ei
L
[
B
|
8
el
L
3

A, m—1,m+1 = (a13)m—1,n7

L =m:

(Ap)mm—2 = (@10)mn,

(An)mm-1 = (a2)mn,

(An)m,m = (041 — Q2 — 0413)m,m
(Ap)mmr1 = (Qa)mn + B1(013)mn,

i=m+1:

(Ap)mt1,m—1 = (@10 + @13)mt1.n,

(Ap)ms1m = (@2 = @)mr1,n + 71(013)mr 1,0,

(Ap)mtrmrt = (a1 = 012)ms1n + B1(Qa)mi1m + Bo(8)mr1n + ©23(013)ms1n-

Dlaj=n+1:

1 =2:

(Ani1)22 = (@1)2n41 + (Q10)2,001 + 282(a7)2m41 + Bi(@s)2mi1 + Ba(Qg)anir+
+ (72 +75)(Q12)2m 41,

(Ani1)2s = ()21 + Ba(as)2nsr + Bi(ag)anir +a(12)2n41,

(Ani1)21 = (13)2.0+1 + Ba(@9)2n11 + V5(12) 2,041,

1=3:

( (a2)3nt1 + Bi(ar)sns1 + Pa(as)snit + ya(@12)3 041,

( (a1)3n+1 + Ba(7)3nt1 + Bi(as)sni1 + Ba(9)snr1 + Y2(012)3 041,
(Ani1)3a = ()3 g1 + Bo(as)3np1 + Bi(a9)snir + Ya(Q12)3nt1,

(Ani1)3s = (a13)3.041 + Ba(@9)3 1 + V5(Q12)3041,

1=4,5,6,...,m—2:

wzory jak dla plyty analizowanej w podrozdziale A.2,
1=m—1:

(Art1)m—1m—3 = (€10)m-1n41 + B2(Q7)m-1n41 + 75(12)m—1,n+1,
(Ant1)m—1,m

(

A m—1m—1 = (@1)m-1n41 + B2(a7)m-1nt1 + F1(5)m—1nt+1 + B2(09)m—1n+1+

o = () m-1n+1 + B2(5)m—1n+1 + F1(07)m—1n+1 + Ya(12)m—1n+1,

+ 72(0512)m71,n+17

(Art1)m—1.m = (@) m—1n41 + B2(5)m-1n+1 + B1(@9)m—1n+1 + Ya(®12)m—1,n+1,
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(A1) m—1m+1 = (013)m-1n41 + B2(Q9)m-1n41 + V5(12)m-1,n+1,

(Ani1)mm—2 = (€10)mnt1 + Ba(@7)mmi1 + ¥5(12)mmt1,

(A1) mm—1 = (@2)mnt1 + B1(a7)mnt1 + B2(as)mnt1 + Ya(@12)mnt1,
(Ant1)mm = (@) mnt1 + B2(7)mnt1 + B1(@5)mpn+1 + (V2 — ¥5) (Q12) mnt1+

- (a13)m,n+1>

(A1) mmr1 = (@a)mnr1 + Bo(@s)mms1 + ©5(Q0)mnr1 + (74 + 7595) (Q12)mmns1+
+ o5(13)mnt1,

(Art1)mt1,m—1 = (010)m+1.n41 + B2(07)mi1mt1 + B2(9)m+1n+1 + Po(@12)mt1nr1+
+ o (Q13)mt 1,41,

(Api1)mt1,m = (@2)ms1nt1 + B1(a7)mi1ns1 + B1(a9)mi1nt1 + ©10(12)mt1nt1+
+ “o(@13)mirnr1 — (@) ms1n41,

(Ant)m+tme1 = (@) mi1n41 + B2(07)mr1nt1 + ©5(05)mi1n1+

+ (B2 + Bo) (@9)mr1ns1 + B2(@8)mi1mt1 + O5(Q)mi1nr1 + @s(Q12)minii+

+ 5(Q13)m+1,041-

Macierze B; (j = 1,2,3,...,n), okreslone dla plyty utwierdzonej na lewej kra-

wedzi, mozna wyrazi¢ ponizszym wzorem:

(A.95)

(Bj)mfl,me (Bj)mfl,mfl (Bj)mfl,m
(Bj)m,m—l (Bj)m,m (Bj)m,m+1

(Bj)m+1,m (Bj)m+1,m+1 ]

Dla j =1:

1=2:

(B1)22 = (a5 — a3)a1 + 71(11)a1,
(B1)23 = (a9 — ag)a1 +3(au1)a1,

1=3:

(B1)32 = (a7 — ag)31 + v3(11)31,
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(B1)s3 = (a5 — a3)31 + 71 (1)1,
(B1)34 = (a9 — )31 + 73(11)31,
1=4,5,6,....,m—1:

wzory jak dla plyty analizowanej w podrozdziale A.2,
(B1)mm—1 = (@7 — 6)m1 + v3(011)m,1;

(B1)mm = (a5 — a3)m1 + 71(11)m.1,

(B1)mms1 = (@9 — ag)m1 +v3(011)m,1,

(B1)mt1,m = (7 — g — 3ag — 9) 1,1,

(B)mt1.m+1 = (a5 — a3)m1.1 + Bi(as + @9)mr11 + ©21(011)me1,1 + ©14(043)mt11-

Dlaj=23,4,...,n—1:

i=3,4,5...,m—1:

elementy macierzy zgodnie ze wzorem (3.88),

(Bj)mm-1 = (a7)m;;
(Bj)mm = (5)m,j,
(Bj)mm+1 = (a9)m,; + Ba(c1z)m.g,

(Bj>m+1,m = (OW - O‘9)m+1,j + 71/5(0‘13>m+17j7

(Bj)mt1mt1 = (5)me1,; + By(0a)ma1j + B1(0)mr1; + Va(018)mar -

Dla j =n:
1=2:
(Brn)22 = (a5)2n + Bi(012)2,n;

(B)a2s = (« )Qn—i-ﬁz( )2,n>
1=3,4,5,...,m—1:

wzory jak dla plyty analizowanej w podrozdziale A.2,
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(Bn)m,mfl = (C(?)m,n + ﬁ2(0512)m,n7
(Bn)m,m = (O-/S)m,n + Bl (a12)m,na
(B

n)m,m+1 - (a9)m,n + 52(0412)111,71 + 5;(0513)1%,717

(Bn)m+1,m == (Oé7 - a9)m+l,n + 7§(a13)m+l,m

(Bn)m—‘rl,m—‘rl - (a5)m+1,n + (;05(0512)m+1,n + 90,5<049)m+1,n + Bé(a/4)m+1,n + 9024(0413)771—1—1,71'

Macierze D;_; (j = 2,3,4,...,n+ 1), z uwzglednieniem analizowanego wspor-

nikowego zamocowania ptyty, okresla ponizszy wzor:

(A.96)

(Dj)m—l,m—2 (Dj)m—l,m—l (Dj)m—l,m
(Dj)mm—l (Dj)m,m (Dj)m,m+1
(Dj)erl,m (Dj)m+1,m+1 i

(D1)22 = (a3)22 + Br(ai1)22,
(D1)23 = (ag)22 + Ba(a11)22,

(D1)32 = ()32 + Pa(01)s2,
(D1)33 = (3)32 + Bi(ca1)s2,
(D1)34 = (ag)32 + Ba(11)32,
1=4,5,6,....,m—1:

wzory jak dla ptyty analizowanej w podrozdziale A.2,

1 =m:

)

(D1)mm-1 = (%) m,2 + B2(11)m,2,
(Dl)m,m - (a3)m,2 + 51 (all)m,2a
(D1)mmt1 = (a8)m2 + Bo(11)m,2 + Bo(13)m.2,
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t=m+1:

(D1)mi1m = (6 — ag)mi1,2 + V3(Q13)mr1,2,

(D1)mr1m+1 = (@3)mr12 + Ba(@a)mr12 + ©5(11)ma1,2 + @5(08)mi10+
+ ©os(@13)m+1.2-

Dla j=3,4,5,...,n

1=2:

(Dj-1)22 = (as)2,
(Dj-1)23 = (as)2;,
i=3,4,5. . m—1:

elementy macierzy zgodnie ze wzorem (3.90),

1T=mMm.

(Dj-1)mm-1 = (¥6)m,j,

(Dj-1)mm = (@3)m.j
(Dj—1)mm+1 = (a8)m,; + Ba(13)m,;,

(Dj—1)mstm = (a6 — 8)mr1,j + 15(Q13)mt1,5,
(Dj—)mt1ms1 = (@3)mt1,; + By(0a)ma1j + B1(08)mr1,; + Va(01s)mer -
Dlaj=n-+1:

(D)2 = (a05)2,n + Bi1(012) 2.,
(Dy)2s = (9)2,n + Ba(012)2,n,
1=3,4,5,...,m—1:

wzory jak dla plyty analizowanej w podrozdziale A.2,

1 =m:

=

n)mm 1 — (a6 - a7)m n+1 + 73(0512)771 n—+1,
(Dn)mm = (a3 — @5)mnt1 + 71(012)mnt1s

(Don)mm+1 = (as — @9)mnt1 + ¥3(Q12)mont1,

(Dyn)mt1m = (a6 — @7)mt1.0+1 + V3(12) mt1,n415
(Dn)mt1m+1 = (a3 — a5)mi1nt1 + B9 + @8)mi1.n + ©7(Q12)ms1ni1+

+ 7 (Q13)me1nt1-
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Macierze C; (j = 1,2,3,...,n — 1) w sytuacji utwierdzenia plyty na lewej kra-

wedzi okreslone sa nastepujaco:

(A.97)

(Cj)m—l,m—l

(Cj)m+1,m+1

Dlaj=1:
1=2,3,4,...,m:

(C1)ii = (12 + 11)i1,
1=m-+1:

(C)mt1mi1 = (12)ms11 + B5(as + @9)mr11 + @15(13)me11 + @a2(Q11)ms11-

Dlaj=2,3,4,...,n—1:

i=2,3,4,....m:

(Cj)m‘ = (a12)i,j,
1=m+1:

(Ci)mttme1 = (Q12)mt1,j + B5(0)m+1,; + 75(013)mt1,5-

Macierze E; 5 (7 = 3,4,5,...,n+ 1) w rozwazanym przypadku mozna okresli¢
jak nizej:
e ;
(Ej)22
(E;)s3
E.
(B )as . (A.98)
(Ej)m—l,m—l
(E;)m,m
L (Ej)m+1,m+1 ]




A.3. Plyta utwierdzona na jednej krawedzi 353

Dla j =3,4,5,...,n:

1=2,3,4,...,m:

(Ejf2>i,i = (0611)1',3‘7
t=m+ 1:

(Ej—2)m+1,m+1 = (Oéll)m+1,j + 5§(a8)m+17j + 7é(a13)m+1,j‘

Dlaj=n+1:

i=2,3.4,....m:

(Epn—1)ii = (@11 + 12)i 5,
1=m+1:
(En—1)mt1m+1 = (@11)ma1n41 + Bo(9 + a8)mr1nt1 + ©6(13)mt1ns1+
+ 06 (012) mt1,n41-
W ponizszym przyktadzie opisano sposdb wyznaczania wybranych elementéw

wyzej okreslonych macierzy-blokow, tworzacych macierz A uktadu rownan (3.85),

uwzgledniajgc warunki brzegowe analizowanej plyty.

Przyklad A.1. Wyznaczanie elementow macierzy operatorow roznicowych plyty
z wwzglednieniem jej warunkow zamocowania

Przedmiotem rozwazan w niniejszym przyktadzie jest wspornikowa plyta prosto-
katna, utwierdzona przy lewej krawedzi. Na ptyte natozono regularna siatke MRS
w sposOb pokazany na rysunku 3.4. Nalezy wyznaczy¢ niezerowe elementy drugiego
wiersza macierzy A, By oraz Cy, ktore wchodzg w sktad macierzy A o strukturze

blokowej okreslonej wzorem (3.86). Sa to wiec elementy:

o (A)a, (Aq)a3 oraz (Aq)ay w macierzy A; o strukturze okreslonej wzorem (A.30),
e (By)y oraz (By)23 w macierzy By wyrazonej wzorem (A.95),

e (Cy)ye w diagonalnej macierzy C; o strukturze zgodnej ze wzorem (A.97).

Cale macierze A, By oraz C; mozna zbudowaé, korzystajac z rownania (3.39)
zapisanego dla kolejnych punktow (i, j) siatki MRS nalezacych do dolnej krawedzi
plyty. W celu wyznaczenia wskazanych w zadaniu elementéw macierzy nalezy wspo-
mniane réwnanie zapisa¢ tylko dla pierwszego z punktéw dolnej krawedzi, a wiec
dla (4,5) = (2,1). Punkt (i,7) = (1,1) w rozwazanym sposobie zamocowania plyty
pomija si¢, poniewaz wystepuje w nim zerowe przemieszczenie wi;. Uwzgledniono
to w pierwszym wierszu i kolumnie analizowanych macierzy.

Na rysunku A.1 pokazano zbior 13 punktéw!, w ktorych wystepujg przemiesz-

L por. rysunek 3.6
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czenia wchodzace w sktad rownania (3.39) zapisanego dla punktu (4,7) = (2,1).
Podano réwniez przy tych punktach wspoélczynniki (ay);; (I = 1,2,3,...,13), nie-
zbedne do zapisania odpowiedniej kombinacji liniowej rozwazanych przemieszczen.
Kolorem czerwonym oznaczono na rysunku punkty fikcyjne (poza plyta), zielonym —
punkty w obrebie plyty oraz czarnym — punkty na krawedzi lewej (wystepuja w nich

zerowe przemieszczenia).
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Rysunek A.1. Zbior 13 punktow uzytych w celu zapisania rownania (3.39) dla wezta siatki

(i,7) = (2,1) wraz ze wskazaniem wspotczynnikow (oq);; wystepujacych w rownaniu

Ponizej przedstawiono kolejne etapy rozwiazywania zadania:

1. zapisanie rownania roznicowego (3.39) dla punktu (i,j) = (2,1) (skorzystanie

pomocniczo z rysunku A.1):
0
(Q1)gy war + (@2)9; Wit + (3) 9y oo + (a) gy w31 + (@05)y; Wzt
+ (066)21 W10 + (&7)21 Wig + (058)21 W30 -+ (069)21 Wso + (@10>21 %‘i‘ (A99)

+ (@11)g W21 + (Q12)g) Wa3 + (Q13)y; War = pau,

2. zapisanie ugie¢ w punktach fikcyjnych (podkreslone w réownaniu (A.99)) jako

zaleznosci od przemieszezenn w punktach wystepujacych w obrebie plyty (sko-
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rzystanie z odpowiednich wzoréw zestawionych w niniejszym dodatku dla ptyty

utwierdzonej na lewej krawedzi):

Way = —Waz + [Frwar + Powsn,

Wy = 2PB2wa,

wzg = —wsz + frwsy + Po(wer + way), (A.100)

Wo1 = W21,

Wo 1 = Waz + Y1 Wa2 + QW21 + Paws1 + Y3Ws2 + P3Wa1,

3. podstawienie rownan (A.100) do wzoru (A.99) oraz pogrupowanie niewiadomych

przemieszczen zgodnie z kolejnoscig elementow w wektorze (3.92):

(A1)22
[(c1)a1 + (@10)21 + 282(ag)21 + B1(as)ar + Balas)ar + ¢ (a11)21] war+
(A1)23
+ [(ag)o1 + Ba(as)ar + Pr(as)ar + 902(0411)21Tw31+
(A1)24 A

i N 101

+ [(c13)21 + Palas)ar + ps(ain)ar] wa+ ( )
(B1)22 (B1)23
+ [(a5 - 043)21 + 71(0411)21Tw22 +T(049 - 048)21 + 73(0411)21Tw32+
(C1)22
—N—

+ [(c2 + 11)21] wag = pau,

4. wyznaczenie, na podstawie wzoru (A.101), szukanych elementéw macierzy Aj,

B, oraz C; zgodnie z nizej zapisang regula:

e (Aj)a, (Aq)eg oraz (Ay)ys — wspodlezynniki przy przemieszczeniach odpo-

wiednio: w1, w3 oraz wyy,

e (By)y oraz (By)23 — wspoOtezynniki przy przemieszezeniach odpowiednio wagg

oraz wWsa,
o (Cj)oo — wspoélezynniki przy przemieszczeniu was.

5. zapisanie koricowej postaci elementéw macierzy:

(A1)az = ()21 + (@10)21 + 2B2(ag)21 + Bi(az)ar + Ba(as)ar + ¢y (),
(A1)2s = (ag)a1 + Balas)ar + Bi(as)ar + w2(anr)ar,

(A1)2a = (c13)21 + Ba(ag)ar + ws(aur)ar,

(B1)22 = (a5 — az)ar + 71(a1)a,

(B1)23 = (a9 — ag)ar + v3(u1)a1,

(C1)o2 = (12 + a11)91-
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wtokien /osnowy, 66
moment
centralny, 240, 241
losowy, 57, 243, 307
zginajacy w plycie, 78, 277, 322
na krawedziach, 319, 320, 323

niepewnoé¢ wejsciowa, 237, 243, 247-250,
253, 256, 263
niezawodnos$é uktadu, 242, 269
normowanie wektora wtasnego, 101, 193
numeracja
elementow skoriczonych, 70, 88
mas skupionych w weztach siatki MRS,
109
podobszaréw cieczy
przy catkowitym zanurzeniu plyty,
118
przy czeéciowym zanurzeniu plyty,
123
numeracja wezlow
elementu skonczonego plQ4, 68
podobszaréw cieczy, 122
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fikcyjne, 87, 277, 319, 320, 323, 324,
332, 334, 335, 337-339, 344, 354

rama $cinana, 54-56
reakcja naroza plyty, 79
rezonans, 101, 241
rozktad Choleskiego macierzy, 102, 103
rozktad prawdopodobienistwa
asymetria lewostronna, 252, 256, 267
asymetria prawostronna, 251, 253, 258,
259, 264, 267

Gaussa, zob. normalny

leptokurtyczny, 252, 253, 257, 259, 264,
267
mezokurtyczny, 252
normalny, 237, 240, 247, 252, 253, 257
platykurtyczny, 252, 257
symetryczny, 252
rozproszenie wzgledem wartodci sredniej,
251
r6j czastek, 212
réwnanie
drgan swobodnych niettumionych, 100
Helmholtza, 118
pracy wirtualnej, 88
przyrostowe Newtona, 194
rOwnanie rownowagi plyty
wg MES
w dynamice, 100
w dynamice z ttumikami, 191
w statyce, 70, 99
wg MRS
w dynamice, 108
w statecznosci, 274
w statyce, 83
rownanie réznicowe ugiecia ptyty, 75, 319,
353, 354
w analizie statecznodci, 271
réwnanie rézniczkowe ugiecia
plyty anizotropowej, 66
plyty izotropowej, 67
w analizie statecznodci, 271, 272, 276

roznice centralne w punkcie, 74, 273

sasiedztwo, zob. otoczenie
sita poprzeczna w ptycie, 79
sita w thumiku lepkosprezystym, 182, 185,
189
calkowita po przeksztalceniu Lapla-

ce’a
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w modelu utamkowym, 187

w uogdlnionym modelu Maxwella,

187

w uogo6lnionym modelu reologicznym,

187
w elemencie Kelvina, 185
po przeksztatceniu Laplace’a, 187
w elemencie Maxwella, 186
po przeksztatceniu Laplace’a, 187
w elemencie sprezystym, 185
po przeksztatceniu Laplace’a, 186
sity
bezwtadnodci, 107
intensywno$¢ obciazenia, 107
hydrodynamiczne, 119
skodnosé, 235, 237, 240, 248, 249, 251, 255,
258, 263, 267
sposoby skupiania masy ptyty, 104
sprzezenie hermitowskie macierzy, 199
stochastyczna metoda elementéw skoticzo-
nych, zob. metoda elementéw skon-
czonych
stochastyczny algorytm obliczeniowy, 211
szereg potegowy, 120
Taylora, 236, 241, 255

temperatura referencyjna, 63, 182, 188,
190, 202, 205, 221, 238, 244, 296,
299, 303
ttumik lepkosprezysty, 47, 49, 50, 54, 58,
236-238, 242, 243, 296, 299, 305
budowa, 181
modele, 182, 183, 218
utamkowy, 49, 55, 184, 206, 253,
258, 260
uogdlniony Maxwella, 49, 55, 183,
202, 221
uogdlniony reologiczny, 183, 188

Zenera, 183
optymalna lokalizacja, 47, 50, 55, 62-64,
211, 222, 230, 253, 299, 304, 306,
308, 309
funkcja celu, 215
wplyw temperatury, 54, 61-63
transformacja falkowa, 56
transformata Laplace’a, 182, 186
rownania ruchu ptyty z ttumikami, 49,
191
wektora oddziatywania ttumika na pty-
te, 191

uktad ptyt, 49, 50, 153, 239, 242, 260
oznaczenia wymiaréw, 154
przyktady numeryczne, 168
w dwoch plaszczyznach, 153, 154, 158,

264
w jednej ptaszczyznie, 153, 154, 156,
260
warunki podparcia
wg MES, 164
wg MRS, 166, 168

uogoblniony problem wtasny, 49, 50, 198

sprowadzenie do standardowego pro-

blemu wlasnego, 102

w dynamice ptyty
wg MES, 100
wg MRS, 108

w dynamice uktadu ptyt w cieczy
wg MES i MEB, 160
wg MRS i MEB, 165

w dynamice uktadu plyta—ciecz
wg MES i MEB, 128, 134
wg MRS i MEB, 134

w statecznosci plyty, 271, 277, 288
wg MRS, 276

waga catkowania, 69
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waga inercji, 215, 216 wektor
dobér, 216, 233 przyspieszenia wezléw plyty, 100
wartosé, 222 residualny, 200
wariancja, 235, 239-241 wspotrzednych Ritza, 199
warstwa lepkosprezysta, 309 zmiennych projektowych, 239
wartos§¢ oczekiwana, 235, 237, 239-242, wektor obciazenia ptyty
247-249, 253, 255, 257, 259, 263, warunki brzegowe, 72, 87
266 wg MES, 72, 99, 100
wartos$é érednia, 237, 247, 255, 260 wg MRS, 86, 107
odlegtosci miedzy ptytami, 260, 264 z ttumikami, 191
parametru projektowego, 239, 244 wektor predkosci
warto$é¢ wtasna, 101, 103, 109, 197, 198, czastki roju wg PSO, 212, 214, 215,
200, 201, 277 218, 219, 223, 228
zespolona, 192, 196 plynu, 124
warunki weztéow plyty, 100
poczatkowe w dynamice ptyty, 100 wektor przemieszczen
podparcia plyty, 78, 132, 135, 217, wg MES, 70, 99, 100
276, 296 wg MRS, 86, 276
warunki brzegowe wektor sit
typu Neumanna, 119 skupionych, 72
wg MES, 71 weztowych elementu plQ4, 72
wg MRS wektor wtasny, 101, 103, 104, 109, 192,
brzeg swobodnie podparty, 79 197, 198, 200, 201, 277
brzeg swobodny, 81 normalizacja, 101
brzeg utwierdzony, 80 ortogonalnog¢, 101
naroze punktowo podparte, 82 wezty
naroze swobodne, 82 elementu skoniczonego plQ4, 68
plyta podparta na dwdch krawedziach, siatki MES, 69
323 wewnetrzne, 213, 217
plyta podparta na obwodzie, 319 siatki MRS, 73
plyta wspornikowa, 333 wnioski
wektor aplikacyjne, 295, 307
amplitud, 100 metodyczne, 295, 304
ci$nienia hydrodynamicznego plynu, poznawcze, 295,
124 prognostyczne, 295, 309
oddziatywania ttumika na ptyte, 191 wspo6tezynnik
potozenia czastki roju wg PSO, 212, ekscesu, 257

215, 219, 223, 228 sztywnodci, 186, 188
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wspolczynnik przecietna, 250
scisliwodci cieczy, 118 silna, 251
ttumienia, 186, 188 znormalizowany gradient wrazliwosci, 62,
wariancji, 237, 248 63, 239, 240, 242, 247, 303, 304,
wspdlczynnik kognitywny, socjalny, 215 308

dobor, 216, 233
wartodci, 222
wspotczynnik Poissona, 243
jako zmienna losowa, 237, 255, 257-259
plyty izotropowej, 66
wtlokien /osnowy, 67
wspodlczynnik zmiennodci, 237, 240, 248-251,
253, 255-259, 263, 266
dtugosci boku ptyty, 248, 249
gestosci cieczy, 262, 268, 269
grubodci ptyty, 248, 249
modutu Younga, 256
odlegtosci miedzy ptytami, 266
pierwszej czestosci drgari, 250
wzgledne przemieszczenie ttumika, 186, 189

wzor Williama-Landela-Ferry’ego, 190

zagadnienie dynamiczne, 99, 100, 271
zanurzenie ptyty w pltynie
catkowite, 118
czesciowe, 123
pionowo, 125
poziomo, 126
zasada proporcjonalnosci czestotliwosciowo-
temperaturowej, 49, 55, 182, 188,
190, 202
zdarzenie losowe, 47, 235
zmienna
losowa, 235, 237, 239, 240, 242, 244,
247, 254, 256, 306
projektowa, 243, 245, 248, 256
zmienno$¢ cechy

mata, 250
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