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STRESZCZENIE

Przedmiotem pracy sa analityczne oraz numeryczne badania ptyty prostokatnej o symetrycznie
zmiennych wilasciwosciach mechanicznych i fizycznych wzdluz jej grubosci. Rozwazaniom
poddano ptyte podparta przegubowo na jej brzegach i obciazong $ciskajacymi sitami dynamicznymi
oraz zmiennym w czasie ci$nieniem, roztozonym rownomiernie na powierzchni. Przyjety opis zmian
wilasciwosci materiatowych w skali makroskopowej stanowi uogoélnienie dla materiatow
jednorodnych, gradientowych oraz struktur trojwarstwowych typu ,,sandwich” o wtasciwosciach
symetrycznych wzgledem ptaszczyzny srodkowej. Badania przeprowadzono dla rodziny materiatlow
gradientowych na przyktadzie piany aluminiowej o zmiennej porowatosci, wraz z przejsciem
granicznym do materiatu jednorodnego.

Zaproponowano spojna, nieliniowa hipoteze deformacji prostej normalnej do ptaszczyzny
srodkowej ptyty uwzgledniajaca efekt $cinania, na podstawie ktorego opracowano model
analityczny. Wyprowadzono uktad rézniczkowych rownan ruchu z zastosowaniem wariacyjnej
zasady najmniejszego dziatania Hamiltona. Uklad ten sprowadzono metoda Galerkina do
pojedynczego nieliniowego rdwnania rézniczkowego drugiego rzedu. Energie odksztalcenia
sprezystego opisano zgodnie z nieliniowymi zwigzkami migdzy przemieszczeniem a odksztalceniem
oraz z uwzglednieniem prawa Hooke’a. W odniesieniu do sformutowanego modelu analitycznego
przeprowadzono analizy numeryczne z zastosowaniem metody elementow skonczonych
w srodowisku ABAQUS 6.12-2. Wykonano szczegotowe badania numeryczne wptywu imperfekcji
na stateczno$¢ statyczng i dynamiczng ptyty. Zastosowane metody modelowania poddano walidacji
przez poréwnanie wynikéw otrzymanych obiema metodami.

Wyniki badan przeprowadzonych dla podstawowego elementu konstrukcyjnego, jakim jest ptyta
prostokatna, zastosowano do ksztaltowania i optymalizacji konstrukcji nadwozia pojazdu
szynowego, na przyktadzie wagonu osobowego, W celu zastgpienia klasycznej konstrukcji
szkieletowej konstrukcja potskorupowa. Przeprowadzono szereg analiz numerycznych ze
szczegbdlnym uwzglednieniem podtogi i Scian bocznych wagonu jako przyktadu zastosowania ptyty
wykonanej z materiatu gradientowego. Otrzymane wyniki zestawiono z wybranymi Kkryteriami
wymagan normatywnych w zakresie wytrzymato$ci i bezpieczenstwa pasywnego konstrukcji
nadwozia. W ten sposob poddano ocenie mozliwo$¢ wprowadzenia do eksploatacji
zaproponowanego rozwigzania konstrukcyjnego.
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1. WSTEP

Powszechna dostepnos¢ relatywnie duzych mocy obliczeniowych oraz zastosowanie
nowoczesnych metod numerycznych w analizie strukturalnej sprawity, ze mozliwos$ci optymalizacji
konstrukcji wykonanych z typowych materiatlow stosowanych w przemys$le zostaly obecnie
wyczerpane. Jednakze cele stawiane wspotczesnie przed inzynierami w obszarze projektowania
maszyn definiujg coraz bardziej restrykcyjne wymagania, nierzadko zblizajac si¢ do granic
wiasciwosci fizycznych oraz mechanicznych metali konstrukcyjnych i ich stopow, czy technicznych
tworzyw sztucznych. Dazy si¢ do zwigkszenia zdolnosci przenoszenia przez konstrukcje obcigzen
statycznych, dynamicznych i termicznych przy jednoczesnej redukcji masy oraz mozliwosci pracy
W znacznie agresywniejszych s$rodowiskach. Czynnikami decydujacymi o ustanawianych
kierunkach rozwoju sa zarowno Systematycznie doskonalone kwestie bezpieczenstwa jaki i pobudki
ekonomiczne, jednak wspotczesnie priorytetem stata si¢ redukcja $ladu weglowego. Niska
energochtonno$¢ oraz emisyjnos¢ CO; stanowig warunek dla finansowania oraz dopuszczania do
eksploatacji nowych maszyn i urzadzen. Szczegélnie w transporcie oznacza to konieczno$¢
maksymalizacji stosunku masy tadunku do masy konstrukcji nosnej, co mozna osiggnaé przez
zastosowanie nowoczesnych struktur materiatowych.

W celu sprostania postawionym wyzwaniom w instytutach inzynierii materiatowej na catym
$wiecie trwajg badania nad opracowaniem nowatorskich materiatow i struktur materiatowych oraz
technologii ich wytwarzania. Dynamiczny postep w tej dziedzinie zaobserwowa¢ mozna obecnie
wérod materiatow gradientowych (z ang. Functionally Graded Materials, FGM). Ich implementacja
W rzeczywistych rozwigzaniach inzynieryjnych wigze si¢ z konieczno$cig walidacji obecnych
modeli matematycznych oraz metod obliczeniowych badz opracowania nowych, dostosowanych do
aktualnych probleméw mechaniki ciata statego, szczegolnie dla wielkoskalowych konstrukcji.

1.1. Nowoczesne materialy gradientowe

Materiaty gradientowe (FGM) definiuje si¢ jako materiaty sktadajace si¢ z minimum dwoch faz,
cechujace sie zmiennymi wiasciwosciami fizycznymi oraz mechanicznymi wzdtuz co najmnie;j
jednego kierunku. Zmiana ta moze odbywaé sie w sposob ciagly zwtaszcza gdy poszczeg6lne fazy
materialu mieszajg si¢ ze soba i wystepuje strefa przejsciowa lub skokowy dla materiatow
warstwowych (rysunek 1). Naleza one do grupy materiatéw anizotropowych. FGM swojg geneze
zawdzieczajg przemystowi lotniczemu oraz energetyce jadrowej [50] i sg efektem poszukiwan
wysokowytrzymatych materiatéw, odpornych na obcigzenia termiczne. Obecnie liczba aplikacji
i potencjalnych zastosowan materiatow gradientowych jest bardzo duza, a jedynym ograniczeniem
w ich rozpowszechnieniu sg koszty produkcji. Materiaty gradientowe stanowig istotny komponent
zaawansowanych dziedzin inzynieryjnych, wsrod ktorych wyrdzni¢ mozna przemyst kosmiczny,
lotniczy, zbrojeniowy, energetyczny oraz medyczny. Rozwdj precyzyjnych metod wytwarzania
FGM doprowadzit do mozliwosci sterowania ich wtasciwosciami w celu optymalnego dopasowania
pod konkretne zastosowanie, co jest szczegolnie pozadang cechg materiatdow gradientowych.
Nowoczesne metody produkcji, gtownie materiatbw metalowo-ceramicznych oraz obszary ich
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aplikacji przedstawili Hadj Mostefa, Mardai i Mahmoudi [21]. Autorzy podkreslili udziat technik
komputerowych w produkcji FGM, pozwalajacych na uzyskanie materiatow, ktorych wiasciwosci
zmieniaja si¢ we wszystkich trzech wymiarach.

Rysunek 1. Przyktad skokowej oraz cigglej zmiany wlasciwosci materiatowych FGM [50]

W poszukiwaniu innowacyjnych rozwigzan konstrukcyjnych wsrdéd obecnie produkowanych
materiatow gradientowych wyjatkowa uwage nalezy zwroci¢ na piany metalowe. Kompleksowe
omowienie zbioru zagadnien dotyczacych pian metalowych znalez¢é mozna w pracy Ashby i inni [2],
opracowanej pod patronatem organizacji DARPA oraz ONR MURI. W publikacji oméwiono
procesy technologiczne produkcji oraz obrobki pian metalowych. Przedstawione zostaly wyniki
badan wiasciwosci fizycznych oraz mechanicznych. Uzyskano, migdzy innymi, krzywe materialowe
dla rozciagania, $ciskania, §cinania oraz twardos$¢ zastosowanych stopow, a nawet poddano analizie
zjawisko zmeczenia i pelzania. Okreslone zostaly wiasciwosci termiczne, akustyczne oraz
elektryczne. Na przyktadach omoéwiono mozliwe kierunki implementacji pian metalowych
z kalkulacja kosztow produkcji, szczegdélnie uwzgledniajac struktury typu sandwich. Wptyw
ksztattu, ilosci oraz wielkosci poréw na wtasciwosci mechaniczne pian aluminiowych przedstawiono
w pracy Koza, Leonowicz i Wojciechowski [27]. Smith i inni [52, 53] opublikowali obszerny
przeglad wilasciwosci pian metalowych wytworzonych réoznymi metodami. W przejrzysty sposob
zestawili podstawowe wlasciwosci mechaniczne, termiczne, akustyczne oraz krzywe rozciagania dla
FGM, uwzgledniajgc wlasne badania stanowiskowe. Badanie witasciwosci mechanicznych pian
tytanowych 1 wptywu wielkosci komorek na ich wytrzymatos¢ przedstawiono w pracach Tuncer,
Arslan [62] oraz Tuncer i inni [61].

W XXI wieku rozwigzano istotny problem dla struktur sandwiczowych zawierajgcych w rdzeniu
piany metalowe. Opracowano proces produkcyjny dla powlok monolitycznych (rysunek 2),
wykluczajac koniecznos¢ taczenia oktadzin z rdzeniem, ktore realizowane byto zazwyczaj poprzez
klejenie, nitowanie czy zgrzewanie. Stanowczo podniesiono w ten sposob odpornos¢ na §cinanie
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oraz wytrzymalo$¢ zmeczeniows takich struktur. Produkt taki znajduje si¢ w ofercie migedzy innymi
niemieckiej firmy Havel metal foam.

1.2. Modelowanie ptyt FGM - przeglad literatury

Zaleznie od budowy wewng¢trznej materiatu gradientowego oraz skali badanych mechanizmow
strukturalnych konieczne jest wtasciwe dobranie opisu ruchu i oddziatywan. Mechanika molekularna
dostarcza narzedzi do analizy zjawisk lokalnych, wynikajacych z rzeczywistej struktury materiatu,
takich jak delaminacja, pgkanie, krzepnigcie i topnienie oraz ruch dyslokacji, jednak do rozwazan
mechaniki konstrukcji w kontekscie jej wytrzymatosci oraz stateczno$ci zazwyczaj wystarczajace
jest przyjecie kontinuum materialnego. Mimo, iz takie zatozenie neguje dyskretng nature osrodka
materialnego, to jednak formalizacja matematyczna modelowania konstytutywnego doprowadzita
do olbrzymiego rozwoju w budowie maszyn oraz inzynierii ladowej. Fundamentem takiego
podejscia dla FGM jest przyjecie odpowiedniej funkcji zmian materialowych, potwierdzonej
badaniami empirycznymi oraz definicja pola przemieszczen i rOwnan konstytutywnych.

Historia formutowania podstaw matematycznych opisujacych zachowanie plyt prostokatnych jest
dhuga i rozpoczyna si¢ w XIX wieku. Klasyczny, makroskalowy opis deformacji zginanych ptyt
przedstawia teoria Kirchhoffa-Lova, opracowana w 1888 roku, bedacg dwuwymiarowym
rozszerzeniem teorii Eulera-Bernoulliego, zgodnie z ktéra prosta normalna do plaszczyzny
srodkowej plyty pozostaje prosta i prostopadia do tej ptaszczyzny po odksztatceniu. Rezultatem
przyjecia tej teorii dla ptyt jednorodnych jest liniowy rozktad naprezen normalnych, przy braku
naprezen stycznych wzdtuz grubosci plyty. Model ten rozbudowany zostat przez Mindlina (1951r.)
oraz Reissnera (1945r.) w odniesieniu do belki Timoshenki. Wprowadzenie dodatkowych katéw
obrotu prostej normalnej do ptaszczyzny $rodkowej pozwala na uzyskanie usrednionego rozktadu
naprezen stycznych, wymagajacego zastosowania wspotczynnikow korekcyjnych - Nguyen, Sab
i Bonnet [43]. W XXI wieku efekt $cinania zostat poddany doktadniejszej analizie przez wiele grup
naukowych. Opracowano szereg nieliniowych hipotez deformacji, ktorej przyktad stanowi postac
wielomianowa sformutowana przez Shi [51]. Benatta i inni [4] przedstawili wyniki analizy statycznej
dla trojpunktowego zginania z uwzglednieniem deplanacji oraz §cinania dla belek relatywnie
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krotkich wykonanych z materiatu gradientowego, ktorego wlasciwosci zmieniajg si¢ w kierunku
grubosci belki. Deformacje i naprezenia otrzymano z zastosowaniem parabolicznej i sinusoidalne;j
hipotezy deformacji przekroju poprzecznego. Rezultaty przeprowadzonych badan autorzy poroéwnali
Z teorig zginania Eulera-Bernoulliego oraz Timoshenki. Uogodlniony opis pola przemieszczen dla
belek FGM sformutowali Giunra, Belouettar i Carrera [20] stosujac szereg Maclaurina oraz
wyznaczajac jego wspotczynniki za pomocg trojkata Pascala. Hipoteza ta pozwala na uwzglednienie
deformacji w postaci wielomianu dowolnego rzedu i zostala zastosowana do wyznaczenia
przemieszczen oraz naprezen w belce, dla ktorej zmiana wlasciwosci materiatlowych zachodzi
w dwoch kierunkach, dla przypadku obcigzenia gietno-skr¢tnego. Otrzymane wyniki réwniez
porownano z teoriami klasycznymi. Dla materiatow o symetrycznej zmianie wtasciwosci wzgledem
plaszczyzny obojetnej, Magnucki, Witkowski i Lewinski [38] przedstawili rozwigzanie problemu
zginania oraz drgan swobodnych belek z uwzglednieniem efektu S$cinania, przyjmujac opis
deformacji poprzecznych w postaci ztozonej funkcji trygonometrycznej. Autorzy dokonali
uogoélnienia zmian wiasciwosci materiatowych, przedstawiajacego struktury typu sandwich jako
szczegblny przypadek materiatu gradientowego. Dla opracowanego opisu matematycznego, badania
analityczne i numeryczne poszerzyli Magnucki, Witkowski oraz Magnucka-Blandzi [39] w zakresie
statecznosci i drgan swobodnych ptyt prostokatnych. Mahi Adda Bedia i Tounsi [40] do opisu efektu
$cinania w zginaniu i analizie drgan wlasnych ptyt zastosowali funkcje deformacji bedaca ztozeniem
wielomianu oraz funkcji hiperbolicznych. Wyniki przedstawili dla plyt jednorodnych,
sandwiczowych, kompozytowych oraz o ciaglej zmianie wlasciwosci opisanej funkcja potegows.
Analizy materiatow gradientowych o potegowe]j zmianie wtasciwosci mechanicznych i fizycznych
Z zastosowaniem nieliniowych opisow deformacji poprzecznych, dokonatl réwniez Reddy [48],
przyjmujac wielomian trzeciego stopnia do opisu $cinania, natomiast Magnucki i inni [35], Thai i Vo
[57] oraz Zenkour [74] zatozyli ich sinusoidalny przebieg. W swojej pracy Chi i Chung [10]
zaprezentowali pordwnanie zachowania swobodnie podpartych ptyt prostokatnych, ktérych zmiane
wlasciwosci mechanicznych opisano z zastosowaniem trzech réznych funkcji: wyktadnicze;j,
potegowej oraz sigmoidalnej. Ptyty badane analitycznie obcigzono sitami poprzecznymi.

W zakresie analizy materialow wielowarstwowych, stanowigcych szczegdlny rodzaj FGM,
rozbudowano klasyczne teorie zginania w celu uwzglednienia wptywu skokowych zmian
wlasciwosci fizycznych i mechanicznych pomigdzy poszczegdlnymi warstwami. Opracowano teori¢
linii famanej (z ang. zig-zag theory), u podstaw ktorej znalazty si¢ teorie Kirchhoffa-Love’a oraz
Reissnera-Mindlina. W podzniejszym okresie zastosowano rowniez hipotezy deformacji
poprzecznych wyzszych rzedow. Przegladu modeli analitycznych wielowarstwowych plyt i powtok
sformutowanych zgodnie z teorig linii tamanej dokonat Carrera [6]. Magnucki oraz
Magnucka-Blandzi [36] dokonali uogélnienia opisu zmian wiasciwosci materiatowych rdzenia
struktur sandwiczowych. Zastosowana w publikacji nieliniowa hipoteza deformacji stanowi
udoskonalenie teorii linii tamanej z uwzglednieniem cienkich oktadzin zewnetrznych ptyt
prostokatnych. Dla kompozytowych belek wielowarstwowych, Li, Hu oraz Li [28] wyznaczyli
czestosci drgan whasnych z zastosowaniem teorii deformacji poprzecznych wyzszych rzedow. Liu
i inni [30] przebadali wptyw naprezen wlasnych dla powtoki kompozytowej wzmacnianej grafenem
na zjawisko utraty stateczno$ci oraz czestotliwosci drgan swobodnych. Do rozwazan analitycznych
przyjeto pie¢ roéznych postaci ulozenia wzmocnien struktury polimerowej. Wspodtczynniki



Dawid WITKOWSKI 10

wyboczenia pod wplywem sit tngcych wyznaczyt w swojej pracy Loughlan [31] dla
wielowarstwowej ptyty kompozytowej. W zakresie analizy modalnej ptyt wykonanych z materiatow
gradientowych wyr6zni¢ mozna réwniez publikacje Kazmierczak i Jedrysiaka [25] oraz J¢drysiaka
[24]. W swoich badaniach przedstawili wptyw periodycznie utozonych mikrostruktur w kierunkach
stycznych do ptaszczyzny obojetnej ptyty na czgstosci jej drgan swobodnych.

Analizie stateczno$ci, w ramach tworzenia si¢ nowych stanéw réwnowagi pod obcigzeniem
krytycznym oraz badania stanow zakrytycznych podstawowych elementéw konstrukcyjnych,
poswiecona zostata obszerna publikacja autorstwa BaZanta i Cedolina [3]. Warto nadmienic¢, ze
autorzy podjeli temat pekania oraz utraty sztywnosci podczas procesu zniszczenia w stanach
zakrytycznych. Dla ptyt FGM wzmacnianych grafenem Yang, Chen i Kitipornchai [73] wyznaczyli
obcigzenia krytyczne oraz czestotliwosci drgan whasnych. Badania tozsamych obiektow poszerzyli
Song, Kitipornchai, Yang [54], wyznaczajac ich dynamiczne $ciezki rownowagi, oraz Wu, Yang
i Kitipornchai [71], okreSlajac ich obszary stabilnosci pod obcigzeniami mechanicznymi
i termicznymi zgodnie z réwnaniem Mathieu. Pawulus [44] przebadata analitycznie oraz
numerycznie wpltyw uszkodzen -cienkich, kompozytowych okladzin trojwarstwowej plyty
pierscieniowej z poliuretanowym rdzeniem na obcigzenie krytyczne i odpowiedz dynamiczng phyty
pod obwodowym obciazeniem $ciskajagcym. Uszkodzenia zamodelowano jako wstepne pekniecia
wiokien lub lepiszcza materiatu kompozytowego, uwzgledniajac ich degradacje sztywnosci zgodnie
z metodg korekcji wlasciwosci. Osiagnigcia XX wieku w zakresie modelowania materiatow
gradientowych przedstawili Birman oraz Byrd [5]. Wynikiem studium prawie 300 publikacji z tego
obszaru jest podsumowanie opracowanych metod homogenizacji materiatow gradientowych
0 znacznej niejednorodnosci, poréwnanie modeli analitycznych dla obcigzen statycznych,
dynamicznych i termicznych wraz z optymalizacja konstrukcji oraz mechanika pekania i propagacji
peknigé, omowienie metod badan stanowiskowych oraz aplikacji materiatow gradientowych.

Modelowanie kontynualne z powodzeniem moze by¢ stosowane w analizie struktur
zawierajacych materialy porowate. Przy duzej liczbie niejednorodnosci (w wyidealizowanym
przypadku zmierzajacej do nieskonczonos$ci) zalozy¢ mozna, ze molekuty materialu poruszajg si¢
zgodnie z jednorodnym polem przemieszczen. Wedle tej koncepcji opracowano wiele prac
dotyczacych modelowania wytrzymalosci i statecznosci elementow konstrukcyjnych wykonanych
z materiatow porowatych. Chen, Yang i Kitipornchai [8-9] opracowali makroskalowe modele
matematyczne belek o ciaglej (symetrycznej oraz asymetrycznej) zmianie wiasciwosci wzdtuz
grubosci dla materiatow porowatych. Przedstawione badania analityczne w zakresie drgan
swobodnych 1 wymuszonych, statycznego zginania oraz wyboczenia spr¢zystego porownano
z odpowiadajagcymi modelami numerycznymi. Mojahedin i inni [42] wyznaczyli obcigzenia
bifurkacyjne dla dwoch rodzin swobodnie podpartych ptyt kolowych o roéznej porowatosci, dla
ktorych zmiany modutu sprezystosci opisane zostaty ztozonymi funkcjami cosinus. Wyniki
odniesiono do plyty kotowej o stalej porowatosci. W badaniach zatozono liniowg teorig¢
porosprezystosci Biota. Praca ta stanowi poszerzenie badan analitycznych przedstawionych
w publikacji autorstwa Jabbari i inni [22]. Statycznej analizie stateczno$ci waskiego pasma
ptytowego oraz ptyty kolowej wykonanych ze struktur typu sandwich, zawierajgcych w swoim
rdzeniu piang metalowa, po$wigcono pracg autorstwa Jasiona i innych [23]. W publikacji
przedstawiono globalne oraz lokalne formy utraty stateczno$ci, uwzgledniajgc zjawisko wyboczenia
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oktadzin struktury (z ang. wrinkling). Dla ptyty kotowej o zmiennej porowatos$ci wzdhuz grubosci,
symetrycznie wzgledem plaszczyzny obojetnej, Magnucka-Blandzi [32] wyznaczyta rozktad
naprezen normalnych oraz obcigzenie krytyczne, zaktadajac zlozona, trygonometryczna postaé
deformacji stycznych przekroju poprzecznego. Zagadnieniu modelowania stateczno$ci dynamicznej
ptyt wykonanych z materiatéw porowatych poswigcono miedzy innymi publikacje autorstwa
D¢bowskiego i Magnuckiego [14]. Oméwiono w niej obszary niestatecznos$ci ptyty prostokatnej dla
jednoosiowego $ciskania sitami dynamicznymi, uzyskane z zastosowaniem rownania Mathieu.
Natomiast badanie obszaréw niestatecznosci porowatej plyty kolowej przedstawiono w pracy
Magnucka-Blandzi [33]. Rozszerzenie prac z tego zakresu przedstawiono nastgpnie w pracach
D¢bowski, Magnucki i Malinowski [14] oraz Magnucka-Blandzi [34], w ktorych wyznaczono
statyczne i dynamiczne Sciezki roéwnowagi dla porowatej ptyty prostokatnej oraz kotowej pod
obcigzeniami $ciskajacymi.

Istotny rozw6j w ostatnich latach obserwuje si¢ rowniez w obszarze obliczen numerycznych
materiatléw gradientowych, zwlaszcza wérdd probleméw wielkoskalowych. Modelowanie struktur
FGM zazwyczaj wymaga uwzglednienia znacznie wigkszej liczby stopni swobody, w stosunku do
modelowania materiatow jednorodnych, powodujac wzrost ztozonosci obliczeniowej. Mozliwe jest
redukowanie niektorych zagadnien np. do plaskiego stanu naprezenia/odksztatcenia, jednak
w przypadku, gdy do pelnego opisu zagadnienia nalezy uwzgledni¢ wszystkie sktadowe tensora
naprezenia lub gdy istotne sg zjawiska w mikro- i nanoskali, nalezy liczy¢ si¢ z trudno$ciami
technicznymi zrealizowania takowych obliczen. Alternatywa pozostaje formutowanie elementow
skonczonych o zredukowanej liczbie stopni swobody, ktorych przyktadem sa elementy belkowe dla
materialdow  gradientowych opracowane przez Chakraborty’ego, Gopalakrishnana oraz
Reddy’ego [7]. Elementy skonczone zdefiniowano z zastosowaniem teorii deformacji poprzecznych
pierwszego rzedu i przystosowano do analiz statycznych, analizy modalnej oraz badania propagacji
fal w materiale. Przedstawione badania dowodza, ze uzyskano doskonalg zbiezno$ci macierzy
sztywnos$ci poprzez wyeliminowanie problemu nadmiernej sztywnos$ci, towarzyszacej
pierwszorzedowym elementom czworobocznym. Na przykladzie elementéw konstrukcyjnych
wykonanych z FGM stosowanych w lotnictwie, Sadowski Birsan i Pietras [49] zwalidowali szereg
opracowanych przez siebie modeli numerycznych belek, ptyt i powlok pod obcigzeniami
mechanicznymi i termicznymi z odpowiadajacymi modelami analitycznymi. Otrzymane wyniki
w zakresie deformacji oraz napr¢zen stanowig cenne wskazowki dla stosowania Metody Elementow
Skonczonych (MES) w zakresie dyskretyzacji wasciwosci mechanicznych oraz redukcji zagadnien
obliczeniowych w analizie materiatéw gradientowych. Doktadne odwzorowanie ztozonych
krzywizn w modelach dyskretnych jest ograniczone funkcjami ksztalttow elementéw skonczonych.
Podstawowa forma reprezentacji powierzchni zakrzywionych w projektowaniu wspomaganym
komputerowo (CAD) sa natomiast parametryczne krzywe ztozone z wycinkéw krzywych
wielomianowych typu NURBS (z ang. Non-Uniform Rational B-Spline). Ich implementacje
w procesie obliczeniowym metody elementow skonczonych umozliwia zastosowanie algorytméw
izogeometrycznych. Gtéwng zaleta tej metody jest doktadne odwzorowanie geometrii projektowej
konstrukcji przy zachowaniu ciggtosci wyzszego rzedu. Stosujac podejécie izogeometryczne Xue
iinni [72] wykonali badania drgan swobodnych ptyt porowatych (prostokatnej, kotowej oraz
prostokatnej z kotowym wycigciem) dla réznych rozktadow porowatosci wzdtuz ich grubosci
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i dlugosci przy zatozeniu hipotezy deformacji poprzecznych pierwszego rzgdu. Odpowiedz
dynamiczna uktadu belkowego wykonanego z materiatu porowatego, ktorego wtasciwosci zmieniaja
si¢ zgodnie z funkcjg cosinus, wyznaczyli Wu i inni [70] z zastosowaniem FEM. W publikacji
zaprezentowano wyniki dla belki podpartej przegubowo, obciazonej sila skupiong, poruszajaca sie
wzdluz dhugosci belki oraz trojkondygnacyjnej konstrukcji ramowej. Szyniszewski i inni [55]
przedstawili szczegdtowo wyniki badan stanowiskowych w zakresie §ciskania, rozciggania i $cinania
probek wykonanych z piany stalowej ze sferycznymi komorkami. Autorzy opracowali krzywe
materiatowe, ktore postuzyly do walidacji modeli numerycznych FEM z zastosowaniem modelu
plastycznosci Deshpande-Flecka. W pracy podkreslono wptyw zmiany liczby Poissona na $cisliwosc¢
piany stalowej w zakresie odksztatcen plastycznych. Pomimo dostepnosci tak obszernej literatury
dziedzina ta wciaz nie jest kompletna i aktywnie si¢ rozwija. Wcigz publikowane sag nowe prace
dotyczace modelowania materiatow gradientowych.

1.3. Ksztaltowanie konstrukcji nadwozia pojazdu szynowego

Pojazdy szynowe, aby zostaly dopuszczone do eksploatacji, musza przej$¢ przez proces
certyfikacji zakonczony wydaniem $wiadectwa homologacji [56]. Podstawowym etapem w tym
procesie sa wielodyscyplinarne badania majace na celu ocene¢ konstrukcji i technologii wykonania
pojazdu pod wzgledem zapewnienia odpowiedniego poziomu bezpieczenstwa 1 komfortu
uzytkowania transportu szynowego dla pasazeréw oraz jego obstugi. Stanowig rowniez zasadnicze
znaczenie dla infrastruktury kolejowej, minimalizujac koszty jej utrzymania oraz poprawiajac
stabilno$¢ jazdy, prowadzac do stopniowego wzrostu predkosci rozwijanych na szlakach
kolejowych. Obecnie produkowane pojazdy, majace poruszac si¢ po sieciach migdzynarodowych,
krajowych i regionalnych, musza spetnia¢ dodatkowo warunek interoperacyjnosci [15]. Dzigki ciggle
rosngcym wymaganiom wytycza si¢ kierunki rozwoju transportu szynowego.

Dla nadwozi (pudet) pojazdow szynowych obowigzuje szereg wymagan W zakresie
wytrzymalo$ci oraz statecznos$ci ich konstrukcji, opracowanych przez Komitet Techniczny CEN/TC
256 ,Kolejnictwo”. Wymagania te zostaly sporzadzone na podstawie wiedzy i do$wiadczenia
gromadzonego przez europejskie instytuty naukowe w zakresie badan transportu szynowego i sa
stale aktualizowane. Stanowia przedmiot norm [45, 46] obowigzujacych w Polsce, dotyczacych
szczegodlnie zagadnien:

— wytrzymatosci statycznej,

—  wytrzymatos$ci zmgczeniowe;,

— stateczno$ci statycznej konstrukeji,

— analizy drgan swobodnych,

— stanu zakrytycznego przy obcigzeniach dynamicznych.

Nadwozia pojazdéw szynowych w eksploatacji poddane sa ztozonemu stanowi obcigzenia.
W zalezno$ci od rodzaju i przeznaczenia pojazdu norma PN-EN 12663 [45] podaje odpowiednie
konfiguracje obliczeniowe, dla ktérych muszg zosta¢ spetnione wartosci kryterialne, ograniczajace
dozwolone pola przemieszczen oraz naprezen W konstrukcji. Sa one traktowane jako podstawowe
warunki jej wytrzymatosci i sztywnosci. Pudta muszg charakteryzowa¢ si¢ rowniez odpowiednia
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stabilnoscia w wielu jej aspektach. W zakresie statycznym nalezy wyznaczy¢ obcigzenia
bifurkacyjne konstrukcji dla wspomnianych konfiguracji obliczeniowych i wykaza¢, ze dla kazdego
z nich zostaje zachowany minimalny wspotczynnik bezpieczenstwa rowny 1,5. Przypadki
obliczeniowe [45] uwzgledniajag migdzy innymi: nadzwyczajne obcigzenia $ciskajace, pochodzace
od wzajemnego nabiegania pojazdow w sktadzie, sit w sprzegu (sprzegi samoczynne) oraz
obcigzenia pionowe od tadunku czy unoszenia pojazdu. Lokalne wyboczenia struktury pojazdéw
czesto przybieraja postacie odpowiadajace podstawowym elementom  konstrukcyjnym
(pretow-belek, ptyt lub powtok). Przyktad takiego zjawiska zachodzacego przy przeciazeniu sitami
$ciskajacymi dla platformy towarowej przedstawiono na rysunku 3.

Rysunek 3. Przyktad lokalnej utraty statecznosci Srodnikow podtuznic platformy towarowej przy przecigzeniu [67]

Istniejg jednak dodatkowe warunki do spetnienia. Jednym z istotniejszych dziatan z perspektywy
stabilnosci i komfortu jazdy jest wyeliminowanie mozliwosci wystapienia zjawiska rezonansu
mechanicznego pomi¢dzy nadwoziem a wozkami. Sprowadza si¢ to do poszukiwania cze¢stotliwosci
drgan wlasnych pudta i poréwnania ich z czestotliwosciami sit wymuszajacych, oddziatujacych
na nadwozie. Kolejny warunek odnosi si¢ do zapewnienia bezpieczenstwa biernego [46] konstrukcji
w warunkach jej przecigzenia. Sytuacja taka zachodzi w szczegdlnym przypadku podczas zderzenia,
gdy wszystkie aktywne elementy systemu bezpieczenstwa zawioda i dochodzi do wypadku
kolejowego. Konsekwencje zderzenia nalezy uwzgledni¢ juz na etapie projektu pudia pojazdu
szynowego, minimalizujac przyspieszenia, ryzyko wykolejenia oraz strefy znacznych deformacji
nadwozia jakie wystapia w trakcie kolizji. Dziatanie to jest szczegodlnie istotne w transporcie
osobowym, bowiem utrata statecznosci struktury nadwozia w strefie przezycia majaca charakter
dynamiczny moze doprowadzi¢ do niekontrolowanej absorpcji energii zderzenia przez znaczne
odksztatcenia konstrukcji w miejscu przebywania pasazerow, zagrazajac ich bezpieczenstwu. Na
rysunku 4 zaprezentowano dynamiczng utrate statecznosci plyty trapezowej (podtoga) oraz poszycia
(Sciana boczna) podczas zderzenia typowego wagonu 0sobowego.
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Rysunek 4. Przyktad dynamicznej utraty stateczno$ci elementéw wagonu osobowego podczas zderzenia [69]

Pomimo wszelkich $rodkow zapobiegawczych w Polsce wcigz dochodzi do kolizji i wypadkow
w transporcie kolejowym. Cho¢ ich liczba stopniowo spada z roku na rok dzigki zwigkszajacym si¢
wymaganiom w kwestiach bezpieczenstwa, to wciagz nalezy podejmowac dziatania w celu redukcji
ich liczby. Wprawdzie wypadki spowodowane awariami pojazdow szynowych stanowity zaledwie
11% wszystkich wypadkow kolejowych w latach 2009-2010 [59], to jednak poprawa wlasciwosci
strukturalnych nadwozi pojazdéw moze zredukowac potencjalne szkody kolizji nastepujacych
z dowolnych przyczyn. Jednym ze sposobow, jaki mozna obra¢ w tym celu, jest implementacja
nowoczesnych materialow gradientowych w produkcji pudet pojazdow szynowych.

Wraz z rozwojem i upowszechnianiem metod numerycznych w analizie strukturalnej, zaczety
one petnié, obok badan stanowiskowych, zasadniczg role w procesach badawczych ztozonych
geometrycznie konstrukcji. Jednak podstawa ich stosowania jest zawsze gruntowna walidacja
metody, zawierajaca analize wpltywu takich czynnikow, jak:

— zastosowanych w modelu uproszczen geometrycznych,
— doboru wlasciwos$ci materiatowych,

— wprowadzonych warunkow brzegowych,

— dyskretyzacji modelu,

— imperfekcji technologicznych,

— kompletno$ci modelu fizycznego.

Walidacji metod numerycznych mozna dokona¢ np. poprzez poréwnanie z badaniami
stanowiskowymi, co jest metoda rekomendowang, jednak kosztowna. Niebagatelne znaczenie maja
w tym aspekcie roéwniez modele analityczne.

Prace w zakresie analiz numerycznych pojazdéw szynowych i ich walidacji sa prowadzone od
wielu lat w Sieci Badawczej Lukasiewicz - Poznanskim Instytucie Technologicznym. Wyniki badan
wytrzymatosci i stateczno$ci klasycznych, szkieletowych konstrukcji pudet zaréwno wagonow,
lokomotyw, platform towarowych, jak 1 pojazdow specjalnych, zostaly opracowane
w niepublikowanych  sprawozdaniach ~ wewnetrznych, znajdujacych si¢ w  archiwum
LUKASIEWICZ - PIT [65-69]. W przytoczonych procesach badawczych autor niniejszej rozprawy
brat udziat w roli prowadzacego lub wykonujacego badania.



Statecznos¢ ptyty prostokatnej o symetrycznie zmiennych wlasciwosciach mechanicznych... 15

1.4. Tezai cel pracy

Na podstawie wykonanego przegladu literatury oraz zdobytego doswiadczenia zawodowego
w zakresie projektowania i badania konstrukcji nadwozi pojazdow szynowych z zastosowaniem
metod numerycznych oraz badan stanowiskowych, sformutowano ponizsze tezy pracy.

Teza I

Mozliwe jest sformulowanie indywidualnej hipotezy deformacji prostej normalnej do
ptaszczyzny $rodowej plyty o zmiennych wlasciwosciach materialowych wzdtuz grubosci,
symetrycznie wzgledem ptaszczyzny srodkowej, uwzgledniajacej podstawowe rodzaje struktur
materiatowych (jednorodnych, gradientowych, trojwarstwowych) z analizg efektu S$cinania,
uzyskujac rozktad naprezen stycznych.

Teza ll:

Mozliwe jest zastapienie klasycznych konstrukcji szkieletowych nadwozi pojazdow szynowych
konstrukcja potskorupowa, wykonang z zastosowaniem materiatdw gradientowych, dla ktérych
spetnione sg wymagania normatywne w zakresie wytrzymatosci, statecznosci oraz bezpieczenstwa
pasywnego, uzyskujac Kkonstrukcje bezpieczniejsza, o korzystniejszych wlasciwosciach
strukturalnych oraz eksploatacyjnych.

Cele rozprawy doktorskiej:

— opracowanie modelu analitycznego ptyty prostokatnej z uwzglednieniem efektu $cinania,

— opracowanie modelu numerycznego plyty prostokatnej w  odniesieniu do
modelu analitycznego,

— wzajemna walidacja zastosowanych metod obliczeniowych przez poréwnanie wynikow
badan analitycznych oraz numerycznych,

— wyznaczenie sil krytycznych oraz czestosci drgan wlasnych ptyty prostokatnej,

— badania statecznosci statycznej i dynamicznej ptyty prostokatne;j,

— implementacja wynikow badan uzyskanych dla ptyty prostokatnej w praktycznym procesie
ksztattowania i optymalizacji konstrukcji nadwozia wagonu osobowego.
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2.  MODELOWANIE PLYT Z MATERIALOW GRADIENTOWYCH

2.1. Badania analityczne plyty o symetrycznie zmiennych wlasciwosciach na grubosci

Plyta jest podstawowym elementem konstrukcyjnym, dla ktérego jeden z wymiarow (grubosc)
jest relatywnie znacznie mniejszy od dwoch pozostatych (dtugosci i szerokosci). Pozwala to, przy
pewnych zatozeniach, na ograniczenie zagadnienia modelowania tego typu elementu do problemu
dwuwymiarowego. W takim ujeciu pominigte zostaja napr¢zenia normalne do powierzchni
neutralnej, jako nieistotnie mate sktadowe tensora napr¢zenia. Zatdézmy, ze ptaszczyzna srodkowa
piyty jest jej plaszczyzna obojetna, co jest $cisle spelnione tylko wtedy, gdy powierzchnia srodkowa
po odksztatceniu jest powierzchnig rozwijalng.

., Powierzchniq rozwijalng nazywamy takq powierzchnie prostoliniowg, dla ktorej ptaszczyzna
styczna jest statq wzdtuz tworzgceej” [60].

., Powierzchnig prostoliniowq lub prostokresing nazywamy powierzchnieg, przez ktorej kazdy
punkt przechodzi prosta lezqca na jej powierzchni” [60].

Proces zginania ptyty poddanej obcigzeniom normalnym oraz poprzecznym przebiega wedhug
krzywej walcowej, stanowiacej przyktad powierzchni rozwijalnej. Nalezy dodatkowo zauwazy¢, ze
poddanie plyty $ciskajgcym obcigzeniom poprzecznym niesie za soba skrocenie wymiaréw w tych
kierunkach. W skutek tego podstawowe wyrazenia opisujace krzywizne odksztatconej plaszczyzny
neutralnej sa wystarczajace przy zachowaniu relatywnie niewielkich ugig¢ w stosunku do szerokosci
plyty. Stuszno$¢ tych zatozen zostata dowiedziona w teorii ptyt i powtok [58].

Niech ptyta prostokatna o dtugosci a, szerokosci b i grubosci h, bedzie osadzona w kartezjanskim
uktadzie wspotrzednych, ktorego poczatek znajduje sie¢ w jednym z wierzchotkow ptaszczyzny
neutralnej w taki sposéb, zeby jej geometria znajdowata sie w kierunkach warto$éci dodatnich osi x
oraz y. Zgodnie z konwencja [58] przyjeta dla zginania ptyt, 0§ z skierowana jest w dot (rysunek 5).

Ptyte poddano dynamicznym obciagzeniom $ciskajacym na obwodzie ptaszczyzny obojetnej oraz
ci$nieniu p(t), rdwnomiernie roztozonemu na jej powierzchni i zaleznemu od czasu. Przyjeto
intensywnosci obciazef Ny (t) i N, (t) o statym przebiegu wzdtuz krawedzi o kierunkach dziata
zgodnych z osiami x i y. Plyta podparta jest przegubowo-przesuwanie na czterech krawedziach
plaszczyzny neutralnej. Schemat obciazenia przedstawiono na rysunku 6.
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Rysunek 6. Schemat obcigzenia plyty prostokatnej [Opr. wiasne]
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2.1.1. Whasciwosci mechaniczne i fizyczne

Materiat ptyty speknia nastepujace zalozenia dla ciala statego:

— cialo stanowi continuum materialne,

— cialo jest jednostronnie anizotropowe wzdtuz kierunku zgodnego z osig z,

— cialo ulega deformacji w zakresie liniowo-sprezystym.
Model materiatowy przyjeto zgodnie z [39]. Stanowi on bowiem, w ujeciu makroskopowym,
uogoélnienie materialowe, pozwalajace na uwzglednienie w rozwazaniach analitycznych struktur
gradientowych o szerokim spektrum witasciwosci. Poprzez odpowiedni dobor parametrow funkcji
zmian wlasciwo$ci materiatlowych sterowa¢ mozna przebiegiem sztywnosci 1 gestosci wzdiuz
grubosci tak, by odpowiadat on rzeczywistym materiatom gradientowym. Parametry powyzszych
funkcji powinny zosta¢ wyznaczone empirycznie dla konkretnego zastosowania. Wprowadzono
bezwymiarowa wspotrzedng ¢, a nastgpnie funkcje zmian wiasciwosci materiatowych wzdtuz
grubosci plyty [39] zalezne od tej wspotrzedne;:

=2
1h1 1)
el~3i3)
E@Q) = Eq + (Ey — Ey) sin*e(n(), 2
G({) = Gy + (Gy — Gyp) Sinke(ﬂf), 3)
p(Q) = po + (p1 — po) sin*e(m), (4)

gdzie:

E — modut spre¢zystosci podtuznej (modut Younga),

G — modut sprezystosci poprzecznej (modut Kirchhoffa),

p — gestos¢ materiatu,

Ey, Gy, po — Whasciwosci odpowiadajace ptaszczyznie srodkowej dla ¢ = 0,

E,, Gy, p; — whasciwosci odpowiadajace ptaszczyznom zewngtrznym ptyty dla { = + %,

k. — wyktadnik potegowy.

Po przyjeciu bezwymiarowych parametrow (5) oraz wyrazonych za ich pomocg bezwymiarowych
funkcji zmian wtasciwosci wzdhuz wspotrzednej ¢

_Bo G o _Po
eo—E_1; 90—61; Po—pl' 5)
fe(@) = g + (1 — o) sin*e(m(), (6)
f3(§) = go + (1 = go) sin*e(nQ), ()

fo(8) = o + (1 — po) sin*e(n]), (8)
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przeksztatcone funkcje (2), (3) i (4) przybieraja postaé

E({) = E1fe(9), 9)
G(¢) = G1f4(), (10)
P(Q) = p1fp(D). (11)

Zgodnie z zalozeniem, ze material nie wykazuje anizotropii w kierunkach zgodnych z osiami
X iy, przyjeto zwigzek miedzy modutem sprezystosci podtuznej i poprzecznej oraz liczba Poissona
v dla uogdlnionej postaci prawa Hooke’a [63]

E

G=—77—" 12
2(1+v) (12)
Podstawiajac (12) do wyrazen (5) otrzymuje si¢ zwigzek miedzy parametrami eg i g
Gy Eyl1+wg 1+wv;
Go =7 = = (13)

TG, El+ve T+,
Jak wykazano w pracy [39], wptyw zmiany liczby Poissona nie ma istotnego wptywu dla analizy
strukturalnej plyty. Mozna zatozy¢ zatem, ze przebieg funkcji zmiany liczby Poissona wzdtuz
grubosci jest staty,

v({{)=vo=vy =, (14)
W czego nastgpstwie wynika rowno$¢ parametrow e i g oraz funkcji £ (), f4 ()
9o = €o, (15)

fe(©) = f4(D). (16)

Na rysunku 7 przedstawiono przyktad, jak wiasciwosci materiatu moga zmienia¢ si¢ pod wptywem
doboru roznych wartosci parametrow funkcji (6), (7) i (8).
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Rysunek 7. Wiasciwo$ci materiatowe dla réznych parametrow funkcji (6) [Opr. wiasne]
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Zaleznos¢ miedzy odksztalceniem i naprezeniem w materiale przyjeto zgodnie z uogdélnionym
prawem Hooke’a [63] w odniesieniu do zalozenia, ze rozpatrywane ciato jest liniowo-spr¢zyste

E

1—v2

1—v2 (n

Oy = [ex + vsy], Oy = [ey + vex],

Txy = G Yxy, Txz = G Vxzr Tyz = G Vyz, (18)
gdzie:

&, & — odksztalcenia w kierunkach x iy,

Oy, 0y — naprezenia normalne w kierunkach x iy,

Yxy: Yxzr Vyz - Katy odksztalcenia postaciowego w plaszczyznach XY, XZ oraz YZ,

Txy» Txzr Tyz — Naprezenia styczne w plaszczyznach XY, XZ oraz YZ.
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2.1.2. Hipoteza deformacji prostej normalnej do ptaszczyzny Srodkowej plyty

Jak przedstawiono we wstepie, klasyczne teorie deformacji prostej normalnej do ptaszczyzny
srodkowej posiadaja wewnetrzng sprzeczno$é, z ktorej wynika zerowa (teoria Eulera-Bernoulliego)
lub stata, usredniona (teoria Timoshenki) warto$¢ naprezenia tnacego wzdhuz przekroju. Nie
uwzgledniaja one bowiem w wystarczajacym stopniu efektu S$cinania w procesie zginania.
Fundamentalnym zadaniem postawionym przed autorem w niniejszej pracy jest sformutowanie
wewnetrznie spdjnej hipotezy deformacji uwzgledniajacej efekt $cinania dla przedstawionego
W poprzednim rozdziale uogdlnienia materiatow gradientowych.

Schemat deformacji prostej normalnej do ptaszczyzny §rodkowej ptyty w dwoch ptaszczyznach
XZ oraz YZ pokazano na rysunku 8.

Rysunek 8. Deformacja prostej normalnej do ptaszczyzny srodkowej ptyty prostokatnej [Opr. wlasne]

Chcac uwzgledni¢ $cinanie przekroju poprzecznego ptyty nalezy zauwazyé, ze prosta normalna
ulega jednoczesnemu obrotowi odpowiadajgcemu czystemu zginaniu oraz przemieszczeniom
w kierunkach poprzecznych, ktére mozemy podzieli¢ na sktadowe w kierunku osi x i .
Przemieszczenia punktéw lezacych na prostej normalnej beda silnie zaleze¢ od sformutowanych
funkcji (6), (7) i (8) dla nieliniowo zmieniajacych si¢ wlasciwosci materiatowych. Przedstawiono te
przemieszczenia w postaci ogdlnej i bezwymiarowej zawierajacej sktadniki odpowiadajace zginaniu
oraz scinaniu. Formuty odniesiono do ptaszczyzny neutralnej, zatem ugigcie ptyty w jest niezalezne
od wspotrzedne;j z,
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w(x,y,0,t) =w(x,y,t), (19)
0

u(y,4,0) = ~h[¢ 22 = (O pxy.0), (20)
ow

VY80 = kS5~ fal©) By, @

gdzie:

w(x,y,t) —ugiecie plyty (przemieszczenia normalne punktow plaszczyzny neutralnej),
u(x,y,q¢,t), v(x,y,{,t) — przemieszczenia poprzeczne dowolnego punktu ptyty,

f4(0) — funkcja deformacji poprzecznej prostej normalnej do ptaszczyzny srodkowej,
Y(x,y,t), p(x,y,t) — bezwymiarowe funkcje przemieszczen poprzecznych,

przy czym funkcje przemieszczen ¥, ¢ rowne sg

Wiy, =520 (22
pexy,0 = 2528 @3

gdzie:
uy (x,y,{, t) — przemieszczenia styczne punktow zewngtrznej warstwy ptyty w kierunku osi x,
v1(x,y,{,t) — przemieszczenia styczne punktow zewnetrznej warstwy plyty w kierunku osi y,

i spetniaja zaleznosci

l/)(o'y't) = l/)(a!y't) =0,
¢(x,0,t) = ¢(x,b,t) = 0. (24)

Sformutowanie hipotezy deformacji stanowiacej uogodlnienie teorii $cinania dla materiatow
gradientowych, ktérej odpowiada zdefiniowanie postaci funkcji deformacji f,;, stanowi przedmiot
niniejszej pracy. Zatozono, ze przytoczone zatozenia spetnia nastgpujaca funkcja fy

fa(@) = By sin(mg) + By, sin*s(nQ), (25)
gdzie:
B, Bx — bezwymiarowe parametry funkcji deformacji,
ks — nieparzysty, naturalny wyktadnik potggowy, rézny od 1.

Parametr kg przyjmuje zatem wartosci ze zbioru

ks€N, ks=3,57,.. (26)
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Zbiorem wartosci funkcji f; (25) ma by¢ zbior
IW;, €R, ZW;, €(0;1), (27)
zatem parametry [, 8, musza spetnia¢ zalezno$¢
B1+ By, = 1. (28)
Po zmianie oznaczenia i przeksztatceniu (28)
Bi=B PBr,=1-8, (29)
otrzymuje si¢ funkcje f; W postaci dwuparametrowej
fa@ = [B + (1 = ) sin*s~ (m))] sin(n]). (30)

Aby hipoteza deformacji byta spojna, zaproponowana funkcja powinna przede wszystkim by¢
prostopadta do powierzchni zewnetrznych ptyty w punktach ¢ =% i {= —%. Zatozenie takie

gwarantuje zerowg warto$¢ naprezen tnagcych w warstwach skrajnych. Sformutowano zatem warunki
dla pierwszej pochodnej funkcji (30)

Ofa)  _, a| _,
ocl_1 " ol Y
% =n[B + (1 — Bk, sin*s~ ()] cos(nQ). (32)

Warunki (31) sa spetnione, poniewaz funkcja cosinus w otrzymanym wyrazeniu (32) zawsze
przyjmuje warto$¢ rowng 0 dla ¢ = i i{=- i Dodatkowo, aby spetniony zostat warunek (27), druga

pochodna funkcji (30) musi realizowa¢ nastgpujace nierownosci

77| . 2% Fig), <O (33)
3 2
Druga pochodna funkgcji f; rowna jest
afdz _ 2 2 k=3 ;
= —m2{B + (1 — Bks[1 — ks cos?(n{)] sin*s~3 ()} sin(mQ). (34)

02¢
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Podstawiajac (34) do nieréwnosci (33), otrzymujemy ograniczenie jednostronne dla parametru 8

{ m*{B+ (1= Bk} =0

B+ (1 - k) < O %)

ks
ke —1

B < (36)

Wartosci parametrow f oraz kg wyznaczone zostang przez minimalizacj¢ obcigzenia bifurkacyjnego
w pozniejszym etapie obliczen. Przebieg funkcji f;(¢) dla wybranych parametrow B oraz kg
przedstawiono na rysunku 9.

W tym miejscu rozwazan zdefiniowano w pelni pole przemieszczen dla ptyty prostokatne;j.
W dalszym biegu modelowania niezbgdne byto okreslenie zwigzkéw miedzy przemieszczeniami
a odksztatceniami, definiowanymi jako zmiana odleglosci poszczegdlnych punktéw plyty w stanie
koncowym wzgledem stanu poczatkowego. Przyj¢to nieliniowe zwigzki geometryczne dla dowolnie
duzych odksztatcen, opisywane przez symetryczny tensor odksztalcen Greena [16], ktory mozna
przedstawic¢, w postaci ogodlnej, nastepujaco

1/0u; O0Ou; OJu,ou
G ( i '] k k>’ (37)

& = i = 2\ox; ' ax;  ox; ox;
J i i 94
gdzie:
u;, Uj, u, — wspotrzedne wektoréw przemieszczen, tworzacych pole wektorowe,
Xi, Xj, X, — wspOlrzedne, zgodnie z opisem materialnym.
Po zmianie oznaczen w odniesieniu do juz wczesniej wprowadzonych, uwzglednieniu
bezwymiarowej wspotrzednej ¢ oraz redukcji wyrazow zerowych, otrzymuje si¢ ponizsze zwigzki

ou 1 /0w\°

e = a*z(a)z' (39
ov 1 /0w

é‘y =@+E(E) ) (39)

Jou Jdv OJw Jdw

Yo =5 Y ox T ax ay (40)
ow 10du

Yxz = a + Ea_(r (41)
ow 10dv

Yyz = @ + Ea_{ (42)
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2.1.3. Zasada Hamiltona — réwnania rozniczkowe ruchu

Analize statecznosci dynamicznej podstawowego elementu konstrukcyjnego, jakim jest plyta
prostokatna, mozna przeprowadzi¢ na rozne sposoby, ktore prowadza do badania jej rozniczkowych
rownan ruchu. Wybor wlasciwej metody powinien uwzglednia¢é wiasciwosci materialowe
rozwazanego ciala, sposob jego obciazenia i podparcia oraz czy w prowadzonej analizie istotne sg
zjawiska falowe.

Rownania ruchu wyznaczy¢ mozna wprost korzystajac z zasady d’Alemberta [19] przez
okreslenie rownan rownowagi dynamicznej dla nieskonczenie matego wycinka ptyty, obciazonego
sitami wewngtrznymi i zewnetrznymi oraz sitami bezwladnosci. Jezeli jednak dla rozpatrywanego
uktadu nie ma przeszkod, aby wprowadzi¢ pojecie energii potencjalnej, mozliwe jest zastosowanie
uniwersalnego podejscia energetycznego, bazujac na rownaniu Lagrange’a lub wariacyjnej zasadzie
Hamiltona. Dla obu tych metod wazne jest wprowadzenie pojecia potencjatu kinetycznego
L, zwanego inaczej funkcjg Lagrange’a [17, 19]

LET-U, (43)
gdzie:
T — energia kinetyczna uktadu,
U — energia odksztatlcen pomniejszona o potencjat sit zewngtrznych.
Dalsze rozwazania przeprowadzono zgodnie z zasadg najmniejszego dziatania Hamiltona.

,, Ruch uktadu mechanicznego nieswobodnego mozna interpretowac jako przejscie z polozenia
poczgtkowego (w chwili t = t;) do koricowego (gdy t = t,) po rozmaitych trajektoriach
kinematycznie mozliwych, tzn. zgodnych z natozonymi wigzami. Hamiltion udowodnit, iz

rzeczywisty ruch odbywa si¢ w taki sposob, ze dziatanie osigga wartos¢ stacjonarng: 6S = 0[19].

Dziatanie S jako wielko$¢ fizyczng formutuje sie nastgpujaco

Sd:efdet+dedt, (44)
ts ts

gdzie:

L4 — praca sil niezachowawczych (np. praca sit tarcia, praca sit odksztalcen plastycznych)
Wprowadzajac definicje dziatania (44), funkcje Lagrange’a (43) oraz pomijajac sktadnik zwigzany
z sitami niezachowawczymi, dziatanie, zgodnie z zasadg Hamiltona, osigga warto$¢ stacjonarng
gdy [17]

ty
5](T—U)dt=o, (45)
ty
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przy czym catkowitg energi¢ potencjalng U wyrazi¢ mozna jako r6éznice

Uu=U,-Ww, (46)
gdzie:
U, — energia odksztalcen,
W — praca sit zewngtrznych.

Zgodnie z zalozeniem, ze odksztalcenia dla rozwazanej plyty przebiegaja w zakresie
liniowo-sprezystym, energie odksztatcenia sprezystego sformutowac¢ mozna nastgpujaco [16]

v=[[f (Fouey)av. (47)
14

Po wprowadzeniu zatozonego uktadu wspolrzgdnych i zredukowaniu sktadnikow zerowych dla
rozwazanego zagadnienia otrzymuje si¢ wyrazenie (47) W postaci

1/2

a b
f j (0xex + 0y&y + TuyVay + TazVaz + Tyz)/yz) d{dydx. (48)
00 -i/2

l\JIb—l

Wprowadzono nastepnie do roéwnania (48) zalezno$ci migdzy odksztatceniami i napr¢zeniami (17)
(18) oraz funkcje zmian wlasciwosci materiatowych (9) (10), majac na uwadze (16)

VBR[O
U, == — ff f{fe(()[e,%+2vexey+ef,+
21—v?
00 —-1/2 (49)

1
+3 A=V +vE + 13 | asayax.

Wyznaczono sktadniki podcatkowe rownania (49), podstawiajac funkcje deformacji (20) oraz (21)
do zaleznosci od (38) do (42)

'az ol 10w\’

o0 = -kl 5~ ) ol +5 (50 (50)
[ 1 0w\?

by n6,t) = -h[e S - a0 2|+ 3 (5 ay

2

(52)

Yy do dw Jdw
—fa(©) ( 6x)] +E'E.

J°w
ny(x y.( t) = —h [25
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dfa
Yaz (X, 3,0, 8) = a—(llz(x ¥, 6),

Yor(6,7,0,0) = ﬁ(p(x y,0).

Po obliczeniu iloczyndéw odksztalcen i uporzadkowaniu sktadnikdéw otrzymano

222 (2 3—"’ 12 70 (30)

2

ox/) 0x2

wa 92w\’
2@ I g (6—;2”)

$3(5) o) 5y oly) )

wd 92w\’
Y (s h<2<—2”>,

dy? dy dy
1 /0w\? /0w %0
o =3(50) () 305 5+ 3 5

aop 1 92w /0w 52 ow

D 55, ¢ W(5> +0_y2(5) ]+
0%w oy 0*wop 0w *w

_h2

h (fd(i)[ayz 5 o ay| T T gy

) _(6W)2(6W> o ()[awawa¢+awawa¢ N
Yoy = \Gx dy fa(§ ox ayay dx 0y 0x

a¢ 2 opop 0\ ow 92w aw
2¢2 i bt —
+hfd (O[ +26y Ox +(8x) —4h 0x 0xdy 0y *
9w @ d 92w\’

w 1/) ‘w d¢ tan?g? gwy
dxdy ay axay ox dxdy

—4hsza(f)[

Vé—(?) P2 (x,y),

yyzz—(’;”’)wxy)

_M(O_W)zaz_m

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)
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Podstawiajac wyrazenia (55) - (60) do rownania (49) zapisano energi¢ odksztalcenia sprezystego

W postaci
a b 4 4 2 2
U, 1 Eih (8w> 2 2%w N 2%w
=271 f f (5%) 3y h\5xz) 52

00

Zway 0iwagp oY Ap\>
‘“212(@&%72@) 213[( )+($)]+

[ e B S 2 6

1 ow\? sow\? P’watw . (0*wdp 0*wdp

+

ay ox? dy 9x% 9y | dy? ox
opap 1 ow 62W 92w 0w\ 2 (61)
P SR
+hs dx 0y 2h]4 [(63/) 6x2 ay? <6x) *

rahls [(Z—i”)zi%(i—y) o

w 92w \*
a5 G v een(G) -
oy o¢ o o ow 07w ow
2]26x6y<6y c’)x)+h2]3(_+_) B L*EWEJ’
ow ow /0 d
25 e (G + o) + el @) + 67l vy
gdzie:
1/2 1/2
[ eroa n= [ orow,
-1/2 -1/2
1/2 1/2
f ROLOA,  Ja= f L) de,
- 2 (62)
[ rorow = [ (&) row
-1/2 -1/2
1/2
o= | o,
-1/2

stanowig calki rownania po wspotrzednej {, a ich wprowadzenie pozwala na zapisanie wyrazenia
(49) jako catke podwdjna.
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Wyrazenia podcatkowe - iloczyny {f,({) oraz f;({)f.({), sa funkcjami nieparzystymi w przedziale
catkowania, zatem ich catki beda rowne zeru, stad

Ja=Js=0. (63)

0%w 2+2 62w62w+ 9w 2+
dx? Vax? y? y?
2w\’
2(1—
+2(1 —v) <6x6y> ]+

Y [azw v <62W op 0%w azp) N 0%w g

ax? ax ' \ax? oy " ay? ox) T ayZ ay
+ a 3y (g;lz} gi)] 0
v[(Ge) +2 Zf? (Go) +30-n(+50)

+= (1—V) [w (6, y) + $2(x, y)]

*ire [(ax) +2(‘Z—Z”) (&) (G [}
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Nastepnie nalezy wyznaczy¢ jej pierwsza wariacje

- 1 B [ [ 02W628 a_wa_26
Ue 21—1/20[0]{]1[0202 yra2? TV T
azw o* ow+2(1 — )62w o 6w]+

6 dy? 9y? d0x0dy 0xdy
—2] [(32_W16¢+6_¢6_25W+62_w16¢+6¢ o Sw +
2 9x2 ax dx 0x? dy? dy ay 6y2

(W 0p 0t wa o oP
3229y Y 55220 Y 552 0x Y T ax y2 OV

r—w w9 . w0t 0p 9F
Y\ axay 3y %% T 20792 °? 1 3y axay 2 T 9x a2y

(65)
oy 0 d¢p 9 P 0 aqb d
+2]3[6x6x 0+ 5y 5y 0P TV (6x6y6 By ox ‘W’)

po . W . 90 a¢
_(1_V) (a_@‘s Tyl oy T 6¢)]

+(1- V) S0 y)oY + ¢ (x,y)5¢] +
Jo 0 ow\? ow 0
+ﬁ[(£) asw * (63/) 0x 6x6

+<6W)26W66 +(aW) 66 v
0x ayayw y ayW yax.
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Stosujac przeksztatcenia Green’a [17], po wyeliminowaniu sktadnikow zerowych otrzymano

64w+2 o*w +64w5 N
dx* 0x2dy?  ody* v

a3 a3 a3 a3
_jz[w p O ¢

o)
0x3  dxdy? 0x?dy + dy3 W
3 aBW 3 a3W

w 0°w
+/, [6x3 oY + %9y Sy + 6x26y6¢ + 3y 6(]5] +

0% 1-vo*p 1+v 9%
—Js| ==+ >+
dx 2 dy 2 0xdy
1-v3d%p 0%¢p 1+v %y
—J3 +——+
2 0x?  0y? 2 0xdy
J
+(1 =) 75 [, Y)8W + b(x,)68] +
Jo (OW)Z 0w (6W>2 92w N 46W 9%w ow N
2h%|\dy/) 0x? dx/ 0x? 0x 0xdy dy

3(6W)2 62W+(6W)2 2%w 5wl dvd
dy/ 0dy? dox/ 0y? Wy ayax.

W dalszej kolejnosci wyznaczono prace sit zewnetrznych oraz jej pierwsza wariacje. Wyrazenie
to jest zalezne od rodzaju obcigzenia i zostato sformutowane zgodnie ze schematem przedstawionym
na rysunku 6. W przeciwienstwie do definiowania pracy wykonanej przez rOwnomiernie roztozone
cisnienie na powierzchni ptyty, opis pracy realizowanej przez sity $ciskajace wymaga dodatkowego
komentarza. Rozwazono S$ciskanie belki podpartej przegubowo. Na rysunku 10 przedstawiono
schemat jej odksztatcenia pod wptywem Sciskajacej sity osiowej skierowanej wzdtuz osi x.

&Y +

(66)

6 +

L
F
A 7 B
B L
U,
P -
A5 a4
W dx dw
_____ ow
ds dx

Rysunek 10. Schemat odksztatcenia belki pod wptywem $ciskajacej sity osiowej [Opr. wlasne]
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Zaktadajac, ze dhugos¢ osi neutralnej belki L po odksztatceniu bedzie réwna dtugosci poczatkowej
Lg, zapisano warunek

Ly = _[ ds. (67)

Po skorzystaniu z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata powstalego z wielkosci infinitezymalnych

i przeksztatceniu (67) otrzymano
BW
Ly = 68
0= f/ (5) (68)

Podcatkowe wyrazenie pierwiastkowe mozna rozwingé z zastosowaniem szeregu potggowego
Taylora w jego szczegdlnej formie opisanej wzorem Maclaurina [60]

o fM0)
—X

fe =) — (69)

n=0

Pomijajac mate wyzszych rzedow obliczono pierwsze dwie pochodne dla funkcji podcatkowej (68),
wraz z warto$ciami jakie funkcja i jej pochodne przyjmujg dla x = 0

fx) =+1+x2?, (70)

x 1 x?
ff) =——=, ") = T 3, (71)
(1+x2)2 (1+x2)2 (1+x2)2
fO)=1 f'(x)=0, f"(x)=1. (72)

Podstawiajgc obliczone pochodne i jej wartosci w x = 0 do wzoru Maclautina (69) otrzymano
przyblizone rozwinigcie funkcji f(x) w postaci szeregu potegowego

fx) = 1+%x2. (73)
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Po wprowadzeniu (73) do (68), dtugos¢ odksztalconej osi neutralnej
Lo

L
L, = fo 1+1<aW)2 dx = L +f1(aw)2d (74)
0~ 2\ ox X = Lot 2\ ox o

Uy 0

wyprowadzong zalezno$¢ mozna uogoélni¢ do przypadku dwuwymiarowej ptyty zapisujac podobne
zwigzki rowniez dla sity Sciskajacej zgodnej z kierunkiem osi y. Dla powyzej zdefiniowanych
przemieszczen prace sit zewnetrznych zapisano w postaci

ab
W = bf 6[ [p w(x,y) + 1N (ZW) + %Ny (Z—V;’/)z] dydx. (75)

Jej pierwsza wariacja roOwna jest

b
; 9%w 9%w
0o

Ostatnim brakujacym sktadnikiem zasady wariacyjnej Hamiltona jest energia kinetyczna plyty.
Przyjeto jej posta¢ ogdlng [16]

r=a e[GO )+ o) e &

Zaktadajac, ze sity bezwladnosci w kierunku osiowym sa pomijalnie mate i uwzgledniajac
wspotrzedna ¢ (1) oraz funkcj¢ zmiany gesto$ci wzdtuz grubosci (4)

1/2

:gff f p(Q) (%—V:)Z d{dydx. (78)
00

-1/2

Zwr6cono uwage, ze ugiecie ptyty w(x, y, t) nie jest zalezne od zmiennej {. Mozemy w ten sposob
obliczy¢ catke po d{ i wprowadzi¢ gestoS¢ zastepcza py,

hpy [ [ (0W\?

rote [ [(2) 79

2 [ (5h) avax (79)
00

gdzie:
Pp — parametr gestosci materiatu gradientowego,
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1/2 1/2
b= | p@ig= [ s+ -poysinecs)as (80)
-1/2 -1/2

Wariacja energii kinetycznej (79)

a b a b
hp, ow %w
=—2F 2 Swdydx = —h — Sw dydx. 81
sz atatwyx ppfftzwyx (81)
00 00

Podstawiajac obliczone wariacje skladnikow funkcji Lagrange’a rozpatrywanego uktadu
mechanicznego 6U,, W, 6T (66), (76), (81) do rownania (45) wynikajacego z zasady Hamiltona
otrzymano funkcjonat bedacy dziataniem S (44)

t, t,
S=R(w, ¥, oW, 9, ) = f Ldt = f [T — (U, —W)]dt, (82)
t1 t1

ktory zalezny jest od trzech nieznanych funkcji przemieszezen (19), (22), (23) i ich pochodnych.
Oczywiscie te z kolei sg funkcjami wspotrzednych uktadu kartezjanskiego i czasu.

Jesli funkcjonat (82) ma osigga¢ minimum, zgodnie z zasada najmniejszego dziatania (45) musza
by¢ spetnione réwnania Eulera w postaci [17]

(0L d OJL
aw  dtow
dL d JL
<%_Eﬁ 0, (83)
oL d oL _
\0p  dtad
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Po zgrupowaniu sktadnikow zgodnie z wariacjami éw, &y, §¢p, otrzymano uktad rézniczkowych
rownan ruchu dla ptyty prostokatne;.

N 62W+ E.h3 64w+2 o*w +64w N
Po ez T1T—vz |71 | ot 0x20y% = dy*
[631/) 0> ¢ 3¢
-2

0x3 + d0x0dy? + 0x20dy * dy3 *

Jo (6W)2 9%w (6W>2 9%w
Swe S () X3 () 22 84
v ZhZ[ ay 6x2+3 dx 6x2+ (84)
ow d%w ow owm\2aw  Ow\% 0%w
s () 0 oy
dx 0xdy dy dy/) 0dy? dx/) 0dy?

2°w 2

0°w
+N, (2) F% + N, (t) 37 =p(t)

I [83w+ 63W] [621/)+1—v621p 1+v 0%¢
Sy° Z[9x3 " dxdy? ) 3 (3]x2 2 0y? 2 0xdy (85)
-V
Th—62¢(x,y, t)=0
3w +63W 1—v62¢+62¢+1+v 0%y
5¢° J2 0x2dy  dy3 | 2 oax?  ay? 2 0xdy (86)
1-v]Js
+Tﬁ¢(x,y, t)=0
Wprowadzono operator rézniczkowy Laplace’a i jego podwdjny odpowiednik
92 92 o* o* a*
= 4 W= —— 42— 4 87
0x? * dy? dx* * 0x20dy? * oy* ®7)
oraz uogodlniong funkcje przemieszczen poprzecznych
O(x,y,t) [mm], (88)
speliajacg zaleznosci
( 0 = 00 ( 0 = 00 89
lpryJ _axl ¢x;y, _ayl ( )

ivng + ivch =V*0 (90)
0x dy '
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W ten sposob uktad trzech rownan rézniczkowych ruchu sprowadzi¢ mozna do uktadu dwoch
réwnan z dwiema niewiadomymi funkcjami w(x, y, t) oraz 0 (x, y, t).

N 62W+ E1h3 ot 7o Jo 3(aW)2+<aW)2 02W+
Pp g2 hVw=RVO =P \ax) T\5) |ae
2 2 27 32
D 2w o f(omE ol ] @
dx 0xdy 0y dx oy/ | dy?
2%w 2W
+N, (t) >+ N, (t) = p(t)
56° J,Viw — J,V40 +—]—6v2@ =0 (92)
3 2 h?

W celu sprowadzenia uktadu réwnan rézniczkowych ruchu o pochodnych czastkowych do
réwnan rézniczkowych zwyczajnych przyjeto funkcje aproksymacji ugie¢ w postaci pierwszego
sktadnika podwojnych szeregéw trygonometrycznych [19, 29]. Funkcje te spetniaja warunki
brzegowe zgodnie z przyjetym schematem obciazenia dla ptyty prostokatnej podpartej przegubowo

w(x,y,t) = w,(t) sin (m;Tx) sin (nbﬂ), (93)
O(x,y,t) = 0,(t) sin (?) sin (%), (94)

gdzie:

W, 0, —amplitudy przemieszczen,

m — liczba potfal na dlugosci plyty (wzdhuz osi x),
n — liczba potfal na szerokosci ptyty (wzdhuz osi y).

Liczby okreslajace posta¢ wyboczenia m i n naleza do zbioru liczb naturalnych
Z wylaczeniem zera

m,n € N,. (95)

Warto zauwazy¢, ze zgodnie z warunkami (89)

P(x,y,£) = (1) cos (mzx) sin (nbﬂ) (96)
d(x, ¥, ) = Pg(t) sin (?) cos (”bﬂ) (97)

gdzie:
Pa(t) ——0 a(t), ¢a(t) = 0 (®). (98)
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Pochodne funkcji (93) i (96) oraz ich operatory rozniczkowe Laplace’a wystepujace
w rownaniach (91) i (92) rowne sg

G = it () sin (), )

2 = ra(@) cos (T sin (), (100)

= wa©sin (") cos (), (101)

T =~ () o s () sn () o2
5=~ () wa@sin (") sin (), (109
;’xawy = T @) cos (M) cos (M), (104)

P = () + ()] watorsin (B sin (352), os)
vo == [() + () Joutorsin (") sin (), (109
74 = [()" (2] 0uersin (") sim (M), (107)

Po podstawieniu powyzszych do réwnania (92) i przeksztatceniu otrzymuje sie zwigzek miedzy
amplitudami przemieszczen (93) i (94)

0, (t) = Cowy (D), (108)
gdzie:
Ce — wspotczynnik amplitudy dla przemieszczen poprzecznych,

g (2 + (5]

Co = .
RO

(109)
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Znajac relacje migdzy amplitudami przemieszczen niewiadomych funkcji ukladu réwnan
rézniczkowych ruchu mozna sprowadzi¢ go do jednego, zwyczajnego rézniczkowego rownania
ruchu, podstawiajac pochodne czastkowe funkeji (93) i (94) do rownania (91)

b P qt2
[+ )] 02 ot +
2

sin (m;rx) sin (nny) {p 4w +
E,h?
1—v2 ,

E; ] T mm nm mnxy . nmw
e () O3+ (5 Jeost () s () +

mimy2 M2 mmx n
. ({) (5) ot () o ()
[ ) ]sin2 (?) cos? (m;y)} we () +
[(mn)zN (1) (nn)ZN 5 (t) wa )} p(t)

+

(110)

-—==0.
b

Roéwnanie to mozna rozwigza¢ w sposob przyblizony stosujac metodg Galerkina [60]. Warunek
ortogonalizacyjny przybiera postac

a rb
f f R(x,y,t)-w(x,y,t)dydx = 0. (111)
0 0

Nastepnie obliczono calki dla powstatego wyrazenia

J J sm mnx sm (nby) dydx = 4—%sm (n;n) sin? (%),

J;) J;) sin2 ?) sin? (%) dy dx = %,

foa fob sin? (m;rx) cos? (nbﬂ) sin? (m;rx) sin? (nbﬂ) dydx = %, (112)
’ b
J;) J;) co mnx cos2 (nbg) sin? (?) sin (nby) dy dx = 24

foa j()b cos? mex sm2 (ml:y) sin? (m;rx) sin® (ﬂ) dydx = = b'
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Po uwzglednieniu (110) i (112) otrzymano

dzwa Elhz [(TTLT[)Z

nimy 21
Pz T2\ +(7) ] (1 = J2Ce)wa (t) +

sl () #2050 () +o () o
2 N, (t) 2N, (t)
IR G 5

= ?16%%5&12 (?) sin? (?)

(113)

Wq @®) =

Wprowadzono do réwnania (113) parametry C,, i C,, 3 oraz przeksztatcono je wzgledem amplitudy
funkcji ugie¢ w, (t)

d?w, E:Cys

Pr a2 Y3201 — 9 wa’ () +
(e |G 52+ () 5 o= =
= }frfr(r?l sin? (g) sin? (ng)’
gdzie:
2
=[5 + ()] 0i=saco 15)
Cuws =Jo [9 (%)4 +2 (%)2 (%)2 +9 (%)4] (116)

Otrzymane rownanie (114) jest poszukiwanym, zwyczajnym réwnaniem rézniczkowym ruchu
plyty prostokatnej dla ogdlnego przypadku obcigzenia. Obciazenie ci$nieniem powierzchni ptyty ma
sens fizyczny tylko gdy m =n = 1, w przeciwnym razie praca realizowana przez ten rodzaj
obcigzenia przybieralby lokalnie znak ujemny. Rownanie przybiera wtedy postac

d?w, E.Cys
Pr—z t 2
dt 32(1 —v?)

E;h%C, 2 [Ng(t) N, () 16 p(t)
+{1_vz‘7 a2 tpr Ve =T

we () +

(117)
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Z perspektywy analizy statecznoSci plyty najistotniejsze sa obcigzenia przylozone w jej
plaszczyznie neutralnej. Dlatego do dalszych rozwazan zalozono, ze p = 0. Dla ulatwienia analizy
wprowadzono roéwniez parametr obcigzenia ay 1 zastapiono poszczegdlne sktadowe sit Sciskajacych
Ny, Ny obcigzeniem catkowitym N;. Gdy parametr obcigzenia przybiera wartos¢ ay = 0, wystgpuje
wylacznie $ciskanie w kierunku zgodnym z osia x, natomiast gdy a, = 1, wylacznie $ciskanie
w kierunku zgodnym z osig y. Plyta jest obcigzona rownomiernie intensywnoscig obciazenia N

Z obu kierunkéw gdy ay = %

Ny () = N ()1 — ay), (118)
Ny (8) = Ny(Day, (119)
ay €(0; 1), (120)

gdzie:
N, — obciazenie catkowite zalezne od czasu,
ay — parametr obcigzenia.

Rownanie (114), dla tak zdefiniowanych obcigzen przybiera postaé

d?w, E.Cys
Pr—z t 2
dtz " 32(1 —v?)

+ {EthCW - [(ﬂ)z (1—ay) + (E)z aN]Nt—(t)} wo(t) = 0.

we () +
(121)

1—v2 a b h
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2.1.4. Obciazenie bifurkacyjne

Analize statecznosci uktadu warto rozpocza¢ od wyznaczenia statycznego obcigzenia
krytycznego, dla ktoérego nastepuje wytracenie ze stanu réwnowagi. Wyrazenie pozwalajace na
okreslenie jego wartosci mozna uzyska¢ w ujeciu liniowym, pomijajac sktadniki bezwtadnosciowe
oraz nieliniowe z rdéwnania (121).

E,h%a?b? Co

N = i . 122
LCR T p2(1 —v2) mrrlll}crslﬁ (mb)?2(1 — ay) + (na)?ay (122)

Wieloparametrowa minimalizacja wyrazenia opisujacego site krytyczng (122) dla ptyty
prostokatnej pozwala nie tylko na okreslenie zakresu obcigzenia statecznej pracy, ale réwniez na
okreslenie form jej wyboczenia przez okreslenie liczby potfal m, n. Stanowi réwniez podstawg do
wyznaczenia warto$ci parametrow £ i kg, zaproponowanej w niniejszej pracy funkcji deformacji
prostej normalnej do ptaszczyzny srodkowej f; ().

Dla jednoosiowego $ciskania, zgodnie z osig x, wyrazenie (122) jest postaci

E h3a? ~ (Cy
Necr = m2(1 —v2) nrg}clsr,lﬁ (W) ' (123)

Po sprowadzeniu problemu do analizy ptyty z materiatu jednorodnego oraz pomijajgc efekt scinania,
funkcje (6) i (30) przyjmuja wartosci

fe( =1, fa(Q) =0, (124)

natomiast catki wystepujace w wyrazeniu na energi¢ odksztatcenia sprezystego (62) rowne sa

1/2 ’ 1/2
h= | er©d =5 k= | S@r©dE =0 (125)
-1/2 -1/2

Podstawiajac ich warto$ci do wspolczynnika
mm\2  nm\27 1 [mm\2 21
- i _ - —_ 126
Cw [(a)-l_(b)](]1 J2Co) 12[(a)+(b)]' (126)

otrzymano klasyczne wyrazenie na intensywno$¢ obcigzenia krytycznego ptyty prostokatnej
poddanej jednoosiowemu $ciskaniu [3]

Eyhin® min <m2 [1 + (1)2]2) (127)

Nygp = ———
LR T 12(1—v2)a? m mb
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2.1.5. Analiza modalna - drgania whasne

Formute matematyczng opisujaca czestotliwos¢ dran wlasnych mozna wyprowadzi¢ podobnie do
obcigzenia bifurkacyjnego z wyrazenia (121), pomijajac sktadnik nieliniowy rownania oraz sktadniki
zawierajace obcigzenia zewnetrzne. Rownanie ruchu przyjmuje postac

d*w, E{h?*C
Py dtza + 11_ V;” w,(t) = 0. (128)

Mozna rozwigzac je przez zatozenie rozchodzenia sie drgan ptyty w postaci fali sinusoidalnej

w,(t) = wy sin(w t), (129)
gdzie:
w, — amplituda drgan,
w — czestotliwos¢ wiasna.

Po podstawieniu (129) do (128) i przeksztatceniu wzglgdem czestotliwo$ci w otrzymano

E,h%C,
w = ’— (130)
pp(l - Vz)

Sprowadzajac zagadnienie do przypadku jednorodnej ptyty prostokatnej (124), podobnie jak to
wykonano dla wyrazenia na obcigzenie bifurkacyjne (127), otrzymuje si¢ znane z literatury
wyrazenie [11]

o’ [b N a] D (131)
C=ala b hp,’
gdzie:
D — wspodlezynnik sztywnosci plyty,

E h3

= Ba-v5 (132)
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2.1.6. Statyczne i dynamiczne $ciezki réwnowagi — stan zakrytyczny

Wyrazenie na krytyczng intensywno$¢ obciazenia Nicr (122) podstawiono pod zwyczajne
réwnanie rézniczkowe ruchu (121) wprowadzajac jednoczes$nie bezwymiarowe ugigcie

We(t) = W“h(t). (133)

Otrzymano w ten sposob przeksztatcone dynamiczne rownanie rézniczkowe ruchu

d*w,  E,h?*C, {CW3 3 N.(t)

w, () +|1—
dtz  p,(1—-v?)|32C, a(® [ N¢ cr

vT/a(t)} = 0. (134)
Rownanie to mozna rozwigza¢ w sposob przyblizony z zastosowaniem metod numerycznych. Jako,
ze nie jest mozliwe znalezienie jego $cistego rozwigzania, zastosowano metode Rungego-Kutty
w schemacie czwartego rzedu [19]. Zastosowane warunki poczatkowe przedstawiono wraz
z otrzymanymi wynikami w rozdziale 2.3 - wyniki badan.

Eliminujac sktadnik bezwtadno$ciowy z (134) uzyskaé¢ mozna statyczng Sciezke rownowagi plyty
prostokatnej - wyrazenie odpowiadajace zasadzie stacjonarno$ci catkowitej energii potencjalnej

W, (t) = J 32y [Nt(t) - 1]. (135)

CW3 Nt,CR

Sprowadzono problem, tak jak w przypadku obcigzenia bifurkacyjnego oraz czestosci drgan
wiasnych, do analizy ptyty jednorodnej z pominigciem efektu Scinania. Uwzgledniajac (125) i (126)
oraz zaktadajac, zen =1im = %wspéiczynniki roOwnania ruchu rowne sg

t 20m*
CW = m, ng = bt 4 (136)
natomiast (134) sprowadza sie do postaci, ktore znalez¢ mozna w literaturze [26, 34, 37]
d?w, 15 N (t)
kyi—w, () + |1 - Wa(t) =0 137
o N{Swa()+[ N | a0 =0 (137)
gdzie:
2N,
= _LCR (138)

ey =G
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Podazajac za [19], zagadnienie statecznosci dynamicznej plyty prostokatnej mozna zdefiniowaé
inaczej, uwzgledniajac swobode przemieszczen stycznych punktéw plaszczyzny $rodkowej. Taki
opis prowadzi do nastepujacej postaci rézniczkowego roéwnania ruchu [19]

E,h? . d?w
1 Vw=Lw+W,®) - p—s 139
20—y W LW W) —p (139)

gdzie:

@ (x,y,t) — funkcja naprezen Airy’ego,
L — operator rozniczkowy,

W —ugigcie wstepne plyty - imperfekcje.

Operator r6zniczkowy L jest rowny z definicji

0202 9% d%f _ d%a 02B

L(ap) = dx2 dy? * dy2 9x2  ~ 0xdy dxdy (140)
Funkcja naprgzen Airy’ego przedstawia natomiast naprezenia stanu blonowego, gdzie
2 2 2
Ox = 37(‘3, oy = ?)T(f' T= _:x:;' (141)
Korzystajac z warunku nierozdzielnosci odksztatcen,
lV“’(I) =—L (W,lW + sz), (142)
E; 2

mozna wyznaczy¢ rozwigzanie funkcji naprezen spelniajace okreslone warunki brzegowe.
Nastepnie, postepujac analogicznie jak w przypadku (121), wyprowadzi¢ zwyczajne rdzniczkowe
rownanie ruchu przyjmujace, dla ptyty jednorodnej z pominigciem efektu $cinania i dla w = 0,
posta¢ [19]

dZWa 1 _V~ 3 Nt(t) ~
+ ky w () +[1— wy(t) = 0. (143)
Nt cr

Warto zwrdci¢ uwage, ze otrzymane wyrazenia (137) i (143) nie s3 tozsame i réznig si¢

wspotczynnikiem przed sktadnikiem nieliniowym Wa3 (®).
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2.1.7. Rozklad naprezen normalnych oraz stycznych - efekt $cinania

Analizy efektu $cinania dokonano dla ptyty obcigzonej Statycznym cisnieniem rownomiernym
W odniesieniu  do wyprowadzonego réwnania roéwnowagi (117). Pomijajac  sktadniki
bezwladno$ciowy, nieliniowy oraz obcigzenia $ciskajace, otrzymano prosty zwigzek

E.h?%C, 16 p
1—vz Va= g

(144)

z ktérego mozna wyznaczy¢ wprost warto$¢ ugiecia w zaleznosci od przytozonego cisnienia p

16(1 —v?)
=p— - 145
Wa p El h3 7_[2 CW ( )
Naprezenia styczne w plaszczyznie XZ sformutowano w rozdziale 2.1.1 (18), a po podstawieniu
zwigzkow (6) i (12) do (10) oraz przy uwzglednieniu kata odksztatcenia postaciowego (41) wyrazic
mozna je nastgpujaco

0fa

T (0 7,0) = oS YY) 57 fe(O (146)

2(1+ V)

wyraznie oddzielajac czynniki zalezne od wspolrzednych x,y od czynnikow zaleznych od (.
Wyznaczmy rozktad naprezenia stycznego wzdhuz zmiennej , przyktadowo dla srodka ¢wiartki

plyty (x = % iy= %), rozpatrujgc uprzednio zwiazki (96), (98), (108) i (145)

ab Co4(1 —v)[0fy

1 (339) = P e |9t €] (147)

Otrzymane wyrazenie jest zalezne od funkcji zmiany wtasciwosci materiatowych f,({) (6) oraz
pierwszej pochodnej przyjetej hipotezy deformacji prostej normalnej do ptaszczyzny $rodkowej

fa(9) (32).

Analogiczne przeksztalcenia mozna przeprowadzi¢ dla naprgzen stycznych w plaszczyznie YZ
otrzymujac

Tyz(ab )_ Co 4(1 —v) [0fy

2'3°) = PC, Twhdp fe@] (148)
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W celu wyznaczenia rozktadu naprezen normalnych podstawiono pochodne zatozonych funkcji
przemieszczen normalnych oraz poprzecznych (93), (96) i (97) do wyrazen okreslajacych
odksztatcenia €, (50) i &, (51) z uwzglednieniem zwigzkow (98) oraz (108). W ten spos6b, pomijajac
sktadnik nieliniowy, otrzymano

_ Eih [ (0°w  d*w oy oP\ | 149
ax(x,y.c)——l_vz_c<ax2+v6y2)—fd<<) Getva)|e© a9

ay(x,y,{) = — fe(9) (150)

E.h [_( 0*°w 0%*w oY 0\
1—v2 _( <v dx? * ay2> ~fa(© (VEJ’ @)

Przyktadowo dla $rodka plyty (x = % iy = g) powyzsze wyrazenia przyjmg postaé

11 Eshm? /1
02 (3.3:%) = Tz (55 57) Wald = fa®) o1 ©) (151)

1—v2

11 Eshm? /v 1
oy (E'E'() =— (g+ﬁ)wa[(—fa(0 Colfe() (152)
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2.2. Badania numeryczne plyty prostokatnej

Badania numeryczne zostaly wykonane w celu walidacji porownawczej modelu analitycznego
oraz poszerzenia zakresu analizy zachowania plyty prostokatnej o wplyw ztozonych imperfekcji na
utrate jej statecznosci. Do obliczen zastosowano metodg elementow skonczonych w $rodowisku
ABAQUS 6.12-2. Warunki brzegowe i obcigzenia modelu numerycznego plyty dobrano
w odniesieniu  do modelu analitycznego. Analizy stateczno$ci wykonano w technologii
powierzchniowej, natomiast badanie efektu $cinania przeprowadzono w technologii brylowej. Do
automatyzacji pre- i postprocessingu, w tym dyskretyzacji wlasciwo$ci materiatowych, zastosowano
jezyk programowania Python wraz z bibliotekami NumPy oraz Matplotlib. Zadanie to byto utatwione
ze wzgledu na fakt, Ze interpreter tego jezyka jest integralng czgscig oprogramowania ABAQUS.

W celu wyznaczenia czgstotliwosci drgan wlasnych oraz sit krytycznych rozwigzano zagadnienia
wlasne [64] stosujac metode iteracji podprzestrzeni ,,subspace” [47]. Statyczne $ciezki rOwnowagi
uzyskano z zastosowaniem metody niejawnej typu ,,implicite” [1], natomiast do analizy statecznosci
dynamicznej uzyto MES w trybie jawnego catkowania rownan ruchu - ,,explicite” [1].

2.2.1. Dyskretyzacja funkcji zmian wlasciwo$ci materialowych

Tworzenie modelu numerycznego plyty prostokatnej o symetrycznie zmiennych wlasciwosciach
mechanicznych nalezy rozpocza¢ od dyskretyzacji zatozonych, ciagtych funkcji zmiany modutu
Younga (6) oraz gestosci (8). Odpowiedni podziat geometrii ptyty na warstwy o zmieniajacych si¢
skokowo wtasnosciach jest jednym z gtéwnych sktadowych majacych wptyw na roznice wzgledne
miedzy wynikami obliczen analitycznych oraz numerycznych. Nalezy zatem dokona¢ analizy
wplywu dyskretyzacji modelu materiatowego na otrzymywane wyniki w celu ustalenia sktadnika
niepewnos$ci. Warstwy nalezy dobiera¢ rozwaznie, poniewaz ich zbyt duza liczba sprawi, ze
zagadnienie stanie si¢ zbyt kosztowne obliczeniowo, a czas wykonania obliczen znaczgco
sie¢ wydtuzy.

Rozwazono jednorodny podziat przyjetych funkcji wlasnosci materialowych na przyktadzie
wyrazenia (6), realizujgc rowne szerokosci kolejnych warstw. Jako, ze funkcja ta jest symetryczna
analizie poddano jej prawa strone dla dodatnich argumentow

1
¢e{0;2)- (153)

Funkcja ta w podanym przedziale jest monotoniczna, rosngca i przyjmuje wartosci ze zbioru

Zf.€(eq; 1). (154)
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Szeroko$¢ warstw zalezna od ich liczby

A{; = const = A = (n—w = L, (155)
n, 2n,
gdzie:
n,, — liczba warstw dla argumentow dodatnich,
i — liczba porzadkowa warstwy, i € {(1;n,,) oraz i € N.

Za warto$¢ funkcji charakterystyczna dla i-tej warstwy f, , przyjeto

Dyskretyzacje dla roznych warto$ci parametru k, oraz liczby warstw n,, pokazano na rysunku 11
dla €y = 0,2

fo({) dla €0 =0.2, ke =2,n=10 10 fe(l) dla eg =02, ke=2,n=25 1o fo(Q) dla eg=0.2, ke =2,n =50
0.8 0.8 0.8
= 0.6 0.6 0.6
<
<04 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 0.0 0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
¢l 48 48]
1o fe(C) dla ep=0.2, ke =10,n =10 1o fe({) dla g =0.2, Ke =10,n =25 10 fe(C) dla eg=0.2, ke =10,n =50
0.8 0.8 0.8
T 06 0.6 06
=
04 0.4 0.4
0.2 1 0.2 0.21
0.0 0.0 0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
48] (48] 40|
10 fe(?) dla eg=0.2, ke =100,n=10 10 fe() dla ep=0.2, ke =100,n=25 10 fe(l) dla eg =0.2, ke =100,n =50
0.8 0.8 0.8
~ 0.6 0.6 0.6
<
o4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0.0 00 0.0
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
(48 (48] (48]

Rysunek 11. Dyskretyzacja wtasciwosci materiatowych modelu numerycznego przy podziale jednorodnym [Opr. wiasne]
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Zauwazy¢ mozna, ze przedstawiona metoda dyskretyzacji nie jest odpowiednia dla dowolnej
warto$ci parametru k.. Posiada ona bowiem podstawowsa wadg - dla kazdej warstwy zmiana warto$ci
funkcji f,({) jest rozna. Zatem, przy niewielkim nachyleniu krzywej (w rdzeniu ptyty) podziatowi
poddano obszar, dla ktérego funkcja ma w przyblizeniu staty przebieg. Natomiast dla przedziatu
0 znacznym nachyleniu potrzebna jest duza liczba warstw, aby odwzorowaé przebieg funkcji
i zminimalizowac¢ r6znicg miedzy warto§ciami przyjmowanymi przez kolejne warstwy.

Analiza niepewnosci wyniku dla takiego rozktadu dyskretnego warstw materiatu jest utrudniona
i powinna by¢ przeprowadzona w zaleznosci od parametru k,. W celu zoptymalizowania procesu
dyskretyzacji funkcji zmian wilasnosci materiatowych przyjeto, ze sposob podziatu powinien
uwzglednia¢ znaczne rdéznice w nachyleniu krzywej zmian wlasno$ci pomiedzy rdzeniem materiatu
a jego oktadzinami, szczegdlnie dla duzych warto$ci parametru k,. Mozna zauwazy¢ zatem, ze
szeroko$¢ warstw powinna zmienia¢ si¢ w zaleznosci od nachylenia funkcji. Do dalszych rozwazan
przyjeto, ze rdznica wartosci migdzy kolejnymi warstwami jest stata z wyjatkiem pierwszej warstwy
stanowigcej rdzen materialu, dla ktorej réznica wartosci funkcji migdzy poczatkiem a koncem
przedziatu warstwy jest rowna zatozone;j tolerancji Af, ... = 0,001.

Aby wyznaczy¢ szerokosci warstw (okreslonych przez warto$ci {;_4, {; argumentu funkgcji £, (),
dla ktorych zostanie spelniony powyzszy warunek (161), nalezy znalez¢ jej funkcje odwrotng
£.7%(0). Funkcje odwrotng mozna wyznaczy¢ dla funkcji bedacej bijekcja, tj. funkcji
roznowartosciowej, przyjmujacej wszystkie elementy zbioru wartosci, co jest spetnione dla
przedziatu (153) i przeciwdziedziny (154).

Dokonujac kilku przeksztatcen funkcji (6), otrzymujemy jej odwrotnos¢

arcsin< G’%ﬁ;’) (157)
=0 = :

Dziedzina odwrotnosci funkeji £, ~*(Q)

fe€(eo; 1). (158)

Funkcja ta w podanym przedziale jest monotoniczna, rosngca i przyjmuje wartosci ze zbioru
1
Z{e(0; §>- (159)

Dla pierwszej warstwy otrzymujemy

fer = €0+ Bferorer (160)
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1 [ |5f.
4= ((fel) = —arcsin \/16_:0;: ,

natomiast dla kolejnych warstw przyjgto

fen _fel 1 —fe
Af,. = t=A = w = 1’
Jey = const =Afe == =01

¢ = {(fei) = %arcsin fii——eo

Szeroko$¢ i-tej warstwy

Al =G — (g

(161)

(162)

(163)

(164)

Wartos$¢ funkcji charakterystyczna dla i-tej warstwy przyjeto zgodnie z (156). Efekty optymalizacji
sposobu dyskretyzacji funkcji zmian wtasnosci materiatu dla r6znych wartosci parametru k. i liczby

warstw n,,, przedstawiono na rysunku 12 oraz 13 odpowiednio dla e, = 0,2 oraz e, = 0,5.

Podzial brylowego modelu numerycznego na warstwy o réoznych wlasciwosciach materiatowych

wymaga ,,pocigcia” modelu na mniejsze czgsci i przypisania kazdej warstwie statych materialowych

indywidualnie, wedtug podanego wyzej schematu. Natomiast dla modelu powierzchniowego nalezy

zastosowa¢ jedng z dwoch metod: kwadratury Gaussa lub metody catkowania Simpsona [1] w celu
wyznaczenia sztywno$ci zastepczej modelu numerycznego powierzchni ptyty. W obliczeniach

zastosowano metod¢ Simpsona dla trzech punktow catkowania wyrazong wzorem ogdlnym

b—a
6

[ reoax =222 @ + 4 (52) + 0]

(165)
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fe({) dla eg=0.2, k,

=2,n=10

fe({)dlaeg=0.2, ke=2,n=25

.3 0.4

01 02 o 05
48]

fe({) dla eg=0.2, ke =10,n =10
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0.8
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0.0
0.0

0.2 03 05
(48]

fe(l) dla ep = 0.2, ke =10,n =25

01 0.4

fo() dla ep = 0.2, k.

0.1 02 03 0.4
40

fe({) dla g = 0.2, ke =10,n =50

1.0 1.0
0.8 0.8 0.8
= 0.6 0.6 0.6
<
0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 0.2
0‘00.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 u.o(m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 o'00.0 01 0.2 03 04 05
48] 48] 48!
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<
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48] 48! 48]

Rysunek 12. Dyskretyzacja whasciwosci materiatowych modelu numerycznego dla ey = 0,2 [Opr. wiasne]
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fo(¢) dla eg=0.5 ke=2,n=10

fe({) dla eg=0.5, ke=2,n=25

0.1 0.2

.3 0.4

0. 05
48!
fo(Z) dla ep = 0.5, ke =10,n =10

0.1 0. .3 04

2 0
48]
fe({) dla g = 0.5, ke =10,n =25

fe(¢) dlaeg=0.5, ke =2,n=50
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0'00.0 0.1 0.2 0.3
(48]
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48]
fe({) dla eg = 0.5, ke =100, n =10
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fe(C) dla €0 =0.5, ke =100,n =25
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fe({) dla eg = 0.5, ke =100, n =50
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Rysunek 13. Dyskretyzacja wlasciwosci materiatowych modelu numerycznego dla e, = 0,5 [Opr. wiasne]
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2.2.2. Siatka elementéw skonczonych

Do dyskretyzacji modeli numerycznych wykonanych w technologii brylowej zastosowano
heksagonalne, 20-weztowe elementy skonczone drugiego rzedu typu C3D20R. Ich niewatpliwa
zaletg podczas definiowania modeli warstwowych jest mozliwos$¢ wystapienia znacznej dysproporcji
migdzy poszczeg6lnymi wymiarami elementu przy zachowaniu katéw prostych migdzy jego bokami.
Pozwala to na znaczng redukcje zagadnienia obliczeniowego, unikajac punktow osobliwych. Modele
powierzchniowe pokryto za$ siatkg drugorzedowych elementow skonczonych typu S8R o 8 weztach
z biblioteki elementéw Standard lub elementami typu S4R dla obliczen przeprowadzonych w trybie
jawnego catkowania rownan ruchu - ,,explicite”. W weztach powyzszych elementow, zgodnie z ich
funkcjami ksztattu [1], ekstrapolowane sa wyniki obliczone w punktach redukcji catkowania.
Schemat zastosowanych elementéw zaprezentowano na rysunku 14.

1 9 2

Rysunek 14. Elementy skonczone zastosowane w obliczeniach [1]

Przeprowadzono analizy doboru parametrow siatek elementéw skonczonych, ktorych
przyktadowy przebieg przedstawiono na rysunku 15 dla elementéw powierzchniowych S8R dla sit
krytycznych kolejnych postaci utraty statecznosci. Wielko$¢ obliczeniowa zagadnien zestawiono
w tabeli 1 dla ptyty kwadratowej a = b = 1000 mm. Na rysunkach pokazano dyskretyzacje modelu
numerycznego ptyty prostokatnej wykonanego w technologii powierzchniowej (rysunek 16) oraz
brytowej (rysunek 17). Na rysunku 18 przedstawiono asymptotyczng zbiezno$¢ wynikow
numerycznych, kolejnych cykli obliczeniowych, przyjmujac do obliczen coraz wicksza liczbe
warstw do podziatu modelu.
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Rysunek 15. Asymptotyczna zbiezno$¢ wynikow powierzchniowego modelu numerycznego - dobdr rozmiaru elementu

dla ptyty a = b = 1000mm [Opr. wiasne]

Tabela 1. Wielkos$¢ obliczeniowa opracowanych modeli numerycznych na przyktadzie ptyty kwadratowej

a = b = 1000mm [Opr. wlasne]

C3D20R S8R S4R
liczba 915, 900 3600
elementow
liczba 559159 2821 3721

wezlow
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Rysunek 16. Widok ogolny powierzchniowego modelu numerycznego plyty prostokatnej [Opr. wlasne]

Rysunek 17. Widok ogdlny warstwowego modelu numerycznego ptyty prostokatnej wykonanego w technologii brytowej
[Opr. wlasne]
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Rysunek 18. Asymptotyczna zbiezno$¢ wynikow powierzchniowego modelu numerycznego - dobor liczby warstw na

Liczba warstw dla C€ < 0;1 > [-]

przyktadzie ptyty kwadratowej a = b = 1000mm [Opr. wlasne]
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2.2.3. Warunki brzegowe i obciazenia

Warunki brzegowe i obcigzenia dobrano w odniesieniu do modelu analitycznego, przy zatozeniu
swobodnego podparcia przegubowego plyty wzdtuz krawedzi jej ptaszczyzny obojetnej. Na rysunku
19 zaprezentowano schematy podparcia numerycznego modelu powierzchniowego ptyty,

u=v=_0

Rysunek 19. Warunki brzegowe powierzchniowego modelu numerycznego [Opr. wlasne]
gdzie:
u, v, w — translacje we¢zlow zgodnie z osiami X, y i z,
Oy, 0y, 8, — rotacje weztow zgodnie z osiami X, y i z.
Obcigzenia sitami $ciskajacymi powierzchniowego modelu ptyty przedstawiono na rysunku 20.

Ni(t)

Rysunek 20. Schemat wprowadzenia sit $ciskajacych dla modelu powierzchniowego [Opr. whasne]
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Model brylowy sporzadzony zostat dla ¢wiartki plyty, zastepujac wyltaczong z analizy geometrig
odpowiednimi warunkami brzegowymi. Przemieszczenia weztow w kierunku osi z wprowadzono na
krawgdziach warstw, w celu uniknigcia usztywnienia obrotdw brzegow plyty. Obciazenie
réwnomiernie roztozonym ci$nieniem odniesiono do plaszczyzny obojetnej (rysunek 21).

w=0

I p
! v=0

Rysunek 21. Schemat obciazenia i warunkow brzegowych dla modelu brytowego plyty [Opr. whasne]

2.2.4. Wplyw imperfekcji

Fundamentalnym czynnikiem majacym wpltyw na utrate statecznos$ci dowolnego elementu
konstrukcyjnego sa jego imperfekcje, zmniejszaja one bowiem jego no$nos¢ graniczng i decyduja
0 przebiegu procesu tworzenia si¢ nowego stanu rownowagi. Niedoskonatosci konstrukcji moga
mie¢ r6zng geneze i wynikaja przykladowo ze zmienno$ci cech materiatu, nastgpstw procesow
technologicznych, obcigzen resztkowych struktury, czego rezultatem sg lokalne i globalne
imperfekcje, nie tylko geometryczne. Zazwyczaj mamy do czynienia z sumg wszystkich
wymienionych niedoskonatosci konstrukcji przybierajacych charakter niedeterministyczny.

Aby mozliwe bylo wyznaczenie statycznych i dynamicznych S$ciezek réwnowagi metoda
elementow skonczonych konieczne jest uwzglgdnienie odchytek od ksztattu wyidealizowanego.
Z perspektywy wytrzymato$ci konstrukcji najbardziej niebezpieczne sg imperfekcje geometryczne,
ktore pokrywaja si¢ z postaciami wyboczenia [19]. Badanie stanu zakrytycznego umozliwia
wprowadzenie niedoskonatosci geometrii modelu poprzez trzyetapowa analiz¢ zawierajgca
nastepujace kroki:
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a. rozwigzanie zagadnienia wlasnego z wyznaczeniem sit krytycznych oraz ksztattu Q; r6znych
postaci wybaczenia i,

b. dodanie do wspotrzednych weztéw elementow skonczonych pola przemieszezen
utworzonego z superpozycji ksztalttow roznych postaci wyboczenia, zgodnie z wyrazeniem

M
Awi = Z Aiﬂi' (166)
i=1

gdzie:

Aw; — odchyltka ksztattu,

A; — wspolczynnik przemieszczen weztow
Q; — ksztalt i-tej postaci utraty statecznosci,

C. analiza stanu zakrytycznego w uj¢ciu nieliniowym.

Na rysunku 22 przedstawiono pig¢ pierwszych przyktadowych postaci wyboczenia dla ptyty
prostokatnej poddanej jednoosiowemu $ciskaniu. Wptyw wartosci wspotczynnika przemieszczen
wezlow A; na przebieg utraty stateczno$ci zostal poddany analizie jako miara odchylenia
rzeczywistego ksztalttu ptyty w odniesieniu do jej ksztaltu nominalnego.

Rysunek 22. Postacie wyboczenia ptyty prostokatnej poddanej jednoosiowemu $ciskaniu [Opr. wiasne]
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2.3. Wiyniki badan analitycznych i numerycznych

W ponizszym rozdziale przedstawiono wyniki przyktadowych obliczen plyty prostokatne;,
uzyskanych na postawie wyprowadzonego modelu analitycznego oraz na drodze numerycznej.
Przyjeto, ze ptyta wykonana jest z piany aluminiowej o nazwie handlowej Alporas [41] zawierajacej
w sktadzie 5% Ca oraz 3% TiH,. Stanowi ona doskonaty przyktad dla materiatow gradientowych
0 zmiennej porowatos$ci, poniewaz poprzez sterowanie parametrami procesu technologicznego
mozliwe jest uzyskanie struktury porowatej o réznym rozmiarze komorek oraz grubosci ich $cianek.

Ze wzgledu na zatozenie o ciaglej zmianie sztywnosci materiatu wzdtuz grubosci plyty konieczne
jest okreslenie zwigzku miedzy jego gestoscia a sprezystoscia. Za [8, 9, 12, 18] przyjeto, ze

Po = \/eo. (167)

Dane materialowe zastosowane W obliczeniach przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2. Wtasciwosci materiatu gradientowego przyjetego do obliczen (piana aluminiowa Alporas) [41]

Opis Symbol Warto$¢ Jednostka
E, 1400
Modut 0 MPa
Younga E, 70 000
o 0,02 -
Liczba v 0,34 -
Poissona
382
Gestosé Po k_g
1 2700 m3
Do 0,141 -

Wartoséci paramentow funkcji deformacji wyznaczono przez minimalizacj¢ wyrazenia (122).
W tabeli 3 zaprezentowano uzyskane w tym procesie wartosci dla przyktadowych parametrow k.

Tabela 3. Parametry funkcji deformacji (30)

ke ks B
2 3 1,500
4 3 1,500
8 3 1,500
16 5 1,250
40 19 1,056
100 67 1,015

Porownanie wartosci obcigzen krytycznych oraz czgstotliwosci drgan wiasnych dla rozwigzan
liniowych uzyskanych na drodze analitycznej i numerycznej podczas jednostronnego $ciskania
(ay = 0), zestawiono w tabelach 4-7. Na rysunkach 23-25 zaprezentowano wplyw parametréw
geometrycznych oraz wspotczynnika k. na uzyskane wartosci.
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Tabela 4. Poréwnanie warto$ci obcigzen krytycznych (122) oraz czestotliwoéci drgan wiasnych (130) dla b = 250 mm

b/h  a/b k., Nicrana Neermes  ANger WaANA WyES Aw
- - - [N/mm] [N/mm] [%] [1/s] [1/s] [%]

2 416,39 413,02 0,809 2921,35  2908,30 0,447

4 359,00 356,04 0,823 3010,33  2996,10 0,473

8 295,06 294,58 0,164 3028,99  3024,10 0,162

1,00 16 235,81 235,75 0,026 2982,79 2979,40 0,114

40 169,07 169,09 0,013 2817,86  2814,60 0,116

100 118,06 118,12 0,054 2565,85  2562,90 0,115

200 89,27 89,41 0,158 234556  2343,90 0,071

500 2 438,28 435,33 0,674 2397,74  2388,90 0,369
378,59 376,00 0,684 2473,11  2463,40 0,393

8 311,83 311,39 0,140 2491,07  2487,60 0,139

1,25 16 249,23 249,17 0,022 2453,17  2450,70 0,101

40 178,49 178,53 0,021 2316,28  2313,90 0,103

100 124,48 124,56 0,068 2107,75  2105,70 0,097

200 94,05 94,21 0,166 1926,06  1924,90 0,060

2 3231,15  3136,10 2,942 5754,38  5660,00 1,640

2703,40  2623,80 2,944 5841,31  5744,40 1,659

8 2151,14  2139,10 0,560 5783,08  5755,50 0,477

1,00 16 1717,15  1715,20 0,114 5691,55  5675,80 0,277

40 1251,37  1250,00 0,109 5420,85  5404,60 0,300

100 891,63 890,12 0,169 4986,13  4968,70 0,349

200 682,33 682,48 0,023 4585,37  4573,40 0,261

250 2 3419,33  3335,60 2,449 4735,66  4671,00 1,365
2880,78  2809,80 2,464 4823,92  4756,80 1,391

8 2309,12  2298,30 0,469 4793,34  4773,80 0,408

1,25 16 1843,76  1842,10 0,090 4718,12  4706,70 0,242

40 1338,74  1337,70 0,078 448552  4473,90 0,259

100 949,51 948,38 0,119 4116,34  4104,10 0,297

200 724,62 725,01 0,054 3780,28  3772,00 0,219

2 23093,12 22506,50 2,540 10877,93 10573,20 2,801

1754461 1708320 2,631 10522,34 10318,40 1,938

8 12734,86 12499,00 1,852 9949,63  9818,30 1,320

1,00 16  10124,17 10073,00 0,505 9772,17  9706,20 0,675

40 7710,04  7671,00 0,506 9514,54 944430 0,738

100  5830,60 5779,80 0,871 9015,99  8927,50 0,982

125 200 4633,01  4613,30 0,425 8448,81  8381,60 0,795

2 24897,09 24037,90 3,451 9035,85  8717,60 3,622
18193,59 17650,70 2,984 17144,30 16545,30 3,494

8 12448,58 12082,00 2,945 15739,46 15410,10 2,093

1,25 16 9859,76  9766,30 0,948 15429,95 15227,90 1,309
40 7707,77  7642,70 0,844 15221,02  15073,00 0,972

100 6067,17  5981,80 1,407 14715,33  14495,30 1,495

200  4955,39  4916,80 0,779 13980,50 13808,30 1,232




Statecznos¢ ptyty prostokatnej o symetrycznie zmiennych wlasciwosciach mechanicznych... 63

Tabela 5. Poréwnanie warto$ci obcigzen krytycznych (122) oraz czestotliwoéci drgan wiasnych (130) dla b = 500 mm

b/h a/b k. Nicana Niermes  ANper WaNA WyES Aw
-] -1 [-] [N/mm] [N/mm] [%] [1/s] [1/s] [%]

2 104,91 104,66 0,238 733,18 732,25 0,127

4 91,17 90,96 0,238 758,53 757,45 0,143

8 75,61 75,57 0,059 766,66 766,11 0,071

1,00 16 60,45 60,44 0,005 755,08 754,60 0,063

40 43,14 43,16 0,043 711,70 711,26 0,062

100 29,96 29,99 0,110 646,27 645,95 0,049

200 22,58 22,63 0,195 589,84 589,72 0,020

1000 2 110,27 110,05 0,202 601,35 600,70 0,108
95,88 95,69 0,202 622,29 621,53 0,123

8 79,56 79,52 0,052 629,13 628,72 0,065

1,25 16 63,60 63,60 0,003 619,63 619,27 0,059

40 45,38 45,40 0,045 583,96 583,62 0,057

100 31,50 31,54 0,114 530,18 529,94 0,045

200 23,74 23,79 0,198 483,84 483,76 0,017

2 832,78 826,04 0,809 1460,68  1454,20 0,443

717,99 712,08 0,823 1505,17  1498,10 0,469

8 590,13 589,16 0,164 1514,50 1512,00 0,165

1,00 16 471,62 471,50 0,026 1491,40 1489,70 0,114

40 338,14 338,18 0,013 1408,93  1407,30 0,116

100 236,11 236,23 0,050 1282,93  1281,50 0,111

200 178,54 178,82 0,157 1172,78 117190 0,075

200 2 876,57 870,66 0,674 1198,87 1194,40 0,373
757,18 751,99 0,685 1236,56  1231,70 0,393

8 623,65 622,79 0,138 124554  1243,80 0,139

1,25 16 498,45 498,35 0,020 1226,58  1225,40 0,096

40 356,99 357,06 0,021 1158,14  1156,90 0,107

100 248,95 249,11 0,064 1053,88  1052,80 0,102

200 188,11 188,42 0,167 963,03 962,46 0,059

2 6462,29  6272,20 2,942 2877,19  2830,00 1,640

5406,79  5247,60 2,944 2920,66 2872,20 1,659

8 4302,27  4278,30 0,557 289154  2877,70 0,479

1,00 16 3434,30  3430,40 0,114 2845,78  2837,90 0,277

40 2502,74  2500,00 0,109 2710,42  2702,30 0,300

100 1783,25 1780,20 0,171 2493,06 2484,40 0,347

25,0 200  1364,65  1365,00 0,026 2292,69 2286,70 0,261

2 6838,65 6671,20 2,449 2367,83  2335,50 1,365

5761,56  5619,60 2,464 2411,96  2378,40 1,391

8 4618,24  4596,70 0,466 2396,67  2386,90 0,408

1,25 16 3687,53  3684,20 0,090 2359,06  2353,40 0,240
40 2677,49  2675,30 0,082 224276 2236,90 0,261

100 1899,01  1896,80 0,117 2058,17  2052,10 0,295

200  1449,24  1450,00 0,053 1890,14  1886,00 0,219
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Tab. 5 cd. Poréwnanie warto$ci obciazen krytycznych (122) oraz czestotliwodci drgan wiasnych (130) dlab = 500 mm
2 20774,43 20115,00 3,174 4212,05 4069,60 3,382
4 16628,96 16154,00 2,856 4182,13  4045,30 3,272
8 12658,59 12514,00 1,142 4049,74  4013,80 0,887
1,00 16  10086,67 10059,00 0,274 3982,08 3963,10 0,477
40 751157  7490,00 0,287 3833,97 3813,80 0,526
100  5505,67  5478,60 0,492 3576,73  3553,10 0,661
200  4287,28  4279,50 0,181 3318,02  3300,70 0,522
2 22166,78 2163500 2,399 3480,73  3381,60 2,848
17986,80 17658,00 1,828 3479,62  3382,50 2,791
8 13292,95 13046,00 1,858 345745  3365,80 2,651
1,25 16  10567,78 10514,00 0,509 3401,46  3322,10 2,333
40  8048,30  8007,50 0,507 3212,45 3187,00 0,792
100 594855  5925,20 0,393 2974,25  2957,30 0,570
200 4607,52  4602,10 0,118 2751,77  2739,50 0,446

16,7

Tabela 6. Porownanie warto$ci obcigzen krytycznych (122) oraz czestotliwo$ci drgan wlasnych (130) dlab = 750 mm

b/h a/b k. Nicrava  Nicrmes ANger WANA WuES Aw
(-] (-] [-] [N/mm] [N/mm] [%] [1/s] [1/s] [%]

2 46,69 46,63 0,133 326,10 325,88 0,066

4 40,64 40,59 0,128 337,62 337,35 0,081

8 33,76 33,75 0,039 341,53 341,34 0,055

1,00 16 26,99 26,99 0,000 336,38 336,20 0,053

40 19,25 19,26 0,048 316,92 316,76 0,050

100 13,35 13,37 0,121 287,63 287,53 0,035

200 10,06 10,08 0,199 262,44 262,41 0,011

150,0
2 49,07 49,01 0,118 267,43 267,27 0,058
4 42,72 42,67 0,111 276,91 276,71 0,072
8 35,49 35,48 0,037 280,15 280,00 0,052
1,25 16 28,38 28,38 0,001 275,93 275,78 0,053
40 20,23 20,24 0,048 259,94 259,82 0,048
100 14,03 14,05 0,125 235,91 235,82 0,036
200 10,57 10,59 0,204 215,23 215,22 0,006
2 372,26 370,81 0,389 651,06 649,69 0,210
322,84 321,58 0,391 672,87 671,33 0,228
8 267,11 266,87 0,088 679,27 678,62 0,096
1,00 16 213,51 213,49 0,011 668,99 668,48 0,076
40 152,57 152,62 0,034 630,94 630,46 0,075
100 106,10 106,20 0,091 573,35 572,97 0,065
75,0 200 80,04 80,19 0,185 523,50 523,33 0,033

2 391,43 390,15 0,327 534,09 533,15 0,176

4 339,76 338,64 0,329 552,22 551,15 0,193

8 281,37 281,16 0,076 557,74 557,27 0,085

1,25 16 224,93 224,91 0,007 549,31 548,92 0,071
40 160,64 160,71 0,041 517,94 517,57 0,070

100 111,65 111,77 0,104 470,52 470,24 0,059

200 84,20 84,36 0,189 429,54 429,42 0,028
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Tab. 6 cd. Pordwnanie warto$ci obciazen krytycznych (122) oraz czestotliwodci drgan wiasnych (130) dlab = 750 mm

2 2937,40  2896,80 1,382 1293,20 1283,30 0,765

4 2512,19  2476,90 1,405 1327,23  1316,60 0,801

8 2046,52  2041,00 0,269 1329,52  1326,20 0,250

1,00 16 1635,03  1634,30 0,045 1309,04  1307,00 0,156

40 1177,57 1177,30 0,023 1239,46  1237,40 0,166

100 826,81 826,74 0,008 1131,72  1129,70 0,178

200 627,22 627,99 0,123 1036,22  1034,90 0,128

375 2 3096,25  3060,70 1,148 1062,17  1055,40 0,637
2656,77  2625,70 1,170 1091,91  1084,60 0,669

8 2172,14  2167,20 0,227 1095,78  1093,40 0,217

1,25 16 173562  1735,00 0,036 1078,97  1077,50 0,136

40 1247,72  1247,60 0,010 1020,68 1019,20 0,144

100 874,11 874,25 0,016 930,91 929,49 0,153

200 662,23 663,14 0,137 851,80 850,92 0,103

2 9693,44  9408,40 2,941 1918,13  1886,70 1,638

8110,19  7871,40 2,944 1947,10 1914,80 1,659

8 6453,41  6417,40 0,558 1927,69  1918,50 0,477

1,00 16 515145  5145,70 0,112 1897,18  1891,90 0,278

40 3754,11  3750,10 0,107 1806,95 1801,50 0,302

100 2674,88  2670,30 0,171 1662,04  1656,20 0,351

25,0 200 2046,98  2047,40 0,021 1528,46  1524,50 0,259

2 10257,98 10007,00 2,447 1578,55  1557,00 1,365

8642,34  8429,40 2,464 1607,97  1585,60 1,391

8 6927,36  6895,00 0,467 1597,78  1591,30 0,406

1,25 16 5531,29  5526,30 0,090 1572,71  1568,90 0,242
40 4016,23  4013,00 0,080 1495,17  1491,30 0,259

100 2848,52  2845,10 0,120 1372,11  1368,00 0,300

200 2173,86  2175,00 0,053 1260,09  1257,30 0,222

Tabela 7. Poréwnanie warto$ci obcigzen krytycznych (122) oraz czestotliwo$ci drgan wiasnych (130) dlab = 1000 mm

b/h a/b ke Nicrava Nicrmes  ANper Wana WyES Aw
(-] -] [-] [N/mm] [N/mm]  [%] [1/s] [1/s] [%]

2 26,28 26,25 0,098 183,48 183,39 0,046

4 22,88 22,86 0,088 190,01 189,90 0,058

8 19,02 19,02 0,035 192,27 192,17 0,050

1,00 16 15,21 15,21 0,003 189,37 189,28 0,047

40 10,84 10,85 0,048 178,39 178,30 0,048

100 7,52 7,53 0,125 161,87 161,82 0,032

200 5,66 5,67 0,202 147,68 147,67 0,006

2 27,61 27,59 0,088 150,46 150,40 0,039

4 24,05 24,03 0,081 155,83 155,75 0,050

8 19,99 19,99 0,030 157,69 157,61 0,050

1,25 16 15,98 15,98 0,003 155,31 155,24 0,047

40 11,39 11,40 0,051 146,30 146,23 0,047

100 7,90 7,91 0,126 132,75 132,71 0,030

200 5,95 5,96 0,205 121,11 121,10 0,006

200,0
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Tab. 7 cd. Poréwnanie warto$ci obcigzen krytycznych (122) oraz czgstotliwosei drgan whasnych (130) dla b = 1000 mm

2 209,82 209,32 0,238 366,59 366,12 0,129

4 182,35 181,91 0,239 379,27 378,73 0,141

8 151,22 151,13 0,060 383,33 383,05 0,073

1,00 16 120,89 120,88 0,008 377,54 377,30 0,063

40 86,28 86,32 0,044 355,85 355,63 0,062

100 59,92 59,98 0,110 323,14 322,98 0,048

200 45,16 45,25 0,195 294,92 294,86 0,020

1000 2 220,55 220,09 0,206 300,68 300,35 0,108
191,76 191,37 0,203 311,15 310,77 0,121

8 159,12 159,03 0,054 314,57 314,36 0,065

1,25 16 127,20 127,20 0,003 309,82 309,63 0,060

40 90,76 90,80 0,046 291,98 291,81 0,057

100 63,01 63,08 0,114 265,09 264,97 0,045

200 47,48 47,58 0,196 241,92 241,88 0,017

2 166555 1652,10 0,808 730,34 727,08 0,446

143598 142420 0,820 752,58 749,03 0,472

8 1180,26  1178,30 0,166 757,25 756,02 0,162

1,00 16 943,24 943,00 0,026 745,70 744,86 0,112

40 676,27 676,35 0,012 704,47 703,65 0,116

100 472,23 472,47 0,052 641,46 640,73 0,114

50,0 200 357,08 357,65 0,160 586,39 585,97 0,072
2 1753,13  1741,30 0,675 599,44 597,21 0,371

1514,35  1504,00 0,684 618,28 615,84 0,394

8 124731  1245,60 0,137 622,77 621,89 0,141

1,25 16 996,90 996,70 0,020 613,29 612,68 0,100

40 713,97 714,11 0,019 579,07 578,47 0,103

100 497,90 498,23 0,066 526,94 526,42 0,098

200 376,21 376,84 0,167 481,51 481,23 0,059

2 5549,66  5454,00 1,724 1088,51 1078,10 0,956

4723,58  4641,10 1,746 1114,48  1103,40 0,994

8 3827,94  3815,20 0,333 1113,49 1110,10 0,305

1,00 16  3057,71  3055,90 0,059 1096,24  1094,20 0,186

40  2208,01 2207,10 0,041 1039,33  1037,30 0,195

100  1555,36  1554,70 0,042 950,53 948,46 0,218

333 200 1182,16 1183,30 0,096 871,16 869,81 0,155

2 5854,76  5771,00 1,431 894,43 887,31 0,795

5003,79  4931,00 1,455 917,64 910,06 0,826

8 4073,20  4061,80 0,280 918,89 916,51 0,259

1,25 16  3254,14  3252,50 0,050 904,72 903,24 0,163
40 234455 2344,00 0,023 856,79 855,31 0,173

100 1646,96 1646,70 0,016 782,50 781,05 0,185

200 1249,73  1251,20 0,118 716,57 715,64 0,129
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N¢ (a/b) dla b=1000mm, h=10mm

1.2
— ke=0 — ke=16
—— ke=2 —— ke=40
1.1 A — ke=4 —— ke=100 |
/ \ — ke=8
1.0 I~ e~
-~ N¢,r(a/b) N
Nt, cr(a/b) = Moo Nf.Cr(l)lke=0 = 26024W
0.9 /\ il
2,08
s |
Sl
.
]
pa
.~
L
L

0.5 R ——
0.4+
\___
0.3
\._____—________\_
0.2 . . | |
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
a/b [-]
1o Nt (b/h) dla a=b=1000mm
' — ke=0 —— ke=16
— ke=2 — ke=40
0.9 — ke=4 —— ke=100 |
\ — ke=8
0.8
\ Ny or(b/h) = %,Nm(zonkﬁo = 32070

A
A
M
0.2 1 \\

0.1

Ny c(b/h) [-]

[

0.0

20 3 50 60 70 80 90 100
b/h [-]

Rysunek 23. Wplyw wymiarow geometrycznych ptyty na obciazenie krytyczne (122) [Opr. wiasne]

o
o
o
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w(a/b) dla b=1000mm, h=|10mm

— ke=0 —— ke=16
1.2 —— ke=2 —— ke=40
— ke=4 —— ke=100
—— ke=8
1.1 | | |
@(alb) = gy, W(l)|k, -0 = 308.43
1.0
E 0.9 \
3 \
S[os \\
0.7 \"‘—\
\\___\_—__—‘-
0.6 o
\_\“\__k___‘_-\—__
\“__‘_______‘
0.5 |
1.0 15 20 25 30 35 40 45 5.0
a/b [-]
s w(b/h) dla a=b=1000mm
'  ke=0 — ke=16
—— ke=2 —— ke=40
1.1 —— ke=4 —— ke=100 |
—— ke=8
1.0 ! !
\\ @(b/h) = u(“;g;{f’zu, W(20)[¢, -0 =1531.2 1
0.9 \\\
— 0.8
g 0.7 1 \
=)
S o6 \
0.4 X
o2 E\
0.2 | \

20 30 40 50 60 70 80 90 100
b/h [-]

Rysunek 24. Wplyw wymiarow geometrycznych ptyty na czgstotliwos¢ drgan swobodnych (130) [Opr. wlasne]
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e o o L
~ o] © o

o
<)

N er(ke) [-]

o
wn

o
B

0.3 1

0.2

1.250

1.225 -

1.200

1.175

1.150 -

) [-]

©1.125

w(k

1.100

1.075 -

1.050 1

1.025

1.000

N: (ko) dla a=b=1000mm, h=10mm

1@ |
Nt,cr(ke) = A,&:—r((kg)), Nt (0) = 260.24%
\0
0 20 40 60 80 100
ke [-]
w(ke) dla a=b=1000mm, h=10mm
@lke) = L) 1(0) =308.431
J
b
0 20 40 60 80 100
ke [-]

Rysunek 25. Zmiana warto$ci obcigzenia krytycznego (122) i czgstotliwosci drgan whasnych (130) zaleznie od
parametru k. [Opr. wlasne]
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Do analizy odpowiedzi dynamicznej plyty prostokatnej zastosowano dwie postacie obcigzenia
wymuszajacego: obcigzenie rosngce proporcjonalnie do czasu Nt(l) oraz quasi-impulsowe Nt(z),
ktére opisano nastepujaco

t
Nt(l) = Nt cr % (168)
mt
Nt(Z) =k Nicg sin <§%> (169)

gdzie:
to — Czas osiagniecia obcigzenia krytycznego z uwzglednieniem wspoétczynnika wzmocnienia
k — wspolczynnik wzmocnienia.

Wartos¢ wspdtczynnika wzmocnienia k = 2 wyznaczono przez poréwnanie pol powierzchni obu
przyjetych postaci obcigzenia wymuszajacego.

5 50 | chiaienie wymuszajgce N¢(t)

- Ntil)(t] N}Z)(t]

22571

5.00 K* N cr, k = 2

1.75

1.50

[-]

1.25

N,(t)
Nt, cr

Nt,cr

1.00

0.75

0.50

0.25

0.00
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200

t[s]
Rysunek 26. Formy obciazenia wymuszajacego dla t, = 0,1 s [Opr. wlasne]

Analizie nieliniowej poddano plyt¢ prostokatng o wymiarach a = 1250 mm, b = 1000mm,
h = 10mm. Roéwnania rézniczkowe (137) i (143) rozwigzano z zastosowaniem metody
Rungego-Kutty w schemacie czwartego rzgdu przyjmujac nastepujgce warunki poczatkowe

W, (0) =0, Ww,(0)=0. (170)

Otrzymane statyczne i dynamiczne $ciezki réwnowagi zaprezentowano na rysunkach 27-40
w odniesieniu do warunkéw badan przedstawionych w tabelach 8-18.
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Wa(t) [-] (133)

4.0

3571

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

Rysunek 27. Sciezki rownowagi - przyktad 1- badania numeryczne i analityczne (poréwnanie) [Opr. wlasne]

Tabela 8. Sciezki rownowagi - przyktad 1- badania numeryczne i analityczne (poréwnanie)

N, ay

A;

Q;

k.

to

N 0

0,01

1

0

0,1

T
—— analytical (143) - dynamic

— analytical (137) - dynamic

analytical (143) - static

T
------ analytical (137) - static

—— MES - dynamic
------ MES - static

%

0.10

t [s]

0.16

0.18

0.20
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Tabela 9. Sciezki rownowagi - przyktad 2- badania numeryczne
N, ay A; Q; k. to
N 0 0,01 1 var 0.1
—— dynamic ke = é) - static ke = (5
—— dynamicke =2 - static ke = 2
51— dynamicke =4  ----- static ke = 4
—— dynamicke=8  ----- staticke = 8
4
)
m
23
=
=
H - .
2, e
N R B /
"«-
0
0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20
t [s]
—— dynamic ke = é) ------ static ke ; 0
—— dynamic ke = 100 ----- static ke = 100
51— dynamicke = 16 ----- static ke = 16
—— dynamicke =40  ----- static ke = 40
4
™
m
23
=
NG
2 o
2, .
l S e
n‘*.'.
0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20
t [s]

Rysunek 28. Sciezki réownowagi - przyktad 2- badania numeryczne [Opr. whasne]
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Wal(t) [-] (133)

Wal(t) [-] (133)

Tabela 10. Sciezki rownowagi - przyktad 3- badania numeryczne

N, ay A; Q; k. to

N 05 0,01 1 var 0.1
H T
—— dynamic ke = 0 - staticke=0
—— dynamicke =2 - static ke = 2
T — dynamicke =4  -.--- static ke = 4
—— dynamicke=8  ----- staticke = 8

0
0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20
t [s]
—— dynamic ke = é) ------ static ke ; 0
—— dynamic ke = 100 ----- static ke = 100
T — dynamicke =16  ----- static ke = 16
—— dynamicke =40  ----- static ke = 40
"*..
0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20

t [s]

Rysunek 29. Sciezki réownowagi - przyktad 3- badania numeryczne [Opr. whasne]
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Tabela 11. Sciezki rownowagi - przyktad 4- badania numeryczne
N, ay A; Q; k. to
N& 05 0,01 1 var 01
6
4
m 2 X
2 /
—
= o o
©
=
-2
—— dynamicke=0  ----- static ke = 0
—— dynamicke =2 ----- static ke = 2
—— dynamicke =4 .- staticke =4
Rt — dynamicke =8  ----- static ke = 8
0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20
t[s]
6
4
™ /
—
£ o0
©
; A\/x
=2
\. v V
— dynamicke =0 =eee staticke =0
—— dynamic ke =100  ----- static ke = 100
—— dynamic ke =16 - static ke = 16
41 __ dynamic ke = 40 .- static ke = 40 \/
0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20
t[s]

Rysunek 30. Sciezki rownowagi - przyktad 4- badania numeryczne [Opr. whasne]
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Wal(t) [-] (133)

Tabela 12. Sciezki rownowagi - przyktad 5- badania numeryczne

Nt ay Al' Ql’ ke to
N 0 0,01 1 40 var
4 | ;nnU,_u
3 § 1%
1 - ‘ —— dynamic-tp =01 .- static - tp = 0.1 1
—— dynamic-tp =02 - static - tp = 0.2
—— dynamic-tp =03 - static - tp = 0.3
—— dynamic-tp =04 ----- static - tp = 0.4
dynamic - tp = 0.5 static - tp = 0.5
0 Iy e o H I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t [s]

Rysunek 31. Sciezki rownowagi - przyktad 5- badania numeryczne [Opr. wlasne]
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Tabela 13. Sciezki rownowagi - przyktad 6- badania numeryczne

Ny ay A; Q; ke to
N 0 var 1 40 01
—— dynamic ‘»Al =0.01  --ee static - A} = ‘0.01
51— dynamic-A; =01 - static - A; = 0.1
—— dynamic-A;=1. - static - A; = 1.
4
m
m
23
=
=
25
1
0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125 0.150 0.175 0.200

t [s]
Rysunek 32. Sciezki rownowagi - przyktad 6- badania numeryczne [Opr. whasne]
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Wa(t) [-] (133)

Tabela 14. Sciezki rownowagi - przyktad 7- badania numeryczne

N, ay A; Q; k. to
0,01 1
var 2
6 T T
— A;=o0. —— A;=0.1040
—— A;=101000 —— A =0.1050 /
5| — A4=010200 — A =01100 e N
—— A;=01030 —— A; = 0.1200
—— A;=01035 —— A; = 0.1500

| //\ /N

° ALY

0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20
t [s]
Rysunek 33. Sciezki rownowagi - przyktad 7- badania numeryczne [Opr. whasne]

A,=0,1035 : A= 0,1040

T
el

1 RNV Y
dhnys

T T—
L
———
———

Rysunek 34. Ewolucja drgan - przyktad 7 - badania numeryczne [Opr. wiasne]
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Tabela 15. Sciezki rownowagi - przyktad 8- badania numeryczne

N, ay A; Q; k. to
var 1
N 0 40 0.1
var 3
T T
—— A1=0.01,A3=0 —— A;=001,A3=05
5_,—A1=0.01,A3=0.02 — A1=0,A3=1 %A
4 VAN W / W
s / A \M/
: N
-
=
= 2
=
1
I
0
0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20

t[s]
Rysunek 35. Sciezki rownowagi - przyktad 8- badania numeryczne [Opr. whasne]
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Tabela 16. Sciezki rownowagi - przyktad 9- badania numeryczne

N, ay k. ty
N 0 40 0.1
—— A;=00 —— Ag=0.90
5+ — A;=050 —— Az;=0.95 /8.9
— A3 =0.70 — Ag =1.00
— A;=10.80 — Ay =2.00 %
" 75, VAN A
A3 é%%%i>
m M
m
=
T 2
L\ \/
£
= LW LW
0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20

t [s]
Rysunek 36. Sciezki rownowagi - przyktad 9- badania numeryczne [Opr. whasne]

2

T ——
e

A= 0,95 A,=1,00

(N

Rysunek 37. Ewolucja drgan - przyktad 9 - badania numeryczne [Opr. wiasne]
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Tabela 17. Sciezki rownowagi - przyklad 10- badania numeryczne
N, ay A; Q; k. to
0,01 1
N® 0 40 01
var 5
— As =I 0.0 — As5=3.0
l — As=10 /\A
™
m
Z
z / /
G
=
0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20
t[s]

Rysunek 38. Sciezki rownowagi - przyktad 10- badania numeryczne [Opr. whasne]
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Tabela 18. Sciezki rownowagi - przykfad 11- badania numeryczne

Ny ay A; Q; k. to
0,01 1
var 2
N 0 40 0,1
var 4
var 5
T T
— A4=08 —— Ay=0.01,A;=0.8,As = 1.0
54— As=10 — Ay =001 Vo /AN
— A=A =A5=0 — A2=0.01,A4=0.01,A5 = 1.0
—— Ay=0.01,A3=02,As=1.0 —— Ay=A;=As=0.01 M
4 >

3 AY
)28
1 \
[\

Wa(t) [-] (133)

0.10 0.12 0.14 0.16 0.18 0.20
t [s]
Rysunek 39. Sciezki rownowagi - przyktad 11- badania numeryczne [Opr. whasne]

A=001
A=020
A=1,00

Rysunek 40. Superpozycja wstgpnych imperfekcji A;02; - przyktad 11 - badania numeryczne [Opr. wiasne]
Analizg efektu S$cinania przeprowadzono na podstawie rownan (147) i (151) dla plyty
owymiarach a=b =250mm i h = 10mm. Przebieg napr¢zen normalnych i tnacych
przedstawiono na rysunkach 41-43 w odniesieniu do wynikow otrzymanych analitycznie.
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5'xz(z) =

-0.5

Oxz(C)
Oxz, ana(o 5)

dla k. =

—0.4 1 .

—0.3 1

—0.2 1

—0.1 1

0.0 1

¢l

0.11

0.2 1

0.3

0.4

0.5

0xz(0.5)=257.52 MPa

-1.0

&XZ(C) =

—0.5

0.0
0x2(Q) [-]
Ox(Q)

0.5

dla k.

1.0

XZ ana(o 5

-0.5
—0.414 =
~0.31
—0.21
—0.11

E 0.0 1

0.11

0.2

0.3

0.4 1

0.5

0y2(0.5)=297.85 MPa

-1.0

-0,

5 00 05

Gx2(Q) [-]

1.0

2

~ Txz(Q)
Tz Q) =" o) dla ke =
XZ ana
—-0.5
Txz(0)=0.78 MPa
—0.4 -
—0.3 1
—0.2 1
—0.1 1
0.0 1
0.1
0.2
0.3+
0.4 4
analytical MES
0.5 T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Tx2(Q) [-]
Txz(€)
rxz(c O dla ke =4
_05 XZ ana
Txz(0)=1.88 MPa
—-0.4-
—-0.31
—0.2 1
—-0.11
0.01
0.14
0.2+
0.31
0.4+
analytical MES
0.5 - -
0 2 4
Tx2(Q) [-]

Rysunek 41. Napr¢zenia normalne i tnace - efekt Scinania dla k, = 2 oraz k., = 4 [Opr. wlasne]
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~ Oxz(C0) ~ T,
Q) =522 s dlake=8 ()= dlake=8
_0.5 XZ ana _0.5 TXZ ana(o)
. 0xz(0.5)=359.59 MPa Tyz(0)=3.71 MPa
—0.44 —0.4
-0.31 -0.31
—0.2 1 : —0.2 :
—0.1- 1 —0.11 3
L 0.0 : .01
= : 0.0
0.1 i 0.1 7
0.2 : 0.21
0.3 0.3
0.4 0.4
" analytical MES
0.5 : ; - 0.5 ; ;
1.0 -05 0.0 05 1.0 0 1 2 3
Ox2(Q) [-] Tx2(Q) [-]
o~ 0x2(Q) ~ T
Gl )=5220 o dla ke =16 £,(0)=—22“_ dla k. = 16
_0.5 XZ, ana N _0.5 XZ ana( )
* 0x,(0.5)=447.15 MPa Tx2(0)=4.07 MPa
-0.4 1 -0.4 1
—0.31 A —0.31 .
~0.2 —0.21
—0.1- —0.1-
0.0 : :
= i 0.0
0.1 0.1
0.2 0.2
0.31 . 0.31 :
0.4 0.4
T * analytical MES
0.5 : : - 0.5 : : :
Z1.0 -05 0.0 05 1.0 00 05 1.0 15 2.0
oxz(() ['] fxz(() [']

Rysunek 42. Napre¢zenia normalne i tnace - efekt $cinania dla k, = 8 oraz k, = 16 [Opr. wlasne]
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~ Oxz({) ~ T
Gx0)=220 —dla ke=40 T,(0)=—C_ dla k. =40
_0.5 UXZ,E“E(O'S) —0,5 XZ ana(o)
02(0.5)=623.24 MPa Tt
..‘. ""0..
—0.41 0.4 s
1 . Tx(0)=4.08 MPa
—0.31 : —0.31 :
0.2 i —0.2
~0.1- -0.1-
L 0.01 . 01
= : 0.0
0.1 0.1
0.2 0.21 :
0.3 : 0.3
0.4 0.4 1 #
teeel, Iy
Cre, . e analytical MES
0.5 - - - 0.5 +— . ] ]
210 -05 00 05 1.0 00 05 1.0 15 20
Ox2(Q) [-] Tx2(Q) [-]
~ xA0) T,
Gx2(Q) =522 dla ko= 100 rxz(c)— =) dla ke = 100
_0.5 o.XZ, ana( _0 5 XZ ana(o)
o...uo.... 0xz(0.5)=896.14 MPa " "--._.\
—0.41 . —0.4 1 :
1 © 1a(0)=4.22 MPa
~0.31 . -0.31
—0.21 i —0.21
~0.11 ~0.11
L 0.0 : 0.0
A [
0.11 : 0.11
0.2 ! 0.2
| : | analytical
0.3 : 0.3 e
0.4 . 0.4 :
ey - ‘..‘.'.
0.5 : ; M. 0.5 . .
210 -05 00 05 1.0 0.0 0.5 1.0 1.5
Oxz(Q) [-] Txz(D) [-]

Rysunek 43. Naprezenia normalne i tnace - efekt $cinania dla k, = 40 oraz k, = 100 [Opr. wlasne]
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3. BADANIA NUMERYCZNE KONSTRUKCJI NOSNEJ WAGONU

Przeprowadzone obliczenia numeryczne mialy na celu zbadanie mozliwosci zastosowania
materiatow gradientowych o symetrycznie zmiennych wtasciwosciach na grubosci (w szczegolnosci
materialdow porowatych) w konstrukcjach no$nych pojazdéw szynowych. Szczegdtowej analizie
poddano wplyw zmiennej porowato$ci zastosowanego materialu na wlasciwosci strukturalne
konstrukcji z wyrdznieniem jej stateczno$ci statycznej oraz dynamicznej. Do obliczen przyjeto
klasyczna konstrukcje szkieletowg wagonu osobowego wykonang ze stali S355, o bazie 19 m
(odlegtos¢ miedzy czopami skregtu) i masie catkowitej 52 t w stanie nadzwyczajnego obcigzenia.
Podstawowym elementem struktury analizowanego wagonu przenoszacym sity trakcyjne, jest ostoja,
w sktad ktorej wchodzi czotownica, belka skretowa, dwuteowe podtuznice, poprzecznice i ukosnice
tworzace szkielet podstawy wagonu. Pokryte sg one blachg trapezowa formujaca podtoge. Ostoja
stanowi bazg¢ dla $cian bocznych i czotowych wykonanych z profili stalowych i pokrytych blachg
poszyciowa. Zmiany dokonane w konstrukcji nadwozia wagonu osobowego dotyczg strefy przezycia
wagonu (miejsca statego przebywania pasazerow), obejmuja rezygnacje¢ ze szkieletu konstrukcji oraz
poszycia $cian bocznych i dachu zastepujac te elementy gotowymi, trojwarstwowymi, aluminiowymi
prefabrykatami, ktore zawieraja w rdzeniu pian¢ aluminiowg (w odniesieniu do rozwazanej
W rozdziale 2 ptyty prostokatnej). Dodatkowo zamieniono podtogowa blache trapezowa na materiat
gradientowy. W rezultacie otrzymano konstrukcje stalowo-aluminiowa przedstawiong na rysunku
44. Podloga wagonu wraz ze Scianami bocznymi stanowa przyktad zastosowania ptyt prostokatnych
jako elementéw konstrukcyjnych w strukturze wagonu. Skrajna cze¢$¢ konstrukcji wagonu, od Sciany
czotowej do konca otworu drzwiowego, stanowi obszar przebywania tymczasowego i pelni role
strefy zgniotu. Ten fragment konstrukcji nie zostat poddany zadnej modyfikacji

5355_gr_1
5355_gr_1,5
5355_gr_2
5355_gr_2,5
$355_gr_3
5355 _gr 4
5355_gr_5
5355_gr_6
$355_gr 7
$355_gr.75
5355_gr_8
$355_gr 85
§355_gr 9
§355_gr 95
$355_gr_10
$355_gr_10,5
§355_gr_11
§355_gr_11,5
§355_gr_13
§355_gr_14
§355_gr_15
§355_gr_16
§355_gr_20

Rysunek 44. Wido

FGM_gr_10
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=

ogolny czesci skrajnej wagonu osobowego wraz z zaproponowang modyfikacja konstrukcji
z zastosowaniem materiatu gradientowego (FGM) [Opr. wlasne]
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3.1. Modele numeryczne badanych konstrukcji

Badania przeprowadzono z zastosowaniem S$rodowiska obliczeniowego ABAQUS 6.12-2
w technologii powierzchniowej. Modele zostaty poddane dyskretyzacji z zastosowaniem elementéw
typu S8R i STRI6S dla obliczen w trybie niejawnym oraz elementéw typu S4R i S3R w przypadku
obliczen bezpieczenstwa pasywnego konstrukcji wykonanych w trybie jawnego catkowania. Po
przeprowadzeniu analizy siatki, podobnie jak to przedstawiono na rysunku 15 dla ptyty prostokatne;j,
dobrano odpowiedni rozmiar siatki elementow skonczonych do rozpatrywanego zagadnienia.
Podsumowanie wielkoSci obliczeniowej opracowanych modeli przedstawiono w tabeli 19.
Przyktadowy widok podzialu modelu powierzchniowego wagonu zmodyfikowanego przedstawiono
na rysunku 45.

Tabela 19. Wielko$¢ obliczeniowa modeli numerycznych wagonéw osobowych [Opr. wiasne]

Konstrukcja pierwotna Konstrukcja zmodyfikowana
ABAQUS Standard ABAQUS Standard ABAQUS Explicite
S8R STRI65 S8R STRI65 S8R S4R
liczba elementow 439134 4376 379057 2698 372656 2796
liczba weztéw 1315690 1141333 376034

Wilasnosci materiatowe zastosowanego materiatu gradientowego (piany aluminiowej) dobrano
w odniesieniu do tabeli 2, zaktadajac liniowo-sprezysta charakterystyke materiatu. Wiasciwosci stali
S355 przyjeto z uwzglednieniem pelnej krzywej zrywania materiatu, ze wzgledu na koniecznosé
odwzorowania deformacji trwatych w strefie zgniotu dla dynamicznych badan wytrzymato$ci
zderzeniowej (bezpieczenstwa pasywnego) konstrukcji. Rozpatrzono rowniez degradacje sztywnos$ci
stali, wprowadzajagc modele materialowe pekania plastycznego tj.: zarodkowania pgknie¢ oraz
maksymalnych napre¢zen tnacych. W analizie wytrzymatosci zderzeniowej uwzgledniono kontakt
normlany oraz styczny, przyjmujac wspoOlczynnik tarcia rowny 0,2. Dynamiczny model
obliczeniowy zawiera urzadzenia pochtaniajace energi¢ zderzenia w postaci, zabudowanych na
czolownicy wagonu, zderzakéw ,,crashowych” o skoku czesci sprezystej rownym 110 mm i skoku
czescei pochtaniajacej energie 230 mm przy sredniej sile 1,3 MN (sifa inicjujaca 1,5 MN).

Mas¢ oprzyrzadowania, urzadzen oraz pasazerow roztozono rOwnomiernie na konstrukcji nosnej
poprzez wprowadzenie gestosci zastgpczych materiatow. Do obliczen przyjeto wartos$é
przyspieszenia ziemskiego g = 9,81 smz
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Rysunek 45. Widok ogélny przyktadowego modelu dyskretnego wagonu osobowego [Opr. wlasne]
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3.2. Przypadki obliczeniowe

Na podstawie zdobytego doswiadczenia zawodowego i przeprowadzonych badan numerycznych

konstrukcji pojazdoéw szynowych [65]-[69], wybrano kilka kluczowych przypadkow obliczeniowych
w zakresie ich analizy strukturalnej.

Maksymalne, nadzwyczajne obcigzenie pionowe przyspieszeniem 1,3g. Obliczenia numeryczne
wykonano dla ¢wiartki modelu wagonu, zastgpujac usuniete fragmenty odpowiednimi warunkami
brzegowymi. W celu pordéwnania sztywnosci gi¢tnej zmodyfikowanej konstrukcji
Z pierwowzorem oOraz normowg wartoscig  kryterialng - 3% bazy nadwozia
(3%o0 - 19 m = 57 mm), analizie poddano maksymalne strzatki ugigcia.

Superpozycja obcigzen: S$ciskanie sita 2 MN w osi zderzakow i obcigzenie pionowe
przyspieszeniem 1g. Obliczenia numeryczne wykonano dla ¢wiartki modelu wagonu, zastepujac
usunicte fragmenty odpowiednimi warunkami brzegowymi. W celu oceny wptywu dokonanych
zmian na wytrzymato$¢ konstrukcji analizie poddano pola naprezenia zredukowano.

Sciskanie sita 2 MN w osi zderzakéw. Przypadek obliczeniowy wykonany do oceny statecznosci
konstrukcji i wptywu wprowadzonych zmian konstrukcyjnych na wspolczynnik $ciskajacej
sity krytycznej.

Analiza drgan swobodnych konstrukcji. Przypadek obliczeniowy wykonany do oceny wptywu
wprowadzonych zmian konstrukcyjnych na czgstotliwosci drgan wlasnych nadwozia.

Analiza wytrzymatosci biernej konstrukcji - wytrzymato$¢ zderzeniowa. Formacjg uczestniczaca
w kolizji byt sktad 4 wagondéw osobowych, dla ktorych predkos¢ poczatkowa wynosita 18 km/h.
Niechamowany sktad uderzyt w sztywna przeszkodg. Obliczenia przeprowadzono dla k, = 40,
w celu oceny wplywu zastosowania materiatu porowatego na strefe zgniotu i analizy odpowiedzi
dynamicznej elementéw plytowych konstrukcji podtogi pojazdu.

Ich uproszczone schematy przedstawiono na rysunkach 46 i 47.

r . ’ - )
sita Sciskajqca 2MN ~ U3=0 przyspieszenie 1g lub 1,3g

Rysunek 46. Uproszczony schemat obcigzen statycznych sity $ciskajace i przyspieszenie pionowe [Opr. wlasne]

predkosé poczgtkowa
sktadu 18 km/h

sztywna
przeszkoda

zderzaki

Rysunek 47. Uproszczony schemat obciazen dynamicznych - wytrzymato$¢ zderzeniowa konstrukeji [Opr. whasne]
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3.3.  Wyniki badan

Ponizej przedstawiono wyniki badan numerycznych dla zmodyfikowanej konstrukcji nosnej
wagonu osobowego w odniesieniu do klasycznej (oryginalnej, pierwotnej) konstrukcji szkieletowej.
Analizie poddano wplyw zastosowania materiatow porowatych o rdznej porowatosci (zaleznej od
wspotczynnika k,) na wybrane aspekty wytrzymatosciowe wagonu, odnoszace si¢ do kryteriow
oceny zawartych w normach [45] oraz [46]. Maksymalng strzatke ugigcia pod nadzwyczajnym
obcigzeniem pionowym 1,3g, oznaczong na rysunku 48, przedstawiono na rysunku 49.
Wspodtczynniki obcigzen krytycznych dla sity $ciskajacej o wartosci 2MN, przylozonej w osi
zderzakoéw wagonu, zaprezentowano na rysunku 51. Odnosza si¢ one do dziesigciu pierwszych
postaci utraty stateczno$ci, ktore przedstawiono w superpozycji na rysunku 50. Wplyw zmiany
porowato$ci na pole napr¢zenia wystepujace W konstrukcji przedstawiono na rysunkach 52 i 53 dla
superpozycji obcigzenia sitg Sciskajaca 0 wartosci 2 MN, przylozong w osi zderzakow oraz
obcigzenia pionowego 1g. Wyznaczono siedem pierwszych postaci drgan wilasnych konstrukcji
nosnej wagonu (rysunki 54 i 55) i przeanalizowano wptyw zmiany porowato$ci na ich czestotliwosci.
Wyniki zestawiono na rysunku 56. Poréwnanie catkowitych mas analizowanych konstrukcji nosnych
wagonow pokazano na rysunku 57. Pole deformacji plastycznej (trwatej) strefy zgniotu (rysunek 58)
oraz dynamiczne $ciezki rownowagi wybranych ptyt podtogowych konstrukcji no$nej (rysunek 60)
otrzymano dla obcigzenia dynamiczng sila oddzialujaca na konstrukcje wagonu w wyniku zderzenia
(rysunek 59). Wyniki przedstawiono dla k., = 40, odnosza si¢ one do badania bezpieczenstwa
pasywnego konstrukcji.

Min:' U, U3
Rysunek 48. Ugigcie wagonu pod nadzwyczajnym obcigzeniem pionowym 1,3g - pomiar strzatki [Opr. wtasne]

. . ~ U
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- - —
D) ,________—-
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0
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ke [-]

Rysunek 49. Ugigcie wagonu pod nadzwyczajnym obciazeniem pionowym 1,3 -
- porownanie konstrukcji oryginalnej i zmodyfikowanej [Opr. wtasne]
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Rysunek 50. Superpozycje postaci utraty stateczno$ci podczas $ciskania w osi zderzakow dla konstrukcji
zmodyfikowanej i pierwotnej [Opr. wlasne]

Utrata statecznosdi - wspétczynnik bezpieczenstwa Si, 5

2.50
2.25 i
2.00
1.75
1.50
»w 1.25
-
W
1.00
0.75
o504 —— — ' wsp. bezp. [45] ke=8
— EE oryginal Il ke=16
. e ke=40 |
N ke=2 N ke=100
B ke=4
0.00 |

Rysunek 51. Wartosci wspotczynnikow bezpieczenstwa dla krytycznej sity $ciskajacej
(pierwsze 10 postaci utraty statecznosci) [Opr. wlasne]
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S, Mises
Envelope (max abs)
(Avg: 75%)
350
150
138

konstrukcja pierwotna

Rysunek 52. Pole naprezen zredukowanych wg Hubera-Misesa dla superpozycji $ciskania w osi zderzakow oraz
obcigzenia pionowego 1g, cz.1 [Opr. wlasne]
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S, Mises
Envelope (max abs)
(Avg: 75%)

Rysunek 53. Pole naprezen zredukowanych wg Hubera-Misesa dla superpozycji $ciskania w osi zderzakow oraz
obcigzenia pionowego 1g, cz.2 [Opr. wlasne]
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Rysunek 54. Wypadkowe pola przemieszczen znormalizowanych (skala 1000:1) -
- postacie drgan whasnych od 1 do 4 [Opr. wiasne]



Dawid WITKOWSKI 94

Rysunek 55. Wypadkowe pola przemieszczen znormalizowanych (skala 1000:1) -
- postacie drgan wtasnych od 5 do 7 [Opr. wlasne]
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Rysunek 56. Czestotliwosci drgan wiasnych wagonu [Opr. wlasne]

Masa wagonu po modyfikacji wzgledem oryginatu m [-]
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Rysunek 57. Masa wzglgdna wagonu - poréwnanie [Opr. whasne]
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Rysunek 58. Deformacje trwale strefy zgniotu w wyniku zderzenia (k, = 40)[Opr. wlasne]
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Rysunek 59. Przebieg sit wzdtuznych oddziatujacych na zderzaki wagonu podczas zderzenia (filtr 180 Hz) [Opr. wiasne]
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Rysunek 60. Przebieg dynamicznej utraty stateczno$ci wybranych ptyt podtogowych wagonu (k. = 40) [Opr. wlasne]
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4. PODSUMOWANIE BADAN | WNIOSKI

Tematem rozprawy byla stateczno$¢ statyczna i dynamiczna plyty prostokatnej wykonanej
z materiatu gradientowego o symetrycznie zmiennych wtasciwosciach fizycznych i mechanicznych
na grubosci ptyty, na przykladzie piany aluminiowej o zmiennej porowato$ci. Analizie poddano
rowniez mozliwos¢ implementacji powyzszego materialu w konstrukcji nos$nej nadwozia wagonu
osobowego w odniesieniu do wybranych wymagan normatywnych ze szczegélnym uwzglednieniem
statecznosci jego struktury.

Opracowany model analityczny stanowi uogolnienie symetrycznych wzgledem ptaszczyzny
obojetnej struktur trojwarstwowych, funkcjonalnie zmiennych i jednorodnych z uwzglednieniem
efektu $cinania. Dla przykladowych wartosci parametrow funkcji zmiany wlasciwosci
materiatowych obliczono obcigzenia krytyczne dla jednoosiowego $ciskania oraz czgstotliwosci
drgan wiasnych plyt prostokatnych o réznych wymiarach geometrycznych. Wyniki poréwnano
z wartosciami uzyskanymi numerycznie. Uzyskane roéznice wzgledne dla wigkszosci przypadkow
obliczeniowych wynosza stanowczo ponizej 1%. Roznice te rosng jednak wraz ze spadkiem stosunku
szeroko$ci ptyty do jej grubosci, szczegélnie dla ptyt krotkich, o relatywnie wigkszych
sztywnosciach (k, = 2 lub k, = 4), osiagajac maksymalng warto$¢ 3,52% dla czestotliwosci drgan
wilasnych ptyty o dlugosci a = 312,5 mm, szerokosci b = 250 mm i grubosci h = 20 mm. Wraz
ze wzrostem stosunku dtugosci do szerokos$ci plyty prostokatnej obcigzenie krytyczne poczatkowo
ros$nie osiggajgc maksimum w punkcie, w ktérym nastepuje wzrost liczby potfal postaci wyboczenia.
Dla kazdej kolejnej postaci utraty statecznos$ci wzrost obcigzenia krytycznego jest mniejszy i dazy
do warto$ci minimalnej, ktora jest stala dla catkowitych wielokrotnosci stosunku rozwazanych
wymiarow. Obcigzenie krytyczne maleje wyktadniczo wraz ze spadkiem stosunku szerokos$ci
i grubosci plyty oraz wraz z warto$cig parametru k,. Analizujac wptyw wymiarow geometrycznych
ptyty prostokatnej na jej czestotliwos¢ drgan wlasnych stwierdza si¢, ze zarowno dla stosunkoéw
dlugosci 1 szerokosci oraz szerokosci i grubo$ci nastgpuje wykladniczy spadek wartosci
czestotliwos$ci. Wraz ze wzrostem warto$ci parametru zmiany wiasciwosci materiatowych k,
nastgpuje poczatkowy, gwaltowny wzrost wartosci czgstotliwosci drgan swobodnych a nastepnie jej
tagodniejszy spadek. Wiaze si¢ to ze stosunkiem zmniejszajacej si¢ sztywnosci ptyty i jej masy.

Na rysunku 27 przedstawiono poréwnanie statycznych i dynamicznych $ciezek roéwnowagi
jednorodnej plyty prostokatnej otrzymanych z zastosowaniem obliczen numerycznych MES oraz
dwoch wyprowadzonych modeli analitycznych, wystepujacych rowniez w literaturze. Wykazano
znaczng roéznicg w otrzymanych warto$ciach ugiec oraz réznice w fazie amplitud drgan otrzymanych
obiema metodami analitycznymi - wyrazenia (137) i (143). Wystepujace w literaturze zatozenia
dotyczace nieliniowych rozwigzan ptyt prostokatnych nie sg spojne. Konieczne jest uwzglednienie
odksztatcen wzdhuznych i poprzecznych ptyty podczas modelowania matematycznego nieliniowej
utraty statecznosci plyty podpartej przegubowo, tak jak podczas analizy powtloki walcowe;.
Otrzymana roznica w fazie odpowiedzi dynamicznej plyty moze by¢ zwigzana z uwzglednieniem
jedynie skladnika przemieszczen normalnych do powierzchni ptyty w wyrazeniu na energi¢
kinetyczng. Istotny wptyw na przesunigcie w fazie drgan ptyty moze mie¢ réwniez sposob
uwzglednienia jej imperfekcji. Zjawisko to wymaga dalszych badan.
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W pracy przedstawiono rowniez badania numeryczne statycznej i dynamicznej utraty statecznos$ci
plyty prostokatnej. Przeanalizowano odpowiedzi dynamiczne dla trzech réznych rodzajow
obcigzenia: §ciskanie jedno- i dwuosiowe obcigzeniem proporcjonalnym do czasu oraz dwuosiowe
sciskanie quasi-impulsowe. Dla kazdego z obcigzen stwierdzono wzrost wartosci ugigcia
wzglednego wraz ze wzrostem warto$ci parametru k,, co wigze si¢ wprost ze spadkiem sztywnosci
ptyty. Dodatkowo zaobserwowano przesuniecie w fazie odpowiedzi dynamicznej uktadu, zgodnie
z zalezno$cig opisang powyzej i dotyczaca zmiany czgstotliwosci drgan wlasnych od parametru k..
Wzrost predkosci narastania obcigzenia $ciskajgcego skutkuje zwiekszeniem amplitudy drgan oraz
ich czestotliwosci. Statyczne $ciezki rownowagi dla ptyt o wyidealizowanej geometrii posiadaja swoj
poczatek w punkcie krytycznym. Deformacje rzeczywistych konstrukcji, obarczonych
imperfekcjami, przebiegaja wedlug ciaglych krzywych zaleznych od ksztaltu oraz amplitudy
wstepnych imperfekcji. Wraz ze wzrostem poczatkowego odchylenia od geometrii idealnej
zmniejsza si¢ ilos¢ energii sprezystej, skumulowanej przez obiekt przed przejsciem do nowego stanu
roOwnowagi. Zwigzany jest z tym spadek amplitudy drgan oraz czasu odpowiedzi dynamicznej uktadu
na przyrost obcigzenia. Ze wzgledu na warto$¢ obcigzenia krytycznego najbardziej newralgicznym
ksztatltem imperfekcji poczatkowych jest ksztalt odpowiadajacy pierwszej postaci utraty
stateczno$ci. Jednak na przebieg Sciezek réwnowagi ma wplyw suma wszystkich istniejacych
w konstrukcji imperfekcji. Analiza roznych konfiguracji imperfekcji odpowiadajacych pigciu
pierwszym postaciom wyboczenia ptyty prostokatnej §ciskanej jednostronnie w osi X wykazata, ze
postacie wstepnych deformacji, przebiegajacych symetrycznie wzglgdem ptaszczyzny YOZ, nie
wplywaja istotnie na przebieg utraty stateczno$ci ptyty. Jezeli jednak wstepne imperfekcje sg
superpozycja pierwszej postaci wyboczenia i postaci asymetrycznych wzgledem plaszczyzny YOZ,
drgania przyjmuja ztozong forme. Naktadaja sie na siebie wzajemnie, powodujac lokalne wygaszanie
lub wzmacnianie amplitudy drgan. Przy pewnym stosunku deformacji wstepnych odpowiadajacym
kolejnym postaciom utraty statecznosCi pierwsza forma wyboczenia moze zosta¢ calkowicie
pominigta. Wowczas utrata stateczno$ci przybiera kolejna posta¢ przy zachowaniu wartosci sity
krytycznej. Niewielkie odchylenia potozen rownowagi $ciezek dynamicznych od ich statycznych
odpowiednikéw, ktéore mozna zaobserwowaé na przedstawionych wykresach, sg zwigzane
z zastosowaniem elementow pierwszego rzedu w analizach dynamicznych przeprowadzonych
W trybie jawnego calkowania. Niestety biblioteka elementow skonczonych programu ABAQUS
6.12-2 nie posiada elementow drugorzedowych dla algorytmu obliczen ,,explicite”.

Zatozenie nieliniowej, indywidualnej hipotezy deformacji przekroju normalnego do powierzchni
srodkowej plyty umozliwito wyprowadzenie wyrazenia opisujagcego naprezenia tnace wzdiuz
grubosci plyty. Poréwnanie przebiegow naprezen normalnych i tngcych plyty obcigzonej
robwnomiernym cisnieniem na jej powierzchni, otrzymanych numerycznie i analitycznie,
przedstawiono na rysunkach 41-43. Zauwazy¢ mozna zbiezno$¢ wartosci naprezen normalnych.
Pomimo tego, ze zatozona hipoteza deformacji uwzglednia efekt §cinania znacznie doktadniej, niz
klasyczne teorie zginania, otrzymana krzywa naprezen tngcych uzyskana analitycznie oscyluje
znacznie wokot rozwigzania numerycznego, w wyniku czego otrzymano relatywnie duze roznice
wzgledne. Wymagane sg dalsze badania w tym zakresie. Mimo niewielkiej warto$ci otrzymanych
napre¢zen tngcych wzgledem naprezen normalnych, to whasnie one sa decydujace do ksztattowania
rdzenia struktury gradientowej, w ktorym to napr¢zenia normalne daza do zera.
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Genezg pomystu modyfikacji wagonu osobowego poprzez wyeliminowanie blachy poszyciowej
1 zastapienie jej wraz z cze$cig szkieletu, struktura porowata byto zdobyte do§wiadczenie zawodowe
w obliczeniach numerycznych nadwozi pojazdéow szynowych. W wielu wykonanych pracach
konstrukcje no$ne pojazdéw szynowych przejawialy podobne stabe strony pod wzgledem ich
wytrzymalosci i statecznosci. Podstawowym problemem nie tylko konstrukcyjnym, ale roéwniez
obliczeniowym, sa lokalne utraty statecznosci elementow poszycia przy obcigzeniach $ciskajacych
o warto$ciach znacznie nizszych od wymaganych przez wspoétczynnik bezpieczenstwa. Pomimo,
ze lokalne utraty stateczno$ci ponizej wymaganego kryterium sg dozwolone przez norm¢ [45]
w przypadku wystgpowania innych drog przeniesienia sity, mnogo$¢ mozliwych postaci utraty
statecznosci przez wielkoskalowa konstrukcje znacznie utrudnia lub nawet uniemozliwia
dowodzenie przez obliczenia stateczno$ci globalnej. Utrata statecznosci elementow poszycia ma
roOwniez swoje negatywne konsekwencje w przebiegu zderzenia, doprowadzajac do powstawania
powaznych deformacji w strefie przezycia, w ktorej przebywajg pasazerowie. Kontrola tego procesu
moze doprowadzi¢ do stanowczej poprawy bezpieczenstwa pasywnego konstrukcji nadwozi
pojazddéw szynowych, a takze mozliwosci wprowadzenia bardziej restrykcyjnych kryteriow oceny,
np. poprzez wzrost predkosci kolizyjnej w wymaganym scenariuszu kolizji. Jak przedstawiono na
rysunkach 50 oraz 51, zastosowanie materiatow gradientowych, tworzacych konstrukcj¢ powtokowsa
$cian bocznych, podlogi i dachu wagonu, pozwala na znaczne zwickszenie minimalnej sity
krytycznej konstrukcji. Bardzo istotnym czynnikiem w tym procesie okazuje si¢ rowniez stosunek
sztywnosci konstrukcji ostoi do $cian bocznych oraz dachu. Odpowiedni doboér grubosci oraz
porowatosci tych elementow moze doprowadzi¢ do dalszego wzrostu stateczno$ci i dalszej redukcji
masy. Wymagane sa jednak dalsze badania w tym temacie. Zastgpienie elementow stalowych ich
aluminiowymi odpowiednikami znaczaco wplywa na obnizenie masy konstrukcji nadwozia (dla
k., = 100 osiggnigto ponad 20% redukcje masy), umozliwiajgc minimalizacj¢ zuzycia energii
W transporcie szynowym, badz zabudowe dodatkowych urzadzen. Taka modyfikacja cze$ciowo
eliminuje réwniez ryzyko wystgpienia korozji. Wraz ze wzrostem porowatosci materiatu
gradientowego zmniejsza si¢ sztywnos$¢ nadwozia, przez co wzrasta strzatka ugiecia. Jest to zjawisko
niekorzystne, jednak w przeprowadzonych badaniach ugiecie nie przekroczyto wymaganych
warto$ci kryterialnych. Zastosowanie aluminiowej struktury porowatej doprowadza do znacznej
redukcji wartosci pola naprezenia zredukowanego konstrukeji wagonu. Przyktadowo dla k., = 8 nie
przekroczono wartosci 50 MPa w spietrzeniu naprezenia wystepujacego w wezle okiennym dla
skrajnych wlokien przekroju struktury porowatej. Przedstawione wyniki majg jednak charakter
pogladowy i ze wzgledu na wiele dodatkowych aspektow, ktore nalezatoby rozpatrzy¢ w celu oceny
wytrzymaloéci nadwozia, nie wskazano konkretnego parametru porowatosci, jaki nalezatoby
zastosowaé. Bardzo ciekawym rozwinigciem badan wytrzymaloSciowych byloby zastosowanie
»submodeli” - wyizolowanych modeli numerycznych w miejscach wystgpowania krytycznych
wartos$ci naprezen w celu oceny rozktadu naprezen przekrojowych. Szczegotowej analizie poddano
réwniez wplyw zastosowania materiatu gradientowego na drgania swobodne struktury nadwozia
wagonu. Wyznaczono siedem pierwszych postaci drgan swobodnych, wsrod ktorych wyrdznicé
mozna gigtng pionowa, gigtng poprzeczng oraz skretng. Czestotliwosci drgan nadwozia nalezy
znaczgco oddzieli¢ od czestotliwosci sit wymuszajacych pochodzacych od uktadu biegowego w celu
uniknigcia zjawiska rezonansu mechanicznego. Jak przedstawiono na rysunku 56, parametr zmian
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wlasciwosci materiatowych k, moze postuzy¢ jako dodatkowy czynnik w tym procesie juz na etapie
projektu, przyczyniajac si¢ do poprawy komfortu jazdy. Wyznaczono dynamiczne S$ciezki
rownowagi wybranych trzech ptyt prostokatnych zastosowanych w konstrukcji podtogi wagonu
0 najnizszym obcigzeniu krytycznym (rysunek 50) dla obciazenia wystepujacego podczas kolizji
wagonu. Przebieg sit wzdtuznych, oddziatowujacych w osi zderzakéw wagonu w wyniku zderzenia,
odpowiada w przyblizeniu obcigzeniu quasi-impulsowemu zastosowanemu w badaniach
statecznosci ptyty prostokatnej (rozdziat 2). Z tego powodu dynamiczne $ciezki rownowagi
przedstawione na rysunkach 30 i 60 rowniez wykazuja wysoki stopien podobienstwa. Warto zwrdcié
uwage, ze wiedza o zachowaniu podstawowych elementéw konstrukcyjnych: belek, ptyt i powlok
jest kluczowa do ksztaltowania konstrukcji wielkoskalowych. Zastosowany opis zmian wlasciwosci
materiatowych stanowi doskonata podstawe do ich optymalizacji na wyizolowanych modelach
matematycznych.

Pomimo rozwoju metod numerycznych modele analityczne wcigz stanowig fundament
poznawczy dla zjawisk mechanicznych zachodzacych w rzeczywistych konstrukcjach, a ich
niezwykla zaletg jest mozliwo$¢ walidacji metod numerycznych stosowanych w nauce i przemysle.
Dzigki kombinacji obu tych metod zrealizowano wszystkie cele pracy oraz udowodniono
postawione tezy.
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SUMMARY

STABILITY OF A RECTANGULAR PLATE WITH
SYMMETRICALLY VARIABLE MECHANICAL
PROPERTIES SUBJECTED TO DYNAMIC LOADING

Dawid WITKOWSKI

The subject of this thesis is analytical and numerical testing of rectangular plate with mechanical and
physical properties symmetrically variable along its thickness. The plate had hinged support on its
edges and was loaded with compressive dynamic forces and pressure varying in time, distributed
evenly over the surface. The adopted description of changes in material properties on a macroscopic
scale is a generalization for homogeneous, functionally graded materials and three-layer
sandwich-like structures with symmetrical properties with respect to the middle plane. The research
was carried out for the family of functionally graded materials on the example of aluminum foam
with variable porosity, along with a boundary transition to a homogeneous material.

A coherent, nonlinear hypothesis of a straight line deformation normal to the middle plane of the
plate and taking into account the shear effect, was proposed on the basis of which the analytical
model was developed. A system of differential equations of motion was formulated using the
Hamilton’s variational principle of least action. This system was reduced by the Galerkin method to
a single nonlinear second-order differential equation. The energy of elastic deformation was
described in accordance with the nonlinear relations between displacement and deformation and
taking the Hooke's law into account. With regard to the formulated analytical model, numerical
analyzes were performed using the finite element method in the ABAQUS 6.12-2 environment.
Detailed numerical studies of the influence of imperfections on the static and dynamic stability of
the slab were performed. The applied modeling methods were validated by comparing the results
obtained with both methods.

The results of tests carried out for the basic structural element, which is a rectangular plate, were
used to shape and optimize the structure of a rail vehicle body, on the example of a passenger car, in
order to replace the classic frame construction with a half-shell structure. A series of numerical
analyzes were carried out, with particular emphasis on the wagon floor and side wall as an example
of the use of a plate made of a functionally graded materials. The obtained results were compared
with selected criteria of the normative requirements in terms of the strength and passive safety of the
body structure, thus assessing the operational practicality of the proposed design solution.



