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Streszczenie

W niniejszej rozprawie zaprezentowano wyniki teoretyczne, symulacyjne oraz ekspery-
mentalne dotyczace analizy i sterowania wybranej klasy nieliniowych ukladéw niedosterowa-
nych. W dysertacji oméwiono zagadnienie czeSciowej linearyzacji przez sprzezenie zwrotne
planarnych manipulatoréw posiadajacych n stopni swobody i pokazano oryginalne rozwigza-
nia w zakresie syntezy algorytmoéw stabilizacji dla obiektéw o dwdch i trzech cztonach, ktére
rozszerzaja wyniki znane z literatury przedmiotu.

Wykorzystujac do opisu matematycznego modelu naturalne zmienne konfiguracyjne za-
proponowano standardowy sterownik bazujacy na czesSciowej linearyzacji przez sprzezenie
zwrotne, bedacy punktem wyjscia do dalszej analizy. Nastepnie zaproponowano warianty al-
gorytmow z uzyciem transformacji zmiennych stanu oraz wejscia, ktore uwzgledniaty m.in.
zastosowanie pseudopredkoéci oraz formy normalne dynamiki. Dokonano poréwnania skutecz-
nosci metod opartych na zmiennych naturalnych i przeksztalconych dla zadania sterowania
polegajacego na stabilizacji robota w gbérnym niestabilnym potozeniu réwnowagi. Efektyw-
no$¢ proponowanych metod zostala zilustrowana wieloma wynikami badan symulacyjnych
dla struktur dwu- i tréjcztonowych oraz wynikami eksperymentalnymi uzyskanymi dla robo-
ta typu Pendubot. Symulacyjne poréwnanie efektywnosci polegato na wyznaczeniu dla kaz-
dej z rozpatrywanych strategii sterowania tzw. obszaréw zbieznodci, tj. zbioréw warunkéw
poczatkowych, dla ktérych analizowany algorytm osigga zatozony cel sterowania. Ponadto
analizowano wskazniki opisujace jako$é regulacji dla zastosowanych praw sterowania celem
wzajemnego poréwnania rozpatrywanych strategii.

Badania eksperymentalne zostaly wykonane na obiekcie rzeczywistym firmy Quanser.
Przedstawiono opis stanowiska laboratoryjnego oraz podano szczegdty praktycznej implemen-
tacji rozwazanych algorytmoéow sterowania dla robota typu Pendubot. Przedstawiono wyniki
sterowania dla zadania stabilizacji w gérnym niestabilnym punkcie réwnowagi.

Za pomoca symulacji numerycznych i badania obszaréw zbieznosci wykazano przewage
stosowania pseudopredkosci nad zmiennymi naturalnymi do opisu modelu robota oraz strate-
gii sterowania. Badania eksperymentalne potwierdzaja natomiast zaréwno shusznoéé¢ symulacji
numerycznych jak i mozliwo$¢ wykorzystania pseudopredkosci do opisu i sterowania wybranej,
analizowanej grupy modeli rzeczywistych.



Abstract

This dissertation presents theoretical, simulation and experimental results concerning an
analysis and control of a selected class of non-linear underactuated systems. The problem of
partial feedback linearization of n degrees of freedom planar manipulators, was demonstrated.
New solutions in the field of stabilization algorithms synthesis for two- and three-link objects
are shown, which extend the well-known literature results.

Using natural configuration variables to describe the mathematical model, a standard
controller based on partial feedback linearization was proposed, which constituted the star-
ting point for further analysis. Subsequently the transformation of inputs and state variables,
taking into account pseudovelocities and the normal form, was discussed, together with a pro-
posal for the construction of a dedicated controller. A comparison of the effectiveness of both
methods based on natural and transformed variables was conducted, for the control task spe-
cified as stabilizing the robot in the upper unstable equilibrium position. The effectiveness of
the proposed methods was illustrated by the results of simulation tests for two- and three-
link structures and experimental results were obtained on the Pendubot robot. The simulation
comparison of effectiveness was performed to determine the so-called areas of convergence, i.e.
the sets of initial conditions for which the analyzed algorithm achieves the assumed control
goal. In addition, the quality indicators for the applied control laws were analyzed in order
to compare the aforementioned strategies.

Experimental studies were performed on a real test-bed by Quanser company. A descrip-
tion of the laboratory test-bed was presented and details of the practical implementation of
the considered control algorithms for the Pendubot type robot were provided. The results of
the problem of stabilization at the upper unstable equilibrium pose were presented.

The advantage of using pseudovelocities over natural variables to describe the robot model
and control strategy was demonstrated using numerical simulations and examining areas of
convergence. Experimental research confirms both the pertinence of numerical simulations and
the possibility of using pseudovelocities to describe and control a selected group of analyzed
real models.
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ROZDZIAL 1

Wstep

Gtéwne tezy pracy

e Metody linearyzacji, w tym metody oparte na geometrii rézniczkowej, stanowig istotne narze-
dzie do analizy dynamiki i syntezy algorytméw sterowania dla pewnej klasy niedosterowanych
ukfadéw mechanicznych (niedosterowanych wahadet).

e Zastosowanie przeksztatcenia zmiennych stanu i wejscia moze zwiekszyc¢ obszar zbieznosci
w zadaniu stabilizacji pewnej klasy uktadéw niedosterowanych w nietrywialnych konfigura-
cjach.

e Badanie stanéw przejsciowych i ocena jakosci sterowania w catej przestrzeni stanu ukfadéw
nieliniowych mozliwa jest dzieki zastosowaniu wielkoskalowych obliczen numerycznych.

e Mozliwa jest implementacja metod wykorzystujacych linearyzacje oraz transformacje zmien-
nych stanu dla rzeczywistych wahadet wielocztonowych, ktéra zapewnia wtasciwosci uktadu
zamknietego poréwnywalnych do tych uzyskanych na podstawie modeli numerycznych.

1.1 Przedstawienie problemu i motywacja

W ciggu ostatnich trzech dekad obserwuje sie znaczne zainteresowanie sterowaniem uktaddow
mechanicznych, na ruch ktérych natozone s3 pewne ograniczenia (wiezy) nieholonomiczne, tj.
ewolucja stanu tych uktadéw spetnia niecatkowalne ograniczenia rézniczkowe. W odréznieniu od
wiezbéw holonomicznych, ktére opisuja zwiazki geometryczne zachodzace miedzy zmiennymi konfi-
guracyjnymi, wiezdéw nieholonomicznych nie mozna wyrazi¢ w takiej postaci. Niecatkowalne wiezy
predkosci moga by¢ wynikiem idealnego toczenia sie kota (bez poslizgu) lub zasady zachowania
momentu pedu w uktadzie wielocztonowym, takim jak np. ruch nurka lub gimnastyka podczas
wykonywania ewolucji w powietrzu przy zatozenia niewielkiej dyssypacji energii. Uktady z niecat-
kowalnymi wiezami predkosci okreslane sa réwniez mianem uktaddéw z niecatkowalng kinematyka
lub z nieholonomicznymi ograniczeniami pierwszego rodzaju.
Ostatnie lata to réwniez czas szczegblnego zainteresowania systemami nieholonomicznymi
z niecatkowalnymi ograniczeniami natozonymi na przyspieszenia, zwanymi ograniczeniami nie-
holonomicznymi drugiego rodzaju. Zrédfa tych ograniczen nalezy upatrywaé w samej dynamice
uktadu mechanicznego, ktérego pewne stopnie swobody nie s3 napedzane.
Istnieje wiele przyktadéw systeméw nieholonomicznych, wéréd ktérych mozemy wyréznié kilka
klas ze wzgledu na:
e ograniczenie na brak poslizgu: obiekty ruchome o ostrych krawedziach $lizgajace sie po po-
wierzchni (np. sanie), kota toczace si¢ bez poslizgu [9], pojazdy kotowe oraz roboty mobilne
[22, 65], ciagniki z przyczepami [54], itd.;
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20 1.1. Przedstawienie problemu i motywacja

e zasade zachowania momentu pedu: obiekty wielocztonowe swobodnie sie unoszace (ang.
a free-floating body), w tym manipulatory kosmiczne; roboty kroczace w fazie lotu [7, 89],
itd.;

e ograniczenia na przyspieszenia w uktadach niedosterowanych: np. manipulatory ze ztgczami
pasywnymi jak np. robot typu Acrobot [21], roboty kroczace [13], manipulatory z elastycz-
nymi ztaczami [86], roboty z elastycznymi ogniwami [88], statki kosmiczne z deficytem
napedéw [42], pojazdy podwodne [34, 66], samoloty, uktad typu wézek z wahadtem (ang.
cart-pole) [59], sitownik przesuwno-obrotowy (ang. TORA — the rotational translational ac-
tuator) [56] oraz uktady, ktére utracity mozliwo$¢ sterowania pewnymi ztaczami w wyniki
awarii elementéw wykonawczych.

Jak wynika z tego zestawienia, uktady z ograniczeniami nieholonomicznymi drugiego rzedu cha-
rakteryzuja sie deficytem sterowania, tj. liczba ich stopni swobody jest wieksza niz liczba wej$é
sterujacych. Z uwagi na te ceche noszg one nazwe ukfadéw niedosterowanych.

Niedosterowanie jako cecha obiektu moze wynika¢ m.in. z nastepujacych przestanek:

e naturalnej dynamiki i zatozonych wtasciwosci danego systemu (np. samoloty, statki kosmicz-
ne, helikoptery, pojazdy podwodne, roboty z elastycznymi ogniwami),
e zamierzonego dziatania projektanta dazacego do optymalizacji konstrukgji
e aspektéw modelowania, poprzez wprowadzenie sztucznych ograniczen pozwalajacych upro-
$ci¢ analize dynamiki wysokiego rzedu [60],
e awarii ktéregos z napedow.
Mozna powiedzie¢, ze niedosterowanie jest powszechna cecha, a uktady mechaniczne o petnym
sterowaniu stanowig szczegdlny przypadek, gdy kazdy element wykonawczy przeznaczony jest to
sterowania oddzielnym stopniem swobody. Z przypadkiem takim mamy do czynienia w manipu-
latorach przemystowych o sztywnej strukturze. Z kolei dla uktadéw o mobilnej bazie, takich jak
manipulatory mobilne i manipulatory kosmiczne oraz dla manipulatoréw podatnych, niecatkowalne
ograniczenia rézniczkowe istotnie wptywaja na dopuszczalne trajektorie ruchu [51, 90]. Co wiecej,
z punktu widzenia kosztéw i optymalizacji konstrukcji mechanicznej wybér liczby niezaleznych ele-
mentéw wykonawczych moze miec istotne znaczenie. Konieczne jest tutaj uzyskanie kompromisu -
z jednej strony wieksza liczba napedéw poprawia wtasciwosci uzytkowe mechanizmu dzigki mozli-
wosci oddziatywania poprzez sterowanie na jego ruch w kazdym mozliwym kierunku w przestrzeni
stanu, ale z drugiej prowadzi do wzrostu ztozonosci, wyzszego kosztu, wiekszego rozmiaru i wigk-
szej masy urzadzenia. Mozna tez oczekiwad, ze urzadzenia niedosterowane moga by¢ wydajniejsze,
prostsze i bardziej niezawodne niz ich w petni dosterowane wersje.

Nalezy podkresli¢, ze zarysowany podziat uktadéw mechanicznych na te o petnym stopniu
sterowania i niedosterowane zwigzany jest nie tylko z zagadnieniami konstrukcyjnymi, ale przede
wszystkim wptywa na metodyke projektowania algorytméw planowania ruchu i sterowania ruchem.
Ograniczenie liczby napedéw sprawia, ze sterowanie uktadami niedosterowanymi jest z reguty
bardziej ztozone niz dla ich w petni dosterowanych odpowiednikéw [100]. Z tego powodu rozwdj
metod dedykowanych tej klasie obiektéw jest istotnym zagadnieniem badawczym zaréwno w teorii
sterowania jak i robotyce.

Ze wzgledu na réznorodno$¢ uktadéw niedosterowanych i zazwyczaj nieliniowg postac ich dy-
namiki trudno sformutowac uniwersalne algorytmy, rozwigzujace podstawowe zadania sterowania.
Z tego powodu kluczowy jest wybér klasy uktadéw reprezentujacej pewna grupe systeméw mecha-
nicznych. Obiekty z pozoru nieskomplikowane mechanicznie, takie jak dziatajace w polu grawita-
cyjnym podwdjne badZ potrdjne wahadta uwazane za jedne z najprostszych przyktadéw niedoste-
rowanych uktadéw mechanicznych, nadal zajmuja wazne miejsce w robotyce oraz teorii sterowania
uktadéw nieliniowych. Mozna je postrzegac jako uktady wzorcowe, bedace interesujacym tematem
badan, dla ktérych pojawiaja sie podstawowe problemy sterowania zwigzane z deficytem sygnatéw
wejsciowych wzgledem liczby stopni swobody [14, 67, 85]. Ponadto metody uzywane w analizie
tychze obiektéw, jak i syntezie algorytmoéw ich sterowania, moga by¢ z powodzeniem stosowane
dla bardziej skomplikowanych struktur, zaréwno niedosterowanych jak i w petni dosterowanych.
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Manipulatory planarne o dwdch ztaczach obrotowych i jednym napedzie, znajdujace sie w jed-
norodnym polu grawitacyjnym i zorientowane w taki sposdb, ze osie obrotu s3 ortogonalne do
wektora grawitacji, okreslane inaczej mianem Acrobota lub Pendubota (w zaleznosci od umiej-
scowienia napedu), stanowig przedmiot zainteresowania autora w niniejszej dysertacji. Uktady te
opisane s3 na dwuwymiarowej przestrzenni konfiguracji, czyli dwuwymiarowym torusie T? i czte-
rowymiarowe]j przestrzeni stanu, ktora lokalnie mozna utozsamiaé z przestrzenia Euklidesowa R*.
Whioski wyciagniete z badania tych obiektéw postuzyty do analizy manipulatoréw o trzech zta-
czach, ktérych przestrzen konfiguracji opisana jest na tréjwymiarowym torusie T3, a zatem ich
przestrzei stanu lokalnie mozna traktowa¢ jako podzbiér RS. Wskazano na podobieristwa wspdlne
wahadet klasy R* i RS, natomiast gdy dotozenie dodatkowego ztacza znaczaco zmieniato charakter
rozwazan, wskazano na dzielgce te mechanizmy réznice.

Wspdlng cecha rozwazanych struktur jest sterowalno$¢ liniowej aproksymacji ich dynamiki
w punktach réwnowagi w Swietle warunkéw podanych przez Kalmana. Jest to podstawowa wta-
Sciwo$¢, uzyskana dzieki obecnosci dryfu wprowadzanego przez grawitacje, w obecnosci ktorej
dziataja te uktady. Warunkuje ona mozliwo$¢ stosowania metod liniowych w zadaniu sterowania
mimo silnie nieliniowego charakteru obiektéw. W tym kontekscie mozna odwotaé sie zaréwno do
klasycznej aproksymacji taylorowskiej a takze technik linearyzacji uktadéw z uzyciem przeksztat-
cenia stanu i wejscia [37]. W tym ostatnim przypadku petna linearyzacja nie jest mozliwa.

Zastosowaniu szeroko pojetych metod wywodzacych sie z linearyzacji posSwiecone sg badania
autora tej rozprawy. Wsrdd celdw szczegdtowych pracy mozna wskazac:

e zaproponowanie réznych wariantéw algorytméw stabilizacji niedosterowanych wahadet dwu
i tréjcztonowych uwzgledniajacych przeksztatcenie stanu i wejscia
e szczegbtowe poréwnanie metod stabilizacji z uwzglednieniem szerokiego zbioru warunkéw
poczatkowych z uzyciem metod symulacyjnych,
e sprawdzenie warunkéw stosowalnosci tych algorytméw, dla takich kryteriéw jak np.
— efekt energetyczny — np. wydatkowane momenty/napiecie na silnikach
— metody implementacji — obliczeniochtonno$é, czasochtonnos¢ algorytmoéw
e przeprowadzenie weryfikacji eksperymentalnej algorytméw.

Analiza literatury przedmiotu moze sugerowaé, ze problematyka sterowania klasg obiektéw rozwa-
zanych w tej pracy jest juz dobrze zbadana. Okazuje sie jednak, ze wedtug najlepszej wiedzy autora,
jest niewiele publikacji poswieconych stabilizacji struktur mechanicznych, zaréwno o dwéch zta-
czach typu Acrobot i Pendubot, oraz analogicznych struktur trzyztaczowych, w ktérych rzetelnie
poréwnuje sie wtasciwosci réznych technik sterowania. Ponadto czesto nie podaje sie precyzyjnie
informacji o uzytym modelu dynamiki lub uzywa sie modeli niemajacych prawidtowej interpretacji
fizycznej (np. spotyka sig zatozenie o wartosci przyspieszenia ziemskiego g = 1 33, dfugoéci wszyst-
kich ogniw réwnej 1m, itp.). W wielu publikacjach uwzglednia sie parametry pierwotnie podane
przez Sponga, ktére niekoniecznie odzwierciedlaja wiadciwosci systeméw rzeczywistych. Wydaje
sie, ze w obszarze dyscypliny inzynieryjno-technicznej uwzglednienie fizycznych cech obiektéw jest
istotnym zagadnieniem, zwtaszcza w kontekscie zastosowan wynikéw badan podstawowych. Z te-
go powodu w tej pracy weryfikacja symulacyjna, badania stabilnosci lub ocena obszaru zbieznosci
algorytmu zostata przeprowadzona dla modelu komercyjnie dostepnego systemu laboratoryjnego.
Pozwolito to rowniez uzyskaé weryfikacje eksperymentalng, ktéra odpowiadata warunkom przyje-
tym w symulacjach.

Innym celem autora byto pokazanie na konkretnych przyktadach pewnych ograniczen doty-
czacych rozpatrywanych metod sterowania, ktére to z reguty nie s3 rozwazane w dotychczas
opublikowanych pracach.

Badaniu podlegat takze wptyw transformacji zmiennych stanu oraz transformacji wejscia,
ze wzgledu na zastosowanie w opisie dynamiki robota pseudopredkosci (lub zamiennie quasi-
predkosci), ktére w mechanice analitycznej rozumiane s3 jako liniowe kombinacje predkosci uogdl-
nionych ze wspdtczynnikami bedacymi funkcjami wspétrzednych uogdlnionych [30, 53]. Prace
[33, 46] stanowity jedna z inspiracji do podjecia badan, ktére przedstawia niniejsza rozprawa dok-
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torska. Na podstawie rozwazan teoretycznych, badan symulacyjnych oraz czesSciowo badan ekspe-
rymentalnych, autor objat za cel wykazanie lepszych wtasciwosci algorytméw sterowania opartych
o zastosowanie transformacji zmiennych stanu z wykorzystaniem pseudopredkosci.

Istotng czes¢ pracy poswiecono zagadnieniu praktycznej implementacji algorytmu sterowania
robota typu Pendubot. Przedstawione zostaty wyniki badan eksperymentalnych obejmujace za-
danie sterowania do punktu, przy wykorzystaniu zaréwno zmiennych ,naturalnych” jak i tych
uwzgledniajacych pseudopredkosci.

ZAKRES PRAC

Wyniki autora tej rozprawy zostaty uzyskane dla wielu wariantéw algorytméw sterowania, ktére
oparto na metodach lineryzacji — schematycznie gtéwne Sciezki badan zaznaczono na rys. 1.1.
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Rysunek 1.1: Schemat ilustrujacy gtéwne systemy i algorytmy sterowania rozwazane w rozprawie

Dokonujac podziatu zagadnien ze wzgledu na umiejscowienie napeddéw, w grupie robotéw
o dwdch ztaczach rozwazano Acrobota oraz Pendubota. W grupie robotéw o trzech ztaczach,
analizowane byto umiejscowienie napedéw w ztaczu pierwszym, w pierwszym i drugim, nastepnie
pierwszym i trzecim oraz drugim i trzecim. Pojedyncze napedy w drugim badzZ trzecim ztaczu nie
byty rozwazane, ze wzgledu na bardzo duza trudnos$¢ stabilizacji i nikta przydatno$¢ praktyczna.

Ze wzgledu na rozwazane strategie sterowania mozemy wyrdzni¢ dwie zasadnicze grupy algo-
rytmoéw, okreslane przez autora mianem algorytméw opartych na , klasycznych” zmiennych stanu
oraz na zmiennych zawierajacych pseudopredkosci.
Wsréd algorytméw z ,klasycznymi” zmiennymi punkt odniesienia stanowia algorytmy oparte o for-
malizm Sponga [84]. Ze wzgledu na ich powszechno$¢ i czesto$¢ wystepowania w literaturze autor
uznat to podejscie za referencyjne wzgledem innych podlegajacych analizie.
W polu zainteresowania autora znalazta sie rowniez grupa algorytméw, ktére wykorzystuja transfor-
macje zmiennych stanu oraz wejscia z uzyciem pseudopredkosci. Opisane s3 one na schemacie 1.1
symbolami QP (Quasi-Predkosci), QP-PN (Quasi-Predkosci, Posta¢ Normalna) oraz QPZ (Quasi-
Predkosci Znormalizowane) i bazuja na formalizmie zaproponowanym w pracach [46] (QP,QP-PN)
oraz pracach [76, 33] (QPZ). Prace dotyczace robota z uwzglednieniem algorytmu QP obejmuja
propozycje sterowania oparta zaréwno o funkcje wyjscia zalezne od zmiennych stanu h(z), jak
réwniez o funkcje wyjscia, w ktérych wystepuja pseudopredkosci h(Z).

Szczegblng uwage poswiecono mechanizmowi typu Pendubot. Dla tego przypadku (jak wska-
zuje schemat 1.1) wykonano préby eksperymentalne.

Przyjeto, ze model matematyczny dynamiki rozpatrywanych obiektéw powinien by¢é mozliwie
nieskomplikowany. Autor ma Swiadomo$¢ wystepowania zaréwno parametrycznych jak i struktu-
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ralnych niepewnosci modelu, niemniej wzgledna jego prostota ma odpowiadaé ogdlnym formutom
zawartym w szeregu prac dotyczacych sterowania uktadami o dwdch lub trzech ztaczach, jak
rowniez wazna jest ze wzgledu na wykorzystanie go w syntezie uktadu sterowania.

Celem poszerzenia obszaréw zbieznosci zastosowano podejscie hybrydowe. Polega ono na uzu-
petnieniu danego algorytmu o sterownik stabilizujacy w otoczeniu punku réwnowagi, tj. pozycji
zadanej.

Sposréd analizowanych w pracy strategii sterowania w kontekscie stabilizacji robota w otocze-

niu punktu réwnowagi interesujace cechy przejawiaja dwa nowe podejécia wywodzace sie z geome-
trii rézniczkowej. Pierwsze z nich dotyczy robota typu Acrobot oraz transformacji zmiennych przy
uzyciu pseudopredkosci, wg koncepcji zaproponowanej w pracy [46]. Cecha charakterystyczna tego
przypadku jest brak koniecznosci stosowania dodatkowego sterownika stabilizujacego w otoczeniu
equilibrium, z racji asymptotycznie stabilnej dynamiki zerowej.
Drugi przypadek réwniez dotyczy stosowania pseudopredkosci oraz formy normalnej, tyle ze dla
robota typu Pendubot. Dla tej metody istniejg jednak ograniczenia stosowania podejscia czescio-
wej linearyzacji z uwagi na obecnos$¢ punktéw osobliwych co nie pozwala bezposrednio uzyskaé
stabilizacje w punkcie zadanym [63].

Gtéwne oryginalne wyniki w tej pracy zostaty uzyskane dla metod sterowania poszerzajacych
podstawowe propozycje podane przez Sponga i dotycza algorytmdéw opartych o algorytmy QP,
ktére do tej pory nie posiadaty zadnej weryfikacji na drodze symulacji czy eksperymentu.

W przypadku strategii Sponga rozwazania autora wykraczaja poza te dotychczas analizowane
w literaturze. Przedstawione w pracy badania stanowig prébe egzemplifikacji tej metody dla sze-
rokiego spektrum warunkdw, a nie s3 odtwérczym jednym wybranym przypadkiem, powielanym
w literaturze.

Niniejsza dysertacja stanowi autorskie, spdjne i mozliwie obiektywne spojrzenie na kwestie stero-
wania dla analizowanych klas uktadéw nieliniowych wykorzystujacych metody linearyzacji, w tym
metody oparte na geometrii rézniczkowej. Autorowi nie s3 znane tak obszerne prace dotyczace
rozwazanych strategii sterownia wraz z ich symulacyjnym oraz eksperymentalnym poréwnaniem.

UKLAD PRACY

Poprzedzony wstepem stanowigcym rozdziat pierwszy, rozdziat 2 podejmuje zagadnienie modelo-
wania kinematyki i dynamiki manipulatoréw planarnych o dwdch i trzech ztaczach, wraz z przed-
stawieniem dynamiki obiektéw o zblizonym charakterze.

Rozdziat 3 zawiera definicje poje¢ podstawowych z punktu widzenia procesu linearyzacji ukfa-
déw nieliniowych.

W rozdziale 4 przedstawiono zagadnienie czeSciowej linearyzacji manipulatoréw o n stopniach
swobody, wraz z uszczegbtowieniem dla obiektéw o dwdch i trzech cztonach. Zaproponowano stan-
dardowy sterownik bazujacy na czesciowej linearyzacji przez sprzezenie zwrotne, bedacy punktem
wyjscia do dalszej analizy. W kolejnych czesciach rozdziatu przedstawiono sposéb transforma-
cji zmiennych stanu oraz wejscia uwzgledniajacy pseudopredkosci, wraz z propozycja konstrukgji
sterownika na niej bazujacym.

Rozdziat 5 oraz rozdziat 6 zawierajg wyniki symulacji numerycznych, ktére ilustruja rozwa-
zania zawarte w rozdziale 4. Dokonano ponadto poréwnania zastosowanych praw sterowania.

W rozdziale 7 przedstawiono opis stanowiska laboratoryjnego oraz podano szczegdty praktycz-
nej implementacji rozwazanych algorytméw sterowania dla robota typu Pendubot. Przedstawiono
wyniki starowania dla zadania stabilizacji w gérnym niestabilnym punkcie réwnowagi.

Rozdziat 8 stanowi zwiezte podsumowanie pracy.
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1.1. Przedstawienie problemu i motywacja




ROZDZIAL 2

Mechaniczne uktady sterowania

2.1 Ograniczenia rézniczkowe

Uktady mechaniczne mozna podzieli¢ ze wzgledu na rodzaj natozonych na nie ograniczen réznicz-
kowych.

Ograniczenie rézniczkowe jest holonomiczne jesli jest catkowalne i nieholonomiczne jedli jest nieca-
towalne [48]. W uktadach mechanicznych mozna wyr6zni¢ dwa typy ograniczen nieholonomicznych
— pierwszego i drugiego rzedu.

W przypadku ograniczen pierwszego rzedu (ze wzgledu na predkosci) w uktadzie kinematycznym
wystepuje niedobér predkosciowych sygnatéw wejSciowych wzgledem liczby zmiennych konfigura-
cyjnych, natomiast na poziomie dynamiki liczba sygnatéw wejsciowych jest réwna liczbie niezalez-
nych sygnatéw predkosciowych.

Dla ograniczen drugiego rzedu (ze wzgledu na przyspieszenie), na poziomie dynamiki liczba sy-
gnatéw wejsciowych jest mniejsza od liczby niezaleznych sygnatéw predkosciowych. Rozpatrywane
w pracy standardowe dwu-ztgczowe planarne struktury manipulatoréw znane jako Acrobot i Pen-
dubot mozna postrzegal jako przyktad drugiej grupy uktadéw. S to zatem uktady z ogranicze-
niami nieholonomicznymi drugiego rzedu, dla ktérych liczba napedéw jest mniejsza od rozmiaru
przestrzeni konfiguracyjnej, czasem zwane w skrécie mianem ukfadéw z deficytem napedéw. In-
na definicja przedstawiona np. w [18] méwi wprost, ze niedosterowane ukfady mechaniczne s3
uktadami, ktére majg mniej wej$¢ sterujacych niz zmiennych konfiguracyjnych.

W dalszej czesci pracy pod pojeciem uktadéw niedosterowanych bedziemy rozumieé ukfady posia-
dajace ograniczenia nieholonomiczne drugiego rodzaju.

Rozszerzajac przyktady zawarte w rozdziale 1.1 rozwazmy zjawisko niedosterowania z punktu
widzenia organizméw zywych. Niedosterowanie jest w pewnym sensie zwigzane ze zwinnoscig lub
sprawnoscia tych organizméw. Dla przyktadu, stanie na jednej nodze ptaska stopa (rys.2.1a) nie
jest traktowane jako szczegdlnie wymagajace, podczas gdy stanie na gfowie, lub na pointach (sur
les pointes) w balecie (rys.2.1b) wymaga wielkiej wprawy.
W pierwszym przypadku, stopa nie obraca sie wzgledem podtoza, a zatem punkt obrotu znajduje
sie w kostce, ktéra, podobnie jak pozostate stawy, jest napedzana. W konsekwencji normalny
proces stania cztowieka mozna rozpatrywa¢ jako uktad w petni napedzany. W drugim przypadku,
punkt kontaktu pomiedzy ciatem a podfozem rozpatrywany jest jako ztacze obrotowe bez napedu.
W tej sytuacji mamy do czynienia z uktadem niedosterowanym. Dla takich przyktadéw typowym
zadaniem sterowania bedzie utrzymanie pozycji lub wykonanie ruchu, bez utraty réwnowagi.
Ruch zawierajacy fazg lotu (balistyczng) zwykle réwniez uwazany jest za skomplikowany i wy-
magajacy wprawy. Przyktadami jest odczepienie sie skoczka od poprzeczki (rys. 2.2a) lub skoki do
wody z platformy (rys. 2.2b).
W takim przypadku niedosterowanie objawia sie poprzez brak kontaktu z podtozem. Faza bali-
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a) b)

Rysunek 2.1: Stanie na nodze jako przykfad uktadu: a) dosterowanego, b) niedosterowanego [16].

a) b)

Rysunek 2.2: Niedosterowanie na przykfadzie ruchu zawierajacego faze lotu: a) odczepienie sie
skoczka od poprzeczki, b) skok do wody [55]

styczna lotu zachodzi w stosunkowo kréotkim przedziale, podczas gdy faza odzyskania kontaktu
z podtozem (np. z ziemig, matg, woda...) jest celem catego manewru [28].

Analizowane w pracy niedosterowane obiekty dwu- i tréj-ztaczowe, mimo swojej wzglednie prostej
struktury mechanicznej, s3 wymagajace pod wzgledem sterowania i wcigz stanowig interesujacy
temat badawczy. Ponadto, metody uzywane do ich analizy jak i syntezy algorytméw sterowania
moga z powodzeniem by¢ wykorzystane dla bardziej skomplikowanych struktur, zaréwno w petni
dosterowanych, jak i z deficytem napeddw.

2.2 Modelowanie n-przegubowych uktadéw mechanicznych

Modelowanie uktadéw mechanicznych w robotyce ma duze znaczenie zaréwno od strony badaw-
czej jak i praktycznej. Pozwala bowiem na sprawdzenie algorytméw sterowania bez koniecznosci
budowania nowej maszyny i bez ryzyka jej uszkodzenia. Trzeba jednak pamietaé, ze nawet najbar-
dziej doktadny model nie zastapi rzeczywistego ukfadu i nie uwzgledni wszystkich dziatajacych na
niego zjawisk fizycznych. Za zapewnienie odpowiedniego stopnia odpornosci na pominiete badz
niemodelowane zjawiska i niepewno$¢ parametryczng odpowiedzialne s3 natomiast odpowiednio
dobrane do rozpatrywano zadania algorytmy sterowania.
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W tym rozdziale zostanie przedstawiony krétki wstep do modelowania kinematyki i dynamiki
robotéw manipulacyjnych. W modelowaniu warto rozwazyé aspekty ztozonosci modelu i celowo-
Sci uwzglednienia zjawisk niedominujacych. W celu uproszczenia zapiséw matematycznych jak
i uproszczenia rozpatrywanych zjawisk, analiza zostanie przeprowadzona w dwdch wymiarach na
ptaszczyznie x — y [80].

2.2.1 Proste uktady Lagranzianowe

Proste ukfady Lagranzianowe (ang. simple mechanical systems) sa uktadami dla ktérych ich La-
granzian dany jest jako réznica pomiedzy energia kinetyczna a energia potencjalna

L(g.q)=K-V = %QTM(Q)Q - V(q)

gdzie ¢ € () oznacza wektor konfiguracyjny nalezacy do n-wymiarowej rozmaitosci konfiguracji
Q, M(q) jest symetryczna, dodatnio okre$long macierza mas, K jest energia kinetyczna, zas V'
energia potencjalna. Niech fi(q) : @ — R™, i = 1,...,m beda m liniowo niezaleznymi sitami
zewnetrznymi przytozonymi do uktadu. Réwnanie Eulera-Lagrange'a dla takiego mechanicznego
uktadu sterowania jest nastepujace

NG

gdzie u € R™, F € R™™ oraz F(q) = (f1(q), ..., fm(q)) oznacza macierz sit zewnetrznych.
Réwnanie ruchu dla tego uktadu mechanicznego moze by¢ wyprowadzone w nastepujacy sposéb

Simi (@)d; + Si T (@)dids + gr(q) = ek Flq)u, k=1,....n

gdzie ey, jest k-tym wektorem bazowym w R", gi(¢) = 9,4,V (¢), oraz I‘fj(q) nazywane s3 symbo-
lami Christoffela i mogg by¢ zdefiniowane jako

koo 1 [Omg(g) | Omii(g) | Omij(q)
Fle) = 2 0y " dq; * oq. )
W postaci wektorowej otrzymujemy
M(q)i+ C(q,4)q+ G(q) = F(q)u (2.2)

gdzie
Cij = EZ:J%(Q)%

jest elementem C/(q, ¢). Sktadnik C'(q, ¢)¢ zawiera dwa typy sktadnikéw angazujace ¢;g; zwanymi
sktadnikami odsrodkowymi (i = j), lub skfadnikami Coriolisa (i # j). Ponadto G(q) zawiera
sktadniki grawitacyjne. Interesujaca zaleznoscia pomiedzy macierzami M i C jest fakt, ze Sy =
M (q) —2C(q, §) jest macierza skoénie symetryczna. Innymi stowy, poniewaz M jest symetryczne,
mozna otrzymaé, ze M(q) = C(q,q) + CT(q, ). Biorac te zaleznoé¢ pod uwage oraz wiedzac, ze
M (q) jest macierza dodatniookreslona, transformacja Legendre’a wzgledem ¢ dana zaleznoscia
T
p=(5) =M@
jest odwracalna oraz dynamika ukfadu mechanicznego (2.1) moze by¢ zapisana w nastepujace;

postaci kanonicznej
i = M g (2.3)
p = —Gg)+CT (g, )M g)p+ F(q)u
gdzie CT(q,p) = C(q, M~'p). Zaleznos¢ (2.3) okreslaé bedziemy jako Unormowana Forma Le-
gendre’a (Legendre Normal Form) prostego uktadu mechanicznego.

Dla uktadéw mechanicznych réwnania (2.2) i (2.3) sa réwnowazne. Unormowana Forma Legendre'a
jest uktadem réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu, zas (2.2) jest uktadem drugiego rzedu [60].
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2.2.2 W peftni dosterowane ukfady mechaniczne

Rozwazmy ukfad mechaniczny dany zaleznoscig (2.1). System (2.1) bedziemy nazywal w pefni
dosterowanym ukfadem mechanicznym jesli

m =rank F(q) =n (2.4)

tj. F'(q) jest macierza odwracalna. Dla uktadéw w petni dosterowanych liczba wej$¢ sterujacych

réwna jest wymiarowi jej rozmaitosci konfiguracyjnej. Dlatego tez uktady w petni dosterowane s3

w petni linearyzowalne przez sprzezenie zwrotne (ang. exact feedback linearizable), w konsekwencji

nie posiadaja dynamiki zerowej. Mozna tego dowie$¢ poprzez zastosowanie nastepujacej zmiany
sygnaty sterujacego

u = F(q)~ (M(q)v+C(q,d)q + G(q)) (2.5)

a nastepnie przypisanie zmiennych jako x1 = ¢, x2 = ¢, aby otrzyma¢é

ry = I2

by = v (2.6)

tj. podwdjny integrator. Dlatego tez wiekszo$¢ probleméw zwigzanych z mechanicznymi uktadami

w petni dosterowanymi mozna zredukowaé do réwnowaznych probleméw dla systeméw liniowych.

Fakt ten oznacza, ze sterowanie uktadéw mechanicznych jest trudne albo z powodu wystepujacych

niepewnosci (na przyktad niepewnosci parametrycznej w macierzach M, C, G), albo z powodu

mniejszej niz n liczby wejs¢ sterujacych, co uniemozliwia zastosowanie wprost sprzezenia odsprze-
gajacego uktad [60].

2.2.3 Niedosterowane uktady mechaniczne

Uktad mechaniczny o konfiguracji ¢ € @ oraz Lagranzianie L£(q, ) spetniajacym réwnanie (2.1)
bedziemy nazywaé niedosterowanym ukfadem mechanicznym, jesli
m = rank F'(¢) < n = dim(Q). (2.7)

Innymi stowy, uktady niedosterowane sg systemami mechanicznymi posiadajacymi mniej aktuato-
row niz zmiennych konfiguracyjnych. Z uwagi na to ograniczenie nie jest mozliwa linearyzacja
poprzez sprzezenie zwrotne systemdw niedosterowanych.

2.2.4 Manipulator ptaski o 2 stopniach swobody

W kolejnym rozdziale zostana przedstawione réwnania dynamiki dla manipulatora ptaskiego o dwoch
stopniach swobody (zwanego réwniez wahadtem podwdjnym), przedstawionego na rys. 2.3.

A
y .

>
!

Rysunek 2.3: Ogblny schemat manipulatora 2 DOF

Zastosowane oznaczenia s3 nastepujace:
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M1 - Masa pierwszego ogniwa

msg - masa drugiego ogniwa

L1 - dtugos¢ pierwszego ramienia

Lo - dtugos$¢ drugiego ramienia

L., - odlegtos¢ srodka masy pierwszego ogniwa od osi jego obrotu
L., - odlegtos¢ srodka masy drugiego ogniwa od osi jego obrotu
q1 - kat obrotu pierwszego ogniwa

q2 - kat obrotu drugiego ogniwa

J1 - moment bezwtadnosci pierwszego ogniwa

Jo - moment bezwtadnosci drugiego ogniwa.

Dla uproszczenia opisu, nie tracac przy tym ogélnosci rozwazan, w wielu miejscach pracy przyjeto
L., =Ly, oraz L., = Lo.

ROWNANIA RUCHU WG. FORMALIZMU EULERA-LAGRANGE’A

Wyprowadzmy potozenia oraz predkosci srodkéw mas my, mg zgodnie z rys. 2.3

- L, cosq1 _ Ly cosq + Le, cos(q1 + g2) (2.8)
m L, sinqy m2 Lising; + Le, sin(q1 + q2) |’ '
o — | ~Lasingg o | ~Lisingidy — Le, sin(qr + g2)(d1 + d2) (2.9)
" Le, cos qiga " Ly cosqiqr + Le, cos(q1 + g2) (41 + o) '
Zdefiniujmy energie kinetyczng odpowiadajaca masom m;j oraz mo,
By, = 3(miL% + 1)t (2.10)
Ep, = smalL3g + L2, (41 4 G2)* + 2L1 Le, cos gada (41 + G2)] + 5J2(d1 + d2)?,
oraz zwigzana z nimi energie potencjalna:
E, = —gL;mising (2.11)
Ep, = —gma(Lising: + Le, sin(q1 + ¢2)).

Bazujac na catkowitej energii kinetycznej oraz catkowitej energii potencjalnej, mozemy wyznaczy¢
Lagrangian dany zaleznoscia
L=K-P (2.12)
gdzie: K = Ey, + Ey,, zad P = E, + Ep,.
Odpowiednie réwnania ruchu mozna wyznaczy¢ stosujac formalizm Lagrange’a, tzn.
d (0L T roc r
— [ ==(q, 4 — | =—(q,q = 2.13
dt(aq.(q,Q)) <8q(q Q)) T (2.13)
gdzie g s wspétrzednymi uogdlnionymi.
Réwnanie (2.13) mozemy przeksztafci¢ réwniez do standardowej formy
M(q)G+ C(q,9)q + G(q) =, (2.14)

gdzie M jest macierza mas, C' — macierza sit Coriolisa oraz sit odérodkowych dziatajacych w ukta-
dzie, G — wektorem sit grawitacji dziatajacych na uktfad, 7 — wektorem sit wymuszajacych.
Korzystajac z zaleznodci (2.10), (2.11) oraz (2.13) otrzymujemy nastepujace postacie macierzy
M,C,G:

M(q) = a1 + ag + 2a3cosqe  as + as cos g (2.15)
q as + as cos qo as ’
Clg:) = a3 sin g [ bl ) (2.16)

| ascos(q1 + g2) + ascosqi
Gla) = [ as cos(q1 + q2) ] (2:17)
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gdZiEZ a] = mngl —l—mgL%—FJl, as = mzLEQ—{—Jz, as = mQLlLCQ, a4 = g(mchl —}—mng), as =
ngch-

Na potrzeby dalszych rozdziatéw, réwnanie (2.14) mozemy przedstawi¢ w alternatywnej postaci,
gdzie odpowiednie macierze M, C, G dane s3 zaleznos$ciami:

Moo | T e , c— | e 7 G- G1 , (2.18)
ma1 Moo Co1 €22 Go
lub w réwnowaznej postaci:
mi1gr + mi2ge + 1 +G1 = T
1 ! (2.19)
mao1g1 +moage + o + G2 = 7

gdzie: py = c11q1 + c12de, p2 = c2141 + c2242.
Bedziemy réwniez postugiwac sie alternatywna forma réownan dynamiki, ktéra wyznaczamy z réw-
nan (2.14) otrzymujac:

§=M(q)~"(=Clg,4)q — G(q) + 7). (2-20)

W postaci szczegdtowej mamy:

] _ ci1 ¢ ] G T
P Rt G e L N R
Réwnowaznie, zaleznosé (2.21) mozna wyrazi¢ przez
G = Ri+ M7 (2.22)
G2 = Ro+ M7 (2.23)
gdzie M, jest i-tym wierszem macierzy M (q)~! dla i = {1,2} oraz
R = M (~Cla,d)q — G). (2.24)

2.2.5 Manipulator ptaski o 3 stopniach swobody

Wykorzystujac formalizm opisu uzyty w rozdziale 2.2.4 dokonamy wyprowadzenia réwnan dyna-
miki dla manipulatora ptaskiego o trzech stopniach swobody, przedstawionego na rysunku 2.4.
Zastosowane oznaczenia s3 nastepujace:

»
!

Rysunek 2.4: Ogblny schemat manipulatora 3 DOF

® Mmj - Masa pierwszego ogniwa
® My - masa drugiego ogniwa
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ms - masa trzeciego ogniwa

Ly - dtugos$¢ pierwszego ramienia

Lo - dtugos¢ drugiego ramienia

Ls - dtugosc¢ trzeciego ramienia

L., - odlegtos¢ srodka masy pierwszego ogniwa od osi jego obrotu
L., - odlegtos¢ srodka masy drugiego ogniwa od osi jego obrotu
L, - odlegtos¢ srodka masy trzeciego ogniwa od osi jego obrotu
q1 - kat obrotu pierwszego ogniwa

q2 - kat obrotu drugiego ogniwa

g3 - kat obrotu trzeciego ogniwa

J1 - moment bezwtadnosci pierwszego ogniwa

Jo - moment bezwtadnosci drugiego ogniwa

J3 - moment bezwtadnosci trzeciego ogniwa.

Potozenia mas m1,mg, m3 przyjeto zgodnie z rysunkiem 2.4 a ich wspdétrzedne w uktadzie pod-
stawowym s3 nastepujace

D = Le, cosqq - Licosq + Le, cos(q1 + g2)
™ L., sinq m2 Lysingy + Le, sin(q1 + q2) (2.25)
o = | Lrcosat Lacos(an +2) + Le, cos(ar + g2 + gs) '
" Lysing; + Lysin(qr + q2) + Le, sin(qr + g2 + g3)
Predkosci tych punktéw w uktadzie podstawowym wynosza
S —L¢, sinqia _ | —~Lisinqigi — Le; sin(q1 + ¢2)(G1 + G2)
m Le, cosqigy |’ e Ly cosqigr + Le, cos(q1 + q2) (1 + 42) (2.26)
o — |~Lisingigi = Losin(gr + 2)(¢1 + d2) — Leg sin(q1 + g2 + 43)(d1 + G2 + d3) .
s Ly cosqidgi + Lacos(qr + q2)(d1 + ¢2) + Ley cos(qr +q2 +¢3)(q1 + 42+ G3) |

Postepujac analogicznie jak w przypadku robota o dwdch ztaczach, mozemy wyznaczyé energie
kinetycznga, potencjalng, Lagranzian, w efekcie otrzymujac matematyczny model dynamiki dany
zaleznoscia:

M(q)i+Clq,d)§+ G(g) =, (2.27)

gdzie odpowiednie macierze M, C, G opisane s3 nastepujaco

mip miz M3 c11 c12 €13 G T
M= | mg1 mo ma3 |, C=|ca ¢ c3|, G=|Gz2 |, 7T=| 1
m31 M3z M33 C31 €32 €33 Gs 3
(2.28)
W réwnowaznej postaci mamy:
mi11G1 +mi2Ga +misGs +pu1 + G o= 7
ma1g1 + maoaGa +ma3Gs + 2 + G2 = T (2.29)
m31qg1 + m3aGa +m33Gs + u3 +G3 = T3
gdzie:
p1 = c11q1 + ci2ge + 1343,
2 = c21q1 + c22q2 + c23G3,

13 = c31q1 + c32¢2 + €33G3.



32 2.2. Modelowanie n-przegubowych uktadéw mechanicznych

Poszczegblne elementy macierzy mas M przedstawiaja sie nastepujaco:

mi1 = a1+ag+az+as+as+2(r1 +r2+713)
mi2 = ag+az+ag+r+re+2r;
mi3 = a3 +7T1+73
ma1 = M2
Moo = a9+ ag—+ aq+ 273 (2.30)
moe3 = a3 +713
m31 = MmMi3
m32 = Mm2a3
m3z = as
przy czym wspdtczynniki aq, ..., a5 oraz r1,ro, T3 opisane s3 przez
a = mngl + I
as = m2L22 + IQ rn = Lchgmg COS(C]Q + Q3)
az = TTL3L§3 + I3 ro = Ll(Lng + chmg) COS @2 (231)
ay = mng rg = LoLcmscosqs.
as = (mg + TTL3)L%

Elementy macierzy C' wynosza

cii1 = —dige—dags, c12 = —di(Gr+qe) —dags, c13 = —da(d1+ G2 +Gs3),
co1 = dig1 — d3gs, c22 = —d3gs, co3 = —d3(q1+ G2+ gs),
c31 = daq1 + d3qa, cz2 = d3(d1+ qo), cz3 = 0.
(2.32)
przy czym

di = LiLimgsin(qe + q3) + (maLea + m3La)Lysings

do = LiLesmg sin(q2 + Q3) + LoL.smgsin g3 (233)

d3 = L2L03m3 sin qs.

Elementy wektora grawitacji G s3 nastepujace:
G1 = g(b1 + by + bg)

Ga = g(b2+b3) (2.34)
Gs = gbs
dla
by = miLeacosq + (me + ms)Lqcosqr
by = (maoLc + msLsa)cos(q1 + q2) (2.35)
b3 = mg3Lescos(qr+ g2 + q3).

Bedziemy réwniez postugiwaé sie nastepujacym zapisaem réwnah dynamiki uzyskanym poprzez
wyznaczenie ¢ z réwnania (2.27), tj.

i=M(q)""(-C(q,4)d — G(q) + 7). (2.36)

W szczegbtowej postaci réwnanie (2.36) mozna wyrazi¢ przez

¢ 1 ci2 as| |¢ G Ty
Go| =M(Q)7' | = |ear e eas| |G| — |Ga| + |72 |, (2.37)
g3 €31 €32 33| |43 G 73
lub, w postaci
G = Ri+ M7 (2.38)
Go = Ro+ My,T (2.39)
gs = R3+ Mg, (2.40)

gdzie M, jest i-tym wierszem macierzy M (q)~! dla i = {1,2,3} oraz
R, = M (—C(q, )q — G). (2.41)
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2.2.6 Inne przyktfady uktadéw niedosterowanych z wahadtem

Poza oméwionym juz robotem o 2 ztaczach obrotowych warto wspomnieé jeszcze o innych przed-
stawicielach ukfadéw niedosterowanych, jak uktad woézek-wahadto (Cart-Pole), czy obrotowe wa-
hadto (lub inaczej wahadfo Furuta).

Dla przypomnienia Acrobot jest planarnym robotem o 2 ogniwach ze ztaczami obrotowy-
mi i 1 napedem w fokciu (Rys. 2.5a). Pendubot (Rys. 2.5b) jest réwniez planarnym robotem
o 2 ogniwach ze ztaczami obrotowymi ale z 1 napedem w barku. Acrobot i Pendubot graficznie

a)

Rysunek 2.5: Schemat robota o 2 ztaczach obrotowych: a) Acrobot, b) Pendubot

wygladaja bardzo podobnie (tj. ich model matematyczny ma t3 sama macierz mas). Jednakze
réznica w potozeniu pojedynczego napedu powoduje pdzniejsze réznice w procesie sterowania.
Jednym z mozliwych celéw sterowania jest w tym przypadku stabilizacja w gbérnej wyprostowanej
pozycji réwnowagi dla dowolnych warunkéw poczatkowych, za$ bardziej skomplikowanym zada-
niem moze by¢ stabilizacja tychze robotéw w dowolnym ich potozeniu réwnowagi [60].

WOZEK-WAHADLO T OBROTOWE WAHADELO

Uktad woézek-wahadto pokazany na rysunku 2.6a ztozony jest z odwréconego wahadta oraz wozka.
Rysunek 2.6b przedstawia system zwany wahadtem obrotowym, ktéry sktada sie z odwrdconego

Rysunek 2.6: a) Cart-Pole, b) wahadto Furuta

wahadta umieszczonego na obrotowym ramieniu.
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Macierz mas dla uktadu wézek-wahadfo jest nastepujaca

. aq ag COoS g2
M<q2>—[amm " ] (2.42)

natomiast dla uktadu obrotowego wahadta przedstawia sie nastepujaco

M(q2) = (2.43)

b2 COS g2 b3

by + ¢1 sin? q2  bocosqo ]

gdzie wszystkie a;,b;, ¢; > 0 s3 wartosciami statymi. Jedyna réznica pomiedzy macierzami mas
dla dwéch powyzszych uktadéw mechanicznych jest pierwszy element mq1(g2). Kolejnym podo-
bienstwem pomiedzy uktadem wézek-wahadto a obrotowym wahadtem jest fakt, ze oba ukfady
posiadaja taka sama postac energii potencjalnej

V(q2) = a4 cos g2, dla a4 > 0.



ROZDZIAL 3

Wybrane metody linearyzacji

Niewiele rzeczywistych uktadéw fizycznych to uktady liniowe. Powszechna metoda analizy i pro-
jektowania sterowania uktadu nieliniowego jest aproksymacja liniowa jego dynamiki w otoczeniu
wybranego punktu, przez co otrzymujemy liniowy model systemu. W wyniku uzyskuje sie mozli-
wos$¢ stosowania liniowych technik do projektowania i sterowania tymi uktadami. Istnieja jednak
systemy, dla ktérych wptyw nieliniowosci jest istotny i nie moze zosta¢ w zaden sposéb pominiety.
Dla tych ukfadéw uzywane sg nieliniowe techniki analizy i projektowania, ktére zostaty scharakte-
ryzowane w tym rozdziale.

3.1 Pojecia podstawowe

Ponizszy rozdziat prezentuje zbiér poje¢ podstawowych wykorzystywanych w rozprawie i w wiek-
szo$ci opiera sie na terminologii zaczerpnietej z pracy [11]. Zagadnienia, ktére zdaniem autora s3
szczegblnie istotne z punktu widzenia tej pracy zostaty wyrdznione w postaci definicji i twierdzen.

Pole wektorowe

Wezmy pod uwage ukfad nieliniowy o jednym wejsciu opisany réwnaniem

= f(x)+ g(x)u (3.1)
gdzie:
o x=[x1,29,...,2,]7 jest wektorem stanu;
e u jest skalarnym wymuszeniem;

i f(x) = [fl(x)’fQ(x)a - 7fn(x)]T i g(CC) = [gl(x)vg2(x)7 ce 7gn(x)]T sa wektorami zalez-
nymi od z.

Definicja 3.1.1

Polem wektorowym f(x) w obszarze V' C R™ nazywamy funkcje, ktéra kazdemu punktowi
p € V przyporzadkowuje wektor f(p).

W rozdziale 3.1 funkcje f i g okredlaja wiec odpowiednie pola wektorowe.

Gradient

Niech 1 (x) bedzie wektorem wierszowym o wymiarze 1 x n, ktérego sktadowymi s3 funkcje gtadkie

¢($) = Wl(ﬂﬁ)’ ¢2($)’ SRR ¢n(l‘)]

Taki wektor wierszowy moze by¢ uzyty do reprezentacji jedno-formy rézniczkowej zwanej kowekto-
rem. Kowektorem o szczegdlnym znaczeniu jest gradient. Oznacza sie go jako dA lub V). Kazda

35
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i-ta sktadowa tego kowektora jest pochodna czastkowa funkcji A po i-tej zmiennej ;.

dA(z) = Voz) = [ D) 2@ . o ]

Uzywa sie réwniez bardziej zwartego zapisu

Pochodna Liego funkcji skalarnej

Definicja 3.1.2

Pochodna Liego L¢h pierwszego rzedu funkcji skalarnej h = h(x) wzgledem pola wektoro-
wego f = f(x) nazywamy funkcje skalarng okreslong wzorem

Lih=Y" ag—(x)fz( )
i=1 ¢

Korzystajac z iloczynu skalarnego < -,- >, mozemy L ¢h napisa¢ w postaci
oh
ox"’
Przy wielokrotnym obliczaniu pochodnej Liego stosuje sie oznaczenie
_ -
Lih = Ly (L 'h)

L¢h = < gradh, f > lub Lih =

przy czym L?h = h.
Pochodne Liego mozna wyznaczaé wzdtuz réznych wektoréw. Stosuje sie wowczas oznaczenia
oL fh

8@

dla dowolnych pdl wektorowych f i g oraz funkgji skalarnej h = h(x).

o(L h
Lgth =L (th) f Z

NAwIAS LIEGO POL WEKTOROWYCH
Wezmy pod uwage dwa gtadkie (tzn. majace ciagte pochodne dowolnego rzedu) n-wymiarowe
pola wektorowe f = f(x) i g = g(z) wektora = € R™.

Definicja 3.1.3

Nawiasem Liego [ f, g] pdl wektorowych f i g nazywamy pole wektorowe okreslone wzorem
dg . df
[fgl=—F—~"9
przy czym
591 991(z) 9qi(z) . 9q1(=) Ofi(z) 3f1 Ofi(z) . Ofi(=)
oz oz oz oz
392(123) dg2(z) dga () Of2(x) 3f2é) L af(x)
d_g _ T oz Oxo Oxn ﬁ _ ox1 “Ozo Oxn
dz : S : S B
Ogn(z) Ogn(z) . Ogn(z) Ofn(x)  Ofn(z) . . Ofn(x)
o0z Oxo Oxn ox1 Oxo Oxn
oznaczaja macierze Jacobiego dla g(z) i f(z).

Nawiasy Liego pél wektorowych f i g oznacza sie réwniez symbolem adyg, tj.

adpg =[f,9]-
Nawias Liego mozna uzywac¢ wielokrotnie. Taki iterowany nawias Liego okresla sie przez:
fg = [/, adk_lg]

dla k > 0, oraz adfg g.
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Dyfeomorfizm

Podstawowym sposobem postepowania wykorzystywanym w linearyzacji jest transformacja zmien-
nych stanu opisujacych obiekt.
Niech obiekt bedzie opisywany przez n zmiennych stanu x € X C R". Ten sam obiekt mozna
opisa¢ za pomoca innego zestawu zmiennych stanu, np. z € Z C R™. Zmiane zmiennych opisuje
sie za pomoca przeksztatcenia

21 Ty(x1, 2, ..., Tp)

z2 Ts(x1, €2, ..., T
L= _ T(x) _ ( ) -7 ) n)

Zn Tn($17$27 7xn)

Definicja 3.1.4

Przeksztatcenie T'(x) nazywa sie dyfeomorfizmem, jezeli
e T(z) jest przeksztatceniem odwracalnym, tzn. istnieje takie przeksztatcenie T~!(x);
T—YT(x)) = = dla wszystkich z € X C R" ;
e T(z)oraz T~!(z) sa gtadkimi odwzorowaniami, tzn. maja ciagte pochodne czastkowe
dowolnego rzedu.

Rzad wzgledny

Obiekt (3.2) ma rzad wzgledny r (lub rd(h,g)) w obszarze X C R", jesli dla wszystkich i < r—1
oraz dla wszystkich z € X spetnione sa warunki

1. LgL}h(az) =0

2. LyL’y ' h(x) #0.
Rzad wzgledny jest pojeciem wykorzystywanym przy linearyzacji. Zasadniczo definiuje sie go dla
obiektéw o jednym wejsciu i jednym wyjsciu

&= f(z) +g(x)u

y = h(z). (3.2)
Jezeli rd(h,g) = oo to znaczy, ze LgL’;}h(m) = 0 dla wszystkich 7, to oznacza, ze sygnat sterujacy
u nie ma wptywu na wyjscie y = h(x).

Rzad wzgledny okresla liczbe réwnan, przez ktére musi przej$é sygnat sterujacy, zeby mieé bez-
posredni wptyw na sygnat wyjsciowy. Dla obiektéw linowych opisanych za pomoca transmitancji
rzad wzgledny oznacza rdznice stopni wielomianéw w mianowniku i liczniku (jesli obiekt jest ste-
rowalny).
Pojecie rzedu wzglednego mozna rozszerzy¢ takze na uktady dynamiczne o wielu wejéciach i wielu
wyjsciach.

b= f(a)+ i”‘l gi(@)u;
y = (@), ha(@), ..., ho(@)]T

gdzie f, g; — gtadkie funkcje wektorowe, h;(z) — gtadkie funkcje skalarne, dlai=1,...,m.
Przyjecie réwnej liczby wejs¢ i wyjs¢ nie zmniejsza ogdlnosci rozwazan, poniewaz zawsze kazda
gtadka funkcje zmiennych stanu mozna przyjac za wyjscie.
Obiekt (3.3) ma wektor rzedéw wzglednych [r1,r, ... 7] w obszarze X C R™, jezeli w kazdym
punkcie x € X zachodzi

1. ngLl}hi(x) = 0 dla wszystkich 1 < j < m, dla wszystkich & < r; — 2, dla wszystkich

1<i<m,
2. macierz R(z) o wymiarze m x m jest nieosobliwa

(3.3)
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Lo L7 hy oo Lg, L'
Ly, L7 Yhe ... L, L7 'h
Ray=| 70 7 e
Lo Ly thy oo Lg, L hiy
Dystrybucja
To przestrzen rozpieta przez wektory fi(z), fa(x), ..., fa(z) w punkcie x.
A(z) = span{fi(z), f2(x), ..., fa(z)}.
Kodystrybucja

To dystrybucja rozpieta przez kowektory. Jest to obiekt dualny do dystrybucji.
\I[(l‘) = Span{wl (:I;)v ¢2($)’ cee 7¢d($)}

Przejscie pomiedzy dystrybucjami a kodystrybucjami odbywa sie za pomocg operacji transpono-
wania

A = UT oznacza, ze A(x) = span{yf (z),v1 (), ..., vT(2)}.

Inwolutywnos¢

Definicja 3.1.5

Dystrybucja A(z) jest inwolutywna

e jezeli dla dowolnych dwéch pdl wektorowych fi(x), fo(x) nalezacych do dystrybucji
A, ich nawias Liego réwniez nalezy do dystrybucji A
Ai(@), fo@) € Al@) = [f1, (@) € Alw)
lub

e jesli jeden wiersz macierzy D(x) ma wszystkie sktadowe zerowe oraz rz D(z) = n—1;
lub

e jedli istnieje taki wiersz macierzy D(z), ktéry jest liniowa kombinacja pozostatych
wierszy oraz rz D(x) =n — 1.

D(x) — macierz, ktérej kolumny s3 wektorami rozpinajacymi dystrybucje A,,_o
D(x): A,_o =span{g,adyg,... ,ad}}_zg}

Jezeli i-ty wiersz dystrybucji A,,_o jest zerowy, to przyjmujac h(x) = z;, otrzymuje sie funkcje,
ktérej gradient jest anihilatorem A,,_s.

Anihilator dystrybucji A+

Szczegdlnym przyktadem kodystrybucji jest anihilator At () dystrybucji A(z).
Kodystrybucje Al (x) nazywa sie anihilatorem dystrybucji A(z), jezeli dla kazdego kowektora
nalezacego do kodystrybucji ¢ € AL i dla kazdego wektora nalezacego do dystrybucji v € A
zachodzi "
<Pv>=> ;= 0.

i=1
Jezeli dystrybucja A(z) jest rozpieta przez kolumny pewnej macierzy F(z), to jej anihilator jest
okreslony jako zbiér wszystkich kowektordéw v spetniajacych warunek:

YF(x) =0

Jezeli macierz F(x) na wymiar n x d, to kowektory anihilatora sa rozwigzaniami uktadu réwnan
YiF(z)=0dlaj=1,...,n—d.
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Interesujace jest poszukiwanie rozwigzan uktadu réwnan w szczegdlnej postaci:
O\
sz)j = 07]7
x

gdzie \; s3 odpowiednimi funkcjami skalarnymi. Mozna tutaj postawi¢ pytanie, czy mozliwe jest
zalezienie n — d niezaleznych rozwigzan uktadu nieliniowych, czastkowych réwnan rézniczkowych

O\ O\

— Yooy = —F(x)=0.
To zagadnienie mozna wyrazi¢ takze w jezyku dystrybucji, tj. rozwazy¢ kiedy dystrybucja A(x)
ma anihilator AL (x), ktéry jest rozpiety przez gradienty n — d skalarnych funkcji? Jesli odpowiedz
na to pytanie jest twierdzaca, to dystrybucje A(z) nazywa sie w petni catkowalna.

Strumien @ (z)
Strumieniem pola wektorowego f nazywa sie gtadka funkcje ¢ oraz x majaca taka wtasnoséé, ze
x(t) = (I){(x()) jest rozwigzaniem uktadu zwyczajnych réwnan rézniczkowych
&= f(x)
z warunkiem poczatkowym z(0) = . Strumien @{(z) spetnia zaleznosci
(o] (x)
2(ol) _ f(@l@), @) =20

ot
= U(s) = LB &l (x), W(0) =0
Pola wektorowe fi(x), fo(x),..., fn(x) sa liniowo niezalezne, przy czym tylko wektory
fi(x), fa(x), ..., fa(x) rozpinaja dystrybucje A. Jedli strumienie bedace rozwigzaniami & = f;(x)
dla 1 < i < n wykorzysta sie do skonstruowania dyfeomorfizmu z = ¥(z) = ®/1®J2, ... &I (zy),
U (0) = =g, to rozwigzanie réwnan % [fi(z),..., falzx)] = % () = 0 jest okreslone jako

ostatnie n — d skfadnikéw przeksztatcenia z = ¥ ~!(x) odwrotnego do = = W(z).

Twierdzenie Frobeniusa
Nieosobliwa dystrybucja jest w petni catkowalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest inwolutywna [11].

3.2 Linearyzacja petna

W tym rozdziale przedstawiono rodzaje linearyzacji, w ktérych wykorzystano przeksztatcenie zmien-
nych stanu i sprzezenie zwrotne do syntezy uktaddéw regulacji.
Interesujace jest pytanie: czy mozna dla obiektéw nieliniowych przeprowadzié¢ synteze uktadu re-
gulacji metodami opracowanymi dla obiektéw liniowych? To zagadnienie okresla sie mianem li-
nearyzacji obiektu nieliniowego. Nalezy przy tym odpowiedzie¢ na pytanie: kiedy i jak mozna
przeprowadzi¢ linearyzacje oraz w jakich warunkach pracy obiektu ta linearyzacja jest poprawna.
Istnieja dwa podejécia do linearyzacji. Jedno klasyczne, oparte na zastosowaniu przyblizenia
liniowego, oraz drugie, oparte na zastosowaniu przeksztatcenia zmiennych stanu i sprzezenia zwrot-
nego. To drugie podejscie wynika ze stwierdzenia, ze nieliniowosci wystepujace w modelu obiektu
nie s3 jego zasadnicza cecha, a pojawiaja sie w rownaniach jedynie ze wzgledu na ,,niewtasciwy”
wybdr zmiennych stanu.
Transformacja zmiennych stanu jest podstawowym narzedziem pozwalajacym zastgpié obiekt
nieliniowy obiektem liniowym w obszarze X, a nie tylko w jednym punkcie.
Zastosowanie transformacji zmiennych stanu rozwaza sie dla klasy obiektéw afinicznych

i = f(z) + g(@)u, (3.4)
e r ¢ X CR"™ — wektor stanu,
e ucUCR™ — wektor sterowan,
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o F(-,-): X xU — R" jest gtadkim odwzorowaniem.

fl@) =[fil2), fo(z),..., ful2) ],
9(z) = [91(x), g ()---,gm()]

) (3.5)
gi(x) = [91:(), g2s (), - -, gni(x) ]
dlai=1,....,m
Zaktada sig, ze rzad macierzy g(z) jest staty i wynosi m w catym obszarze X C R".
Zmienne stanu mozna przeksztatci¢ za pomoca transformacji (3.6), ktéra jest dyfeomorfizmem:

z=T(z), ze€ZCR" (3.6)

3.2.1 Linearyzacja obiektéw o jednym wejsciu

Warunkiem koniecznym linearyzowalnosci (zaréwno przez czysta transformacje zmiennych stanu,
jak i przez sprzezenia zwrotne) jest istnienie takiej funkgcji wyjscia h(x), ze obiekt

= f(z)+gx)u, glx)#0dlazxe X CR"”
ma rzad wzgledny réwny n. W przypadku linearyzacji przez sprzezenie zwrotne jest to réwniez
warunek wystarczajacy. Gtébwnym zyskiem z twierdzenia Frobeniusa jest mozliwo$¢ sprowadze-

nia tego problemu do rozwigzania odpowiedniego ukfadu réwnan zwyczajnych. Prowadzi to do
nastepujacego algorytmu wyznaczania linearyzujacej transformacji zmiennych stanu.

ALGORYTM WYZNACZANIA LINEARYZUJACEJ TRANSFORMACJI ZMIENNYCH STANU

1. Wyznaczy¢ pole wektorowe rozpinajace dystrybucje

A = span{g, adyg, . .. ,ad}‘_lg} oraz sprawdzi¢ czy obiekt spetnia warunki linearyzowalno-

Sci. Jedli tak, to mozna przejs¢ do nastepnego kroku.
2. Znalezé rozwigzania n-uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych

T = hz(a;)
z warunkami poczatkowymi z(0) = xg, gdzie
hi(x) = adjc_lg(:c) dai=1,...,n

3. Przeksztatcenie odwrotne do poszukiwanego dyfeomorfizmu definiuje sie jako

z=T7(z) = ol (o2 (... B (20)))

Zn—1

4. Wyznacza sie przeksztatcenie odwrotne, ktére jest poszukiwanym dyfeomorfizmem z =
T(z).

LINEARYZACJA PRZEZ CZYSTA TRANSFORMACJE ZMIENNYCH STANU:

Warunki linearyzowalno$ci przez czystg transformacje zmiennych stanu sa nastepujace.

Twierdzenie 3.2.1

Obiekt jest linearyzowalny przez czysta transformacje zmiennych stanu, wtedy i tylko wtedy,
gdy w kazdym punkcie x € X zachodzi:

1. wymiar dystrybucji dim A(z) = n, gdzie
A =span{ adfg;(z); 1<i<m,1<g<n—1}

2. [ad?cgi(:z), ad}g;(r)] = 0dla wszystkich 1 <i,j <moraz0<¢<n—1,0<r <n.

Po zastosowaniu przeksztafcenia (3.6) do obiektu (3.4), otrzymuje sie

_dT(z)  OT(x). OT(x)
= S0 = S0 () + g(w) (3.7)
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Prawa strona réwnania (3.7) zalezy od z. Poniewaz transformacja (3.6) jest dyfeomorfizmem,
wiec = T~!(z). Dlatego réwnanie (3.8) przyjmuje ostatecznie postaé

0T (x) _1 0T (x)
= — T _—
G CIEE -
Obiekt (3.4) jest linearyzowalny przez czysta transformacje zmiennych stanu w obszarze X, jezeli
mozna tak dobra¢ transformacje T'(x), ze réwnanie (3.8) bedzie liniowe, czyli dla kazdego =z € X
spetnione beda warunki

oT (x)
oz

9T~ (2))u. (3-8)
z=T-1(z)

F(T7(z) = Az, T

Oznacza to, ze obiekt (3.4) jest transformowalny do postaci & = Az+ Bu. Obiekt nieliniowy mozna
zatem traktowac jak obiekt liniowy w catym obszarze X, w ktérym dyfeomorfizm (3.6) jest dobrze
okredlony, a nie tylko w otoczeniu jednego punktu, jak w przyblizeniu liniowym. W strukturze
uktadu regulacji pojawia sie nieliniowa transformacja zmiennych stanu (rys. 3.1)

g(T~Y2)) =B . (3.9)

z=T-1(z) z=T-1(z)

——— %= fi) e :

z
rggylator =T (x ) .
liniowy

Rysunek 3.1: Schemat struktury ukfadu regulacji z linearyzacja przez transformacje zmiennych
stanu

Znalezienie takiej transformacji jest mozliwe tylko dla stosunkowo waskiej klasy obiektéw nielinio-
wych. Rozszerzenie tej klasy umozliwia zastosowanie sprzezenia zwrotnego.

LINEARYZACJA PRZEZ SPT{ZF;ZHNIE ZWROTNE

Pojecie linearyzacja przez sprzezenie zwrotne oznacza, ze zastosowano transformacje zmiennych
stanu (3.6) oraz w petli sprzezenia zwrotnego wprowadzono zalezno$¢ (3.10), ktéra okresla sie
jako linearyzujace sprzezenie zwrotne.

u=a(z)+ [(z)v (3.10)
ag(x) pii(z) ... Pim(x)
alz) = : , Bx) = : : ;

gdzie a(z), f(x) to odpowiednio wektor i macierz zawierajaca gtadkie funkcje, ktére pozostaja
w dyspozycji projektanta uktadu regulacji, v = [v1, ..., v ]T — wektor nowych sygnatéw steruja-
cych. Zalezno$¢ (3.10) okresla sie réwniez mianem transformacji sygnatéw sterujacych.

To podejscie do linearyzacji uwazane jest za standardowe, dlatego jego warianty okresla sie za
pomoca bardziej rozbudowanego nazewnictwa. Jedli linearyzacje mozna przeprowadzié¢ uzywajac
jedynie sprzezenia zwrotnego, to taki wariant bedzie si¢ okresla¢ mianem linearyzacji przez czyste
sprzezenie zwrotne — analogicznie do linearyzacji przez czystg transformacje zmiennych stanu. Jesli
w petli sprzezenia zwrotnego zamiast statycznej zaleznosci (3.10) wprowadzi sie czton dynamiczny,
to ten wariant nazywac sie bedzie linearyzacja przez dynamiczne sprzezenie zwrotne.

Po zastosowaniu (3.6) i sprzezenia zwrotnego (3.10), réwnanie obiektu przyjmuje postac

5= 20 ) 4 210 o) + 2 ), (3.11)




42 3.2. Linearyzacja petna

Po zmianie zmiennych stanu po prawej stronie (3.11) otrzymuje sie réwnanie obiektu w postaci

R (G O)E 7 I O ©) -
LG G

Obiekt (3.4) jest linearyzowalny przez sprzezenie zwrotne w obszarze X, jezeli mozna tak dobraé
T(z), a(z), B(x)aby réwnanie (3.12) byto liniowe, czyli dla kazdego = € X spetnione beda warunki

T g FTTN ) + B 9T E)alT T (2) = A2 -
T5 ] 9T AT (2) = B,

Projektant ukfadu regulacji ma do dyspozycji trzy przeksztatcenia: T'(z), a(x) i f(x), co pozwala
przeprowadzi¢ linearyzacje dla szerszej klasy nieliniowych obiektéw. Struktura uktadu regulacji
staje sie jednak bardziej ztozona (rys. 3.2).

> &g -

_ -— v regulator z -
u = o) Hprgy [F— L R eI =7y

Rysunek 3.2: Schemat struktury ukfadu regulacji z linearyzacja przez transformacje zmiennych
stanu i sprzezenie zwrotne

Warunki linearyzowalnosci przez sprzezenie zwrotne mozna okresli¢ za pomoca rzedu wzglednego.
Rozpatrzmy przypadek obiektu o jednym wejsciu opisany réwnaniem

&= f(x)+ g(x)u (3.14)
Obiekt (3.14) jest linearyzowalny przez sprzezenie zwrotne, jesli istnieje skalarna funkcja wyjscia

h(z), taka ze rzad wzgledny r jest réwny rzedowi obiektu n w kazdym punkcie obszaru X.
Funkcje h(x) spetniajaca ten warunek nazywa sie wyjsciem linearyzujacym.

ISTOTA PROCESU LINEARYZACJI

Poniewaz rzad wzgledny jest réwny n, wiec zachodzg zaleznosci

Lgh(x) = LgLyh(x) = -+ = LyL’y ?h(x) =0 oraz  L,L} 'h(z) # 0 (3.15)
Niech pierwsza nowa zmienna stanu bedzie okreslona jako z; = h(zx). Jej pochodna jest réwna
oh
= %j: = Lth+uLgh.

Réwnos¢ Lyh = 0 wynika z (3.15). W zwiazku z tym pochodna z; nie zalezy od sygnatu steruja-
cego i moze by¢ wybrana jako kolejna nowa zmienna stanu zs.

zZ9 = ,?:’1 = th.
Obliczajac kolejng pochodng otrzymuje sie

OL;h

Wyraz LgLsh stojacy przy sygnale sterujgcym u jest réwny zeru, co takze wynika z (3.15).

Z9 =
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Obliczajac w ten sposéb kolejne pochodne mozna zdefiniowaé przeksztatcenie T'(x)

C b ]
Z2 Lyh(z)
N =T@) = | i 3.16
zi (=) L' h(x) (3.16)
Ex i L}‘_lh(x) ]
Réwnanie obiektu w nowych wspétrzednych ma postac:
21 = 29
22 = Z3
(3.17)

2 = Zip1

4y = Lh(z)+ulgLy ' h(z).
Wszystkie réownania sg liniowe poza ostatnim. Jednak w dyspozycji projektanta uktadu regulacji
pozostaje jeszcze sygnat sterujacy. Mozna go tak dobraé, aby ostatnie réwnanie zalezato liniowo
od nowego sygnatu sterujacego v.
Wtedy linearyzujace sprzezenie zwrotne ma postaé
Y v — L}‘lh(x)
LgL’J}_ h(z)
Mianownik (3.18) jest niezerowy dzieki odpowiedniej wartosci rzedu wzglednego (3.15), zatem to
prawo sterowania jest dobrze okreslone. Wyrazenia «o(z), 5(x) ze wzoru (3.10) przyjmuja postaé
o L'h(z) _ 1
= -1 ’ = -1
LgL? h(z) LgL}L h(z)
Obiekt staje sie linowy w nowych wspotrzednych z i z nowym sygnatem sterujagcym v, przyjmuje
postac:

(3.18)

Z1 0 1 0 O Z1 0

Z2 0 0 0 ) 0
= S N e v

Zn—1 0O 0 ... 01 Zn—1 0

Zn 00 ... 00 Zn, 1

Jesli ponadto okaze sig, ze Lth(x) = 0 oraz LgL’}_lh(:p) = const, to do linearyzacji nie trzeba
stosowac juz sprzezenia zwrotnego (3.18) i wystarczy tylko transformacja zmiennych stanu (3.16).

Kluczowym zagadnieniem w linearyzacji jest znalezienie takiej funkcji h(x), ktéra moze sta-
nowi¢ podstawe do konstrukcji dyfeomorfizmu (3.16), wiec h(x) musi byé rozwigzaniem uktadu
nieliniowych czastkowych réwnan rézniczkowych

-2
Lgh:Lgth:...:LgL;% h=0.
Po zastosowaniu wtasnosci pochodnej Liego i nawiasu Liego otrzymuje sie
Lgh = Loa;gh = ... = Lad}bﬁgh =0,
czyli
oh %g -
seadrg = 0

(3.19)

%ad?fzg = 0.
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Z tego wynika, ze gradient h(z) musi anihilowaé dystrybucje

A, _o(x) = span{g(z),adsg(x),. .. ,ad;ﬁ_Qg(w)}.
Twierdzenie Frobeniusa daje odpowiedz na pytanie, kiedy znalezienie takiego h(x) jest mozliwe —
dystrybucja A, _o musi by¢ inwolutywna.
Obiekt (3.14) jest linearyzowalny przez sprzezenie zwrotne w obszarze X wtedy i tylko wtedy,
gdy w kazdym punkcie x € X zachodzi

e dystrybucja A, _2(z) = span{g(x), adsg(z), .. .,ad?_2g(x)} jest inwolutywna;
e dystrybucja A,,_1(z) = span{g(x), adsg(z), ..., ad?_lg(w)} ma wymiar n.

3.2.2 Linearyzacja obiektéw o wielu wejsciach

Obiekt o wielu wejsciach mozna opisaé zaleznoscia:

&= f(z)+ g(x)u, (3.20)
gdzie
o f(z)=[fi(x), fal), ..., fula)]",
e g(7) = [01(2), 92(x), . . ., g ()],
e gi(z) = [91:(2), g2i(2), ..., gni(@)]T dlai=1,...,m.

Linearyzacja obiektdéw o wielu wejéciach jest bardziej ztozona. Zaktada sie, ze rzad macierzy wej-
$cia g(z) jest rébwny m w catym obszarze x € R™. W przypadku obiektéw o jednym wejsciu
wystarczy znalez¢ jedna funkcje wyjscia h(z), ktéra zapewnia odpowiednia warto$¢ rzedu wzgled-
nego. W przypadku obiektu o wielu wejéciach nalezy znalez¢é m funkcji: hy(z), ho(z), ..., hy(x).

Twierdzenie 3.2.2

Obiekt o wielu wejéciach (3.20) jest linearyzowalny przez sprzezenie zwrotne w obszarze
X, jezeli istnieje m funkcji skalarnych hi(x), ha(z), ..., hm(z), takich ze wektor rzedéw
wzglednych [r1, 79, ..., 7y,] istnieje w kazdym punkcie © € X oraz vy +ro+ ...+ 1y = n.

. J

Twierdzenie 3.2.3

Definiuje sie dystrybucje A; dla obiektu (3.20)
Ag =span{gi,...,9m},
Ay =span{gi,...,gm,adsgi,...,adsgm }

An_lzspan{ad’}gj 0<k<n-—-1,1<j<m}.

Obiekt & = f(x)+ g(x)u jest linearyzowalny przez sprzezenie zwrotne w obszarze X wtedy
i tylko wtedy, gdy w kazdym punkcie € X zachodzi:

1. dla kazdego 0 < i < m — 1 dystrybucja A; ma staty wymiar,
2. dystrybucja A,,—; ma wymiar n,
3. dla kazdego 0 < i < n — 2 dystrybucja A; jest inwolutywna.

Na podstawie Twierdzenia 3.2.3 mozna sformutowa¢ algorytm 1.
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Algorytm 1 Algorytm pelnej linearyzacji

1: KROK 1

2: Nalezy obliczy¢ wymiary dystrybucji: Ag, A1, ..., Ap—1

3: Podstawia si¢ k :=1;k :=n — 2

4: KROK 2 o

5: Nalezy obliczy¢ my, = n —rank(A,) — > (K — 7+ 1)m;
i=1

6: KROK 3 ’

7: Jezeli my > 0, to KROK 4.

8: Jezeli my =0, to Kk := k — 1; KROK 2.

9: KROK 4

10: Nalezy znalezé liniowo niezalezne, nietrywialnie funkcje h;(z)

o indeksach i okreslonych nieréwnosciami

kzimj +1<i< kzimj +my,

jl;t()rych gradient;zihi(x) anihiluja dystrybucje A, + Q7

gdzie Q) = kii span {dL‘jchi : qii mpy+1<i< i1 mp; j=0,..k— q}_
11: KROK 5 " . .

12: Jezeli m1 + ma + ... + my = m, to znaleziono odpowiednie funkcje.
13: KONIEC
14: Jezelimi +mo+ ... +mp < m,tok :=k+1,k:=r—1; KROK 2

Dla obiektu @ = f(z) + g(x)u transformacja zmiennych stanu ma postac

[ Z1 ) i hl (l‘)
Zr, L;;l—lh1 (z)
: =T(z) = 5 (3.21)
Zriterm_1+1 hon ()
L Zritetrm—1trm | L;M7lhm($) i
a linearyzujace sprzezenie zwrotne:
u= R (z)(v— P(z)) (3.22)
gdzie:
N e el
2(T a2(x e m oz
Pa)=| T R@=| " o (3.23)
L;mhm(x) LglL;m_lhm(x) U Lgngm_lhm(x) mxm
a(x) = ~R"\(@)P(2), Ale) = R (). (3.24)

Linearyzacja przez czysta transformacje zmiennych stanu jest szczegdlnym przypadkiem line-
aryzacji przez sprzezenie zwrotne. Warunek (2) twierdzenia 3.2.1 implikuje inwolutywno$¢ dystry-
bucji A; dla kazdego 0 < i < n — 2, co stanowi warunek (3) twierdzenia 3.2.3. Réwniez istnienie
odpowiedniego wektora rzedéw wzglednych (twierdzenie 3.2.2) jest warunkiem koniecznym line-
aryzacji przez czystg transformacje. W przypadku linearyzacji przez czysta transformacje stanu, ta
transformacja takze ma postaé (3.21), natomiast zaleznosci (3.24) sa okreslone przez

a(@)=[00 --- 0], pB(z) = B,
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gdzie B jest macierza o statych wspotczynnikach.

Uproszczona wersja linearyzacji jest linearyzacja przez czyste sprzezenie zwrotne (rys. 3.3).
Stanowi ona szczegdlny przypadek linearyzacji przez sprzezenie zwrotne. W tej sytuacji dyfeomor-
fizm (3.6) jest przeksztatceniem tozsamosciowym. Po zastosowaniu czystego sprzezenia zwrotnego
(3.10) do obiektu (3.4) otrzymuje sie réwnanie obiektu w postaci

&= f(z) + g(x)a(z) + g(x)B(x)v (3.25)

Twierdzenie 3.2.4

Obiekt (3.20) jest linearyzowalny przez czyste sprzezenie zwrotne w obszarze X, jesli mozna
tak dobra¢ a(x), B(x), ze réwnanie (3.25) bedzie liniowe, tzn. dla kazdego z € X beda
spetnione warunki (3.26)

f(z) +g(x)a(z) = Az, oraz g(x)B(z) = B. (3.26)

— > %=/ tgu g

u=oa(x)+px)yy |e— rﬁi‘;éiigr -«

Rysunek 3.3: Schemat struktury uktadu regulacji z linearyzacja przez czyste sprzezenie zwrotne

3.3 Czesciowa linearyzacja przez sprzezenie zwrotne

Metoda linearyzacji przez czyste sprzezenie zwrotne (ang. state feedback linearization) opiera
sie na transformacji uktadu do ukfadu liniowego i sterowalnego, w wyniku czego mozliwym jest
stosowanie powszechnie znanych technik stuzacych sterowaniu systemami liniowymi. Jednakze
klasa uktadéw nieliniowych posiadajacych ta wtasnos¢ jest bardzo skromna, co pocigga za soba
fakt, ze metoda nie jest czesto uzywana, szczegdlnie w praktycznych zastosowaniach.

Natomiast czesSciowa linearyzacja przez sprzezenie zwrotne opiera sie na transformacji
uktadu do systemu w nowych wspdtrzednych, w ktérych to wspétrzednych widac liniowe zalezno-
$ci pomiedzy pewnymi pomocniczymi wyjsciami a nowymi wejSciami. Nalezy jednak podkresli¢, ze
kazdy nieliniowy system czeSciowo przetransformowany do nowego uktadu z liniowym odwzorowa-
niem wejscie-wyjscie posiada pewna nieobserwowalng dynamike zwang dynamika wewnetrzng.

Z teoretycznego punktu widzenia dynamika uktadéw mechanicznych opisana jest za pomoca
n-wymiarowej przestrzeni stanéw. Linearyzacja przez statyczne sprzezenie zwrotne przy uzyciu
odpowiedniej funkcji wyjscia rzedu wzglednego r prowadzi do otrzymania liniowego podsystemu
o wymiarze r. Innymi stowy, problem maksymalnej linearyzacji przez sprzezenie zwrotne sprowa-
dza sie do znalezienia funkcji posiadajacej maksymalny rzad wzgledny [107]. W ogdlnosci, by méc
uzywac czy to linearyzacji przez czyste sprzezenie zwrotne, czy linearyzacji przez czeSciowe sprze-
zenie zwrotne, koniecznym jest wyznaczenie wtasciwej funkcji wyjscia posiadajacej odpowiedni
rzad wzgledny r [3].

3.3.1 Warunki czesciowej linearyzacji

Warunki istnienia petnej linearyzacji sa restrykcyjne, dlatego tez dla systeméw nie dajacych sie
w petni zlinearyzowaé naturalnym jest pytanie o to, jaki jest najwiekszy mozliwy do zlinearyzowa-
nia podsystem takiego ukfadu nieliniowego [75]. Pierwsze formalne wyniki dotyczace czeSciowej
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linearyzacji przez sprzezenie zwrotne dla obiektéw o jednym oraz o wielu wejSciach zostaty poka-
zane w pracach [37], [41] czy [49], w ktérych przedstawiono mechanizm takiej linearyzacji. ldee
te mozna przedstawi¢ w sposéb pokazany ponizej [64].

Dany jest uktad (3.27)

T = f(x)+ igj(m)uj, x € R™. (3.27)
j=1

Rozwazmy nastepujace zbiory i dystrybucje:
gO = Span{gh -"7gm}7 gf = {f +9, 9¢€ gO}

Gi = span{Gi_1,{[G, Gi1]}}, Qi = span{ad;Go, Gi—1}
gdzie [Gf,Gi—1] = {[X, Y],VX € Gy, Y € Gi1}, oraz G;_1 oznacza inwolutywne domkniecie
Gi_1, za$ ad}g = [f, ad}_lg] i ad}g = [f,g]. Bazujac na tych definicjach obliczmy nastepujace
wspotczynniki (liczby catkowite):

(3.28)

rg = dim Gy
ri = dimQ—dim Gy, Vi>1 (3.29)
K; = #{ri>j vVi>0}, j>1

gdzie #{- } oznacza moc zbioru {- }, tj. jego liczebno$¢.
W pracy [49] wykazano, ze sekwencja liczb {rg,71,...,7;,...} jest nierosnaca, tzn. 4 > 1o >
..., tak wiec maksymalny stopien wzgledny jaki mozna otrzyma¢ dla ukfadu (3.27) wynosi
rr+1re+... < n.
Ponadto jezeli Gy jest inwolutywne, to Gy = Go. Wtasno$¢ inwolutywnosci pozwala zauwazyé
takze, ze

G = span{Go, {[Gr, Gol}} = span{Go, {[f, Gol} }. (3.30)
J
Z K, — oznacza najwiekszy stopien linearyzowalnego podsystemu [77].

a=1
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rRozDzIAL 4

CzesSciowa linearyzacja manipulatoréw o n DOF

Jak wspomniano we wczesniejszych rozdziatach, odwrécone wahadta charakteryzuja sie silnie nie-
liniowa i lokalnie niestabilng dynamiky. Stanowig grupe obiektéw szczegdlnie przydatnych dla
rozwoju i poréwnania réznych strategii sterowania ukfadéw nieliniowych. Cho¢ stabilizacja poje-
dynczego oraz podwdjnego wahadta byta tematem wielu prac to analiza i sterowanie n-cztonowym
odwréconym wahadtem dla n > 3, wciagz jest aktualnym tematem badawczym. W literaturze roz-
wazane s3 zaréwno podstawowe modele wahadet, jak i wahadta zamontowane na wézku ([24],
[26], [20], [52], [102]). Warto zwrdcié uwage, ze zadna z cytowanych prac nie bazuje na podejsciu
formalnym z wykorzystaniem geometrii rézniczkowej, ktére odwotuje sie do koncepcji czesciowej
linearyzacji dynamiki do postaci liniowej o maksymalnym wymiarze stanu. Rozdziat ten ma na
celu naswietlenie powyzszego zagadnienia i zawiera pewne wyniki dotyczace analizy i sterowania
podwdjnego oraz potrdjnego odwrdéconego wahadta z deficytem napedéw.

WSsréd zadan sterowania omawianej klasy manipulatoréw mozna wyrézni¢ dwie zasadnicze
grupy — problem podniesienia wahadta (ang. swing-up), oraz zadanie utrzymania wahadta w pio-
nie w pozycji niestabilnej (rysunek 4.3a oraz 4.18a) [21]. Rozwiazanie pierwszej grupy problemdw
sterowania opiera sie w znacznej mierze na wykorzystaniu linearyzacji przez czesciowe sprzezenie
zwrotne, szczegdlnie za$ na fundamentalnych pracach Sponga i Blocka [85, 81, 82], sukcesywnie
rozwijanych przez innych autoréw, jak np. [17, 23, 97]. Inne podejscia wykorzystuja wtasnosci
pasywnosci obiektéw, badz sterowanie poziomem energii (energy based control) [21, 4], logike
rozmyta [45], czy metode stabilizacji orbity (model orbit stabilization) [61]. W przypadku istot-
nych niepewnosci modelu mozna wykorzystywa¢ metody sterowania odpornego, adaptacyjnego
lub aktywna kompensacje zaktécen znana jako ADRC (active disturbance rejection control) [73].
Rozwigzanie zadania balansowania wokdt pozycji wyprostowanej opiera sie gtéwnie na wykorzy-
staniu regulatora LQR [57, 78, 85, 82, 92, 96, 104], technik linearyzacji jak w pracach [95, 17,
60, 31, 43, 98, 105], czy innych technikach obejmujacych np. ksztattowanie energii (ang. energy-
shaping) [23]. Poruszane w pracy tematy obejmuja rdéwniez szereg innych istotnych aspektéw
zwigzanych z robotami niedosterowanymi, ktére s3 stale rozwijane, wnoszac nowe wartosci lub
uszczegbtawiajac problem sterowania takimi systemami [19, 40, 103].

W kolejnych podrozdziatach zajmiemy sie analiza wtasciwosci modeli robotéw o dwéch i trzech
ztaczach, uwzgledniajac takie czynniki jak umiejscowienie napedéw, rodzaj wykorzystanej lineary-
zacji, czy wtasnosci dynamiki wewnetrznej.

4.1 Ogdlna struktura uktadu sterowania

Projektowanie sprzezenia zwrotnego staje sie wyzwaniem w przypadku systemoéw nieliniowych, dla
ktérych poszukiwanie optymalnego regulatora moze by¢ ztozonym problemem, czesto przekracza-
jacym mozliwosci dostepnych metod analitycznych.

Znanym z literatury podejSciem jest w takich sytuacjach zastosowanie struktury hybrydowej ste-
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rownika. Gdy algorytm sterowania nie zapewnia mozliwosci stabilizacji, co np. stricte wynika z jego
natury, mozna rozwazy¢ uzupetnienie danego algorytmu o cze$¢ stabilizujaca w otoczeniu punku
réwnowagi, tj. pozycji zadanej. Sterownik taki mozna przedstawi¢ wedtug nastepujacej formuty

U — {ustab7 gdy HQref - QH < Aq
Uswing, POZa
gdzie Uswing Oraz Ustab 0znaczaja dwie rézne reguty sterowania. Pierwsza z nich, oznaczona jako
Uswing jest sterowaniem opartym na dostarczaniu dodatkowej energii do uktadu celem rozkotysania
wahadta (dziatanie typu swing-up). Jego zadaniem jest sprowadzenie stanu ukfadu w poblize zada-
nego punktu rownowagi. Przyktadowy ruch typu swing-up bedacy wynikiem dziatania sterownika
Uswing ZOStat przedstawiony na rysunku 4.1. Mozna zaobserwowa¢, ze trajektoria konfiguracyj-
na cyklicznie przechodzi w otoczeniu punktu equilibrium, ale nie jest do niego zbiezna z uwagi
na wtasciwosci algorytmu. W takim przypadku uzasadnione jest wiec uzycie sprzezenia od stanu

NNV
_ UU;U ;U VUU\

0 1

AT ian
VRAUVIVAR &
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Rysunek 4.1: Przyktadowe przebiegi dla zadania typu swing-up dla robota o dwéch ztaczach. Linia
przerywana oznaczono zadane wartosci wspdtrzednych do ktérych powinna zmierzaé trajektoria
konfiguracji robota.

oznaczone jako wusap, ktére jest zataczane, gdy trajektoria robota znajdzie sie poblizu punktu
réwnowagi. To sprzezenie ma na celu utrzymaé rozwazany uktad w pozycji réwnowagi.

W niniejszej pracy w sterowniku ug,p Wykorzystano liniowe sprzezenie od stanu, ktére pro-
jektowane jest na podstawie strategii LQR. W celu wyznaczenia jego wzmocnien zaproponowano
nastepujaca funkcje kosztéw J, ktdra w ogdlnym przypadku zalezy od btedu stanu uktadu x oraz
od sygnatu wejsciowego u:

J = / - (z7Qz + u” Ru) dr, (4.2)
t

gdzie () oraz R s3 macierzami wag dla odpowiednio btedéw stanéw oraz sygnatéw wejsciowych.
Odwotanie sie do liniowego przyblizenia nieliniowej dynamiki wokdt punktu réwnowagi jest moz-
liwe pod warunkiem, ze odpowiedni model liniowy jest sterowalny w sensie Kalmana. Ze wzgledu
na liniowe przyblizenie nieliniowej dynamiki wokét punktu réwnowagi, podejScie to ma charak-
ter lokalny, naktadajacy ograniczenia na zbiér dopuszczalnych warunkéw poczatkowych. W takich
okolicznosciach podejscie LQR jest w stanie zapewni¢ jedynie wyniki suboptymalne. Mimo to LQR
nadal stanowi istotng metode sterowania uktadami nieliniowymi. W szczegélnosci jest w stanie
zagwarantowac lokalng wyktadniczg zbieznos$¢, ktéra zapewnia odpornos$é na pewnga klase niepew-
nosci [38]. Z tego powodu metoda ta ma duze znaczenie w robotyce, gdzie dominujaca grupa
uktadéw mechanicznych wykazuje wtasciwosci silnie nieliniowe. W ostatnim czasie mozna znalez¢
szereg publikacji omawiajacych zastosowania metody LQR, czesto w kontekscie ztozonych tech-
nik hybrydowych do sterowania manipulatorami ze sztywnymi lub podatnymi ztaczami [94, 15, 5].
W szczegblnosci rozwigzania sterowania oparte na LQR zostaty zaproponowane dla klasy systemoéw
niedosterowanych [50, 96, 92, 44]. W niektérych przypadkach podejscie LQR zostato zastosowa-
ne np. jako metoda strojenia dla $cisle nieliniowych regulatoréw, np. [2]. Prace dotycza réwniez
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modyfikacji strategii LQR dla uktadéw nieliniowych, jak np. zalezne od stanu réwnanie Riccatiego
(SDRE) [109] i jego rézne implementacje [8, 87, 25]. Ponadto techniki inspirowane dynamicznym
programowaniem rézniczkowym [35, 91] prowadza do iteracyjnej metody LQR (iLQR) [47, 93],
dla ktérej dynamika jest linearyzowana sekwencyjnie, a funkcja kosztu w otoczeniu trajektorii
nominalnej jest obliczana w celu wyznaczenia sterowania typu LQR.

W niniejszej pracy odwotujemy sie do zagadnien z zakresu nieliniowej teorii sterowania oraz
uzywamy koncepcji réwnowaznych uktadéw ze sprzezeniem zwrotnym [74] w celu poprawy sku-
tecznosci strategii LQR poprzez rozszerzenie zestawu mozliwych warunkéw poczatkowych, ktére
definiuja tzw. basen przyciagania (ang. basin of attraction), lub inaczej obszar zbieznosci. Roz-
wazana metodyka polega na wykorzystaniu liniowego sprzezenia zwrotnego od stanu zaprojek-
towanego dla liniowej aproksymacji rébwnowaznego uktadu sterowania ze sprzezeniem zwrotnym
i wyznaczeniu stabilizatora przy wykorzystaniu transformacji stanu i wejscia. Kluczowym sktadni-
kiem jest przeksztatcenie pierwotnej dynamiki do postaci, ktéra wykazuje lepsze wtasciwosci do
syntezy regulatora liniowego. W szczegdlnych przypadkach wynikowa dynamika moze by¢ nawet
liniowa [37], co moze znacznie poprawi¢ dziatanie sterownika w danym podzbiorze przestrzeni
stanéw, w ktérym linearyzacja jest mozliwa.

Aby zbadaé wptyw reprezentacji przestrzeni standw na charakterystyke uktadu zamknietego
rozpatrywanych manipulatoréw, oryginalna dynamika Langrange'a zostata przeksztatcona w dwie
alternatywne formy. Formy te wykorzystujg tzw. quasi-predkosci, ktére w mechanice analitycz-
nej rozumiane sg jako liniowe kombinacje predkosci uogélnionych ze wspétczynnikami bedacymi
funkcjami wspétrzednych uogdlnionych [53, 30]. W pierwszej postaci wykorzystywane s3 znorma-
lizowane quasi-predkosci inercyjne (QPZ) zaproponowane przez Jaina i Rodrigueza w [36, 76],
ktére pochodzg z faktoryzacji macierzy mas. Dodatkowo, wykorzystujac quasi-predkosci oraz nie-
liniowa transformacje wspo6trzednych dynamike manipulatora mozna przedstawi¢ w tzw. postaci
normalnej [60]. Posta¢ taka, rozpatrywana m.in. w problemach klasyfikacyjnych, podkresla w upo-
rzadkowany sposéb istotne cechy nieliniowego ukfadu dynamicznego [46].

W przypadku projektowania sprzezenia zwrotnego w oparciu o réwnania uktadu przeksztatco-
nego kryterium strojenia regulatora LQR wydaje sie kluczowe [108, 62]. Sterownik LQR powinien
wiec uwzglednia¢ wskazniki jakosci wyznaczone dla pierwotnego systemu, tj. uwzglednia¢ stan
tego systemu oraz wydatek energetyczny zwigzany z rzeczywistym wejsciem. W pracy przedsta-
wiono sposéb wyznaczania wzmocnien zapewniajacy wzajemnie jednoznaczna dynamike ukfadu
zamknietego w otoczeniu punktu zadanego niezaleznie od przyjetej reprezentacji stanu i wejscia.
Ponadto zaprezentowana zostata réwnowazna postaé kwadratowa opisujaca kryterium optymali-
zacji w odniesieniu do przeksztatconej dynamiki.

Powyzszy opis dotyczacy sterownika usiap Stanowi jedno z zadan sterowania wprowadzonych
we wstepie do rozdziatu 4 i dotyczy utrzymania wahadta w pozycji niestabilnej. Drugim nie mniej
waznym zadaniem jest problem podniesienia wahadta, tzw. swing-up, oznaczone symbolem gy ing,
ktére zostanie szczegébtowo omodwione w ponizszych rozdziatach.

4.2 Klasyczna czesciowa linearyzacja manipulatoréw n-DOF

Pod pojeciem ,klasyczna” nalezy rozumie¢ szeroko stosowang metode czesciowej linearyzacji przez
sprzezenie zwrotne z wykorzystaniem koncepcji zaprezentowanej w pracach Sponga [81, 84]. Pra-
ca ta dotyczy zagadnienia sterowania uktadéw o n stopniach swobody oraz m < n napedach,
z ktoérych kazdy napedza pojedynczy stopnien swobody.

Zapiszmy og6lna postaé obiektu niedosterowanego o n stopniach swobody (dla I stopni pa-
sywnych oraz m aktywnych) w nastepujacej postaci: ¥ = {¥,, 3, },

Z:p : Mpldp + Ma1Ga + p + Gp =0 (4-3)
g Mp2dp + Ma2Ga + pra + Go=T (44)

gdzie | + m = n, oraz ¢! = [qg, ar], q. € R™, ap € R!, natomiast indeks dolny a zwiazany jest



52 4.2. Klasyczna czeSciowa linearyzacja manipulatoréw n-DOF

z czescig napedzang (aktywng), za$ p odpowiada czesci nienapedzanej (pasywnej).

4.2.1 Linearyzacja typu skojarzonego dla obiektéw n-DOF

Przedstawmy proces czesciowej linearyzacji przez sprzezenie zwrotne dla uktadéw niedosterowa-
nych, ktére linearyzuje dynamike napedzanych zmiennych konfiguracyjnych, zwany dalej czesciowa
linearyzacja typu skojarzonego/zwigzanego (ang. collocated) z wejsciem sterujacym, dla obiektu
danego zaleznosciami (4.3)-(4.4).

Wyznaczmy ¢, z réwnania (4.3)

Gp = =My (Ma1dia + pp + Gh). (4.5)
Podstawiajac powyzsza zaleznos$¢ do réwnania (4.4) otrzymujemy
Moo +Tg +Ga =T, (4.6)
gdzie:
M, = My — My My;" Mgy (4.7)

Ho = Ha — Mp2M;11Np
Ga = Ga — MpM}'Gy.
Zdefiniujmy sterownik odsprzegajacy uktad (4.6) przez sprzezenie zwrotne jako:
T =Myv + fig + G, (4.10)
dla ktérego v € R oznacza nowe wejscia sterujace.
Po zastosowaniu (4.10) do (4.3)-(4.4) otrzymuje sie nastepujaca dynamike
(o =V (4.11)
Gp = —M M (Ma1v + iy + Gp). (4.12)

pl

4.2.2 Linearyzacja typu nieskojarzonego dla obiektéw n-DOF

Zamiast linearyzowa¢ aktywne stopnie swobody g, mozna rozwazy¢ linearyzacje stopni pasywnych
dp, wykorzystujac nieliniowe sprzezenie zwrotne. Rozwazmy proces czgsciowej linearyzacji typu
nieskojarzonego (ang. noncollocated), dla obiektu danego zaleznosciami (4.3-4.4).

Wyznaczmy §, z réwnania (4.3)

.. T ..
Ga = *Mal(Mplpr + pp + Gp)v (4.13)
gdzie
M} = ML (Mg, ML)™! (4.14)

jest prawa pseudoinwersja.
Podstawiajac (4.13) do réwnania (4.4) otrzymujemy

Myip+ T, +Ga=1, (4.15)
gdzie:
M, = Myy — Mao M, M, (4.16)
Tl = Ha — Mo M1 11 (4.17)
Go = Ga— MM, G, (4.18)

Zdefiniujmy sterownik odsprzegajacy uktad (4.15) przez sprzezenie zwrotne jako:
T =M,V + i, + Ga, (4.19)

dla ktérego v € R! jest nowym wejéciem sterujacym.
Warto podkresli¢, ze zastosowanie metody (4.19) wymaga tego, aby macierz M, byta nieosobliwa.
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Po zastosowaniu sterowania (4.19) do (4.15) rozwazany system mozemy zapisa¢ w nastepujace;
ogblnej formie jako

Ga = _MaTl (Mplv + up + Gp) (4.20)
Gp = V. (4.21)

Uwaga: Zgodnie z Definicja 1, zamieszczong w pracy [81], pseudoinwersja (4.14) istnieje wtedy
i tylko wtedy gdy

rank(M,1(q)) =1, Vg € R", (4.22)

tzn. gdy m > [, tj. gdy liczba napedzanych stopni swobody jest co najmniej taka, jak liczba
pasywnych stopni swobody.

Definicja ta jest warunkiem sterowalnosci i zapewnia, ze wektor przyspieszen v we wzorze (4.20)
moze zostaé wykorzystany jako wejscie sterujgce do sterowania konfiguracja q,.

4.2.3 Pomocnicze zadanie sterowania

Dynamika niedosterowanego obiektu zaréwno (4.11)-(4.12) jak i (4.20)-(4.21) moze zosta¢ przed-
stawiona jako

&= f(z)+ g(x)v, (4.23)
T T T ;T

gdzie x = [q, , 4, ,qp,qp}T € X C R?", przy czym X jest przestrzenia stanu, natomiast v jest
wejsciem.

Celem pomocniczego zadania sterowania jest Sledzenie pewnej trajektorii referencyjnej tak, by
zapewni¢ asymptotyczng zbiezno$¢ trajektorii wyjscia y(t) = h(q(t)) do zadanej y4(t), co mozna
wyrazi¢ to za pomoca nastepujacej zaleznosci

i (y(t) — ya(t)) = 0. (4.24)

Odwotujac sie do zagadniei przedstawionych w rozdziale 3.2.1, poszukiwaé bedziemy wiec takiej
funkgji wyjécia y = [h1(q), ..., h;(q)]T € R, ktéra wykorzystana w procesie sterowania zapewni
uzyskanie mozliwie najmniejszego wymiaru dynamiki zerowe;.
Zdefiniujmy funkcje wyjscia

y = h(z,0), (4.25)

gdzie o oznacza zbiér dodatkowych zmiennych jawnie zaleznych od czasu.
Dla obiektu niedosterowanego o m aktywnych stopniach swobody wyznaczajac kolejne pochodne
funkcji y uzyskamy finalnie zalezno$¢, w ktdrej pojawi sie sygnat sterujacy v:

/ oh ; oh oh
h=3%%a+ 9 =Leh+ 9, (4.26)
. oh .
h=od+ Gt =Lih+ GLeh+ G = Lih+ LG + 5k, (4.27)
3 2 0h 9*h | 9*h
r—1 ]
W) = Lih + Lyl ho + Y Ly 520, (4.29)
=0

gdzie dla obiektu (4.23) r jest rzedem wzglednym zdefiniowanym w rozdziale 3.1. Symbol %
jest wykorzystany do wyznaczenia pochodnej funkcji h wzgledem zmiennych jawnie zaleznych od
czasu. W celu odsprzegania dynamiki (4.29) okre$lmy nastepujacy sygnat wejsciowy

r—1,) r " i '

przy czym u € R jest pomocniczym wejSciem.
Przy zatozeniu, ze w pewnym zbiorze x € X spetniony jest warunek (4.31)

det(Ly L h) #0, (4.31)
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otrzymuje sie uktad odsprzezony w postaci

Yy = . (4.32)
W celu asymptotycznego $ledzenia trajektorii y4 mozna zastosowac nastepujace rownanie sterow-
nika

) N g (G
u=yy +> K (4 =), (4.33)

i=0
przy czym K; sa dodatnio okre$lonymi macierzami wzmocnieh odpowiednio dobranymi tak, aby
spetnié¢ warunek Hurwitza oraz uzyskac zatozony czas zbieznosci trajektorii btedu do zera.

4.2.4 Sterowalnosé

Transformacja stanu oraz sygnatu wejsciowego moze pociggaé za sobg utrate sterowalnosci w przy-
padku gdy przeksztatcenia nie sg bijekcja. Zagadnienie to zostanie zbadane dla rozwazanych trans-
formacji.

STEROWALNOSC UKLADOW LINIOWYCH

Niech dany bedzie standardowy uktad liniowy ciagty opisany réwnaniami:

T = Az + Bu (4.34)

y=Cz+ Du (4.35)
przy czym x = xz(t) € R™ oznacza stan u = u(t) € R™ i y = y(¢t) € RP s3 odpowiednio
wymuszeniem (wejscie) i odpowiedzig (wyjsciem), a A € R"™*™ B € R™*™ (C € RP*" i D €
RP*™ okredlajg macierze o statych wspdtczynnikach.
SterowalnoS¢ jest zwigzana z mozliwoscia wptywu sygnatu sterujacego na wspétrzedne stanu.
Uktad jest sterowalny, jezeli za pomoca sygnatu sterujacego mozna oddziatywaé na wszystkie
zmienne stanu. Stan ukfadu sterowalnego mozna za pomoca odpowiedniego sterowania w skon-
czonym czasie sprowadzi¢ do dowolnego punktu w przestrzeni stanéw [29]. Do okreslenia stero-
walnosci uktadédw liniowych o parametrach niezaleznych jawnie od czasu, tj. uktadéw LTI, stuza
kryteria sterowalnosci sformutowane przez R.E. Kalmana. Dla stwierdzenia, czy ukfad (4.34) jest
sterowalny, rozpatruje sie macierz o wymiarach (n x nm)

A®=[B, AB, A’B, ..., A" 1B]. (4.36)

Rzad macierzy A° jest rowny liczbie stanéw sterowalnych uktadu (4.34). Jesli rzad macierzy A®
jest réwny n, to uktad (4.34) jest sterowalny.

STEROWALNOSC UKLADOW NIELINIOWYCH

Cho¢ problem sterowalno$ci uktaddw nieliniowych jest bardziej ztozony, to z uwagi na uzyte metody
sterowania w tej pracy bedziemy sie postugiwali warunkami sterowalnosci w sensie Kalmana [58].
Badajac sterowalno$¢ systemu (4.23) w otoczeniu punktu pracy (zo,ug) poszukuje sie liniowej
aproksymacji w jego otoczeniu, a nastepnie sprawdza, czy

rank [ B, AB, ..., A" 'B] = n, (4.37)
dzie A — %f(x) B = %) ]
g ze Ox x07U07 Ou x0,u0

W przypadku, gdy rozpatrujemy pewna przestrzen stanu uktadu nieliniowego X* € X, moze-
my postugiwaé sie alternatywng postacig macierzy sterowalnosci z wykorzystaniem iterowanego
nawiasu Liego. Dla uktadu (4.23) mamy

.AS = [Xi, [Xifl, [ cey [XQ, Xl] .. H], (438)
gdzie x; jest polem wektorowym w zbiorze {f,g1,...,9:}, i = {1,...,m} dla linearyzacji typu
skojarzonego, lub i = {1, ...,1} dla linearyzacji typu nieskojarzonego.

Jedli rzad macierzy A® jest rébwny n, to uktad jest sterowalny dla X* € X.
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4.3 CzesSciowa linearyzacja dla manipulatora 2-DOF

Uszczegdtawiajac zagadnienia przedstawione w czesci 4.2 prze$ledzmy proces czeSciowej lineary-
zacji przez sprzezenie zwrotne dla wahadta o 2 stopniach swobody. W niniejszym podrozdziale
ograniczymy sie do przypadku gdy n = 2 oraz m = 1, co w zaleznosci od umiejscowienia napedu,
odpowiada dwdém przypadkom — robotowi typu Pendubot (rysunek 4.2a) oraz Acrobot (rysunek
4.2b).

a) (3 b)

Rysunek 4.2: Rozmieszczenie napedéw dla analizowanego robota o 2 DOF

Biorac pod uwage drugi wiersz wektora (2.17) oraz zaktadajac, ze w réwnaniu (2.14) wejscie
7 = [0 0]7, mozemy otrzymaé nastepujaca zalezno$¢ opisujaca warunek réwnowagi wahadta:
cos(q1+q2) = 0. System ten posiada wtedy 4 punkty charakterystyczne: pierwsze dwa s3 pozycjami
niestabilnymi, dla ktérych (q1, g2, 41, ¢2) = (3,0,0,0), oraz (g1, g2, 41, 42) = (5,7, 0,0). Pozostate
dwa punkty, okreslone przez (—3,7,0,0) oraz (—3,0,0,0) s3 trywialne i nie podlegaja analizie.
Pozycja z rysunku a) przedstawia natomiast podstawowa konfiguracje nietrywialng i stanowi
wazny punkt w dalszej analizie. Interpretacja geometryczna uktadu w punktach réwnowagi zostata
przedstawiona na rysunku 4.3.

Rysunek 4.3: Punkty réwnowagi dla manipulatora o 2 DOF, przy zerowym wymuszeniu

4.3.1 Propozycja sterowania

Nawigzujac do rozdziatu 4.2.3 przedstawmy posta¢ pomocniczego wejscia (4.33).
UWAGA: Zaktadamy, ze wartosci referencyjne funkcji wyjscia beda rozpatrywane w zerze, tj. dla

(5", 9%,4") = (0,0,0), (4.39)

oraz wartosci referencyjne
(('jld, qg‘,qf) = (0,0, const) dla i=1,2 (4.40)

sg warto$ciami statymi, tzn. zostaty okreslone dla przypadku trajektorii zdegenerowanej do punktu.
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Przyjmijmy, ze funkcja wyjscia (4.25) wyrazona jest za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:

h(q) = k11(q1 — Cﬁl) + k12(q2 — qg)a (4.41)

gdzie h € R oraz k1, k12 przyjmuja wartosci ze zbioru {0, 1}.
Wyznaczmy kolejne pochodne funkgji (4.41), dla obiektu opisanego dynamika (4.23):

h=L;h (4.42)
h = Lih+ LyLghv. (4.43)
W celu odsprzegania dynamiki (4.43) zdefiniujmy nastepujacy sygnat wejéciowy v € R!
v=(LgLsh)~'(u— L3h), (4.44)
wraz z pomochniczym wejsciem zdefiniowanym przez
u=—KqLth— Kph, (4.45)

przy czym K, K4, s3 dodatnimi wzmocnieniami.

Z réwnania (4.30) wynika, ze jako wyjscia czesciowo linearyzujace mozna wzig¢ dowolng funkcje
h taka, dla ktérej LyL¢h #0dlaz € X C R*.

4.3.2 Dynamika uktadu zamknietego

Przedstawmy ogdélng posta¢ dynamiki uktadu zamknietego, uwzgledniajaca propozycje sterowania

z rozdziatu 4.3.1.

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Wprowadzajgc zmienne stanu

1 = h(Q)7 m = Qpa (4.46)
2z = h(q), o= dp,
dynamike uktadu zamknietego mozemy zapisa¢ w nastepujacej ogdlnej postaci

21 = 2

o= Iy

m o= (4.47)

= =My (Mav+ pp + Gp)

y1 = z1.

LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO

Wprowadzajac zmienne stanu

mo= f_L(Q)a 21 = {ba; (4.48)
n2 = hig), 22 = {as '
dynamike uktadu zamknietego mozemy zapisa¢ w nastepujacej ogdlnej postaci
mo o= 1m0
i = h
2 = 29 (4.49)
2 = _Mll (Mp1vi + pp + Gp)

noo= m.
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4.3.3 Czesciowa linearyzacja dla robota typu Pendubot

PrzejdZmy do analizy czeSciowej linearyzacji dla pierwszego ze scenariuszy, w ktérym zaktadamy,
ze napedy umieszczone s3 w pierwszym ztgczu, zgodnie z rysunkiem 4.2b. Szczegdtowy postaé
réwnania dynamiki (4.3)-(4.4) dla analizowanego wahadta mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie

{ mugi +mizfe +m + G =71 (4.50)
ma1G1 + mazds + p2 + G2 =0, (4.51)
gdzie:

Ga =G,  Gp = Go,
oraz

Mp = maa, Mg = mo1, pp=p2, Gp=Go,
Mpo = mya, Mo =ma1, pa=p1, Go=G1.

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Dla modelu (4.50)-(4.51) czeSciowo zlinearyzowany system (4.11)-(4.12) mozna przedstawi¢ w szcze-
gbtowej postaci jako:

G = v
.. _ 4.52
{ Go = —my (Mmayv+ po + Ga). (4.52)
Wprowadzajac wektor stanu:
z = lq1,wi, g2, wa]" (4.53)
7 ma1 .
oraz J; = ———, otrzymamy model wahadta w postaci:
oy
Q1 w1 0
w1 0 1
. = + . 4.54
2 ws 0 (4.54)
Wy —myy (k2 + G2) J1
——
f(z) 9(z)

DYNAMIKA ZEROWA

Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.3.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla nastepujacej postaci funkcji wyjscia.

PRzZYKEAD.  Przyjmijmy, ze wspbtczynniki funkcji (4.41) sa nastepujace:
ki1 =0, kip=1. (4.55)
Réwnanie (4.30) przybiera wiec postac
v = lu, (4.56)
gdzie sygnat u dany (4.33) mozemy zapisaé jako
u=—Kqg — Kp(q1 — ¢) = v, (4.57)
natomiast zmienne stanu (4.46) przybieraja forme
21 = q—qf zg = q:1 (4.58)
mo o= q 2 = g2

Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.40) zostaty okreslone dla przypadku trajektorii
zdegenerowanej do punktu:

(@4t qf) = (0,0.3), (4.59)
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to dynamika (4.47) przyjmuje postac

zZ1 = 292
22 = _szl — KdZ2
mo o= 1m0 (4.60)
Mo = —may (2 + G —may (Kpz1 + Kg22))
Uy = 1.
W postaci macierzowej powyzsze réwnania mozemy zapisaé jako
z = Az (4.61)
n o= wig,z 1) (4.62)
g = Cz (4.63)
dla ktérej z = [21, 22]T, n = [n1,7m2]", zaé macierze A i C okreslone sa przez
0 1
A_[—Kp _Kdl, C=1[10], (4.64)

natomiast dynamika wewnetrzna dana jest funkcja 7:

. 2
_ ) , 4.65
g [ —mayy (g + Go — ma1 (Kpz1 + Kgz2)) 1 (4.65)
Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.59) zaleznos$¢ 1 z (4.65), tj.

Mo = —m2_21 (IU,Q + Goy — mgl(Kp21 + KdZQ))

(4.66)

=% ,q1=qf
redukuje sie do
T2 = gsings. (4.67)

Finalnie, zaleznoé¢ (4.65) zdefiniowana jako:

@] 2
SOEEN

jest poszukiwang dynamika zerowa.

STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ — Przywotajmy twierdzenie dotyczace sta-
bilnosci ukfadu petnego oraz zredukowanego, z uwzglednieniem kwestii dynamiki zerowej [81].

Twierdzenie 4.3.1

Rozwazmy system opisany réwnaniami (4.61)-(4.63). Zatézmy, ze w(0,n,t) =0dlat > 0,
t.j. (0,m0) jest punktem réwnowagi catego systemu (4.61)-(4.63), oraz 79 jest punktem
rownowagi dynamiki zerowej danej wzorem (4.68). Zatézmy takze, ze A jest macierza Hur-
witza. Wtedy punkt (0, 79) catego systemu (4.61)-(4.63) jest lokalnie stabilny (lub lokalnie
asymptotycznie stabilny, lub niestabilny) jesli punkt g jest lokalnie stabilny (lub lokalnie
asymptotycznie stabilny, lub niestabilny) dla dynamiki zerowej danej zaleznoscia (4.68).

\. J

Kluczowym wnioskiem ptynacym z tego twierdzenia jest fakt, ze wtasnos$¢ lokalnej stabilnosci
petnego systemu moze zostaé okreslona na podstawie dwdch systeméw o zredukowanym rzedzie,
tzn. (4.61) oraz (4.68).

Dokonajmy linearyzacji dynamiki (4.68) celem okreSlenia jej stabilnosci w otoczeniu punktu réw-
nowagi, dla & = [g2, go]”

on 0 1 0 1
Y= 0% |2=0 — [cosqg 0] @=0 [1 O] ' (4.69)
42=0 G2=0
Wartoéci whasne wyrazenia (4.69): eig(Y) = [~1, 1]7 pozwalaja postawi¢ hipoteze o braku sta-

bilnosci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.
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Wyznaczmy w sposéb jawny rozwigzanie réwnania (4.68). Wprowadzajac nowe zmienne

g2 = X1, G2 = X2,
mamy:
dx1 dx2 . dx1 dx2 .
A X2+ 22 _ gsinxi, = fa . oX = gsinxi1dx1 = x2dx2.
dt dt X2 gsin x1

W wyniku otrzymujemy

1
—geosx1 = 5x3+ O

co jest tozsame z

1.
—gcosqa = iq% + C4.

Ostatecznie

G2 = £v/—2g cos g2 + Ca. (4.70)

Wynikiem catkowania wyrazenia (4.70) jest funkcja eliptyczna. Rysunki 4.4 i 4.5 stanowig gra-
ficzng interpretacje otrzymanego wyniku, uzyskana droga numerycznych symulacji, dla réznych
zestawdw warunkéw poczatkowych. Przyjeto horyzont czasu Tgy, = 10s. Czerwony okrag o ozna-
cza poczatek trajektorii.

c) d)

Rysunek 4.4: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla nastepujacych warunkéw poczatkowych:

a) [QQaCD] == [07_1]1 b) [Q27QZ] == [07 1]! C) [QZaCIé] == [_170]1 d) [Q%Qﬂ == [170] Znacznik o
oznacza punkt poczatkowy.

LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO

Zamiast linearyzowa¢ aktywny stopien swobody g1 mozemy rozwazy¢ linearyzacje pasywnych stop-
ni go wykorzystujac nieliniowe sprzezenie zwrotne.
Dla modelu (4.50)-(4.51) cze$ciowo zlinearyzowany system (4.20)-(4.21) mozna przedstawi¢ w szcze-
gbtowej postaci jako:
{ G = —ma (maav + ps + Ga). (4.71)
qg = Vv
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Rysunek 4.5: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla dla nastepujacych warunkéw poczatko-
WyCh: g2 € (—TFJT)»QQ =0,

Wprowadzajac wektor stanu:

z = [q1,wi, g2, wa] " (4.72)
oraz Jp = —@, otrzymamy model wahadta w postaci:
ma1
@ | 0
o T e (4.73)
q2 w3 0
wa 0 1
f(@) 9(z)

W powyzszym przypadku pasywne stopnie swobody g2 zostaty zlinearyzowane i odsprzezone od
reszty uktadu.

DYNAMIKA ZEROWA

Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.3.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla nastepujacej postaci funkcji wyjscia.

PRzZYKLAD. Przyjmijmy, ze wspdtczynniki funkcji (4.41) sa nastepujace:
kll = O, 1{212 =1. (474)
Réwnanie (4.30) przybiera wiec postac
v = lu, (4.75)
gdzie sygnat u mozemy zapisa¢ jako
u = —Kd(jg — KP(QQ — qg) =V, (476)
natomiast zmienne stanu (4.48) przybieraja forme
4= a 2 = (w77)
m = q2—4q3 mn = Q2.
Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.40) zostaty okreslone dla przypadku trajektorii
zdegenerowanej do punktu:

(@.d3.48) = (0,0,0), (4.78)
to dynamika (4.49) przyjmuje postac
mo= 1m0
2 = —Kpym — Kan
4 = » (4.79)

9 —m3; (p2 + G2 — maa(Kpm + Kanp))

Yy = ni-
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W postaci macierzowej powyzsze réwnania mozemy zapisaé jako

0 o= Ap (4.80)
z = S(qQ’naZat) (481)
gy = Cn (4.82)
dla ktérej z = [21, 22]T, n = [n1,m2)7, za$ macierze A i C okre$lone sa przez
0 1
A_[—Kp _Kd], C=1[10], (4.83)
natomiast dynamika wewnetrzna dana jest funkcja 7:
. 29
z = _ . 4.84
l —miy (p1 + G1— mai (Kpm + Kana)) ] (4.84)
Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.78) zaleznos$é 1 z (4.84), tj.
2o = —my (p2 + G2 — maa(Kpm + Kam2))| ., (4.85)
42=45,92=q4y
redukuje sie do
20 = Bgcosqr. (4.86)

a2
Finalnie, zaleznos¢ (4.84) zdefiniowana jako:

: qQ 2
=| . | = 4.87
: [ il ] [ %QCOSCH ] ( )
jest poszukiwana dynamika zerowa.

STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ Dokonajmy linearyzacji dynamiki (4.87)
celem okreslenia jej stabilnoéci w otoczeniu punktu réwnowagi, dla & = [q1,¢1]7

0z 0 1
Y=ol = [_925 o} (4.89)
@1=0 ?
Wartoéci wiasne wyrazenia (4.88): eig(Y) = [—1.9809i, 1.9809i]7 nie pozwalaja jednoznacznie

oceni¢ stabilnosci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.
Stabilnos¢ te mozna okresli¢ poprzez formalne rozwiazanie rownania dynamiki podobnie jak miato
to miejsce dla przypadku linearyzacji typu skojarzonego.

Ostatecznie otrzymujemy
(jl =+ Q%Q sin q + C. (489)

Graficzna interpretacja rozwigzania dynamiki zerowej w postaci portretu fazowego przedstawiona
zostata na rysunku 4.6.

Rysunek 4.6: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla dla nastepujacych warunkéw poczatko-
wych: q1 € (—m,7),41 =0,
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4.3.4 Pendubot — sterownik energetyczny

Przywotajmy idee stojaca za sterowaniem energetycznym dla robota typu Pendubot. Block [10]
zaproponowat strategie sterowania dla Pendubota bazujaca na dwéch algorytmach. Do rozwigza-
nia zadania podniesienia wahadfa (swing-up) zastosowano technike czeSciowej linearyzacji przez
sprzezenie zwrotne [85]. Natomiast do rozwigzania zadania stabilizacji uzyto technik linearyzacji
wokodt zadanego punktu réwnowagi za pomoca regulatora LQR. Sterownik zaproponowany w pra-
cy [21] nie opiera sie na technikach linearyzacji, lecz odwotuje sie do pasywnosci Pendubota oraz
wykorzystuje podejécie energetyczne.

Przypomnijmy model niedosterowanego robota o dwdch stopniach swobody, przedstawionego
w rozdziale 2.2.4. Jego catkowita energia mechaniczna dana jest zaleznoscia

E = 3¢"M(q)q+ K(q)
= 34" M(q)q+ asgsing, + asgsin(q + g2).
Dla pozycji wyprostowanej z rysunku 4.3a, dla ktérej (¢, G)top = (q1,41, G2, G2) = (5,0,0,0) otrzy-
mujemy

(4.90)

E (5,0,0,0) = Etop = (a4 + as)g. (4.91)

Nadrzedny cel sterowania mozna zdefiniowaé jako stabilizacje robota wokét jego gdrnego niesta-
bilnego potozenia réwnowagi (¢, §)top-
Zatézmy, ze spetnione s3 nastepujace warunki:

c1) 41 =0
c2) E(q,q9) = (as + as)g.
Wtedy

E(g,q) = $m22d3 + asgsing + asgsin(q + ¢2) = (as + as)g. (4.92)

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze jesli q1 # 5 wtedy g2 > 0.
Jezeli do warunkéw c1) i c¢2) dotaczymy warunek

c3) q1 =73,
to na podstawie zaleznosci (4.92) mozemy zapisaé nastepujace réwnanie

3M22d5 = asg(1 — cos qa). (4.93)
Definiuje ono trajektorie odpowiadajaca orbicie homoklinicznej, co oznacza, ze pozycja katowa
zfacza drugiego porusza sie zgodnie lub przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara, do momentu
gdy osiggnie ono potozenie réwnowagi okreslone przez (qo,d2) = (0,0). Tak wiec cel sterowania
swing-up mozna rozumie¢ jako przyciagganie trajektorii stanu ukfadu do orbity (4.93) przy ¢ =0
oraz q1 = 3.
Zapewniajac zbieznos$é do podanej orbity homoklinicznej, gwarantujemy, ze trajektoria stanu znaj-
dzie sie w obszarze przyciggania sterownika odpowiedzialnego za stabilizacje.
W pracy [21] zauwazono, ze dzieki wtasno$ci pasywnosci systemu przy projektowaniu sterowania
typu swing-up pomocnym moze by¢ uzycie energii catkowitej E (4.90).
Wprowadzono definicje nastepujacych btedow:

Q= q-3, (4.94)
E = FE— Eip, (4.95)

ktére wraz z g1, w procesie sterowania maja zosta¢ sprowadzenie do zera.
Sterownik podany w [21] mozna przedstawi¢ w postaci

! (—k?DéF(Qa q) — Da(q1 + k’P(jl)) ; (4.96)

= _—_—""®&=
DokpE + kp

2
gdzie kg, kp, oraz kp oznaczaja dodatnie parametry, Dy = a3 — Z—g cos? qa,

F = asazsinga(d1 + q'g)2 + a§ sin g9 cos ng'f + agasg cos g cos(q1 + q2) — azaggcosqr. (4.97)
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Warto przypomnieé, ze formuta (4.97) wynika z wyznaczenia ¢; z réwnania (2.14) dla Pendubota,
tj.
1
j1 = ————— F(q,q)). 4.98
q1 det (M) (a2mi + F(q,4q)) (4.98)
Bardziej szczegdtowe rozwazania, oraz analiza stabilnosci uktadu zamknietego z wykorzystaniem
funkcji Lyapunowa znajduja sie w pracy [21].

Chcac zrealizowaé zadanie stabilizacji Pendubota w otoczeniu gdérnego niestabilnego potozenia
rownowagi (¢, ¢)top, Sterownik powinien zosta¢ zastapiony innym, ktéry zagwarantuje (lokalnie)
asymptotyczna stabilnoéé tego punktu réwnowagi. Sterownik taki moze zostaé opracowany na
wiele sposobdéw, np. przy uzyciu metody LQR, ktéra zapewnia lokalng wyktadnicza stabilnoséé
gbrnego potozenia réwnowagi.

WARUNKI STOSOWALNOSCI

Analiza funkgji Lyapunova zaprezentowana w pracy [21] wskazuje na szereg ograniczen dotyczacych
zakresu stosowalnos$ci przedstawionego algorytmu.
Zaproponowana funkcja Lyapunova jest postaci

. kg ~ . kp . kp
V(g.9) = 5 B(a,9)* + 50f + -Gt (4.99)
W pracy wykazano, ze uktad pod dziataniem zaproponowanego sterowania nie osigga osobliwosci,

jezeli spetnione sg nastepujace warunki:

- kp — e
B < , 4.100
B < 22 (4.100)
oraz
~ ) kp — ¢
|E| < ¢ =min (2a49,2asg, . (4.101)
kpai

Ze wzgledu na to, ze funkcja V (4.99) musi by¢ nierosnaca, wyrazenie (4.101) jest spetnione, jesli
warunki poczatkowe sg tak wybrane, ze

2
V(0) < 5 (4.102)
Nalezy zauwazyé, ze state 2a49, 2as5g, ];;1;;16 nie zalezg od konfiguracji robota.

Wyrazenie V(0) przyjmuje postac:
V(0) = 2£(E(0) — Erop)® + 2247, (4.103)

dla E(0) = asgsinq + asgsin(q1 + ¢2).

W zwiazku z tym spetnienie zaleznosci (4.102) zalezy wytacznie od wartosci poczatkowych (q1, g2)
oraz nastaw regulatoréw kp i kg.

Rysunek 4.7 przedstawia zakres warunkéw poczatkowych dla ktérych (4.102) jest spetnione. Przy-
jeto model, ktérego parametry opisano w rozdziale 7.1, natomiast poszukujac rozwigzan, w zalez-
nosci (4.103) dokonano 50 zmian parametréw kp, kg dla przypadku ,a)" oraz 100 zmian dla ,b)".
Z rysunku 4.7 jasno wynika, ze metoda zaproponowana w pracy [21] nie gwarantuje spetnienia
warunkéw na istnienie funkcji Lyapunova w catym zakresie katéw ¢q; € (—7,7), q2 € (—m, ),
w wyniku czego zaproponowane prawo sterowania ma jedynie charakter lokalny.

4.3.5 Czesciowa linearyzacja dla robota typu Acrobot

PrzejdZmy do analizy czesciowej linearyzacji dla drugiego ze scenariuszy, w ktorym zaktadamy, ze
napedy umieszczone s3 w drugim ztaczu, zgodnie z rysunkiem 4.2a. Szczegdtowa postaé réwnania
dynamiki (4.3)-(4.4) dla analizowanego wahadfa mozemy zapisaé wiec w nastepujacej formie

mi1G1 +migge + p1 +G1 =0 (4.104)
mo1Gr + mozdo + p2 + Go =T, (4.105)
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q2 [deg]
q2 [deg]

-150 -100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0
a) a1 [deg] b) a1 [deg]

Rysunek 4.7: Warunki dla ktérych (4.102) jest spetnione.

gdzie:

qa:d2> Qp:dla

oraz
Mpy = myy1, Mg =mi2, pp=p1, Gp=Gy,
Mps = mo1, Muz = ma2, pg = 2, Gq=Ga.

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Dla modelu (4.104)-(4.105) czeSciowo zlinearyzowany system (4.11)-(4.12) mozna przedstawi¢
w szczegbtowe] postaci jako:

G = —mpy (migv+ 1 + Gi) (4.106)
Go = .
Wprowadzajac wektor stanu:
z = [q1, w1, q2, wa]" (4.107)
= mio .
oraz J; = ———, otrzymamy model wahadta w postaci:
mi1
g1 ) w1 Q
Wy | | —my (11 + G1) I A (4.108)
q2 w2 0
) 0 1
——
f(=) g(x)

DYNAMIKA ZEROWA

Odwotujac sie do zaleznosci opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.3.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla nastepujacej postaci funkgcji wyjscia.

PrzYKEAD 1. Przyjmijmy, ze wspdtczynniki funkcji (4.41) s3 nastepujace:
kii =0, k=1 (4.109)
Réwnanie (4.30) przybiera wiec postad
v = lu, (4.110)
gdzie sygnat u dany (4.33) mozemy zapisaé jako
u=—Kago — Kp(qa — q3) = v, (4.111)
natomiast zmienne stanu (4.46) przybieraja forme

2 = q—q§ 2 = o (4.112)
m = q 2 = q.
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Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla sterowan (4.111) zostaty okreslone dla przypadku
trajektorii zdegenerowanej do punktu:

(. d.48) = (0,0,0), (4.113)
to dynamika (4.47) przyjmuje postac

zZ1 = 22
Z9 = —Kpz1 — Kgzo
771 = 12 (4.114)
e = —myt (u+Gr—mia(Kpz1 + Kgza))
Y2 = z1.
W postaci macierzowej powyzsze réwnania mozemy zapisaé jako
z = Az (4.115)
o= wlge,zn1) (4.116)
j = Cz (4.117)
dla ktérej z = [z1, 22]", n = [n1,7m2]", za$ macierze A i C okreslone sa przez
0 1
A= [ K, —Kd]’ C =[10], (4.118)

natomiast dynamika wewnetrzna dana jest funkcja 7:

. 2
_ ) , 4.119
77 [ —myy (p1 + G1 — mia(Kpz1 + Kgz2)) 1 ( :

Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.113) zaleznos$¢ 19 z (4.119), tj.

iz = myy (+ G —mip(Kpz + Kaz))| (4.120)
92=45,92=q5
redukuje sie do
T2 = X COSq (4.121)
— +as
dla x = 7a1-7-22-7-2a3' .
Finalnie, zaleznos¢ (4.119) zdefiniowana jako:
: Q1 12
=5 | = 4.122
K [ a1 ] X oS q1 ] ( )

jest poszukiwana dynamika zerowa i ma posta¢ analogiczna do (4.87).

STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ  Dokonajmy linearyzacji dynamiki (4.122)
celem okreélenia jej stabilnosci w otoczeniu punktu réwnowagi dla & = [q1,¢1]7

on 0 1 0 1
Y = — = = . 4.12
0% |m=0 —x sin ¢1 0] Gg=x l—l O] (4.123)
G1=0 .2
¢1=0
Wartosci wihasne wyrazenia (4.123): eig(Y) = [~14, 1i]7 nie pozwalaja jednoznacznie oceni¢

stabilno$ci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi. Rozwigzanie réwnania (4.122) jest
analogiczne jak w przypadku robota typu Pendubot i linearyzacji typu nieskojarzonego.
Graficzna interpretacja rozwiazania dynamiki zerowej w postaci portretu fazowego przedstawiona
zostata na rysunku 4.8 i 4.9.

PrzykraD 2. Rozpatrzmy zagadnienie dynamiki zerowej dla obiektu o dynamice wewnetrzne;j
danej zaleznoscig (4.119). Przyjmijmy zgodnie z [81], ze trajektoria referencyjna dla ogniwa 2
bedzie funkcja predkosci ¢; ogniwa pierwszego:

2
¢d = = arctan 1. (4.124)
T
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c) d)

Rysunek 4.8: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla nastepujacych warunkéw poczatkowych:
a) [q1,q1] = [0,-2], b) [¢1,¢1] = [0,2], ©) [q1,d1] = [-2,0], d) [q1,¢1] = [2,0]. Znacznik o
oznacza punkt poczatkowy.

Rysunek 4.9: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla dla nastepujacych warunkéw poczatko-
wych: ¢; € (—m,7m),¢1 =0,

W literaturze mozna spotkac sie z okresleniem, ze zastosowanie powyzszej formy trajektorii refe-
rencyjnej stanowi odpowiednik sterowania energetycznego, przedstawionego w rozdziale 4.3.4.

Obliczajac pierwsza i druga pochodna sygnatu ¢§ z réwnania (4.124) otrzymujemy

o 1 Doy /Do i G |
d _ o ad _ a( 41411 (3)>‘ (4.125)

R T (I W

Nastepnie podstawiajac (4.124) oraz (4.125) do (4.119) mamy

) _ _ 2a (=211 I
0) = —mi w1 + G1] — miim ( St . =0, 4.126
112(0) 11 [ 1] 112 T 1 +q%)2 1+q%Q1 ( )
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co ostatecznie pozwala zapisaé

20 (M2 (qs mi2(q)dn ..

o ( 1 +(Z§)q§3> -2 iqqg%))qz qg> o+ Gy =0. (4.127)
Graficzna interpretacja rozwiazania dynamiki zerowej w postaci portretu fazowego przedstawiona
zostata na rysunku 4.10. Z rysunku tego wynika, ze dynamika zerowa dana zaleznoscig (4.127)
dla rozwazanego ukfadu jest autonomicznym nieliniowym systemem trzeciego rzedu oraz ma ta
ceche, ze jej rozwigzanie zmierza do +00 lub —oo, czyli jest niestabilna.

c) d)

Rysunek 4.10: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla nastepujacych warunkéw poczatkowych:
a) [qla ql] = [07 _2]1 b) [ql’(h] = [O’ 2}1 C) [QD Q1] = [_2’ O]' d) [Q17q1] = [2’ 0] Znacznik o oznacza
punkt poczatkowy; ¢ = 0 dla kazdego z przypadkéw.

LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO

Dla modelu (4.104)-(4.105) czesciowo zlinearyzowany system (4.20)-(4.21) mozna przedstawi¢
w szczegbtowe] postaci jako:

G = v
. - 4.128
{ o = —mp (muv 4+ Gh). ( )
Wprowadzajac wektor stanu:
x = [q1, w1, g2, wa]" (4.129)
5 mii .
oraz Jo = ———, otrzymamy model wahadta w postaci:
mi2
qQ wy 0
w1 0 1
. = + V. 4.130
2 wa 0 ( )
W9 —mﬁl (11 + Gh) Jo
——
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DYNAMIKA ZEROWA

Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.3.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla nastepujacej postaci funkgcji wyjscia.

PRzZYKEAD.  Przyjmijmy, ze wspbtczynniki funkcji (4.41) sa nastepujace:
ki1 =1, ki2=0. (4.131)

Réwnanie (4.30) przybiera wiec postac

v = lu, (4.132)
gdzie sygnat u mozemy zapisaé jako
u=—Kqg1 — Kpq1 =, (4.133)
natomiast zmienne stanu (4.48) przybieraja forme
4T 2o n (4.134)
m = q—4q 2 = q1.

Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla sterowan (4.133) zostaty okre$lone dla przypadku
trajektorii zdegenerowanej do punktu:

(. dtat) = (0,0,%), (4.135)
to dynamika (4.49) przyjmuje postac
m o= 1
2 = —Kpym— Kanp
Ho= (4.136)
Z = —miy (m+ G —mn(Kym + Kan))
Y1 = m.
W postaci macierzowej powyzsze réwnania mozemy zapisaé jako
W o= Ap (4.137)
2 = s(q,n 21) (4.138)
j = Cn (4.139)
dla ktérej z = [21, 22]T, n = [n1,7m2)7, zaé macierze A i C okreslone sa przez
0 1
A= [ K, Kd]’ C=[10], (4.140)

natomiast dynamika wewnetrzna dana jest funkcja 7:

. 29
z= _ . 4.141
l —myy (1 + G1— mu (Kpm + Kana)) 1 ( )

Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.135) zalezno$¢ 7, z (4.141), tj.

iy = —mpy (1 + G1— ma (Kpym + Kan))

(4.142)

ah=¢t.q=q¢
redukuje sie do
as sin g

g = ————————— 4.143
2 as + as cos g2 ( )

Finalnie, zalezno$¢ (4.141) zdefiniowana jako:

i = l a2 ] - [  aitng ] (4.144)

42 az2-+as cos g2

jest poszukiwang dynamika zerowa.
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STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ Dokonajmy linearyzacji dynamiki (4.144)

celem okreslenia jej stabilnoéci w otoczeniu punktu réwnowagi dla & = [g2, go]”
0% 0 1
Y=o = [ e o] (4.145)
oz g;;o az+a3

Wartoéci wtasne wyrazenia (4.145): eig(Y) = [~1.3018, 1.3018]7 pozwalaja postawi¢ hipoteze
o braku stabilnosci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.
Wyznaczmy w sposéb jawny rozwigzanie réwnania (4.144). Wprowadzajac nowe zmienne

42 = X1, G2 = X2,
mamy:
dx1 dx2 as sin go dx1 dxo )
dt = X2, dt = _ag—i—a—gcosqg’ = E ~  assings = gsinx1dx1 = x2dx2.

az-+ag cos g2

W wyniku otrzymujemy
as sin x1

L,
B e :/—d
2X2+ ! ag + as cos x1 X1

co jest tozsame z

a
X3 = a—51n|a2+agcosx1| +C
3

N | —

Ostatecznie

2
2 —:I:\/%ln\ag—i—agcosqg\—i—(}’. (4.146)
as

Graficzna interpretacja rozwigzania dynamiki zerowej w postaci portretu fazowego przedstawiona
zostata na rysunku 4.11.

Rysunek 4.11: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla dla nastepujacych warunkéw poczat-
kowych: g2 € (—m,7),¢2 =0,

4.3.6 Forma normalna

Zagadnienia opisane w rozdziatach 4.3.3-4.3.5 mozna podsumowaé w nastepujacy sposéb.
Rozwazmy uktad opisany réwnaniem

M(q)i+C(q,d)g+G(q) = F (4.147)
Dokonajmy dekompozycji wektora zmiennych konfiguracyjnych powyzszego uktadu na wektor
q=col(q1,q2) € Q1 X Q2 (4.148)

gdzie wymiar rozmaitosci konfiguracyjnej @; oznaczmy przez n; = dim(Q;) dla i = 1,2 oraz
n1 + no = n. Réwnanie ruchu Eulera-Lagrangea dla tego systemu moze zostaé zapisane w formie

alon) (o) = n

L (2

i A (4.149)
aloi) ~ (o) = 7

U
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gdzie L jest Lagranzianem, 7; s3 wejSciami sterujgcymi spetniajacymi jeden ze scenariuszy:
Al) 7 =1y € R™ jest wejsciem sterujgcym oraz 71 =0
A2) 7 =1 € R™ jest wejSciem sterujacym oraz 7 = 0.
Réwnania (4.149) moga zostaé zapisane w postaci

Mui(q)dn + Mi2(q)G2 + Mg, 4) = 7

Mar(q)Gr + M22(q)d2 + ha(q,q) = ™
gdzie h;(q, ¢) stanowia skfadniki zwigzane z sitami Coriolisa, od$rodkowymi i grawitacja.
W pracach [83, 84] wykazano, ze istnieje odwracalne przeksztatcenie wejécia w postaci

ktére transformuje dynamike (4.150) do postaci

(4.150)

G = w
= f(gw)+9g(qu (4.152)
G2 = we
11)2 = u

gdzie f(q,w), g(q) sa pewnymi funkcjami zawierajacymi sktadniki macierzy mas oraz h;(q, q).

FORMY NORMALNE DLA UKEADOW NIEDOSTEROWANYCH

W niedosterowanych uktadach mechanicznych wystepowanie jednego wejscia zaréwno w dyna-
mice czesci napedzanej jak i nienapedzanej utrudnia synteze algorytmu sterowania [60]. Ponizej
przedstawiono metode rozdzielenia tych dwdch podsysteméw wzgledem sygnatu sterujacego u
przy uzyciu globalnej zmiany wspétrzednych !

21 = ®(q1,¢2)

o = (f00) 0+ (00) e
§1 = @

S = wa,

ktéra transformuje uktad (4.152) do postaci unormowanej

21 = 29

Z = I(2,6,&)

& - & (4.154)
£ = u.

Zaletg postaci unormowanej (4.154) jest usuniecie sygnatu wejéciowego w podsystemie nienape-
dzanym. Dzieki temu uzyskuje sie strukture kaskadows, zilustrowanag na rysunku 4.12

A
y

| .
Ll_> f & > f i}» M(z.81,%2) 22 f 2 > f T

= — ] TT+

Rysunek 4.12: Posta¢ unormowana

Upraszcza to synteze sterowania dla uktadu niedosterowanego poprzez redukcje sterowania ory-
ginalnego ukfadu wysokiego rzedu do sterowania jego nieliniowym nienapedzanym podsystemem
nizszego rzedu. Ograniczeniem rozwazanej metody transformacji jest to, ze w ogblnym przypadku
nie mozna zagwarantowa¢ znalezienia analitycznej postaci funkcji ®(q1, ¢2), [60].

"Warunki istnienia tego przeksztalcenia opisano szczegdlowo w pracy [60]
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4.4 Transformacje zmiennych stanu dla wahadta 2 DOF przy uzyciu
pseudopredkosci

Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie i poréwnanie dwdch znanych w literaturze metod
opisu dynamiki robota o dwdch ztaczach obrotowych opartych na transformacji zmiennych stanu.

W opublikowanym w 2019 roku artykule [46] autorzy analizuja zagadnienie najwigkszego line-
aryzowalnego podsystemu dla uktadéw mechanicznych, ktére nie s w petni linearyzowalne. Swoje
przemyslenia ilustrujg na przyktadzie podwdjnego odwréconego wahadta typu Acrobot i Pendu-
bot, pozostajac jednakze jedynie na etapie rozwazanh teoretycznych oraz opisu matematycznego.
W konsekwencji nie pojawita sie jeszcze zadna praca autoréw dotyczaca symulacyjnej badz ekpe-
rymentalnej weryfikacji prezentowanej metody. Niniejszy rozdziat stanowi wiec w pewien sposob
uzupetnienie artykutu [46].

Drugim analizowanym podej$ciem jest formalizm zaprezentowany w pracach [33, 76] i wy-
korzystujacy koncepcje inercyjnych quasipredkosci znormalizowanych (QPZ). Podczas gdy arty-
kut [33] zawiera szczatkowe wyniki symulacyjne, oryginalna praca [76] ogranicza sie jedynie do
formut matematycznych. Niniejsza dysertacja ponownie stanowi wiec uszczegbtowienie rozwazan
z przywotanych prac, jak réowniez ich rozszerzenie o badania symulacyjne i eksperymentalne.
Kolejne podrozdziaty stanowig zaprezentowanie idei zawartych w przywotanych artykutach na
przyktadzie dwéch typéw robotéw Pendubota oraz Acrobota.

POJECIE QUASI-PREDKOSCI

W mechanice analitycznej predkosci uogdlnione (a wiec pochodne po czasie wsp6trzednych kon-
figuracyjnych) zastepowane s3 quasi-predkosciami, ktérych definicje przywotano ponize;.

Definicja 4.4.1

Rozwazmy uktad o NN stopniach swobody, ktérego potozenie okreslone jest za pomoca
wspotrzednych uogélnionych ¢, ..., qn. Niech predkosci punktédw uktadu opisane beda nie
predko$ciami uogdlnionymi ¢i,...,qy, lecz za pomoca ich pewnych kombinacji liniowych
ze wspotczynnikami, ktére sa funkcjami wspétrzednych uogdlnionych

N
vi =Y ai(q,- - an)di + ajo(qr,- - qn),  (G=1,...,N) (4.155)
=1

Wielkosci v; z réwnania (4.155) nazywamy quasi-predkosciami [30].

\

Catkujac predkosci uogélnione, otrzymuje sie wspdtrzedne uogdlnione (¢; = [ ¢;dt). W odrdznieniu
od predkosci uogdlnionych, ktére s3 pochodnymi wspdtrzednych uogdlnionych, quasi-predkosci
w ogdlnym przypadku nie daja sie przedstawi¢ jako pochodne wspétrzednych. To znaczy, ze nie
istnieja w postaci jawnej funkcje m; spetniajace zaleznos¢ m; = [ v;dt [27].

W ogdlnosci mozna stwierdzi¢, ze quasi-predkosci stosuje sie wtedy, gdy mozna uzyskal réw-
nania ruchu dogodniejsze do analizy. Moze to by¢ prostsza posta¢ réwnan ruchu, np. réwnania
opisujace dynamike bryty sztywnej, gdzie predkosci katowe zastepuja pochodne wzgledem cza-
su wspotrzednych uogdlnionych. Mozna tez zauwazyé, ze quasi-predkosci daja wiekszg swobode
wyboru zmiennych, a w niektérych przypadkach réwnania ruchu znacznie sie upraszczaja, gdy
quasi-predkosci zostang odpowiednio wybrane. Mozna zatem stwierdzi¢ szczegdlng przydatnosé
quasi-predkosci w budowie modeli dynamicznych uktadéw [32].

4.4.1 Posta¢ normalna i quasi-predkosci (PN-QP): Pendubot

Przejdzmy do analizy zachowania sie robota typu Pendubot, uwzgledniajac rozwazania z pra-
cy [46]. Stosujac sposéb linearyzacji czesciowej typu skojarzonego przedstawiony w rozdziale 4.3.3
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wynikowy model dynamiki Pendubota po transformacji mozemy przedstawi¢ w postaci

G = w
w; = U

Ypend : q; — (4.156)
Wy = _mg_gl (u2 + G2) + Ja(g2)u.

PROSTOWANIE POLA WEKTOROWEGO qg

Rozwazmy model dynamiki Pendubota ,enq dany zaleznoscig (4.156), oraz dokonajmy jego
alternatywnego zapisu w postaci

qg = w
w o= flgw)+g(qu.
gdzie ¢ = [q1, ¢2]", w = [wy, wo]T.
Poszukujemy przeksztatcenia zmiennych konfiguracyjnych
0 =9(q), (4.158)

dla ktérego model (4.156) mozna przedstawi¢ w formie normalnej, w ktérej pole wektorowe g
przyjmuje postaé g = [0,0,0,1]7.

(4.157)

Obliczmy kolejne pochodne zaleznosci (4.158):

i v v
i= %3;( q) + 90 =G0 (%) + 5% flgw) + Ggla). (4.160)
Na podstawie réwnania (4.160) dokonajmy wyprostowania pola wektorowego 8‘I’g(q).
W ramach prostowania pola poszukujemy rozwigzania nastepujacego uktadu réwnan
% % 0
[6312 35};] 9(q) = lll . (4.161)
dg1  0Og2
Otrzymujemy w wyniku:
O Oy
et I 0 4.162
o0 o0 (q2) = (4.162)
Oy . Oty
14+ — 1. 4.163
a7 an (q2) = (4.163)
Rozwigzujac powyzszy uktad réwnan uzyskujemy:
2 _ OY2 _
qu =1, oraz 8722 =0,
i na tej podstawie znajdujemy
1,[)2 = 02 =4dq1. (4.164)
Nastepnie, analizujac réwnanie (4.162):
Oy
- J. —1. 4.165
o () = (1.165)
W celu wyznaczenia 11 z powyzszego réwnania mamy
_ 1
dipy = —md%
co po scatkowaniu daje
/ T3 (s)ds + C, (4.166)

gdzie C' jest stata catkowania. W celu obliczenia C' podstawiamy réwnanie (4.166) do réwna-
nia (4.162) otrzymujac:
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0 @ 0 @
o (= [ s €) 4 (= [ s +C) ) = 0

oC oC

— — Jao(q2) ' a(q2) + o—J2(q2) =0

o0 2(q2) " J2(q2) %% 2(q2)
oCc  o0C
— 4+ —J =1 4.167
o1 Oqo 2(42) ( )

Z réwnania (4.167) wynika, ze funkcja C spetniajaca to réwnanie réwna jest C' = q;.
Ostatecznie funkcja 1 (4.166) wynosi:

a2
Yr=q— | Jy'(s)ds. (4.168)
0
Poszukiwane przeksztatcenie konfiguracji (4.158) przyjmuje koncowa forme
[91] — U(q) = lcﬂ - 12(92)1 , (4.169)
02 qn
gdzie
©
I(q2) = Jy " (s)ds. (4.170)
0

FORMA NORMALNA

Dokonajmy transformacji uktadu (4.156) do formy normalnej. W tym celu zdefiniujmy nowe zmien-
ne stanu !

01 = q— I2(q)
vT = wy — J{l(QQ)UJQ (4171)
b = @
V2 = Wi,
gdzie 0; i 2 maja postaé nowych konfiguracji, zas v; i vo wyrazaja quasi-predkosci, oraz I2(g2) =
02 ]y (s)ds, gdzie Jo(go) = —mayy man.
Przyjmujac nowy wektor zmiennych stanu = = [0, v1,60s,v2]7 oraz dokonujac podstawowych
przeksztatcen model dynamiki Pendubota przybiera postaé formy normalnej: i
91 = V1
7?1 = Oé’l)% + 5”17)2 + 7”% +1n (4 172)
0y = v9 '
@2 = u,

przy czym: a(gz) = “3H2, B(g2) = —2a(q2), ¥(q2) = %. n(ar, ¢2) = —%ﬁ;ﬁ)-

Warto zwréci¢ uwage, ze prawa strona réwnania opisujacego v; jest wielomianem drugiego stopnia
wzgledem vy i vy, przy czym wspdtczynniki tego wielomianu sa wytacznie funkcjami g1, g2 (lub

01,602).

LINEARYZACJA

Dynamika (4.172) moze zosta¢ zapisana w réwnowaznej formie jako:
i = f(2) + g(a)u, (4.173)
gdzie x = [01, vy, 02, v2]" jest nowym stanem, za$
U1
2 2
avi + Pvive + yvs +
f(ac) — 1 ﬁ 1U2 Y2 n , g(x) —
2
0

(4.174)

_ o O O

"Szczegdlowe wyprowadzenie przedstawiono w zaltaczniku A
"'Szczegblowe wyprowadzenia przedstawiono w zataczniku B
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Zdefiniujmy nowa zmienng z € R? oraz przeksztatcenie ¥(z):

21 h(:L‘)
z:= |z2| :=V(x):= |Lsh(x)| . (4.175)
zZ3 L?ch((ﬁ)

Réwnanie zlinearyzowanego tréjwymiarowego podsystemu w nowych wspdtrzednych ma postaé:
21 = Z2, 22 = Z3, 23 =V, (4.176)
gdzie v jest nowym sygnatem wejSciowym danym jako
3 2
v = Lih(z) + ulyLih(x). (4.177)
Po zastosowaniu procedury linearyzacji modelu dynamiki (4.173) zaproponowano sprzezenie linio-

we od stanu
v=—-Kz, (4.178)

gdzie K = [Kj, K9, K3] jest macierza wzmocnien wybrang tak aby uktad zamkniety (4.176) byt
stabilny wyktadniczo. Z tego wynika, ze

v lim z2(t) = 0. (4.179)
2(0)€Bg,e 0

WARUNKI LINEARYZACJI

W przypadku, gdy spetnione sa warunki linearyzacji w pewnej podprzestrzeni stanu, przeksztatcenie
(4.177) jest dyfeomorfizmem, co oznacza, ze istnieje rézniczkowalna zalezno$¢ odwrotna opisana

przez
1

_ 3

Przeksztatcenie (4.180) jest dobrze okreslone, gdy LgL?h # 0, a jego szczegbtowa postaé zalezy
od wyboru funkgji wyjscia h(x).

Rozwazymy wybér wyjscia h(z), ktéra maksymalnie linearyzuje (4.173). W publikacji [46] poka-
zano, ze funkcje te mozna znalezé w postaci h(x) = 61. W tej pracy proponujemy rozwazanie
bardziej ogdlnego przypadku poprzez zmiane punktu referencyjnego, tj. przyjmujemy nastepujaca
definicje

h(l’) = 91 — 91 (4.181)

ref?

gdzie indeks ref oznacza warto$¢ zadang wspotrzedne;.
Dla tak zdefiniowanej funkcji h(z) wyrazenie LgL?‘h zostato wyprowadzone w zataczniku B i dane
jest zaleznoscig (4.182), tzn.

LyL3h = Boy + 2yvs. (4.182)
Przeksztatcenie ¥(x) ma natomiast postac
01— 01,
U(z):= U1 . (4.183)

av? + Buivg + 02 + 1
Zbiér X okreslony jako
X ={a: LyL3h(z) # 0}, (4.184)
oznacza zbiér punktéw regularnych dla ktérych linearyzacja jest mozliwa. Z (4.182) wynika, ze
zbiér X w (4.184) mozna réwnowaznie okresli¢ w sposéb nastepujacy
X ={z: Pvy + 2yvy #0}. (4.185)

Na tej podstawie mozna zauwazy¢, ze w punkcie v; = vo = 0 punkty réwnowagi réwnania (4.173)
nie s3 regularne.
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Po przeprowadzeniu szczegdtowych obliczen dla wybranej funkcji h wyrazenie (4.182) moze zostaé
przedstawione jako
2 _k
LgLih(z) = pt (4.186)
gdzie k1 := 2a3 sin O (vaasz cos Oy — v1(az + agcoshs)) oraz ky = a3(as + agcos fa).
Zbiér punkéw nieregularnych mozna wiec okresli¢ jako pewna podprzestrzen stanu taka, ze dla
(02, v1,v2) € R3, zachodzi k1 = 0.

STEROWANIE HYBRYDOWE

Zgodnie z przedstawionymi Warunkami linearyzacji oraz z [46], rzad wzgledny funkcji h(x) w réw-
naniu (4.175) nie jest dobrze okrelony w otoczeniu v; = v = 0, tak wiec punkty réwnowagi
réwnania (4.173) nie sg regularne. Poniewaz w punktach nie bedacymi regularnymi zalezno$¢
LgL?h = 0, to z réwnania (4.180) wynika, ze sygnat sterujacy u staje sie nieograniczony. W konse-
kwencji nalezy uzy¢ innego algorytmu sterowania wokét equilibrium, celem ustabilizowania robota
w zadanej pozycji.

Biorac pod uwage powyzsze ograniczenie zaproponowano uzycie sterownika hybrydowego celem
stabilizacji robota w punkcie réwnowagi, jak opisano to w rozdziale 4.1. Proponowane prawo
sterowania dla Pendubota przyjmuje forme

. {uswing dla rozkotysania wahadta, (4.187)

Ustab  dla stabilizacji wokdt punktu réwnowagi,

tzn. uwzglednia dwa sterowniki sktadowe. Pierwsze oznaczone jako ugying i dane réwnaniem (4.180)
jest oparte o formalizm zaprezentowany w [46] i odpowiada za ruch wahadta w kierunku punktu
rébwnowagi (rodzaj wymachu). Gdy stan robota znajdzie sie w okolicy punktu réwnowagi, nastepuje
przetaczenie na sterownik liniowy dany zaleznoscig (4.188)

Ustab = — K (2, — T), (4.188)
ktérego celem jest utrzymanie robota w réwnowadze.
W réwnaniu (4.188) sktadniki 2, = [0,1,v,1, 02, vr0]T oraz K = [k ko ks k4] oznaczaja odpo-
wiednio referencyjne wartosci wektora stanu, oraz wzmocnienia regulatora.

UNIKANIE PUNKTOW OSOBLIWYCH

Jednym z ograniczen prezentowanej metody jest wystepowanie punktéw osobliwych. W punktach
nie bedacych regularnymi zaleznos$¢ LgLfch = 0 a w konsekwencji sygnat sterujacy u = Uswing
w (4.180) staje sie nieograniczony. Oznacza to, ze Pendubot nie moze by¢ zlinearyzowany cze-
$ciowo do 3 wymiarowego liniowego podsystemu (4.176) w punkcie réownowagi.
Implementujac sprzezenie (4.180) nalezy oblicza¢ na biezaco odwrotno$¢ sktadnika LgLfch. Jako,
ze ta odwracalno$¢ moze by¢ realizowana wytacznie dla z € X', w pozostatych przypadkach mozna
rozwazy¢ uzycie nastepujacej procedury odpornego odwracania skfadnika (4.182):
1 LgLihn
LyL%h ™ (LgL?h)2+€2,

(4.189)

oraz € > 0 jest parametrem projektowym.
Celem zobrazowania faktu, ze LgL?h przechodzi przez 0 dla typowych trajektorii bedacych rozwia-
zaniem dynamiki, przeprowadzono przyktadowa symulacje, ktérej wynik przedstawiono na rysun-
ku 4.13. Na rysunku tym mozna zauwazy¢, ze (4.182) wielokrotnie zmienia znak w zaktadanym
horyzoncie czasowym. Nalezy przy tym podkresli¢, ze oméwiona procedura lokalnie tamie idee
linearyzacji zaproponowana w pracy [46].

DYNAMIKA ZEROWA

Przejdzmy do analizy dynamiki zerowej systemu (4.172) dla funkcji wyjscia h(z) danej réwna-
niem (4.181).
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Rysunek 4.13: Wyrazenie LgL?ch podczas przyktadowej préby

Odwotujac sig do (4.179), tzn. dla z — 0 z zaleznosci (4.181) otrzymujemy 61 — 0y,.. Nastgpnie
majac na uwadze, ze Lyh = h — 0 oraz L}h = h — 0 otrzymujemy, ze v; — 0 oraz v; — 0.
Dalej rozwazmy réwnanie

01 = av? + fuivg + Y3+ =0 (4.190)
przy z — 0. Dla 2 = 0 formufa (4.190) redukuje si¢ do yv3 4+ 1 = 0. Pamietajac, ze vy = 6
mozna zapisa¢ 03 = —2, [63].
Uwzgledniajac powyzsze zaleznosci otrzymujemy wynikowa postaé jednowymiarowej dynamiki ze-

. i On — _n
rowej rozpatrywanego systemu w formie 0y = £, / 5 tzn.
;I 2aza5 cos(q1+g2)

gdzie g1 = 03, za$ ¢ jest rozwigzaniem pierwszego réwnania z (4.171) dla 6; = 6, i réwne jest

g2 = 2arctan ( ¥ a§;:§ tan ( Va3—a (01 — 92))) . (4.192)

az— 2a2

SYMULACJA DYNAMIKI ZEROWEJ
Zmieniajac iteracyjnie warto$¢ ga, wyznaczono rodzine funkgji reprezentujacych dynamike zerowa
(4.191) dla réznych warunkéw poczatkowych, co przedstawiono na rysunku 4.14a .
Symulacje dynamiki zerowej wykonano przy zafozeniu, ze zakres zmian go, = (—7, 7). Nastepnie
policzono kat 05, wg zaleznosci

02y = 01, + 12(q2,) (4.193)

dla 61, = 5. Wartos¢ catki z 0, wyznaczano pod warunkiem, ze wyrazenie podpierwiastkowe
w (4.191) jest wieksze od 0, za$ znak przed pierwiastkiem ma warto$¢ +.

Analizujac rysunek 4.14a zauwazalny jest bardzo waski zakres istnienia dynamiki zerowej, dla nie-
wielkiego zakresu warunkéw poczatkowych, jak réwniez bardzo krétki czas istnienia tejze dynamiki.

ZAKRES ISTNIENIA PRZEKSZTALCENIA (4.192)

Graficzna interpretacje réwnania (4.192) przedstawia rysunek 4.14b, tzn. przedstawia on zakres,
w ktorym istnieje rozpatrywane przeksztatcenie, przy zafozeniu statego kata ¢, = 5. Sytuacja
ta moze odpowiadaé pozycji wyprostowanej w goére dla pierwszego ztacza, przy zatozeniu qo = 0
— wtedy wartos¢ 61 = 6y — IQ(QQ) czyli 01 = 6,.

Nasuwa sie wniosek, ze mozliwos¢ wskazania warunkéw istnienia dynamiki zerowej ograniczona
jest dla bardzo waskiego przedziatu rzeczywistych katéw (g1, q2).

Catkujac réwnanie (4.191) otrzymamy zbidr rozwiazan, dla ktérych dynamika zerowa istnieje. Ze
wzgledu na fakt, ze warto$¢ podpierwiastkowa (4.191) moze zmieni¢ znak na ujemny w trakcie
ewolucji rozwigzania, "czas zycia” takiego potoku moze by¢ bardzo krétki, po czym trajektoria
systemu osigga punkty osobliwe i dynamika zerowa przestaje istniec.

Zbi6r wartosci (g1, g2) dla ktérych zachodzi zaleznos¢ (4.194)

2azas5 cos(q1+q2)
Bt > (4.194)



Rozdziat 4. Czesciowa linearyzacja manipulatoréw o n DOF 77

czyli istnieje dynamika (4.191) przedstawiono na rysunku 4.14c.

Warto zauwazyé, ze dla funkcji wyjscia h(z) zdefiniowanej zaleznosciag (4.181) projektant nie ma
wptywu na warunki istnienia dynamiki zerowej, poniewaz wynikaja one od konfiguracji Pendubota
i parametréw opisujacych jego dynamike (4.172).

T ., ”'“““Wﬁfﬂﬁfﬁﬁﬁﬂﬁﬁﬁm
E SZ E H}H{m Hfmliiuu,,.
S ol ~ s Hﬂﬂﬂlm.,. - WW
a) T Y 7 S S A

Rysunek 4.14: a) Przebieg zaleznosci 02 (t) dla réwnania (4.191), b) Interpretacja réwnania (4.192),
c) Zbi6r wartosci (q1, g2) dla ktérych istnieje (4.191)

4.4.2 Posta¢ normalna i quasi-predkosci (PN-QP): Acrobot

Rozwazmy dynamike Acrobota dang jak w rozdziale 2.2.4 oraz zastosujmy linearyzacje czeSciowa
typu skojarzonego, przedstawiong w rozdziale 4.3.5.

Catkowity model dynamiki Acrobota po tej transformacji mozemy przedstawi¢ w nastepujacej
postaci:

g1 = w
|
Sacr : dro= —myg (et G+ Ae)u (4.195)
q2 = w2
1[)2 = U.

FORMA NORMALNA

Dokonajmy transformacji powyzszego uktadu (4.195) do formy normalnej zgodnie z [46]. W tym
celu zdefiniujmy nowe zmienne stanu

0 = ¢ — L)

v = w; — Ji(g2)we

4.196
O = @ ( )
V2 = w2,

gdzie 07 i 2 maja postaé nowych konfiguracji, zas v; i vo wyrazaja quasi-predkosci, oraz I1(g2) =
o2 Ji(s)ds ™.
Dokonujac podstawowych przeksztatcen otrzymujemy:

91 = V1

01 = n+ Puvg

. 4.1

0 = 9 (4.197)
’[)2 = U.

przy czym (3(q2) = Q%Hag sin g2, n(q) = _#H[a4 cos q1 + as cos(q1 + q2)].

Wprowadzmy ponadto zmienng 0 bedaca pseudopredkoscia

~ U1
b = , 4.198
W) (4195
gdzie o(g2) > 0 dana jest zaleznoscia
92 B(s)ds
o(ge) = elo” PO = (4.199)

VSzczegbtowe wyprowadzenie przedstawiono w zalgczniku A
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Nalezy nadmieni¢, ze odpowiednie funkcje 5(g2), 7(q), oraz o(q2) moga by¢ wyrazone jako funkcje
nowych przeksztatconych konfiguracji (61,602) (jak ma to miejsce w zataczniku C), jednakze dla
uproszczenia zapisu postanowiono pozostaé przy zmiennych naturalnych q.

Przyjmujac nowy wektor zmiennych stanu = = [0, 91, 02, v2]7 model dynamiki Acrobota przybiera
posta¢ formy normalnej:”

é1 = 010(q2)
v = N
. 4.200
by — uy ( )
vy = u
dla ( )
- n\ai, g2
q1,92) = — - 4.201
7(q1, g2) o (0) ( )
LINEARYZACJA

W celu przeprowadzenia dalszej analizy dynamike (4.200) zapisuje si¢ w standardowej formie

= f(x)+ g(x)u, (4.202)
gdzie
1710' 0
7] 0
f@y=1 1 @)= (4.203)
2
0 1
Zdefiniujmy nastepnie nowa zmienna z € R3 oraz przeksztatcenie ¥ (z):
Z1 h(x)
z:= |z2| = V(x):= |Lsh(x)] . (4.204)
z3 Lfch(x)

Réwnanie zlinearyzowanego tréjwymiarowego podsystemu w nowych wspdtrzednych ma postaé:
él = Z2, 2'2 = Z3, 7;’3 =V, (4.205)

gdzie v jest nowym sygnatem wejSciowym danym jako

v = Lih(z) + uLyLih(x). (4.206)
W celu stabilizacji uktadu (4.205) zaproponowano sprzezenie liniowe od stanu
v=—-Kz, (4.207)

gdzie K = [K1, K9, K3] jest macierza wzmocnien wybrana tak aby uktad zamkniety byt stabilny
wyktadniczo. Z tego wynika, ze

\ lim z(t) = 0. (4.208)
2(0)€Bg e 00

WARUNKI LINEARYZACJI

W przypadku, gdy spetnione s3 warunki linearyzacji w pewnej podprzestrzeni stanu, przeksztatcenie
(4.206) jest dyfeomorfizmem, co oznacza, ze istnieje rézniczkowalna zalezno$¢ odwrotna opisana

przez
1

= ——(=L3h . 4.209

Przeksztatcenie (4.209) jest dobrze okreslone, gdy LgL?ch # 0, a jego szczegbtowa postaé zalezy
od wyboru funkcji wyjscia h(x).

YSzczegblowe kroki wyprowadzen dla réwnan (4.197) oraz (4.200) przedstawione sa w Zalaczniku C.
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Zatbézmy, podobnie jak ma to miejsce w pracy w [46], ze funkcja wyjscia h(z) jest okreslona jako:
h(z) = k1(6h — O1,) + ka0, (4.210)

gdzie 6, . oznacza pewn3 stafa.

ref

Dla tak zdefiniowanej funkcji h(x) wyrazenie LgL?eh zostato wyprowadzone w zataczniku C i dane
jest nastepujaca zaleznoscia

LyL3h = kio(62)3(02)01 + kp 2253:02) (4.211)
gdzie:
0G0 — 2500 sin(0y + 11(62)) + a5 (L2 +1) sin(61 + [1(62) + 02)
ol (02) _ o as+as cos f2
002 - ai+az+2as cosbs *

Przeksztatcenie W(z) ma natomiast postaé
ki1(61 — 01,.) + kot
‘I’(:C) = kl’lN)la(HQ) + kzﬁ(@l, 92) , (4.212)
L2h(x)

gdzie L3h(x) = k1o(02)7(01, 02) + k10(62)3(02)T102 + ko P12 510 (6r) + kp 215102

Z analizy réwnania (4.211) wynika, ze LgLfch %0 gdy:
2
* U1 7 3o(0)300)
* k2892 70
Ponadto warto zauwazy¢, ze w otoczeniu punktu réwnowagi (g1, g2) = (5,0) otrzymujemy naste-
pujace zaleznosci w réwnaniu (4.211):

0

o kio (%)Mh
0
o 01 =q — Litgs)”
1
o 201(02) _ _ astascosts” _ as+tag
00 - - a1+as+2as3
2 a1+az+2azcosts” 1

[ ] a4ah(92)sin 0 1 92))

. (3“(92) +1)sin(0r+ L(02) +02) —  oben- i1

1
1

Stad mozemy wnioskowaé, ze warunek LgL?h = 0 jest zawsze spetniony w otoczeniu punktu
réwnowagi (q1,¢2) = (3,0).

Dla przypadkéw (q1,q2) # (5,0) wykonano szereg testéw symulacyjnych i nie zaobserwowano
przejécia zaleznosci LgL?h przez punkt osobliwy. Nie uzyskano jednakze zadnej analitycznej za-
leznosci ktéra dowodzi unikania rozwigzan osobliwych, w zwigzku z czym nie mamy gwarancji,
ze sytuacja ta zachodzi globalnie. W przypadkach tych mozemy stosowaé techniki odpornego od-
wracania zaleznosci LgL?ch, opisane szerzej w podrozdziale 4.4.1 dotyczacym Unikania punktéw
osobliwych dla robota typu Pendubot.

DYNAMIKA ZEROWA

Przejdzmy do analizy dynamiki zerowej systemu (4.200) dla funkcji wyjscia h(z) danej réwna-
niem (4.210).
Odwotujac si¢ do (4.208), tzn. dla z — 0 otrzymujemy

. k
hz)=0 = &= —é(el — 01,
Biorac pod uwage pierwsze réwnianie z (4.200) otrzymujemy, ze
) i k
(91 =010 = 01 = _710.(91 — Glref)
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czyli wynikowa posta¢ dynamiki zerowej ma forme
k1

0= ——-0- (61 —01,). (4.213)
ko

Poniewaz ¢ > 0, to dla % > 0 na dynamice zerowej trajektoria 61 (¢) zmierza do 61 ., a wspdt-

ref?

czynnik zbiezno$ci moze by¢ zmieniany za pomoca stosunku parametréw projektowych %

SYMULACJA DYNAMIKI ZEROWEJ
Przyjmijmy, ze parametry ki i k2 w réwnaniu (4.213) dane s3 nastepujaco: k; = sin® ay, oraz
ko = cos? oy, gdzie oy, jest arbitralnie wybranym parametrem. Zatézmy ponadto, ze wyznaczono
warunek poczatkowy

01, = @1, — 11 (g2,) (4.214)
dla g2, = (=5, 5), przy q1, = 5. Zmieniajac iteracyjnie warto$¢ ga, wyznaczono rodzing rozwigzan
dynamiki zerowej (4.213), przedstawiong na rysunku 4.15.
Zgodnie z analiza teoretyczng mozna zaobserwowaé asymptotyczng zbieznos¢ trajektorii do punktu
01 ., Swiadczaca o ograniczonosci rozpatrywanej dynamiki zerowe;.

ref?

22F

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
czas

Rysunek 4.15: llustracja rozwigzania réwnania rézniczkowego (4.213) dla o = §

Dokonujac natomiast zmiany kata oy, = (0,%5) bedacego sktadnikiem parametréw ky i ko wyzna-
czono rodzine charakterystyk przedstawiong na rysunku 4.16.

Rysunek 4.16: Portret fazowy réwnania (4.213) dla ay = (—m,7)
W otoczeniu punktu 2, = g2, = 0 mozna przyjaé, ze o(qa,) = ﬁ = const, co oznacza, ze
dynamike mozna lokalnie aproksymowac przez réwnanie rézniczkowe
: k
1= =3, 7 (00 = 01), (4.215)

ktérego rozwigzaniem jest réwnanie (4.216) wyktadniczo zbiegajace do pewnego punktu statego.

k
01(t) = (61, — 01, )e =70 1 gy (4.216)

Witasciwo$¢ te potwierdza analiza trajektorii fazowych na rys. 4.16, gdzie mozna zaobserwowad, ze

w otoczeniu punktu réwnowagi trajektorie staja sie styczne do prostych o nachyleniu wynikajacych

ze wspbtczynnika 0(0)%.

ref*
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4.4.3 Synteza sterownika ug,, z wykorzystaniem PN-QP

Majac na uwadze cheé poréwnania dziatania réznych praw sterowania, wykorzystujacych czy to
zmienne naturalne, badz pseudopredkosci, oraz zawierajace w swojej strukturze sterownik linio-
WY Ugtap typu LQR, koniecznym jest uwspélnienie warunkéw wyznaczania wzmocnien takiego
regulatora. Ze wzgledu na rézny charakter obliczanego sygnatu sterujacego dla analizowanych
algorytméw, w tym dla rozwazanego w pracy [46] algorytmu opierajacego sie o pseudopredkosci,
ponizej przedstawiono sposdb doboru nastaw regulatora liniowego, by byt on zgodny z regulatorem
bazujacym na zmiennych rzeczywistych oraz rzeczywistym sygnale sterujacym 7.

Rozwazmy nastepujace przeksztatcenie stanu i wejscia:
&= P(x) (4.217)
u=H(z,T) (4.218)

gdzie:
r = [q,q4]" € R?™ — wektor stanu wyrazony w zmiennych naturalnych,
¢ =[q,v]T € R?™ - to nowy wektor stanu uwzgledniajacy pseudopredkosci,
P(x) € R?™*2n — opisuje transformacje zmiennych stanu,
H(x,7) € R — transformacja sygnatu sterujacego.
W otoczeniu punktu zadanego ¢.f, rozwiniecie w szereg Taylora zaleznosci (4.217) przyjmuje
postaé B
§ = P(zrer)@ + O(2) (4.219)

gdzie & = = — T, oraz O(#?) stanowi ciag reszt. Rozwazajac tylko czes¢ liniowa mozemy przyjaé,
ze

> 9P(x) -
§= —% oo Z. (4.220)
Podobnie mozemy zapisa¢ dla wejscia
~ _ OH(x) ~ OH (z) =
U= —5, — T+ = — 7. (4.221)

Zapiszmy kryterium optymalizacyjne dla zmiennych naturalnych
J=i'Qz + 7T R7 (4.222)

(@ oraz R sa macierzami wag dla odpowiednio stanéw oraz sygnatéw wejSciowych, a nastepnie
podstawmy odpowiednio

i = P (4.223)
o = H;15:+H;1% (4.224)
7 = H 'a- H,%) (4.225)

otrzymujac aproksymacje kryterium jakosci (4.222) w nowych zmiennych
J=E" Qs E+ 0" Ryu+Js (4.226)

gdzie

Qe=(P )T (Q+HI(H ) RH;'H,) P! (4.227)
Ry = (H Y RH! (4.228)

Js = =265 (PHWTHI(H- YT RH 4. (4.229)
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4.4.4 Quasi-predkosci znormalizowane (QPZ)

Standardowe réwnanie ruchu manipulatora mozna zapisaé jako
M(q)q+C(g,9) + G(q) = . (4.230)
Zapiszmy to samo réwnanie w wykorzystaniem quasi-predkosci znormalizowanych. Tego typu réw-
nania zaproponowali Jain i Rodriguez w pracach [36, 76].
Wprowadzmy nastepujace przeksztatcenie
v="L"(¢q)q (4.231)

definiujace zwigzek pomiedzy predko$ciami uogdélnionymi ¢ a nowo zdefiniowanymi quasi-predkosciami
znormalizowanymi v, gdzie

e v € RY — wektor quasi-predkosci znormalizowanych (QPZ),
o L(q) € RV*N — macierz (operator przestrzenny) wynikajaca z dekompozycji macierzy mas

M(q).

Macierz L™ (q) jest odwracalna i zawiera parametry mechaniczne manipulatora (inercyjne oraz
geometryczne) zawarte w macierzy mas M (q), zalezy od jego biezacej konfiguracji, oraz zwigzana
jest z macierza M w nastepujacy sposéb [32]:

M(q) = L(q) L™ (q). (4.232)
Odwotujac sie do réwnania (4.231) obliczmy pochodna wektora v wzgledem czasu, uzyskujac
v=L"(q)q+ L (), (4.233)
oraz wyznaczmy z réwnania (4.230) wektor §:
i = M~ (q)(~Clg,d) — Glg) + 7). (4.234)
Podstawmy wynik (4.234) do réwnania (4.233), otrzymujac
v =LT(q)q + L(q) (M~ (g)(~C(g,4) — G(g) + 7)) (4.235)
Dokonujac dalszych przeksztatcen mamy:
v+ LM 1C(q,¢) — LT ()¢ — L"M~'G(q) = LM~ '7. (4.236)

Wprowadzajac nastepujaca zaleznosé
x=LT"Mt (4.237)
w wyniku uzyskamy postaé dynamiki wyrazong w quasi-predkosciach, tj.
v+ xCla,4) — L (q)d + xG(g) = x7. (4.238)
Uwzgledniajac nastepujace relacje:

€ = XT (4.239)
C, = xCla,d)—L"g (4.240)
G, = xGlq) (4.241)

gdzie L7 (q) € RN*N to macierz pochodnych po czasie macierzy L(g), otrzymamy réwnanie
ruchu manipulatora uwzgledniajace QPZ, tj.

v+ Culq,v)+Gulq) =€ (4.242)

przy czym

o v ¢ RY — wektor quasi-przyspieszeh znormalizowanych,

e C,(q,v) € RN — wektor sit Coriolisa i sit odérodkowych w réwnaniach ruchu zawierajacych
QPZ,

o G,(q) € RY — wektor sit grawitacyjnych w réwnaniach ruchu zawierajacych QPZ,

e ¢ € RY — wektor quasi-sit znormalizowanych w réwnaniach ruchu zawierajacych QPZ.
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Mozna nadmienié, ze zdefiniowany powyzej sktadnik grawitacyjny G, (q) nie byt jawnie okreslony
w pracy [36].

Poréwnujac odpowiednie sktadniki réwnania (4.238) z réwnaniem (4.230), otrzymamy zaleznosci
(4.239-4.241), co dowodzi réwnowaznosci zaleznosci (4.230) oraz (4.242).

4.4.5 Manipulator 2 DOF wyrazony w QPZ

Réwnania ruchu manipulatora wyrazone w QPZ moga zostaé zapisane jako zestaw réwnan (4.231)
i (4.242) [33]. Co wazne, szczegbtowa posta tych réwnan moze sie rézni¢ w zaleznosci od zatozonej
formy dekompozycji macierzy mas M.

Rozpatrzmy dwie przyktadowe mozliwosci dekompozycji, opisane ponizej jako Przeksztatcenie |,
oraz Przeksztatcenie I, a przedstawione szczegdtowo w rozdziale D.

PRZEKSZTALCENIE 1

gdy macierz L jest macierza dolnotréjkatng. Oznacza to, ze macierz L' jest postaci V'

as + a3 Ccos g2
vD3 ————M—
v D3

T _

L* = . Dy Dy (4.243)

Ds

W rozwazanym przypadku iloczyn macierzy LT M~ przedstawia sie nastepujaco:
1
VD5 ’
_ 3

X = Vi Ds . (4.244)

VD1D2Ds  /D1D3Ds

DyYNAMIKA

Model dynamiki przy uwzglednieniu pseudo-predkosci dany jest zaleznoscig (4.242), dla ktére;
zastosowano przeksztatcenia (4.243) oraz (4.244) otrzymujac wektory C,(q,v) oraz G,(q) dane
odpowiednio réwnaniami ¥

a3 sin q2 [V D1D2 (*D3q'2((j1 + QZ) + qg(al =+ a3 cos qQ)) (4 245)

Cu(q,q _— . ,
V(@) D3+v/D1D>D3 —G3(D1 D3 + azD3 cos q2)

as cos(q1 + q2) + as cos 1
Gula) = g VDs : (4.246)

as cos(q1 + g2) (a1 + ag cos g2) — (az + az cos g2)ay cos

vV D1Dy D3

Wektor sterowan e dany zaleznoscig (4.239), tzn. € = x7, przyjmuje forme

€1 }) 0 1
— VD3
€9 ___mi2 D3 T
vVD1D2D3  +/D1D2Dg

czyli:

. VD , (4.247)

—Mmi2 3
VDD VDiDaDs

vViSzczegblowe wyprowadzenia znajduj sie w zataczniku E.1
Y"Szczegdlowe wyprowadzenia znajduja sie w zalaczniku E.1
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PRZEKSZTALCENIE 11

gdy macierz L jest macierza gérnotréjkatna. Oznacza to, ze macierz L7 jest postaci

L' = VD2 0 (4.248)
Va2 (1l +azzcosqz) /az ’

natomiast iloczyn macierzy LT M1

1 _az + a3 cos gz
x= | VD2 DivDy | (4.249)
0
v Dy

DYNAMIKA

Model dynamiki przy uwzglednieniu pseudo-predkosci dany jest zaleznoscia (4.242), dla ktérej
zastosowano przeksztatcenia (4.248) oraz (4.249) otrzymujac wektory Cy(q,v) oraz G, (q) dane
odpowiednio réwnaniami: V1!

1
_Diﬁ . . . . . 1 a73
Cula,w) = |~ sl )l {1+ cone) ] S )
Dy *agsinga(d1 + G2)d1
1
2 a
Golq) = g D, ? (_£a5 c?slqg cos(q1 + q2) + agcos q1) ] . (4.251)
Dy 2as cos(q1 + g2)
Wektor sterowalnﬁ € dan%rzaleinos’,ciq (4.239), tzn. € = x7, przyjmuje forme
as-+as3 cos qa
al _|ve: T wvDs | |7
= 1
€ 0 TD: T2
czyli:
1 as + as cos qo
VD: ' an/Ds  °
€= 2 | V2 : (4.252)
T2
VD1
WNIOSKI

Nalezy podkresli¢, ze wybdr Przeksztatcenia | lub Przeksztatcenia Il skutkuje inng szczegdtowa
postacig dynamiki.

W szczegblnosci warto zwrdci¢ uwage na rézne przeksztatcenia wejscia (4.247) i (4.252) opisujace
zalezno$ci miedzy 7 a €. Ma to istotne znaczenie w przypadku, gdu rozpatruje sie uktad me-
chaniczny (4.230), ktéry jest niedosterowany. Zagadnienie to rozwazymy dla struktury Pendubot
i Acrobot.

PRZYPADEK 1
Przyjmijmy sygnat sterujacy 71 = 0, ktéry odpowiada sytuacji tozsamej z wyborem modelu robota
typu Acrobot.

Skutkuje to postacia wektora e réwnej € = [ D3 ] 7o dla Przeksztatcenia I, lub dla Prze-
VD1 D2D3

_ as+azcosgy
ksztatcenia Il : € = [ azV Dy ] T
VD1

vVillSzczegdlowe wyprowadzenia znajduja sic w zataczniku E.2
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Nasuwa sie wniosek, ze wybor Przeksztatcenia | daje wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie mie-
dzy wektorami 7 i e. W przypadku Przeksztatcenia Il odwzorowanie wejScia mozna interpretowac
jako iniekcje, dla ktérej nie istnieje przeksztatcenie odwrotne miedzy 75 a sktadowymi nowego
wejscia €.

Prowadzi to réwniez do koniecznosci stosowania w opisie dynamiki Acrobota réwnan (4.245)
oraz (4.246).

PRZYPADEK 2

Przyjmijmy sygnat sterujacy 79 = 0, ktéry odpowiada sytuacji tozsamej z wyborem modelu robota

typu Pendubot.
1

1
Skutkuje to postacig wektora € réwna € = [ vDs ] 71 dla Przeksztatcenia I, lub € = l\/éT?] T

—mi2

VDiD2Ds
dla Przeksztatcenia |l.

Podobnie jak poprzednio mozna wysnué wniosek, ze wybér Przeksztatcenia Il daje wzajemnie
jednoznaczne odwzorowanie miedzy wektorami 7 i e. W przypadku Przeksztatcenia | odwzorowanie
wejscia mozna interpretowaé jako iniekcje, dla ktérej nie istnieje przeksztatcenie odwrotne miedzy
71 a sktadowymi nowego wejscia €.

Prowadzi to réwniez do koniecznosci opisu dynamiki Pendubota za pomoca réwnan (4.250) oraz
(4.251).

4.4.6 Synteza sterownika ug,, z wykorzystaniem QPZ

Motywacja dotyczaca konieczno$ci wyznaczenia wzmocnien regulatora jest blizniacza do tej omé-
wionej w rozdziale 4.4.3.
Rozwazmy nastepujace przeksztatcenie stanu i wejscia:

{=F(gx (4.253)
e = H(q)mi (4.254)

gdzie:
r = [q,q4]" € R?™ — wektor stanu wyrazony w zmiennych naturalnych,
¢ =[q,v]T € R?™ - to nowy wektor stanu uwzgledniajacy pseudopredkosci,
F(q) € R?"*2" — opisuje transformacje zmiennych stanu,
H(q) € R — transformacja sygnatu sterujacego,
i ={1,2} — jest numerem ztacza/napedu/sygnatu sterujacego.
W otoczeniu punktu zadanego gf, rozwiniecie w szereg Taylora zaleznosci (4.253) przyjmuje
postaé
£ = F(grer)T + O(2%) (4.255)

gdzie T = = — 1, oraz O(Z?) stanowi ciag reszt. Rozwazajac tylko cze$¢ liniowa mozemy przyjaé
w przyblizeniu, ze

€ = Flqrer) . (4.256)
Podobnie mozemy zapisa¢ dla wejscia
€ = H(qref)u. (4.257)
Zapiszmy kryterium optymalizacyjne dla zmiennych naturalnych
J=2TQ% +u' Ru (4.258)
dla u = 7;, a nastepnie podstawmy odpowiednio
T =F " (grer)§ (4.259)
u=H""(grer)ei (4.260)
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otrzymujac kryterium optymalizacyjne dla zmiennych uwzgledniajacych pseudopredkosci:

J=€" Q¢ E+el Ree (4.261)
gdzie
Qe = (F )T Q F! (4.262)
Ro=(HY rRHE (4.263)
Zalezno$¢ opisujaca transformacje zmiennych w réwnaniu (4.253) jest nastepujaca:
F= [ H"OX" LOT ] : (4.264)

Nalezy zaznaczy¢, ze postac elementu H z réwnania (4.254) jest inna w zaleznosci od przyjetego
typu robota, tzn. dla Pendubota dla ktérego u = 7, mamy zaleznos¢:

_1
H=D,?, (4.265)

natomiast dla Acrobota dla ktérego u = 19, przeksztatcenie H z (4.254) przyjmuje forme

D3
H = . 4.2
\/ DD (4.266)

4.4.7 QPZ - sterownik energetyczny

Na podstawie pracy [33] oraz rozwazah przedstawionych w rozdziale 4.3.4 przedstawmy idee sto-

jaca za sterowaniem energetycznym dla robota typu Pendubot, z uwzglednieniem transformacji

z rozdziatu 4.4.4, tzn. przy wykorzystaniu quasi-predkosci QP Z.

Réwnanie dynamiki zapisane za pomoca QQPZ wyraza sie poprzez wzér (4.242).

Podobnie jak w pracy [21] wyznaczmy z (4.242) wektor quasi-przyspieszen w postaci
v=—-Cy(q,v)—Gy(q) +e. (4.267)

Analogicznie jak dla metody z rozdziatu 4.3.4, rozwazmy szczegbétowa postaé réwnan opisuja-

cych dynamike dla pierwszego ztacza. W tym przypadku obliczamy sktadowa 7; podstawiajac do
réwnania (4.267) wyrazenia (4.250) oraz (4.251), co pozwala zapisaé nastepujace réwnanie

_1 2
= D, ? [agsinga(wi(q,v) + wa(g,v))? + HGwi(q,v)?sin gy cos g

+ %wl(q, v)wa(q, v)sin g cos gz + 2as cos gz cos(q1 + g2) — ascos g1 + 61} ,
(4.268)
gdzie ¢1 = wi(q,v), ¢2 = w2(q,v).
W pracy [21] analizujacej sterownik energetyczny wyrazony w zmiennych naturalnych zapropono-
wano sterowanie 71 (4.96), dla funkcji F' opisanej réwnaniem (4.97).
Zastosowanie (QPZ wymaga wprowadzenia nowej definicji tej funkcji okreslonej przez

2
FNQV = LF 4+ % cos g sin g2 wi (¢, v)wa(g, v). (4.269)

Przeksztatcenie to wynika z réwnowaznosci réwnan (4.98) i (4.268) opisujacych dynamike pierw-
szego ztacza i wyrazonych odpowiednio przez przyspieszenie §; i quasi-przyspieszenie 1y, tj.

1
S
qi1 det(M) (F +agm),
. 1 NQV
V1= FTET 4 ea), 4.270
N ) (4.270)
przy czym w réwnaniu (4.270) podstawiono € = 7\/}727-1_

Celem dalszej analizy zastosujmy analogicznie postepowanie jak miato to miejsce w rozdziale 4.3.4.
Wyznaczmy energie catkowity uktadu wyrazona w QPZ, tzn.

E = $v"v + asgsinqi + asgsin(q + q2). (4.271)
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Energia catkowita uktadu dla punktu réwnowagi wyrazona jest poprzez nastepujace réwnanie

EtOP = E(%,0,0,0) = (CL4 + a5)g~ (4.272)

WprowadZzmy ponadto nastepujace zaleznosci:
o= q-—3, (4.273)
E = E— Eip, (4.274)

ktére wraz z vy, w procesie sterowania maja zostaé sprowadzenie do zera.
Jak przedstawiono w pracy [33], zaproponowany sterownik wyrazony w QPZ przyjmuje postaé:
NQVs 1 NQV -
T =————(—kpF — (Dow1(q,v) + kpq 4.275
| (Dywi(q,0) + kpin)) (4.275)
dla dodatnich parametréw kg, kp, oraz kp i jest on analogiczny do sterownika 71 (4.96) wyrazo-
nego we wspotrzednych naturalnych.
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4.5 C(CzesSciowa linearyzacja dla manipulatora 3-DOF

Uszczegbtawiajac zagadnienia przedstawione w czesci 4.2 prze$ledzmy proces czeSciowej lineary-
zacji dla wahadfa o 3 stopniach swobody z wykorzystaniem koncepcji zaprezentowanej w pracach
[81, 84]. W niniejszym rozdziale dokonamy sprawdzenia warunkéw linearyzacji dla potrdjnego od-
wréconego wahadta z deficytem napedéw. Zaproponowany zostanie sterownik odpowiedzialny za
stabilizacje robota w pozycji wyprostowanej. Ponadto rozwazaniom podlegaé bedzie dynamika
zerowa rozpatrywanego modelu.

Analiza uktadu niedosterowanego z trzema ztaczami zostanie przeprowadzona dla systemu, ktore-
go liczba napedéw m = 2 oraz liczba biernych stopni swobody wynosi [ = 1.

Ponizsze podrozdziaty przedstawiajg uszczegdtowienie czesciowej linearyzacji dla 3-DOF uszere-
gowane ze wzgledu na umiejscowienie napeddéw, jak przedstawiono na rysunku 4.17.

<&
>

Rysunek 4.17: Rozmieszczenie napedéw dla analizowanego robota o 3 DOF

Analogicznie jak w rozdziale 4.3 system posiada szereg punktéw charakterystycznych przedsta-
wionych na rysunku 4.18, dla ktérych podstawowej konfiguracji nietrywialnej odpowiada rysunek
a). Zadanie utrzymania wahadta w pionie realizowane jest wtasnie dla niestabilnej pozycji z rysun-
ku 4.18a.

( qr = -11/2 qr; = -m/2 qs = -n/2 qr= m/2 qs = -n/2 q:r= 12
g2= 0 g2= 0 Q=1 Gz= T Gz= T Q2=
Gz= T G:= 0 Q= T Gz= T qs= 0 gs= 0
g
a) b) °) @ d) @ €) f)ﬂ; 9) h)
q; = /2 qs = 1m/2
g2= 0 q2= 0 ’:
= 0 qs= T

Rysunek 4.18: Punkty réwnowagi dla robota o 3 zfaczach, przy zerowym wymuszeniu

4.5.1 Propozycja sterowania

Nawiazujac do rozdziatu 4.2.3 przedstawmy postaé pomocniczego wejscia (4.33) w zaleznosci od
przyjetej formy linearyzacji czesciowe].

UWAGA: Zaktadamy, podobnie jak w rozdziale 4.3.1, ze wartosci referencyjne funkcji wyjscia beda
rozpatrywane w zerze, tj. dla

(5,5 y") = (0,0,0), (4.276)
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oraz wartosci referencyjne
(q‘;i,q';?,qgl) = (0,0,const)  dla i=1,2,3 (4.277)

sg warto$ciami statymi, tzn. zostaty okreslone dla przypadku trajektorii zdegenerowanej do punktu.

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Przyjmijmy, ze funkcja wyjscia (4.25) wyrazona jest za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:
h(q) = hj = kj(qr — qf) + kja(q2 — ¢5) + kjs(as — ), (4.278)
dla ] = {1,2}, hj = [hl,hQ]T.
Woyznaczmy kolejne pochodne funkgji (4.278), dla obiektu opisanego dynamika (4.23):
h = Lgh;
h = L?hj + Ly, Lyhjv;.

Zapisujac powyzsze zalezno$ci macierzowo otrzymujemy:

h=L}h+ LyLghv. (4.279)
W celu odsprzegania dynamiki (4.279) okre$lmy nastepujacy sygnat wejéciowy v € R?
v =[v1,v2]" = (LgLsh) ™" (u— L3h), (4.280)
wraz z pomocniczym wejsciem zdefiniowanym przez
u =i+ Kq(4® — Lyh) + K,(y* — h), (4.281)

przy czym %, 4%, y? opisuja referencyjna trajektorie funkcji wyjécia h, zas K, = diag{Kp1, K2},
K4 = diag{Kq1, Kq2} sa dodatnio okreslonymi macierzami wzmocnien.

Z réwnania (4.280) wynika, ze jako wyjscia czesciowo linearyzujace mozna wzigé dowolna pare
funkcji (h1, ho) takich, ze
rg(LgLysh) = 2. (4.282)

W konsekwencji h zbiega wykfadniczo do y? jezeli LyLih#0dlaze X C RS,

LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO

Przyjmijmy, ze funkcja wyjscia (4.25) wyrazona jest za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:
h(g) = b1 = ki(q1 — af) + ka(q2 — ¢3) + ks(q3 — a9). (4.283)
Wyznaczmy kolejne pochodne funkgji (4.283), dla obiektu opisanego dynamika (4.23):
h = Lih
h = L?chl + LyL¢hyv.

W celu odsprzegania dynamiki h zdefiniujmy nastepujacy sygnat wejéciowy v € R!

v = (LgLsh)™ " (u— L}h) (4.284)
wraz z pomocniczym wejsciem zdefiniowanym nastepujaco
w= i+ Ka(§" = Lgh) + Kp(y" = h), (4.285)

przy czym 4% 5%, y¢ opisuja referencyjna trajektorie funkcji wyjécia h, za$ K,, K, s3 dodatnimi
wzmocnieniami.

Z réwnania (4.284) wynika, ze jako wyjscie czesciowo linearyzujace mozna wzig¢ dowolng funkcje
h taka, ze
LyLsh #0. (4.286)

W konsekwencji h zmierza wyktadniczo do 3¢ jezeli LyLih #0dlaz e X C RS,

pg zdefiniowano w rozdziale 3.1
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4.5.2 Dynamika uktadu zamknietego

Przedstawmy og6lna posta¢ dynamiki uktadu zamknietego, uwzgledniajaca propozycje sterowania

z rozdziatu 4.5.1.

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Wprowadzajac zmienne stanu

z1 = hi(q) 2 = hi(q)
z3 = ha(q) zy = ha(q) (4.287)
m = 4 m = p
dynamike uktadu zamknietego mozemy zapisa¢ w nastepujacej ogdlnej postaci
21 Z9
Zy = M
Z3 = 24
4 = h (4.288)
nm o= mn
e = Gp=—M (Mav+ pp + Gp)
ho= 2z
Y2 = z3.
LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO
Wprowadzajac zmienne stanu
m = h(q) = h(q)
21 = ({a zo = (jal (4289)
23 = (g, Z4 = (jag-
dynamike uktadu zamknietego mozemy zapisa¢ w nastepujacej ogdlnej postaci
m 72
2 = h
21 = 2
2 = _Mglcl(Mplvl + iy + Gp) (4.290)
Z3 = 24
Zy = _M;rla(Mprl + pp + Gp)
Y1 m

gdzie M:{l:p jest p-tym wierszem macierzy Mgl.
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4.5.3 Czesciowa linearyzacja: sterowania — 7, 7

Przejdzmy do analizy czesciowe]j linearyzacji dla pierwszego ze scenariuszy, w ktérym zaktadamy,
ze napedy umieszczone s3 w pierwszym i drugim ztaczu, zgodnie z rysunkiem 4.17a. Szczegdtowa
postac réwnania dynamiki (4.3)-(4.4) dla analizowanego wahadta tréjcztonowego mozemy zapisac
wiec w nastepujacej formie

muGy + mizde +mizgs + 1 + G =11 (4.291)
ma1G1 + ma22ga + ma3Gs + 12 + G2 = 72 (4.292)
m31G1 + maaga + mazds + pz + Gz =0, (4.293)

gdzie:

Go =G, Gp=d, T=Innl"
oraz
mi3 mip M2
My = mas3, Mg = [m31,mss], My = , Mg = )
pl 33 a1 = [ma1, ms2] p2 l s ] a2 [ S ]

fp = i3, Ha = (1, p2)’, Gp=Gs, Go=[G1,Ga)".

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Dla modelu (4.291)-(4.293) czedciowo zlinearyzowany system (4.11)-(4.12) mozna przedstawi¢
w szczegbtowe] postaci jako:

G = u
G2 = v (4.294)
43 = —may(marvr +magva + ps + Gs).
Wprowadzajac wektor stanu:
€T = [Q17w13q2aw2,q37w3}T (4295)
oraz dokonujac podstawienia, takiego, ze
jl - _@7 ~2 = _@7
m33 ms33
otrzymamy model wahadta w postaci:
o wy T [ 07 [0 ]
w1 0 1 0
G2 | _ wo 0 0
Wy | T 0 + 0 | © + 1| v (4.296)
(jg w3 0 0
|z ] L —mag(us+Gs) ] Ly L J2
—— ——
f(=) g1(z) g92()

STEROWALNOSC

Nawigzujac do zagadnien z rozdziatu 4.2.4 wyznaczmy sterowalno$¢ dla obiektu opisanego réw-
naniem (4.296). Macierz sterowalnosci (4.38) przybiera postac

A% = [g1, 92, adsg1,adrgo, adg adsgr, adg,adrgo, adradsgy, adyadsgs). (4.297)
Dla uktadu (4.296) rzad
rank A° = 6 = n.

Oznacza to, ze dla przyjetej transformacji uktad (4.296) jest sterowalny w otoczeniu punktu
réwnowagi
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WARUNKI LINEARYZACJI

Z réwnania (4.296) wynika, ze model wahadta po transformacji opisywany jest przez 4-wymiarowy
podsystem liniowy, oraz 2-wymiarowy system nieliniowy. Dokonajmy formalnego sprawdzenia naj-
wiekszego linearyzowalnego podsystemu dla uktadu (4.296). Odwotajmy sie do metody wyznacza-
nia wymiaru dynamiki, ktéra moze by¢ zlinearyzowana, opisanej w rozdziale 3.3.1. Procedure te
mozna przedstawié¢ w nastepujacych krokach:

1. Krok pierwszy — wyznaczmy indeks sterowalnosci rg

ro = dimgo = 2,

dla Gy = span{g1, g2}
2. Krok drugi — wyznaczmy rq
T = dlmAl - dlmgo =4-2= 2,
Go = G, tak wiec ﬁim?o = dimGy = 2,
Al = span{adfgo, go}
= Span{adfgh adeZv g1, 92} = gl-
3. Krok trzeci — wyznaczmy ry *
T9 = dlmAQ - dlm?l =6—-6= 0,
G = span{gi, g2, adsgi,adga},
gl = Span{glv.927aﬁlfghadf927adgla’dfgl7adadfg1adfgl}7
Ay = span{adfcgo, Gi}
= span{adigi,ad}ge, g1, 92, adsgu, adygz, adg,adggr }.
Nie ma potrzeby liczenia pozostatych wskaznikéw r;, jako, ze s one dodatnie i nierosngce. W efek-
cie indeksy K, j > 1 s3 nastepujace:

Ky = #{r;>1,¥i>0} =2,
Ky = #{ri>2,¥i>0}=2, (4.298)
Ky = #{ri>3,¥i>0}=0.

Oznacza to, ze najwiekszy linearyzowalny podsystem dla ukfadu (4.296) jest wymiaru 4.
Potwierdzamy zatem formalnie, ze mozliwe jest przeksztatcenie uktadu (4.296) do postaci 4-
wymiarowego podsystemu liniowego i 2-wymiarowego systemu nieliniowego.

DYNAMIKA ZEROWA
Odwotujac sie do zaleznosci opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.5.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla réznych postaci funkcji wyjscia.

PRzZYKEAD. Istnieje wiele wariantéw funkcji wyjscia h(q) danej zaleznoscig (4.278), ktérych
szczegbtowa postaé uzalezniona jest od wartosci parametréw ki1, ..., ko3. Celem ilustracji zagad-
nienia przedstawiony zostanie jeden wybrany przypadek, zas pozostate kombinacje moga by¢ ob-
liczone w analogiczny sposoéb.

Warto nadmienié, ze prezentowane w niniejszym przyktadzie wyniki, dla funkcji wyjscia okreslone;
przez (4.299), odzwierciedlaja réwniez idee oraz forme rozwazan zaprezentowana w oryginalnej
pracy [81].

Przyjmijmy, ze wspdtczynniki funkcji (4.278) sa nastepujace:
kin=1, ki2=0, kiz=0,
ko1 =0, koo =1, ko3 =0. (4.299)

Réwnanie (4.280) przybiera wiec postaé *!

v =[v, 0] = [(1) (1)] (u - [8]) = lZ;] , (4.300)

*Wyznaczenie postaci najmniejszej inwolutywnej dystrybucji G, znajduje sie w zataczniku G.1
*'Szczegbtowe wyprowadzenia zawarto w zataczniku F.1
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gdzie sygnat u dany (4.281) mozemy zapisaé jako

. _d
w=—Kq |1 -k, |1 TG4
q2 q2 — Qs

natomiast zmienne stanu (4.287) przyjmuja forme

21 = q—qf z = q
23 = q—qi 24 = (o
m = q3 N2 = q3.

(4.301)

(4.302)

Whynikowa dynamika uktadu zamknietego (4.288) dla powyzej okreslonych zmiennych stanu moze

by¢ zapisana jako

21 = 2
Zo = W
Z3 = 24
Z4 = U2
mo=
e = {3 = —mg3 (Mma1v1 + maava + pz + G3)
o= 21
Y2 = =z3.

(4.303)

Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.301) zostaty okreslone dla przypadku trajek-

torii zdegenerowanej do punktu:
d d
(Q17QQ) = (gao) y

to dynamika (4.303) przyjmuje postaé

zZ1 = Z9
2o = —Kpiz1— Kqzo
23 = Z4
2y = —Kpozz — Kgzy
mo o= 12
e = may [ms1(Kpz + Kaze) + maa(Kpezs + Kgpza) — ps — Gs]
g1 = =
Y2 = z3.
W postaci macierzowej powyzsze réwnania mozemy zapisaé jako
Z = Az
n = wlq,q2,2m1)
gy = Cz
dla ktérej z = [21, 22, 23, 24]7, m = [1,m2]", zaé macierze A i C okreélone s3 przez
0 1 0 0
| K, —Kg 0 0 |10 00
A= 0 0 0 1 ’ ¢= 0 01 0]
0 0 -K,, —Kg,
natomiast dynamika wewnetrzna dana jest przez
0= e
—mag (ma1v1 + mave + ps + G3) |

Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.304) zaleznosé 2 z (4.310), tj.

My = magg [ma1(Kpiz1 + Kai22) + maa(Kpezs + Kaoza) — 3 — Gs)

a1=d%,q1=q
d2=d%,q2=q

(4.304)

(4.305)

(4.306)
(4.307)
(4.308)

(4.309)

(4.310)

(4.311)
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redukuje sie do

. 1 .
2 = afgm:ach:a sin gs. (4.312)

Finalnie, zaleznoé¢ (4.310) zdefiniowana jako:
: g3 12 i
_ | B _ xii 4.313
! [ q3 ] [ ~magLessings ] ( )

jest poszukiwang dynamikg zerowa.

STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ  Dokonajmy linearyzacji dynamiki (4.313)
celem okreslenia jej stabilno$ci w otoczeniu punktu réwnowagi, podobnie jak miato to miejsce
w rozdziale 4.3.3.

or
= = [0 1] . (4.314)

Yy —
ox

€0

33=0  |£cos 0] |gs=
B=0 § cos g3 50
Wartoéci wtasne wyrazenia (4.314): eig(Y) = [6.8989, —6.8989]7 pozwalaja postawi¢ hipoteze
o braku stabilno$ci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.
Wyznaczenie jawnej postaci rozwigzania réwnania (4.312) jest analogiczne do tego z rozdzia-
tu 4.3.3. Zaktadajac, ze £ = %gmng mozemy zapisaé

g3 = {sings, (4.315)
otrzymujac

43 = £/ —2€ cos g3 + Ca. (4.316)

Wynikiem catkowania wyrazenia (4.316) jest funkcja eliptyczna. Rysunki (4.19-4.20) stanowia
graficzng interpretacje otrzymanego wyniku, uzyskang droga numerycznych symulacji, dla réz-
nych zestawdéw warunkéw poczatkowych. Przyjeto horyzont czasu Tg,, = 10s. Czerwony okrag o
oznacza poczatek, zas o oznacza koniec trajektorii. Czerwonga linig przerywana oznaczono +i2,
dlai e N.

Rysunek 4.19: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [gs3, ¢3] =
[0,—1], b) [g3,43] = [0,1], ¢) [g3,43] = [—1,0], d) [g3,43] = [1,0]. O$ odcietych odpowiada
zmiennej g3, 0$ rzednych: ¢s.

Rysunek 4.20: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) (g3, ¢3] =
[0, —10], b) [g3,4s] = [0,10], c) [g3,4s] = [-10,0], d) [g3,4s] = [10,0]. O$ odcigtych odpowiada
zmiennej g3, 0$ rzednych: ¢s.

*Wyprowadzenie znajduje sie w zalagczniku H.
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LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO

Dla modelu (4.291)-(4.293) czeSciowo zlinearyzowany system (4.20)-(4.21) mozna przedstawié
w szczegbtowe] postaci jako:

@i =~ (masvi+ ps + Gs)
G2 = —ﬁ (m33vi + uz + G3) (4.317)
Gz = V1.
Wprowadzajac wektor stanu:
xr = [QIaw17QQ7w2aQ37w3]T7 (4318)
oraz dokonujac podstawienia, takiego, ze
= ms3i = m32
L71 = T T 5 95 \72 - - )
m3, +m3, m3, +m3,
otrzymamy model wahadta w postaci:
[ ] [ w 1 [ .0 ]
{ J1(p3 + G3) Jimss
42 w2 0
: = - + | = vi. 4.319
() J2(p3 + G3) Jami3 ( )
q3 w3 0
L ws | L 0 I S
f(z) 9(z)

STEROWALNOSC

Nawigzujac do zagadnien z rozdziatu 4.2.4 wyznaczmy sterowalnos$¢ dla obiektu opisanego réw-
naniem (4.319). Macierz sterowalnosci (4.38) przybiera postac
A® =g, adsg, adgadyg, adrad;g). (4.320)

Dla uktadu (4.319) rzad
rank A° =4 # n.

Oznacza to, ze dla przyjetej transformacji uktad (4.319) nie jest sterowalny. Wynika to ze zmniej-
szenia rozmiaru wejscia.

WARUNKI LINEARYZACJI

Z réwnania (4.319) wynika, ze model wahadta po transformacji uwzglednia 2-wymiarowy podsys-
tem liniowy, oraz 4-wymiarowy system nieliniowy. Dokonajmy formalnego sprawdzenia najwiek-
szego linearyzowalnego podsystemu dla uktadu (4.319). Odwotajmy sie do metody wyznaczania
wymiaru dynamiki, ktéra moze by¢ zlinearyzowana, opisanej w rozdziale 3.3.1. Procedure t3 mozna
przedstawi¢ w nastepujacych krokach:

1. Krok pierwszy — wyznaczmy indeks sterowalnosci g
o = dlmgo =1
dla Gy = span{g}.
2. Krok drugi — wyznaczmy 7
ledimAl—dim@):Q—l:l
Go = G, tak wiec dimGy = dimGy = 1
Ay = span{adsGo,Go}
= span{adsg, g} = Gi
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3. Krok trzeci — wyznaczmy 79
T‘deimAg—dimal =3-3=0

Gi span{g, adsg}
G1 = span{g, adfgLadfadfg}
Ay = span{adfcgo, Gi}
= span{adfcg,g,adfg,adgadfg}.

Nie ma potrzeby liczenia pozostatych wskaznikéw r;, jako, ze s one dodatnie i nierosngce. W efek-
cie indeksy K, j > 1 s3 nastepujace:

K1 = ﬁ{’l“l > 1,\72}0}: 1

K2 = ﬂ{?"z 2 Q,Vi > O} =1 (4.321)
Oznacza to, ze najwiekszy linearyzowalny podsystem dla ukfadu (4.319) jest wymiaru 2.

Potwierdzamy, ze mozliwe jest przeksztatcenie uktadu (4.319) do postaci 2-wymiarowego podsys-
temu liniowego i 4-wymiarowego systemu nieliniowego.

DYNAMIKA ZEROWA

Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.5.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla réznych postaci funkcji wyjscia.

PRZYKLAD. Istnieje wiele wariantéw funkcji h(q) danej zaleznoscia (4.283), ktérych szczegdtowa
postac uzalezniona jest od wartosci parametréw ki, ko, k3. Celem ilustracji zagadnienia przedsta-
wiony zostanie jeden wybrany przypadek, za$ pozostate kombinacje moga by¢ obliczone w analo-
giczny sposéb.
Przyjmijmy, ze wspdtczynniki funkcji (4.283) sa nastepujace:

k1 =0, ko=0, k3=1. (4.322)

xiii

Réwnanie (4.284) przybiera wiec postac
v=1(u—-0) =u, (4.323)

gdzie sygnat u mozemy zapisa¢ jako
u=—Kajs — Kp(qs — ¢5). (4.324)

natomiast zmienne stanu (4.289) przyjmuja forme

m = q3—q4 2 = q3
a0 = o = (4.325)
23 = @ 24 = (o.

Wynikowa dynamika uktadu zamknietego (4.290) dla powyzej okreslonych zmiennych stanu moze
by¢ zapisana jako*V

mo= 2

n = v

21 = Z9

29 = —ﬁ(mggv + us + Gs) (4.326)
23 = 24

24 = ——"325(ma3v + p3 + G3)

M3y +M3y

Yy = "N

*iigzczegblowe wyprowadzenia zawarto w zataczniku F.1
*VWyprowadzenie znajduje sie¢ w zataczniku H.
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Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla algorytmu (4.324) zostaty okreslone dla przy-
padku trajektorii zdegenerowanej do punktu:

(. 4. a5) = (0,0,0), (4.327)
to dynamika uktadu zamknietego (4.326) przyjmuje postac

mo o= 1
e = —Kpym — Kqn
21 = Z9
f =~ [mas(—Kpm — Kaie) + ps + Gs] (4.328)
Z3 = 24
Zy = —% (ms3(—Kpm — Kanz) + ps + G|
1= m.
W postaci macierzowej powyzsze réwnania mozemy zapisaé jako
n = An (4.329)
z2 = s(n,z,1t) (4.330)
j = Cn, (4.331)
dla ktérej z = [21, 22, 23, 24]7, m = [91,m2]", macierze A i C dane sa jako
0 1
A= [ K, K, ] : C =[1,0], (4.332)

natomiast dynamika wewnetrzna dana jest funkcja s(n, z,t):

<2

— "8 (mg3vy + uz + G'3)
sz, t) = | Tt . (4.333)
2

— 1382 (mggvy + pg + G3)

2 2
m3y+m3y

Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.327) zalezno$é Zy oraz 24 z (4.333) redukuje sie do

a1 m31 1 2
== — sin g + gms L¢3 cos(q1 + 4.334
|f]2] lm?ﬁ] . (5(11 g2 + gmsLes cos(q1 Q2)) o=, ( )
a3=q§
Finalnie, zalezno$¢ (4.333) zdefiniowana teraz jako s(0, 2, t), tj.
Q1 ) 22
i — A (€47 sin g2 + gmsLes cos(q1 + ¢2))
s(0,2,8) = |1 = | ™atms ‘ , (4.335)
a2 24
Go BT S (€47 sin g2 + gmaLes cos(q1 + go))

dla ¢ = L1L.sms, mg = a3 + £ cosqa, mp = as, jest poszukiwang dynamikg zerowa.

STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ  Dokonajmy linearyzacji dynamiki (4.335)
celem okreslenia jej stabilnosci w otoczeniu punktu réwnowagi.

0O 1 0 0
9s 1 Yi Yo Y3 0
Y= a2 mz | 0 0 0 1 (4.336)
¢1=0,g2=0 Y4 Y5 }/6 0 q1:%7q2:0

¢1=0, g2=0
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dla
Y1 = maLcsgmssin (g1 + q2)
Y2 = —2mAL1L03q1m3 sin (QQ)
Ys = ma(Lesgmssin (q1 + g2) — L1 Leggims cos o)

+LyLesmssin (q2) (L1 Lesmg sin (g2) ¢3 + Lesgms cos (q1 + q2))
—2L1 Legmg sin (g2) (L1 Legmg sin (g2) ¢3 + Lesgma cos (q1 + g2)) ma
Y, = Lecgazgmssin(q1 + ¢2)
—2L1 Legazgims sin (go)
Ys = ag(Lesgmssin (g1 + g2) — Ly Lesgims cos go)
—2m 4Ly Lesazms sin go (L1 Lesma sin godf + Lesgms cos (q1 + q2)).

2

&
I

Wartoéci wiasne wyrazenia (4.336) réwne eig(Y) = [—4.6912, 4.6912, 0, 0]7" pozwalaja postawié
hipoteze o braku stabilnosci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.

W tym przypadku analityczne wyznaczenie trajektorii uktadu na dynamice zerowej dla réwnania
(4.335) jest trudne. Rozwigzanie mozna uzyskaé symulacyjnie. Przyktadowa interpretacje roz-
wigzania tej dynamiki przedstawiono na rysunkach (4.21-4.26), dla réznych zestawéw warunkéw
poczatkowych. Przyjeto horyzont czasu Ty, = 50s. Czerwony okrag o oznacza poczatek, za$
o oznacza koniec trajektorii. Czerwong linig przerywang oznaczono +i2mw, dla ¢ € N. Zielong linia

przerywang o0znaczono q‘li = g

Rysunek 4.21: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych:

a) [QLQLQ%CM = [07_1707_1]1 b) [QIaQI7Q2>Q2] = [071701 1}1 C) [q17QIan7qQ] = [_1707_170]1
d) [¢1,41,92,¢2] = [1,0,1,0]. O$ odcietych: q;, 0$ rzednych: gs.

Rysunek 4.22: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych:

a) [q17QI7qQ7qQ] - [07_10707_10]1 b) [Q1,QI7QZaQ2] == [07 10707 10]1 C) [QI7QI7Q2742] -
[—10,0,—-10,0], d) [g1, 41, g2, 2] = [10,0,10,0]. O$ odcietych: g1, 0$ rzednych: g.

Rysunek 4.23: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [q1, 1] =
[0, =1], b) [g1, ¢1] = [0,1], ¢) [q1, 1] = [=1,0], d) [q1, ¢a] = [1,0]. O$ odcigtych: g1, rzednych: gi.
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Rysunek 4.24: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [q1,¢1] =
[0,-10], b) [g1,d:] = [0,10], ) [g1,q1] = [-10,0], d) [g1,¢1] = [10,0]. O$ odcigtych: g1, os
rzednych: ¢;.

Rysunek 4.25: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [g2, 2] =
[0, =1}, b) [g2, G2] = [0,1], €) [g2,d2] = [-1,0], d) [g2, G2] = [1,0]. O$ odcietych: gz, rzednych: gs.

Rysunek 4.26: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) g2, ¢2] =
[0, —10], b) [g2,42] = [0,10], c) [g2,¢2] = [-10,0], d) [g2,42] = [10,0]. O$ odcigtych: go, 03
rzednych: ¢o.
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4.5.4 CzeSciowa linearyzacja: sterowania — 71, 73

W drugim z rozwazanych scenariuszy zaktadamy, ze napedy umieszczone s3 w pierwszym i trze-
cim ztaczu (rysunek 4.17b). Szczegbtowq postac réwnan dynamiki (4.3)-(4.4) dla analizowanego
wahadta tréjcztonowego mozemy zapisaé wiec w nastepujacej formie

mi11G1 + migde + masds + 1 + Gr =7 (4.337)
ma1dy + maaGa + maesds + p2 + G2 =0 (4.338)
m31q1 + m32g2 + m33Gs + pz + Gs = 73 (4.339)
gdzie:
Ga = i), dp=d2 7=,
oraz
m mi1 m
msa mai ms3

tp =2, o= lp1,u3]", Gp=Ga Gu=[G1,G3)".

Ze wzgledu na charakter rozwazan blizniaczy do rozdziatu 4.5.3, przy zastosowaniu czesciowe;j
linearyzacji dla sterowan (71,73) cze$¢ wyprowadzen i analiz zostanie pominieta. Pozostawione
zostang natomiast réznice oraz szczegdtowe zaleznosci niezbedne z punktu widzenia czytelnosci
przekazu.

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Dla modelu (4.337)-(4.339) czeSciowo zlinearyzowany system (4.11)-(4.12) mozna przedstawi¢
w szczegbtowej postaci jako:

g = u
g3 = v3 (4.340)
Go = —miy (ma1v1 + mogvs + po + Ga).
Wprowadzajac wektor stanu:
z = [q1, w1, g2, w2, g3, w3]" (4.341)
oraz dokonujac podstawienia, takiego, ze
jl = _@) j3 = _@7
m22 m22
otrzymamy model wahadta w postaci:
[ ]| wy 1 [ 0] [0 ]
w1 0 1 0
42 wa 0 0
. = _ +| 5 |vi+]| 7 |wvs. 4.342
w2 —may (p2 + Ga) | Jy | ( )
q3 w3 0 0
| w3 | L 0 1 L0 L 1 |
—— N——
f(z) 91(2) 92(z)

STEROWALNOS(
Dla uktadu (4.342) rzad

rank A° = 6 = n.

Oznacza to, ze dla przyjetej transformacji uktad (4.342) jest sterowalny w otoczeniu punktu
réwnowagi.
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WARUNKI LINEARYZACJI

Przeprowadzajac analogiczna jak w rozdziale 4.5.3 analize otrzymujemy, ze najwiekszy linearyzo-
walny podsystem dla ukfadu (4.342) jest wymiaru 4.

Potwierdzamy zatem, ze mozliwe jest przeksztatcenie uktadu (4.342) do postaci 4-wymiarowego
podsystemu liniowego i 2-wymiarowego systemu nieliniowego.

DYNAMIKA ZEROWA
Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.5.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla przyktadowej funkcji wyjscia.

PRZYKEAD. lIstnieje wiele wariantéw funkgji h1(q), h3(q), ktérych szczegbtowa postaé uzaleznio-
na jest od wartosci parametréw ki1, ..., k33. Celem ilustracji zagadnienia przedstawiony zostanie
jeden wybrany przypadek, za$ pozostate kombinacje moga by¢ obliczone w analogiczny sposéb.

Przyjmijmy, ze wspétczynniki funkcji (4.278) sa nastepujace:

ki1 =1, ki2=0, ki3=0,
k31 =0, k32=0, k33=1

Réwnanie (4.280) przybiera wiec postaé *V

v = [vg,v3]" = [(1) (1)] (u— [81) = [Z;] , (4.344)

gdzie sygnat u mozemy zapisa¢ jako

(4.343)

. d
a1 q1 —qq
u=—-Kyg|. | — K 4.345
¢ [C]J b LB - qg} ( )
natomiast zmienne stanu (4.287) przybieraja forme
2 = q—dqf 2 = 4
z3 = q3—q§ 4 = 3 (4.346)
mo o= q 2 = G2

Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.345) zostaty okreslone dla przypadku trajek-
torii zdegenerowanej do punktu:

T
(af.a8) = (5.0), (4.347)
to dynamika uktadu zamknigtego (4.288) przyjmuje postac
Z'1 = Z29
2o = —Kpz— Kgpzo
Z'3 = Z4
2y = —Kpozz — Kgozy (4.348)
mo o= 1 '
My = Moy mar(Kpiz1 + Kaiz2) + mas(Kpezs + Kapza) — pig — Go)
n o= =
Y2 = z3.
Dynamika wewnetrzna dana jest funkcja 7:
. 72
e _ . 4.349
K —mggl(mmm + magvz + p2 + Ga) ( )
Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.347) zalezno$¢ 1 z (4.349), tj.
Ny = m2_21 [m21 (Kplzl + Kdle) + mgg(Kp223 + Kd224) — 2 — GQ] (4.350)

*VSzczegblowe wyprowadzenia zawarto w zalaczniku F.2



102 4.5. Czesciowa linearyzacja dla manipulatora 3-DOF

redukuje sie do
g(ba+b3)

BT et et | g g of
—  _g(m2Leatmsls)cos(qitaz)tmsles cos(qutaatas) | (4.351)
g mngz+Ig+m3L§3+13+m3L§+2L2chmg cosq3 |91=91,91=9q,
d3=d4,q3=q4
Finalnie, zalezno$¢ (4.351) dla wartosci referencyjnych (4.347) zdefiniowana jest jako:
: I 2
=2 1=] 7 (4.352)
g K sin o
— moLeot+maLot+msLes : - . ;.
dla k = I a2y ot Loyt It L2+ 2L Loy jest poszukiwana dynamika zerowaq, ktérej forma

analogiczna jest do tej wyznaczonej dla przypadku linearyzacji typu skojarzonego dla Pendubota.

STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ  Dokonajmy bliZzniaczej analizy jak w roz-
dziale 4.5.3. Wartosci wiasne réwnania (4.352) réwne [4.8335, —4.8335]7 pozwalaja postawi¢
hipoteze o braku stabilnosci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.

Woyznaczenie jawnej postaci rozwigzania réwnania (4.352) jest analogiczne do tego z rozdziatu
4.5.3. Mozemy wiec zapisa¢ réwnanie

g2 = Ksingy, (4.353)

ktérego rozwigzaniem jest funkcja:

G2 = £/ =2k cos g2 + Cs. (4.354)

Wynikiem catkowania wyrazenia (4.354) jest funkcja eliptyczna. Rysunki 4.27-4.28 stanowia gra-
ficzna interpretacje otrzymanego wyniku, uzyskana droga numerycznych symulacji, dla réznych
zestawdw warunkéw poczatkowych.

Rysunek 4.27: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [q2, 2] =
[0, —1], b) [g2, d2] = [0, 1], ©) [g2,¢2] = [—1,0], d) [g2, 42] = [1,0]. O$ odcietych: g2, 08 rzednych:
q2-

Rysunek 4.28: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [g2, ¢2] =
[0, =10}, b) [g2,d2] = [0,10], c) [g2,¢2] = [-10,0], d) [g2,42] = [10,0]. Os odcietych: g3, 0$
rzednych: ¢o.
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LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO

Dla modelu (4.337)-(4.339) czeSciowo zlinearyzowany system (4.20)-(4.21) mozna przedstawi¢
w szczegbtowe] postaci jako:

— m
G = oz imI (ma2v1 + p2 + Ga)
Ga = Vi (4.355)
Gs = *%(mmﬁ + p2 + Go).
Wprowadzajac wektor stanu:
T = [Q1,w1,QQ,’U)2,Q3,w3]T, (4356)
oraz dokonujac podstawienia, takiego, ze
= ma1 = ma3
Ji=-—g e, =
' m3; +m3;’ ’ m3y +m3;’

otrzymamy model wahadta w postaci:

[ g1 ] [ w 1 [ .0 ]
w1 Ji(u2 + Go) Jimaa
G2 | wo 0
o= 0 ] | (4.357)
q3 . ws } 0
L ws | L Jo(u2 + G2) L Jamaa
f(z) g(z)

STEROWALNOSC
Dla uktadu (4.357) rzad
rank A° =4 # n.

Oznacza to, ze dla przyjetej transformacji uktad (4.357) nie jest sterowalny, co wynika ze zmniej-
szenia rozmiaru wejscia.

WARUNKI LINEARYZACJI

Przeprowadzajac analogiczna jak w rozdziale 4.5.3 analize otrzymujemy, ze najwiekszy linearyzo-
walny podsystem dla uktadu (4.357) jest wymiaru 2. Potwierdzamy zatem formalnie, ze mozliwe
jest przeksztatcenie uktadu (4.357) jedynie do postaci 2-wymiarowego podsystemu liniowego i 4-
wymiarowego systemu nieliniowego.

DYNAMIKA ZEROWA
Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.5.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla réznych postaci funkcji wyjscia.

PRZYKELAD. lIstnieje wiele wariantéw funkcji h(q) danej zaleznoscia (4.283), ktérych szczegdtowa
postac uzalezniona jest od wartosci parametréw k1, ko, k3. Celem ilustracji zagadnienia przedsta-
wiony zostanie jeden wybrany przypadek, zas pozostate kombinacje moga by¢ obliczone w analo-
giczny sposob.
Przyjmijmy, ze wspétczynniki funkcji (4.283) s3 nastepujace:

k1 =0, ka=1, k3=0, (4.358)

xvi

Réwnanie (4.284) przybiera wiec postaé
v=1u—-0)=u, (4.359)

*ViSzczegbtowe wyprowadzenia zawarto w zalgczniku F.2
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gdzie sygnat u mozemy zapisa¢ jako

u=—Kygo — Kplqa — q3), (4.360)
natomiast zmienne stanu (4.289) przybieraja forme
mo o= q@—q n = G2
21 = q1 z9 = q'1 (4.361)
Z3 = g3 zZa = g3

Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.360) zostaty okreslone dla przypadku trajek-
torii zdegenerowanej do punktu:

(.d3.45) = (0,0,0), (4.362)
to dynamika uktadu zamknietego (4.290) przyjmuje postac
mo o= 1
e = —Kpm — Kanz
21 = 29
B = i [mea(—Kpm — Kaie) + p2 + Go] (4.363)
Z"3 = Z4
Z4 = —#ﬁ% [maa(—Kpm — Kane) + p2 + Gol
Y1 = m.
Dynamika wewnetrzna dana jest funkcja s(n, z,t):
22
— "2 (Mg vy + pi2 + Ga)
s(n, z,t) = ma1Hmas . : (4.364)
4
— "2 (Mg vy + pi2 + G2)

2 2
My +Ma3

Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.362) zalezno$¢ 29 oraz 24 z (4.364) redukuje sie do

lgj = — (lmm] %[41(651@1 —dsqs) + d3(—ds(d1 + ¢3)) + g(b2 + b3)]>

mag | ms; + mis G2=q4,
q2=q%
(4.365)
Finalnie, zalezno$¢ (4.365) zdefiniowana teraz jako s(0, z,t), tj.
Q1 22
¢ _m;?i-/:nz z
s5(0,z,t)= | | = AT"B (4.366)
43 Z4
Gs ~ w2z We

dla:

W, = Lesmssings [L1G7 — 2L2G143 — Lag3] + g [(maLea + m3Ly) cos g1 + m3Les cos(q1 + g3)],
ma = ag + az + as + (L1 + La)msLes cos g3, mp = a3 + LaLczms cos gs,

jest poszukiwana dynamika zerowa.

STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ Dokonajmy bliZzniaczej analizy jak w roz-
dziale 4.5.3. W konsekwencji wartoéci wtasne réwnania (4.366) réwne [4.8465, —4.8465, 0, 0]
pozwalaja postawié hipoteze o braku stabilnosci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.
W tym przypadku analityczne wyznaczenie trajektorii uktadu na dynamice zerowej jest trudne.
Rozwigzanie mozna uzyskaé symulacyjnie. Przyktadowa interpretacje rozwigzania tej dynamiki
przedstawiono na rysunkach 4.29-4.34, dla r6znych zestawéw warunkéw poczatkowych.
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Rysunek 4.29: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych:
a) [QI7417q37Q3] = [07_1707_1]1 b) [QI7QI>Q37Q3] = [0>1707 1]v C) [qlaq'qu%a(j?)] = [—1,0,—1,0],
d) [Q17q‘17Q37q.3] = [1707 170] 0Os OdCiQtyCh: q1, 0$ rZanyCh3 qs.

Rysunek 4.30: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych:

a) [QI7QI7Q37Q3] = [07_10707_10]1 b) [Q1741,Q3,Q3] = [07 10707 10]1 C) [(thl,(l&q{i] =
[—10,0,—-10,0], d) [g1, 41, g3, ¢3] = [10,0,10,0]. O$ odcietych: g, o$ rzednych: gs.

Rysunek 4.31: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [q1,¢1] =
[0,—1], b) [g1,d¢1] = [0,1], ©) [q1,d1] = [-1,0], d) [q1,¢1] = [1,0]. O$ odcietych: g1, o$ rzednych:
Q-

Rysunek 4.32: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [q1,¢1] =
[0,—10], b) [ql,ql] = [0, 10], C) [ql,ql] = [—10,0], d) [ql,(jl] = [10,0]. 0s OdCiQtyCh: q1, o$
rzednych: ¢;.

Rysunek 4.33: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [g3, ¢3] =
[0, —1], b) [gs, 3] = [0,1], €) [g3,4s] = [-1,0], d) [g3, 3] = [1,0]. O$ odcietych: g3, os rzednych:

q3.
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Rysunek 4.34: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [gs3, 3] =
[0,—10], b) [as, 43] = [0,10], c) [gs,q3] = [-10,0], d) [g3,¢s] = [10,0]. O$ odcietych: g3, os
rzednych: ¢s.
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4.5.5 Czesciowa linearyzacja: sterowania — 7, 73

W trzecim z rozwazanych scenariuszy zaktadamy, ze napedy umieszczone s3 w drugim i trzecim
ztaczu (rysunek 4.17c). Szczegbtowa postaé réwnania dynamiki (4.3)-(4.4) dla analizowanego
wahadta tréjcztonowego mozemy zapisaé wiec w nastepujacej formie

m11G1 + mi2gz + misds + p1 + G =0 (4.367)
ma1g1 + m22Ga + ma3Gs + p2 + Go = 72 (4.368)
m311 + ma2G2 + m33Gs + pz + Gs =73 (4.369)
gdzie:
Ga =i @), Gp=d,  T=[mwl,
oraz
m moy m
Mp1 =mi1, Mg = [mia mis], My = [ 21 ] , Mg = [ 2 T ] ,
m31 m32 M33

pp =1, fa = 2 ps)’,  Gp=Gi, Go=[G2,Gy]".
Podobnie jak w rozdziale 4.5.4, przy zastosowaniu czeSciowej linearyzacji dla sterowan (72, 73)
cze$¢ wyprowadzen i analiz o zblizonym charakterze zostanie pominieta. Pozostawione zostana
natomiast réznice oraz szczegétowe zaleznosci niezbedne z punktu widzenia czytelnosci przekazu.

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Dla modelu (4.367)-(4.369) czesciowo zlinearyzowany system (4.11)-(4.12) mozna przedstawi¢
w szczegbtowe] postaci jako:

Gi = —my; (migve +mazvs + py + G1)
@2 = v (4.370)
gs = wvs.
Wprowadzajac wektor stanu:
z = [q1, w1, g2, wa, g3, w3]" (4.371)
oraz dokonujac podstawienia, takiego, ze
j? = _@7 j3 = _@)
mi1 mi1
otrzymamy model wahadta w postaci:
o[ wy 1 [ 0] [0 ]
’lill —ml_ll (Hl + Gl), JQ J3
G2 | _ w2 0 0
Wy = 0 + 1 V9 + 0 V3. (4372)
q3 w3 0 0
| w3 | L 0 1 L 0 | L 1 |
N—— ~——
f(@) 91(x) g2()

STEROWALNOSC

Dla uktadu (4.372) rzad rank A° =6 = n.

Oznacza to, ze dla przyjetej transformacji uktad (4.372) jest sterowalny w otoczeniu punktu
réwnowagi

WARUNKI LINEARYZACJI

Przeprowadzajac analogiczna jak w rozdziale 4.5.3 analize¢ otrzymujemy, ze najwigkszy lineary-
zowalny podsystem dla uktadu (4.372) jest wymiaru 4. Potwierdzamy zatem, ze mozliwe jest
przeksztatcenie uktadu (4.372) do postaci 4-wymiarowego podsystemu liniowego i 2-wymiarowego
systemu nieliniowego.



108 4.5. Czesciowa linearyzacja dla manipulatora 3-DOF

DYNAMIKA ZEROWA
Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.5.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla przyktadowej funkcji wyjscia.

PRZYKEAD. lIstnieje wiele wariantéw funkgji ho(q), hs(q), ktdrych szczegbtowa postaé uzaleznio-
na jest od wartosci parametrow ko, ..., k3s. Celem ilustracji zagadnienia przedstawiony zostanie
jeden wybrany przypadek, zas pozostate kombinacje moga by¢ obliczone w analogiczny sposéb.
Przyjmijmy, ze wspétczynniki funkcji (4.278) s3 nastepujace:
kor =0, koo =1, ko3 =0,

xvii

(4.373)

Réwnanie (4.280) przybiera wiec postacd

v = [vg,v3]" = [(1] (1)] <u— [8]) = lgj , (4.374)

gdzie sygnat u mozemy zapisa¢ jako

. d
q2 q2 — qo
u=-Ky|.7| - K , 4.375
I lq?,] r [% — qé‘f] (4.375)
natomiast zmienne stanu (4.287) przybieraja forme
21 = @—d zZ2 = Q2
z3 = q3—q§ Zi = 43 (4.376)
m o= q n2 = qi-

Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.375) zostaty okreslone dla przypadku trajek-
torii zdegenerowanej do punktu:

(Qg7 qg) = (07 0)7 (4377)
to dynamika uktadu zamknietego (4.288) przyjmuje postac
21 = 2
2o = —Kpiz1— Kqzo
23 = 24
a = e s R (4.378)
m = 2
i = miy [mia(Kpz + Kazo) + mas(Kpezs + Kapza) — 1 — G
g o= =
Y2 = z3.
Dynamika wewnetrzna dana jest funkcja 7:
: 2
= [ —mﬁl(muvz + migvg + p1 + G) ] ’ (4.379)

Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.377) zalezno$¢ 1 z (4.379), tj.
i = mi mi2(Kpz1 + Kaiz2) + mas(Kpazs + Kaoza) — pn — G| (4.380)

redukuje sie do
7-72 - g(b1+b2+b3)
a1+az+az+az+as+2(r1+ra+r3) id,d%,qd,q2

(m1Lci+(ma+ma)Li+maLea+msLa+maLes) cosqu
m1 L2 +T1+ma L2, +Ta+ms L2, + Is+m3 L2+ (ma+m3)L?

(4.381)

d2=44,92=q3
d3=d%.q3=q§
Finalnie, zalezno$¢ (4.379) dla wartosci referencyjnych (4.377) zdefiniowana jest jako:

N 72
= [ ¢ ] B [ osing; ] (4.382)

(m1Lec1+(ma+ms)Li+maLea+msLao+msLes)
m1 L2 +Ti+ma L2y +12+ms L2 +13+m3L3+(ma+ms) LT

jest poszukiwana dynamika zerowa, dla p = —g

Y Szczegbltowe wyprowadzenia zawarto w zalaczniku F.3
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STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ  Dokonajmy blizniaczej analizy jak w roz-
dziale 4.5.3. Wartoéci wasne zlinearyzowanej dynamiki (4.382) réwne [0, 0]7 nie pozwalaja bez-
posrednio okresli¢ stabilnosci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.
Wyznaczenie jawnej postaci rozwigzania réwnania (4.381) jest analogiczne do tego z rozdziatu
4.5.3. Mozemy wiec zapisa¢ réownanie
g1 = osinqi, (4.383)

ktérego rozwigzaniem jest funkcja:

41 = £/ —20cos q1 + Co. (4.384)

Woynikiem catkowania wyrazenia (4.384) jest funkcja eliptyczna. Rysunek (4.35) stanowi graficzna
interpretacje otrzymanego wyniku, uzyskang droga numerycznych symulacji, dla réznych zestawéw
warunkéw poczatkowych.

Rysunek 4.35: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [q1, 1] =
[0,—1], b) [g1,¢1] = [0,1], ©) [q1,¢1] = [-1,0], d) [¢1,41] = [1,0]. O$ odcietych: g, o$ rzed-
nych: ¢;.

Rysunek 4.36: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [q1,¢1] =
[0,—10], b) [ql,ql] = [O, 10], C) [ql,ql] = [—10,0], d) [ql,(jl] = [10,0]. 0s OdCi@tyChZ q1, 0$
rzednych: ¢;.

LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO

Dla modelu (4.367)-(4.369) czeSciowo zlinearyzowany system (4.20)-(4.21) mozna przedstawi¢
w szczegbtowej postaci jako:

G = v
G2 =~z (muvi + m + Gh) (4.385)
g3 = —ﬁ (m11v1 + 1 + G1) .
Whprowadzajac wektor stanu:
T = [Qlaw17q27w2aq3)w3]Ta (4386)

oraz dokonujac podstawienia, takiego, ze

- mi2 - mi3
Ji= - Jo =

2 2 ) 2
miy + Mmis miy + mis
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otrzymamy model wahadta w postaci:

[ g1 ] i w1y 1T 7 0 7
i 0 1
P wa 0
b | o _ 4.387
wo Ji(p1 + Gh) Fimyy | ( )
qs3 o ws . 0
| w3 | L (1 +Gr) | L Joman |
f(z) g(z)

STEROWALNOSC
Dla uktadu (4.387) rzad  rank A® =4 # n.

Oznacza to, ze dla przyjetej transformacji uktad (4.387) nie jest sterowalny. Wynika to ze zmniej-
szenia rozmiaru wejscia.

WARUNKI LINEARYZACJI

Przeprowadzajac analogiczng jak w rozdziale 4.5.3 analize otrzymujemy, ze najwigkszy lineary-
zowalny podsystem dla uktadu (4.387) jest wymiaru 2. Potwierdzamy zatem, ze mozliwe jest
przeksztatcenie ukfadu (4.387) jedynie do postaci 2-wymiarowego podsystemu liniowego i 4-
wymiarowego systemu nieliniowego.

DYNAMIKA ZEROWA

Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike zamknietego z rozdziatu 4.5.2 przejdzmy do ana-
lizy dynamiki zerowej, dla réznych postaci funkcji wyjscia.

PRZYKLAD. lIstnieje wiele wariantéw funkcji h(q) danej zaleznoscia (4.283), ktérych szczegdtowa
postac uzalezniona jest od wartosci parametréw ki, ko, k3. Celem ilustracji zagadnienia przedsta-
wiony zostanie jeden wybrany przypadek, za$ pozostate kombinacje moga by¢ obliczone w analo-
giczny sposoéb.

Przyjmijmy, ze wspdtczynniki funkcji (4.283) sa nastepujace:

ki=1, ks=0, k3=0, (4.388)
Réwnanie (4.284) przybiera wiec postaé *Viil
v=1(u—-0)=u, (4.389)
gdzie sygnat u dany (4.285) mozemy zapisa¢ jako
u=—Kag1 — Kp(q1 — q), (4.390)
natomiast zmienne stanu (4.289) przybieraja forme
m = q-—dq o= q
21 = ¢ Z9 = (o (4.391)
23 = g3 24 = (3.

Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.390) zostaty okreslone dla przypadku trajek-
torii zdegenerowanej do punktu:

(. dt.af) = (0,0,3), (4.392)

V' Szczegbdlowe wyprowadzenia zawarto w zataczniku F.3
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to dynamika uktadu zamknietego (4.290) przyjmuje postacd

mo o= 1
2 = —Kpm — Kan
21 = 29
B o= e (-~ Ky — Kap) + i+ Gl (4.393)
23 = Z4
2',’4 = _#% [mll(_Kpnl - Kd772) + p1 + Gl]
y1 = M.
Dynamika wewnetrzna dana jest funkcja s(n, z, t):
22
— ot (myvi + 1 + Ga)
s(n, z,t) = miytmi - . (4.394)

2 2
miptmis

Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.392) zalezno$¢ 29 oraz 24 z (4.394) redukuje sie do

i m 1 ) . . .
[qﬂ = [ 121 o — (dlqg + dags + g(maLea + m3La) singa + gms Les sin(ga + Q3))
12

g3 mi3| mi, + mi, q1=q{,
a=q¢
(4.395)
Finalnie, zalezno$¢ (4.395) zdefiniowana teraz jako s(0, z, ), tj.
2 22
) _mZW—Li-%Q Wy
s(0,z,t) = |27 = ATTB (4.396)
43 24
- m
s —mZ 1z Wy

dla: my = ag + a3 + ag + L1 Lesms cos(qa + q3) + Li(Lams + Leams) cos qa + 2L9 Legms cos g3,
mp = a3 + L1Lcms cos(qz + q3) + LaLezms cos g3,

Wy, = ¢3(L1Lesmssin(gz + g3) 4+ (maLea + mgLa) Ly sin g2) +

+ 3(L1Legmasin(qa + q3) + LaLezms sing3) + g(maLea +m3La) sin go 4+ gmaLes sin(gz + g3),
jest poszukiwang dynamikg zerowa.

STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ  Dokonajmy blizniaczej analizy jak w roz-
dziale 4.5.3. Wartoéci wtasne zlinearyzowanej dynamiki (4.396) réwne [4.2460i, —4.24604,0,0]”
nie pozwalaja bezposrednio okresli¢ stabilnosci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.

W tym przypadku analityczne wyznaczenie trajektorii uktadu na dynamice zerowej jest trudne.
Rozwigzanie mozna uzyska¢ symulacyjnie. Przyktadowa interpretacje rozwigzania tej dynamiki
przedstawiono na rysunkach 4.37-4.42, dla réznych zestawéw warunkdéw poczatkowych. Dla za-
proponowanych warunkéw poczatkowych zaden z przedstawionych przebiegdéw nie stanowi krzywe;j
zamknietej, co potwierdza wniosek o niestabilnosci prezentowanej dynamiki zerowej.

Rysunek 4.37: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych:

a) [Qqu'QaQan.S] - [07_]—707_]—]1 b) [QQ’Q%Q&%] - [071)0) 1]1 C) [Q2aQQ,Q3qu] - [_1707_130]1
d) [g2, 42,93, ¢3] = [1,0,1,0]. O$ odcietych: g2, 0$ rzednych: gs.
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Rysunek 4.38: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych:

a) [QQaQQ7937QS] = [07_10707_10]1 b) [q27qQ7q37Q3] - [07 1070) 10]1 C) [Q27(]'27QB7(?3] -
[—10,0,—-10,0], d) [g2, 42, g3, ¢3] = [10,0,10,0]. O$ odcietych: g2, 0$ rzednych: gs.

Rysunek 4.39: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [g2, 2] =
[0, =1], b) [g2, ¢2] = [0,1], ¢) [g2,d2] = [-1,0], d) [g2, G2] = [1,0]. OS odcietych: gz, rzednych: ¢o.

Rysunek 4.40: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [g2, 2] =
[0, —10], b) [g2, ¢2] = [0, 10], c) [g2, ¢2] = [—10,0], d) [g2, ¢2] = [10, 0]. O$ odcietych: g2, rzednych:
q2-

Rysunek 4.41: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [gs3, 3] =
[0, —1], b) [g3,43] = [0, 1], ) [g3,d3] = [-1,0], d) [g3, 3] = [1,0]. O$ odcietych: g3, rzednych: ¢s.

Rysunek 4.42: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [gs3, 3] =
0,—10], b) [gs,ds] = [0,10], <) [gs,ds] = [~10,0], d) [gs, ds] = [10,0]. O odcietych: gs, o¢
rzednych: ¢s.
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4.5.6 Czesciowa linearyzacja: sterowania — 7;

Przejdzmy do analizy czesciowe]j linearyzacji dla pierwszego ze scenariuszy, w ktérym zaktadamy,
ze napedy umieszczone s3 w pierwszym ztaczu. Szczegdtowa postaé réwnania dynamiki (4.3)-(4.4)
dla analizowanego wahadta tréjcztonowego mozemy zapisa¢ wiec w nastepujacej formie

mi1gi + misge +misgs + 1 + G =71 (4.397)
ma1G1 + maaga + masds + p2 + Go =0 (4.398)
mg1G1 + ma2Ga + mazds + pz + Gz =0, (4.399)
gdzie:
Go=G1, G =lig]  T=m,
oraz
mos M m
Mpl - [ o . 1 , Mal - . ‘| ’ Mp2 - [m12’m13]’ Ma? =mi1,
m3z  M33 mai

fp = (2, 3]’y pa = p1, Gp=[G2,G3)", G, =G.

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Dla modelu (4.397)-(4.399) czeSciowo zlinearyzowany system (4.11)-(4.12) mozna przedstawié
w szczegbtowe] postaci jako:

G = v
G2 = JJav —mg3J(p2 + G2) + masJ (u3 + G3) (4.400)
Gz = JJyv+maaJ(u2 + G2) — maaJ(uz + G3)

Wprowadzajac wektor stanu:
€T = [Q1)w17q27w27q37w3}T (4401)

oraz dokonujac podstawienia, takiego, ze

_ ) B
J = (maoamgs — masmsa)” ", Ju = mzimaz — marmasz, Jp = mormsa — msima,

otrzymamy model wahadta w postaci:

[ d1 ] [ w1y 1T [ 0 7
2 0 1
qo wo 0
. = = = + ~ = V. 4.402
w9 —mgsJ (p2 + G2) + masJ(us + G3) JJ, ( )
q3 3 w3 . o0
| w3 | maaJ (p2 + G2) —maaJ(us +Gs) 1 L JJp |
—_——
f(=) g(z)

STEROWALNOSC
Nawigzujac do zagadnien z rozdziatu 4.2.4 wyznaczmy sterowalno$¢ dla obiektu opisanego réw-
naniem (4.402). Macierz sterowalnosci (4.38) przybiera postaé

A® = (g1, 92, adsg, adg,adsgi, adradysg]. (4.403)
Dla uktadu (4.402) rzad
rank A° = 6 = n.

Oznacza to, ze dla przyjetej transformacji uktad (4.402) jest sterowalny w otoczeniu punktu
réwnowagi

WARUNKI LINEARYZACJI

Z réwnania (4.402) wynika, ze model wahadta po transformacji opisywany jest przez 3-wymiarowy
podsystem liniowy, oraz 3-wymiarowy system nieliniowy. Dokonajmy formalnego sprawdzenia naj-
wiekszego linearyzowalnego podsystemu dla uktadu (4.402). Odwotajmy sie do metody wyznacza-
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nia wymiaru dynamiki, ktéra moze by¢ zlinearyzowana, opisanej w rozdziale 3.3.1. Procedure ta
mozna przedstawié w nastepujacych krokach:

1. Krok pierwszy — wyznaczmy 7y

To = dlmgo =1

dla Gyo = span{g}
2. Krok drugi — wyznaczmy r;
ledile—dima():Q—l:l
Go = Gp, tak wiec dimGy = dimGy = 1

Q1 = span{ad;Gy,Go} = span{adsg, g} = Gi
3. Krok trzeci — wyznaczmy 79
ro = dimQ@Qy —dimG; =4 -3 =1
G1 = span{g,adg,g}
G1 = span{g,adg,y,adsadg,g}
Q2 = span{ad}Go,G1}
4. Krok trzeci — wyznaczmy r3
ngding—dim§2=6—6=0
G2 = span{Gy, {adgfgl}} B
Go = span{Gi, {adg,G1}, adadi 6,0dG, 91, adads, Gyada, (adg,ada,Go) }
Q3 = span{ad}Go,Ga}.
Nie ma potrzeby liczenia pozostatych wskaznikéw r;, jako, ze sg one dodatnie i nierosngce. W efek-
cie indeksy K, j > 1 s3 nastepujace:
Ky = #{ri>1,Vi>0}=3
Ky, = ${ri>2,Vi>0}=0.

Oznacza to, ze najwiekszy linearyzowalny podsystem dla rozpatrywanego uktadu jest wymiaru 3.

(4.404)

Wystepujace powyzej nawiasy Liego zostaty wyznaczone symbolicznie i ze wzgledu na swoja zawita
postaé, nie zostana przedstawione w postaci jawne;.

DYNAMIKA ZEROWA
Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego z rozdziatu 4.5.2 przejdzmy
do analizy dynamiki zerowej, dla réznych postaci funkcji wyjscia.

PRZYKEAD. Istnieje wiele wariantéw funkgji wyjscia h(q) danej zaleznoscig (4.278), ktérych
szczegbtowa postaé uzalezniona jest od wartoséci parametréw ki1, k12, k13. Celem ilustracji za-
gadnienia przedstawiony zostanie jeden wybrany przypadek, za$ pozostate kombinacje moga by¢
obliczone w analogiczny sposéb.
Przyjmijmy, ze wspétczynniki funkcji (4.278) s3 nastepujace:

k‘n = 1, k12 = O, k‘lg =0. (4.405)
Réwnanie (4.280) przybiera wiec postacd

v=1(u—0) = u, (4.406)

gdzie sygnat u mozemy zapisa¢ jako

u=—Kag — Kp(q1 — q), (4.407)

natomiast zmienne stanu (4.287) przybieraja forme

2 = q—qf 22 = @
m = q n2 = G2 (4.408)
3 = q3 ne = s

Wynikowa dynamika uktadu zamknietego dla powyzej okreslonych zmiennych stanu moze by¢
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zapisana jako

21 = 29
Zy = v
mo= 12
. . ~ = s = 4.409
N2 = Go=—m3s3J(u2 + G2) + mas3J (s + G3) + JJgv ( )
N3 = M4

m = 3= m32j(ﬂ2 +Go) — m22j(,u3 +G3) + JJyv.
Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.407) zostaty okreslone dla przypadku trajek-
torii zdegenerowanej do punktu:

(. dt.at) = (3,0,0), (4.410)
to dynamika (4.409) przyjmuje postaé
21 = 22
29 = —Kpz1 — Ky
nor - - (4.411)
ne = —mg3J(u2 + G2) + mazJ(uz + G3) — JJo(Kpz1 + Kg22)
ny = M

i = msaJ(p2+ Ga) — maaJ(ps + Gs) — JJy(Kpz1 + Kg2s)
Dynamika wewnetrzna dana jest jako

12
- —mazJ (u2 + G2) + m23J(,u:; +G3) — JJo(Kpz1 + Kqzo) ' (4.412)
4
mggj(,uz + Gz) — mQQJ(/Lg + Gg) — JJb(szl + KdZQ)

Majac na uwadze wartosci referencyjne (4.410) zaleznosci 1 i 14 z (4.412)

[7'72] _ [—m33j(,u2 + G) + mazJ (g + G3) — JJu(Kpz1 + Kd@)]

. ~ =~ - 4.413
N4 mggj(,ug + GQ) — mggj(,ug + Gg) — JJb(szl + KdZQ) ( )

ql :‘1?7(]1 :qlli

definiuja dynamike zerowa.

STABILNOSC ZLINEARYZOWANEJ DYNAMIKI ZEROWEJ Ze wzgledu na zawita postaé zlineary-
zownej dynamiki (4.413) w otoczeniu punktu réwnowagi wyznaczono i podano jedynie jej wartosci
wiasne. Wynosza one [—8.6087, —4.5444, 8.6087, 4.5444]T pozwalaja postawi¢ hipoteze o braku
stabilnosci dynamiki zerowej w otoczeniu punktu réwnowagi.

Ze wzgledu na zawita postaé, szczegbtowa forma zostanie pominieta. Rysunki (4.43-4.48) sta-
nowig graficzna interpretacje otrzymanego wyniku, uzyskana droga numerycznych symulacji, dla
réznych zestawdw warunkéw poczatkowych. Przyjeto horyzont czasu Ty, = 10s. Czerwony okrag
0 oznacza poczatek, za$ o oznacza koniec trajektorii.

Rysunek 4.43: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych:

a) [QQ;QQ7Q3aQ3] = [07_]—707_]—]1 b) [QQ,QQ7QS7QS] = [07170) 1]! C) [Q2aq2,937Q3] - [_1707_170]1
d) [g2, 42,93, ¢3] = [1,0,1,0]. O$ odcietych odpowiada zmiennej g2, 0$ rzednych: gs.
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Rysunek 4.44: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych:

a) [Q2an7q3aq3] = [01 _1(]10’ _10]1 b) [q2an7q3aQ3] = [07 10707 10]1 C) [QZ»Q'%C]&Q?,] =
[—10,0,—10,0], d) [g2, 42, g3, 43] = [10,0,10,0]. O$ odcietych: g2, 0$ rzednych: gs.

Rysunek 4.45: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [g2, ¢2] =
[0, 1], b) [g2,d2] = [0, 1], ¢) g2, G2] = [-1,0], d) [g2,G2] = [1,0]. O$ odcietych: g2, 0$ rzednych:
q2-

Rysunek 4.46: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [g2, ¢2] =
[0, —10], b) [g2,d2] = [0,10], €) [g2,¢2] = [-10,0], d) [g2,¢2] = [10,0]. O odcigtych: gz, 0$
rzednych: ¢o.

Rysunek 4.47: Trajektorie uktadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) [gs3, 3] =
[0, —1], b) [gs, ds] = [0,1], €) [g3,4s] = [~1,0], d) [g3, 3] = [1,0]. O$ odcigtych: g3, os rzednych:
qs-

Rysunek 4.48: Trajektorie ukfadu na dynamice zerowej dla warunkéw poczatkowych: a) (g3, ¢3] =
[0, =10], b) [gs,43] = [0,10], c) [gs,qs] = [-10,0], d) [g3,43] = [10,0]. O$ odcietych: g3, o$
rzednych: ¢s.
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LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO

W przypadku linearyzacji typu nieskojarzonego zachodzi zalezno$¢ m < [, czyli liczba napedzanych
stopni swobody jest mniejsza od liczby pasywnych stopni swobody. Oznacza to brak mozliwosci
wyznaczenia zaleznosci (4.14), tj. M;l. Zgodnie z Uwaga z rozdziatu 4.2.2 niemozliwym jest wiec
przeprowadzenie w tym przypadku tego typu linearyzacji.

4.5.7 Dynamika zerowa — podsumowanie

Przedstawiona graficzna reprezentacja dynamiki zerowej daje wglad w obszar warunkéw poczat-
kowych dla ktérych mozliwe jest osiagniecie otoczenia zadanego punktu réwnowagi (¢%,¢%). Nie
jest jednak mozliwym przedstawienie catego obszaru przeszukiwanych warunkéw dla ¢ € R3 oraz
¢ € R3, stad tez wybrano pewne reprezentacyjne przypadki. Mozna zauwazyé, ze zmieniajac war-
tosci poczatkowe (g, ) nastepuje przesuwanie sie trajektorii na ptaszczyznie fazowej. Oznacza
to, ze mimo niestabilnosci badanych dynamik w otoczeniu punktu réwnowagi, zmiana warto-
éci (¢, ) pociaga za soba wejécie ¢ w otoczenie ¢ oraz ¢ w otoczenie ¢¢. Nalezy nadmieni¢,
ze nie kazdy warunek poczatkowy gwarantuje osiagniecie przez dynamike zerowa stanu bliskiego
(g%, ¢%). W otoczeniu tego punktu mozna rozwazyé np. przetaczenie trybu sterowania i stabiliza-
cji na strategie typu LQR, ktoérej zadaniem jest stabilizacja robota w zadanym punkcie. Analiza
dynamiki zerowej pozwala wiec oszacowaé zachowanie sie robota w trakcie ruchu. Pozwala tez
ewentualnie zadecydowa¢ np. o ,wstrzyknieciu” dodatkowej energii do uktadu celem znalezienia
sie w otoczeniu equilibrium, gdyby warunek poczatkowy pierwotnie tego nie zapewniat. Osiggnie-
cie tego zadania moze by¢ realizowane np. przez dodanie trajektorii referencyjnej. Oznacza to
jednak zmiane dotychczasowej dynamiki zerowej na inng, uzalezniong od nowej funkcji wyjscia.

Ponizej dokonano krétkiego podsumowania graficznej reprezentacji dynamiki zerowej w zaleznosci

od sposobu umieszczenia napeddw:

e 71 — 7y, Collocated: Rysunki 4.19-4.20 przedstawiaja wptyw zmian warunkéw poczatkowych
(g3,43) na potok dynamiki zerowej. Analizujac przedstawione przebiegi mozna zauwazy¢, ze
dla ustalonych wartosci q1 = ¢f, ¢2 = ¢, zmienna g3 wielokrotnie przyjmuje wartoé¢ qg‘f =0
dla réznych warunkéw poczatkowych. Oznacza to, ze dynamika zerowa, mimo iz niestabilna,
wielokrotnie przechodzi w poblizu punktu ¢%. W momencie wejécia stanu dynamiki w otoczenie
(qd, qd) zasadnym jest wiec przetaczenie strategii sterowania na oparta na regulatorze typu LQR.

e 71 — 75, Non-collocated: Niestabilna dynamika zerowa jest wymiaru 4. Rysunki (4.21-4.26)
dobitnie pokazuj3, ze zmiana warunkéw poczatkowych powoduje przesuwanie sie trajektorii na
ptaszczyznie czy to q1 — qo, czy fazowych ¢ — ¢1 oraz g2 — ¢o, powodujac w efekcie, ze stan
(¢, ¢) przechodzi przez otoczenie (¢%, ¢%). Mozna zaobserwowaé wrecz szereg zbioréw warunkéw
poczatkowych, dla ktérych rozpatrywana dynamika zerowa wielokrotnie w trakcie symulacji
przechodzi przez zbiér w otoczeniu punktu zadanego.

e 71 — 73, Collocated: Sytuacja analogiczna do przypadku 71 — 7o, Collocated, z ta rbznica, ze
dla ustalonych wartosci ¢; = qf, q3 = qg, zmienna ¢y wielokrotnie przyjmuje wartoé¢ ¢§ = 0,
dla réznych warunkéw poczatkowych.

e 71 — 73, Non-collocated: Sytuacja analogiczna do przypadku 71 — 7, Non-collocated, z ta
réznica, ze trajektorie fazowe zmiennych q; — ¢; oraz q3 — g3 przybieraja bardziej finezyjne
ksztatty, Swiadczace o bardziej intensywnym ruchu poszczegdlnych ztaczy.

e 7o — 73, Collocated: Trajektorie fazowe dla rozpatrywanych warunkéw poczatkowych tworza
kazdorazowo krzywe zamkniete. Podobnie jak w poprzednich przypadkach zmiana warunkéw
poczatkowych pocigga za soba zblizanie sie stanu do wartosci zadanych, co dobrze obrazuje
chociazby rysunek 4.36, na ktérym ukazano trajektorie fazowe g1 — ¢ po trzykrotnym zwieksze-
niu wspo6trzednych warunku poczatkowego w stosunku do przypadku z rysunku 4.35. W efekcie
zmienna ¢; dla odpowiedniego warunku poczatkowego wielokrotnie osiaga warto$¢ zadana ¢f.

e 75 — 73, Non-collocated: Takie umiejscowienie napeddéw wptywa na bardzo intensywne zmiany
@2, q3. Ruch wahadta przy q; = ¢f = 5 dla drugiego i trzeciego ztacza jest zfozony, jednakze
stan uktadu wielokrotnie przechodzi przez otoczenie (¢4, qg).
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4.6 Czesciowa linearyzacja manipulatora 3-DOF z wykorzystaniem
pseudopredkosci

Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie propozycji podejScia do zagadnienia sterowania
i stabilizacji potréjnego wahadta wokét jego gérnego niestabilnego punktu réwnowagi w oparciu
o formalizm zaprezentowany w [46], tzn. transformacji zmiennych stanu i wejscia przy zastosowaniu
pseudopredkosci.

WSsréd proponowanych koncepcji wyrézniamy dwie — pierwsza, dla ktérej pseudopredkosé zostata
wprowadzona do dynamiki obiektu na drodze transformacji zmiennych stanu, oraz druga — gdzie
dodatkowo pseudopredkosé jest sktadowa funkcji wyjscia.

Pierwotnie zaprezentowana analiza bazuje na metodach przedstawionych w rozdziale 4.2, tzn.
wykorzystuje w swej strukturze czesciowa linearyzacje typu collocated, a w nastepnym kroku
dokonywana jest transformacja zmiennych stanu oraz sygnatu sterujacego.

Odwotujac sie do rozdziatu 4.4.1 podjeto prébe przeksztatcenia uktadu (4.3-4.4) dla trzech
ztaczy do formy normalnej przez prostowanie pol wektorowych zwigzanych z wejsciami. Pier-
wotnie zatozono, ze wyznaczenie transformacji zmiennych bedzie przebiegato analogicznie, tzn.
z wykorzystaniem przeksztatcenia wektora konfiguracji (co dla jednego przyktadowego przypadku
przedstawiono w zafaczniku |). Jednak w wyniku tak przyjetej transformacji poszukiwanie formy
normalnej analogicznej do tej rozwazanej dla Pendubota lub Acrobota nie przyniosto poprawnego
wyniku. W szczegélnosci problematyczne stato sie okreslenie analitycznego rozwigzania catek wy-
stepujacych w przeksztatceniu konfiguracji. Z tego powodu zaniechano tego podejscia i okreslono
przeksztatcenie catego stanu ukfadu, tzn. wraz z predkosciami, co zaprezentowano w ponizszych
rozdziatach.

4.6.1 Pomocnicze zadanie sterowania

W analizowanym przypadku pomocnicze zadanie sterowania jest blizniacze do przedstawione-
go w rozdziale 4.2.3 z t3 rdznica, ze poszukiwana bedzie réwniez taka funkcja wyjscia y =
[h1(), ..., hj(Z)]T € R, ktéra zalezna jest od pseudopredkosci q"p. W zwiazku z tym dla line-
aryzacji typu skojarzonego przedstawionej w rozdziale 4.2.1 przyjeto dla j = {1,...,m}, ze

hi(@) =" ki (0 — af) + kydp- (4.414)
=1

4.6.2 QP: 2 sterowania — 7,7

Prezentowane w niniejszym przyktadzie wyniki stanowig autorski wktad i nie byty dotychczas ni-
gdzie publikowane.

Rozwazmy nastepujacy obiekt dany zaleznoscia (4.296)

qQ = w
w; = 1
o (4.415)
w2 = V2
3 = w3 ) )
w3 = _m:;gl (us + G3) + Jivr + Jova,
gdzie wektor stanu dany jest zaleznoscia:
z = [q1 w1 g2 wa g3 ws]”, (4.416)

oraz jl, jg sg funkcjami stanu zdefiniowanymi w rozdziale 4.5.3.
W réwnaniach dynamiki (4.415) wprowadzmy pseudopredkos¢ w3 zdefiniowana jako

w3 = w3 — J1(q2, g3)w1 — Jo(g3)wo. (4.417)
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Nowy wektor stanu przyjmie wtedy postac:
&= [q w1 g2 wy g3 Ws]" . (4.418)

Obliczajac pochodng z zaleznosci (4.417) otrzymujemy **

- _ oJ 0J oJ.
w3 = —mag (3 + G3) — wy Tq;wz - <w16q; + U1267q§

W wyniku wprowadzenia pseudopredko$ci obiekt (4.415) przyjmuje forme

> (s + Jiwy + Jows).  (4.419)

T = f(Z) + g1v1 + gav2 (4.420)
gdzie:
) o )
0
~ w9
f(.’IJ) = 0 )
w3 + Jiw + Jows
L —m§31 (us + Gs) — wl%U& - (wl% + wQ%) (w3 + Jywy + Jawz) |
g = [010000]T
g2 = [000100]%.

Dzieki wprowadzeniu pseudopredkosci pola g; s3 wyprostowane.

DYNAMIKA ZEROWA

Bazujac na zalezno$ciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego (4.420) przejdzmy do analizy
dynamiki zerowej, dla réznych postaci funkcji wyjscia.

FUNKCIA WYJSCIA: h(x) Istnieje wiele wariantéw funkeji wyjsécia h(Z) danej zaleznoscia (4.414),
ktérych szczegbtowa postac uzalezniona jest od wartoéci parametréw kq1, ..., kog, k1, ko, k3. Celem
ilustracji zagadnienia przedstawiony zostanie jeden wybrany przypadek dla zmiennych natural-
nych, oznaczony jako h(x), za$ pozostate kombinacje moga by¢ obliczone w analogiczny sposéb.
Szczegbtowe zaleznosci reprezentujace odpowiednie pochodne funkcji h(z) dla przypadku ogdlne-
go zostaty przedstawione w zataczniku J.

Zatbézmy, ze wspdtczynniki funkcji (4.414) s3 nastepujace:

kin=1, ki2=0, ki3=0,
ko1 = 0, kog = 1, kog = 0, (4421)
ki1 =0, ko=0,

tzn. funkcja wyjscia (4.414) wyrazona jest tylko za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:
d
a —q
h(q) = . 4.422
(W [qQ - qg] (1.422)
Réwnanie (4.280) przybiera wiec postad

v =[v, )" = [é (1)] (u— [81) = [Z;] , (4.423)

gdzie sygnat u mozemy zapisa¢ jako
. d
qa a1 —q;
u=-Kq|. | — K 4.424
a LD] P LD - qg} ( )
Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.424) zostaty okreslone dla przypadku trajek-

*xSyczegbtowe wyprowadzenia znajdujg sie w zataczniku J
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torii zdegenerowanej do punktu:
(af,43) = (5.0), (4.425)

to dynamika wewnetrzna réwnania (4.420) dana jest funkcja
(~> wg + Jywi + Jows
z) = _ -
n _m331(ﬂ3 + Gg) — w1y %wg — (wl% + wg%) (w3 + Jjwy + szg) d1=4%,q1=¢¢
Y. d
42=495,92=4q45

finalnie redukujac sie do

(&) = [ s 1 . (4.426)

1 .
a5Mm3gLezsings

Wynikowa posta¢ dynamiki zerowej jest tozsama z dynamika zerowa ze wzoru (4.313).

Funkcia wyiScia: h(z) Przyjmijmy, ze funkcja wyjscia (4.414) wyrazona jest za pomoca
kombinacji liniowej konfiguracji oraz pseudopredkosci zmiennej pasywnej, tzn. ktérej wspdtczynniki
Sg nastepujace:

k=1, k=1, kiz=0,

ko1 = 0, koo = O, /{23 = 1, (4.427)

ki=1, ky=1.

Stosujac powyzsze wspétczynniki, funkcja h(Z) = [h1, ho]T przyjmuje nastepujaca postac:
hy = k(g — ¢f) + k12(q2 — 45)
ha = ka3(qs — ) + ka(ws — 0§).
Réwnanie (4.280) zapiszmy jako
v = [o1,02)7 = (LyLyhy) ™ (u— L3hy), (4.429)

gdzie sygnat u mozemy zapisaé jako

(4.428)

U = —Kdehj - Kphj, (4430)

dla j = {1,2}. Ze wzgledu na funkcje h(Z) zalezng od pseudopredkosci, réwnania (4.429) oraz
(4.430) nie trywializuja sie jak w przypadku funkcji h(x). Szczegdtowa ich postaé zamieszczono
w zataczniku J.

Zaktadajac, ze trajektoria referencyjna zostata zdegenerowana do punktu:

(af,¢5,43) = (5,0,0), (4.431)
dynamika wewnetrzna réwnania (4.420) powtdrnie dana jest jako
~ w3
T) = . . 4.432
(&) [émsch:s sin Q:J ( )

Identyczna posta¢ dynamiki wynika z faktu przyjecia trajektorii referencyjnej zdegenerowanej do
punktu. W przypadku zadania $ledzenia trajektorii nie za$ stabilizacji w punkcie, dynamika zerowa
zaréwno dla (4.313) jak i dla (4.426) oraz (4.432) beda sie réznity.
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4.6.3 QP: 2 sterowania — 7, 73

Rozwazmy nastepujacy obiekt dany zaleznoscia (4.342)
G = w
w1 U1
G2 wo 3 3
wo —mz_zl(,uz + G2) + Jiv1 + J3vs,
3 w3
w3 = V3,

gdzie wektor stanu dany jest zaleznoscia:
T = [q1 w1 g2 w2 q3 ws]T
oraz .Jy, J3 sa funkcjami stanu zdefiniowanymi w rozdziale 4.5.4.

W réwnaniach dynamiki (4.433) wprowadzmy pseudopredko$¢ wsy zdefiniowang jako

)

Wy = wy — Ji(q2, g3)w1 — J3(gs)ws.
Nowy wektor stanu przyjmie wtedy postac:
i = [q w1 g2 B2 q3 w3]” .
Obliczajac pochodna z zaleznosci (4.435) otrzymujemy **
0.J1 0J3 oh, . = .
w1 m— +w35— | w3z — wym— (W2 + Jywi + J3ws
dq3 3(13) 9q2 ( )

W wyniku wprowadzenia pseudopredkosci obiekt (4.433) przyjmuje forme

Wo = —myy (u2 + G2) — <

T = f(Z) + g1v1 + gavs

gdzie
w1
0
wo + j1w1 + j3w3

F) = B . i S -
1) —may (p2 + Gz2) — (m% + wg?)jg) w3 — wl%(wz + Jiwi + J3ws)
w3

0

G1=[010000, g»=[000001]

DYNAMIKA ZEROWA

(4.433)

(4.434)

(4.435)

(4.436)

(4.437)

(4.438)

Bazujac na zalezno$ciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego (4.438) przejdzmy do analizy

dynamiki zerowej, dla réznych postaci funkcji wyjscia.

FUNKCIA WYJSCIA: h(x)

Analogicznie jak w rozdziale 4.6.2 przedstawmy wybrany przypadek

reprezentujacy funkcje wyjscia uzalezniong od zmiennych naturalnych, oznaczony jako h(z).

Przyjmijmy, ze wspétczynniki funkcji (4.414) s3 nastepujace:
ki =1, ki2=0, ki3=0,
kg1 =0, k32=0, ksz=1,
k1 =0, ky=0,

(4.439)

tzn. funkcja wyjécia (4.414) wyrazona jest tylko za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:

Q3—qg

**Szczegblowe wyprowadzenia znajduja sie w zalaczniku K

(4.440)
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Réwnanie (4.280) przybiera wiec postac

[ M

gdzie sygnat u mozemy zapisaé jako
3 d
qn a1 —q;
u=-Kg|. | — K, 4.442
¢ l%] g [q:s - qé‘f] (4.442)
Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.442) zostaty okreslone dla przypadku trajek-
torii zdegenerowanej do punktu:

(4f,95) = (5,0), (4.443)

to dynamika wewnetrzna réwnania (4.438) dana jest funkcja

(~) we + Jywi + Jaws
xTr) = _ 7 ~4 b~ ~ ~ P
n _m221('u2 + Gg) — (wl% + w;:,%i) wsg — wl%('UJQ + Jiwy + J3w3) d1=4%,q1=¢

] 43=44,q3=0q3
finalnie redukujac sie do

K sin qo

77(:2‘)2[ 2 ] (4.444)

maLeatmalotmsles
ma L2y +Ia+m3 L2 +-I3+m3L3+2LaLegms

Wynikowa posta¢ dynamiki zerowej jest tozsama z dynamika zerowa ze wzoru (4.352).

dar=gyg

Funkcia wyiScia: h(z) Przyjmijmy, ze funkcja wyjscia (4.414) wyrazona jest za pomoca
kombinacji liniowej konfiguracji oraz pseudopredkosci zmiennej pasywnej, tzn. ktérej wspdtczynniki
Sg nastepujace:

ki1 =1, kio=0, kiz=1,

k31 =0, ks2 =1, k33=0, (4.445)

k1 =0, ky=1.

Stosujac powyzsze wspdtczynniki, funkcja h(Z) = [h1, h3]T przyjmuje nastepujaca postac:
hy = k(g1 — ¢f) + ki3(gs — ¢F)

hs = k3a(g2 — ¢§) + ko (wa — ©9). (4.446)
Réwnanie (4.280) zapiszmy jako
v=[v1,03]" = (LgLyghy)™ (u — L}hy), (4.447)
gdzie sygnat u dany jest zaleznoscia
u= %+ Kq(4" — Lyhy) + Kp(y* — hy), (4.448)

dla j = {1,3}. Ze wzgledu na funkcje h(Z) zalezng od pseudopredkosci, réwnania (4.447) oraz
(4.448) nie trywializuja sie jak w przypadku funkcji h(x). Szczegdtowa ich postaé zamieszczono
w zataczniku K.

Zakfadajac, ze trajektoria referencyjna zostata zdegenerowana do punktu:

(af. 43, 43) = (5,0,0) , (4.449)
réwnanie (4.447) w szczegbtowe] postaci przedstawia sie nastepujaco
V= [Ul,vg]T = —(Lgthj)il(L?rhj + Kdehj + Kphj), (4.450)
natomiast dynamika wewnetrzna réwnania (4.438) powtérnie dana jest jako
~\ w9
n(@) = [mm (D] : (4.451)

Identyczna postaé dynamiki wynika z faktu przyjecia trajektorii referencyjnej zdegenerowanej do
punktu. W przypadku zadania $ledzenia trajektorii nie za$ stabilizacji w punkcie, dynamika zerowa
zaréwno dla (4.352) jak i dla (4.444) oraz (4.451) beda sie réznity.
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4.6.4 QP: 2 sterowania — 7, 73

Rozwazmy nastepujacy obiekt dany zaleznoscia (4.372)

qgq = w _ ~
W = —myt(u + G1) + Jove + J3vg,
. (4.452)
wy = V2
g3 = w3
w3 = U3,
gdzie wektor stanu dany jest zaleznoscia:
= [q1 w1 g2 w2 G3 wg]T, (4.453)
oraz J, Js sa funkcjami stanu zdefiniowanymi w rozdziale 4.5.5.
W réwnaniach dynamiki (4.452) wprowadzmy pseudopredkos¢ w; zdefiniowana jako
Wy = wy — Ja(g2, g3)w2 — J3(q2, g3)ws. (4.454)
Nowy wektor stanu przyjmie wtedy postac:
&= [q W1 g2 wa g3 w3]”. (4.455)
Obliczajac pochodna z zaleznosci (4.454) otrzymujemy **!
- _ 0J 0Jy  0Js 0.J3
1 2 2
W, = —m +G) —wi— —wowsz | — + — | —wi—. 4.456
1 1 (1 1) 28q2 <8q3 94 38q3 ( )
W wyniku wprowadzenia pseudopredkosci obiekt (4.452) przyjmuje forme
&= f(Z)+ g1v2 + gavs (4.457)
gdzie : }
i w1 —|—~J2w2 + ng3~ i i
- ) ) )
=it o+ G) — G —wows (5 + G) — i
f(@) = w3
(Z) 0
w3
0 -

g1=1[000100]",g2=1[000001]".

DYNAMIKA ZEROWA

Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego (4.457) przejdzmy do analizy
dynamiki zerowej, dla réznych postaci funkcji wyjscia.

Funkcia wyJsscia: h(z) Analogicznie jak w rozdziale 4.6.2 przedstawmy wybrany przypadek
reprezentujacy funkcje wyjscia uzalezniong od zmiennych naturalnych, oznaczony jako h(x).
Przyjmijmy, ze wspbtczynniki funkcji (4.414) sa nastepujace:

kor =0, koo =1, ko3 =0,

k31 =0, ksa=0, ksz=1, (4.458)

k1 =0, ky=0,

tzn. funkcja wyjscia (4.414) wyrazona jest tylko za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:

h(q) = [Zz B ng] . (4.459)

**Szczegbltowe wyprowadzenia znajduja sie w zataczniku L
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Réwnanie (4.280) przybiera wiec postac

v = [vg,vg]T = -(1) (1)] (u— [81) = [Zj , (4.460)

gdzie sygnat u dany mozemy zapisa¢ jako

d i |d i |e-d4
u=4"+Kg|ly*"— | + K — . 4.461
Y a\Y q3 r{¥ q3 — q§l ( )
Zaktadajac ponadto, ze wartosci referencyjne dla (4.461) zostaty okreslone dla przypadku trajek-
torii zdegenerowanej do punktu:

(45, 45) = (0,0), (4.462)
to dynamika wewnetrzna réwnania (4.457) dana jest funkcja
(%) Wy + Jows + J3ws
n(E@)=|_ _ j Y, j
—mit (i + Gh) — w92 — wows (52 + 92) — w3 | |io=af aa=at
d3=d$.q3=q4
finalnie redukujac sie do
~ w1
= . 4.4
(%) l osin ‘ﬂ} (4.463)

Wynikowa posta¢ dynamiki zerowej jest tozsama z dynamika zerowa ze wzoru (4.382).

Funkcia wyisScia: h(z) Przyjmijmy, ze funkcja wyjscia (4.414) wyrazona jest za pomoca
kombinacji liniowe] konfiguracji oraz pseudopredkosci zmiennej pasywnej, tzn. ktérej wspotczynniki
sg nastepujace:

kor =0, koo =1, koz=1,

k31 = 1, k32 = 0, k33 = 0, (4.464)

k1=0, ko=1.

Stosujac powyzsze wspotczynniki, funkcja h(Z) = [ha, h3]? przyjmuje nastepujaca postac:
ha = ka2(q2 — qf) + ka3(qs — q5)

"~ = 4.465
hs = kai1(q1 — qf) + ka2 (w1 — @09). ( )
Réwnanie (4.280) zapiszmy jako
v = [vg,v3]" = (LgLysh;)~"(u— L3hy), (4.466)
gdzie sygnat u dany jest zaleznoscia
u =i+ Ka(y? — Lyhj) + Kp(y® — hy), (4.467)

dla j = {2,3}. Ze wzgledu na funkcje h(Z) zalezng od pseudopredkosci, réwnania (4.466) oraz
(4.467) nie trywializuja sie jak w przypadku funkcji h(z). Szczegbtowa ich postaé zamieszczono
w zataczniku L.

Zaktadajac, ze trajektoria referencyjna zostata zdegenerowana do punktu:

(a1, 45, 43) = (3,0,0), (4.468)
réwnanie (4.466) w szczegbtowej postaci przedstawia sie nastepujaco
v = [vg,v3]" = —(LgLgh;) " (L3hj + KqLghj + Kphy), (4.469)
natomiast dynamika wewnetrzna réwnania (4.457) powtérnie dana jest jako
~\ w1
n(z) = L) sin fh} . (4.470)

Identyczna postaé dynamiki wynika z faktu przyjecia trajektorii referencyjnej zdegenerowanej do
punktu. W przypadku zadania $ledzenia trajektorii nie za$ stabilizacji w punkcie, dynamika zerowa
zaréwno dla (4.382) jak i dla (4.463) oraz (4.470) beda sie réznity.
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4.6.5 QP: 2 sterowania — 7

Rozwazmy nastepujacy obiekt dany zaleznoscia (4.402)

qgq = w
’Lbl = v
@2 = w2
: = = =z 4.471
Wy = —mazJ(p2 + Ga) + masJ (s + Gs) + JJgv ( )
43 = w3 3 »
w3 = mzaJ(p2 + G2) — maaJ (uz + G3) + JJypv,
gdzie wektor stanu dany jest zaleznoscia:
z = [q1 w1 g2 wa g3 wy]", (4.472)
oraz Jy, J3 s3 funkcjami stanu zdefiniowanymi w rozdziale 4.5.6.
W réwnaniach dynamiki (4.471) wprowadzmy pseudopredkos$ci w9 i w3 zdefiniowane jako
Wy = wy — JJgwi,
L 4.473
1173 = wg—Jwal. ( )
Nowy wektor stanu przyjmie wtedy postac:
&= [q w1 g2 W2 g3 Ws]" . (4.474)
Obliczajac pochodng z zaleznosci (4.473) otrzymujemy **ii
Wy = —mazJ (2 + Go) + maaJ (i3 + Gz) — Jaw1 §J — Jwi G Ja (4.475)
wy = mga(pa + Ga) — maad (us + Gy) — Jywr gpJ — Jwi G Jy
gdzie: %j = qung + %wg, %ja = g‘gng + g‘égwg, %jb = g—g;wQ + %wg.
W wyniku wprowadzenia pseudopredko$ci obiekt (4.471) przyjmuje forme
&= f(Z)+ gv, (4.476)
_ - -
0
: - vg + JJ,
gdzie: (&) = “@+w‘”” . g=[010000.
2
w3 + jjbwl
L /l:[}3 -

DYNAMIKA ZEROWA

Bazujac na zaleznosciach opisujacych dynamike uktadu zamknietego (4.476) przejdzmy do analizy
dynamiki zerowej, dla réznych postaci funkcji wyjscia.

FUNKCIA WYJSCIA: h(z)  Przyjmijmy, ze wspétczynniki funkcji (4.414) s3 nastepujace:
ki =1, ki2=0, ki3=0,
ki1 =0, ky=0,
tzn. funkcja wyjscia (4.414) wyrazona jest tylko za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:
h(q) = q1 — qf. (4.478)
Réwnanie (4.280) przybiera wiec postac
v=1u—-0)=u (4.479)

(4.477)

*iigsczegblowe wyprowadzenia znajduja sie w zataczniku M
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gdzie sygnat u mozemy zapisa¢ jako
u = —chh - qu1- (4480)

Dalsze rozwazania prowadza do podobnych wnioskéw jak w rozdziatach 4.6.2-4.6.4, wiacznie
z wnioskiem dotyczacym postaci dynamiki zerowej, ktéra tozsama jest z dynamika zerowa ze
wzoru (4.413).

FuNnkcIA wyJScia: h(z) Przyjmijmy, ze funkcja wyjécia (4.414) wyrazona jest za pomoca
kombinacji liniowe]j konfiguracji oraz pseudopredko$ci zmiennej pasywnej, tzn. ktérej wspotczynniki
s3 nastepujace:
R o
Stosujac powyzsze wspotczynniki, funkcja h(Z) = hy przyjmuje nastepujaca postaé:
hi = ku(q — ) + ki2(q2 — ) + k13(g3 — ¢f) + k(2 — 0F) + k(3 — 0§).  (4.482)
Réwnanie (4.280) zapiszmy jako
v = (LgLshj)~ " (u— L}hy), (4.483)
gdzie sygnat u dany jest zaleznoscia
u=—KqLih — K,h. (4.484)

Ze wzgledu na funkcje h(Z) zalezng od pseudopredkosci, réwnania (4.483) oraz (4.484) nie try-
wializuja sie jak w przypadku funkcji h(z). Szczegbtowa ich postaé zamieszczono w zataczniku M.
Zakfadajac, ze trajektoria referencyjna zostata zdegenerowana do punktu:

(¢, 43, 4) = (3.0,0), (4.485)
réwnanie (4.483) w szczegbtowe] postaci przedstawia sie nastepujaco
V= [’UQ,’U;),]T = —(Lgthj)fl(L?chj + KqLghj + Kphj), (4.486)

natomiast dynamika wewnetrzna réwnania (4.476) powtérnie dana jest jako (4.412).

Identyczna postaé dynamiki wynika z faktu przyjecia trajektorii referencyjnej zdegenerowanej do
punktu. W przypadku zadania $ledzenia trajektorii nie za$ stabilizacji w punkcie, dynamika zerowa
zaréwno dla (4.413) jak i dla h(x) oraz h(Z) beda sie réznity.



ROZDZIAL D

Woyniki badan symulacyjnych dla 2 DOF

W tym rozdziale przedstawione zostana wyniki badan symulacyjnych ilustrujacych wybrane zagad-
nienia omdwione w rozdziatach teoretycznych rozprawy. Badania przeprowadzone byty z wykorzy-
staniem kilku narzedzi informatycznych, wéréd ktérych wyréznié mozna:

e kompilator C4++

e interpreter Python

e Srodowisko Matlab.
Do rozwigzywania réwnan rézniczkowych wykorzystywana byfa metoda zmiennokrokowa typu
ode45, zaimplementowana w jezyku C++ z wykorzystaniem biblioteki Eigen [6].

Symulacje numeryczne prowadzone byty przy uzyciu komputeréw klasy PC z procesorami czteror-
dzeniowymi o architekturze x86/x64 wspierajacymi obliczenia 8-watkowe.

Symulacje wykonywane byty wedtug dwéch schematdw, ktére oznaczono jako LOOP oraz SOLO.
Schemat prac symulacyjnych typu LOOP mozna przedstawi¢ nastepujaco. Dla wybranego algo-
rytmu sterowania dokonywano wyboru przedziatu poszukiwania rozwigzan, zaréwno w przestrzeni
konfiguracyjnej robota, jak réowniez w przestrzeni parametréw, jesli takie byty rozwazane. Celem
przyspieszenia obliczen dokonano zréwnoleglenia wykonywanych symulacji poprzez podziat wy-
branego zakresu poszukiwah miedzy procesory logiczne CPU, jak réwniez pomiedzy dodatkowe
komputery PC, co zostato zobrazowane na rysunku 5.1.

SYMULACJE ,LOOP’

4 v
’cpu_1 | | | |CPU_m| |CPU_1 ‘ | | |CPU_m|

Rysunek 5.1: Schemat obrazujacy zréwnoleglenie obliczen

Uzyskane wyniki symulacji typu LOOP byty nastepnie analizowane za pomoca procedur napisanych
w jezyk Python celem przedstawienia tzw. obszaréw zbieznosci.

Symulacje typu SOLO odpowiadaja dogtebnej analizie wybranego przypadku ze zbioru dostepnych
rozwigzan (obszaru zbieznosci) i prowadzone byty jednowatkowo, tzn. przy wykorzystaniu jednego
komputera PC (Intel(R) Xeon(R) CPU E5-1620 v3 @ 3.50GHz, 12 GB RAM, Windows 10). W ra-
mach poszerzonej analizy przedstawiono przebiegi w czasie zmiennych konfiguracyjnych robota
oraz sygnatu wejéciowego. Szczegdtowa analiza typu SOLO dla robota 2 DOF zostata powigzana
z weryfikacja eksperymentalng i znajduje sie w rozdziale 7.
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5.1 Opis procedury symulacji

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawiona analiza algorytméw, ktére zostaty przedstawione
w rozdziatach 4.3-4.4. Przedmiotem zainteresowania jest réwniez ocena uzytecznosci badanych
metod uwzgledniajaca przestanki praktyczne takie jak ograniczenia sygnatéw wejsciowych oraz
ograniczenia natozone na stan, ktére wynikaja z konstrukcji mechanicznej systemu.

Analiza wynikéw symulacyjnych zostata przeprowadzona dla wszystkich rozpatrywanych algo-
rytméw wedtug nastepujacego schematu. W pierwszej kolejnosci przedstawiono zbiory warunkéw
poczatkowych, dla ktérych dany algorytm osigga zatozony cel sterowania, tj. okreslono tzw. ob-
szar zbieznosci. Nastepnie analizowano wskazniki opisujace jako$¢ regulacji dla zastosowanych
praw sterowania celem wzajemnego poréwnania rozpatrywanych algorytmow.

W symulacjach rozpatruje sie zadanie stabilizacji robota w pozycji wyprostowanej, przedsta-
wionej na rysunku 4.3a, tzn. zadana pozycja okreélona jest przez (¢f, q$) = (5,0).

Analizowane warunki poczatkowe zakfadaja, ze predkosci w ztaczach s3 zerowe. Przyjecie
takiego scenariusza symulacji nie oznacza uproszczenia procesu stabilizacji, jako ze uktad w po-
czatkowej fazie sterowania nie posiada zadnej energii kinetycznej. Oznacza to, ze algorytm musi
niejako ,wstrzyknaé” pewng ilo$¢ energii wymagana do rozpoczecia ruchu, przy jednoczesnym
utrzymaniu jego konfiguracji w przedziale, w ktérym uzyskanie stabilizacji jest mozliwe.

Wielu badaczy, por. [39, 79, 99, 101, 105, 106], analizuje proces stabilizacji dla warunkéw po-

czatkowych, ktére znajduja sie bardzo blisko pozycji zadanej (btad konfiguracji w poszczegdlnych
ztaczach nie przekracza kilku stopni). W tej pracy zatozono sprawdzenie zbioru warunkéw poczat-
kowych w catej przestrzeni konfiguracyjnej, zdefiniowanych w dziedzinie dyskretnej na siatce 2D.
Rozdzielczo$¢ przestrzenna siatki zostata ustawiona na 2° badz 4°, co wynikato z wnioskéw wstep-
nych symulacji majacych na celu znalezienie kompromisu miedzy wymagana doktadnoscia a czasem
trwania symulacji. Kazda komérka siatki odpowiada jednemu warunkowi poczatkowemu (qo1, go2)
przyjmowanemu w danej prébie symulacyjnej. Prébe uznajemy za udang, jezeli w zatozonym ho-
ryzoncie czasowym réwnym Ty, = 10s norma z sumy btedéw pozycji katowej w obu ztaczach
bedzie mniejsza niz 0.01°. W szczegdlnych przypadkach horyzont symulacji zostat wydtuzony.
Udang prébe na wykresie przedstawiajagcym obszary zbieznosci oznaczono kolorem niebieskim, na-
tomiast kolor biaty oznacza warunek poczatkowy dla ktérego odnotowano niepowodzenie, tj. brak
stabilizacji uktadu zamknietego przy spetnieniu zatozonych kryteriéw.
Zakres katdéw qg1 oraz qgo zostat okre$lony w granicach od —180° do 180°, co daje od ok. 8100
do 32400 préb symulacyjnych (w zaleznosci od przyjetej rozdzielczosci siatki) dla kazdego algoryt-
mu, bez uwzglednienia zmian innych parametréw w trakcie symulacji. Przyjecie takich warunkéw
poczatkowych oznacza, ze problem podniesienia wahadta (swing-up) jest réwniez rozpatrywany.

W przypadku, gdy badany algorytm posiada parametry, np. wzmocnienia, pozwalajace na jego
strojenie, byty one dodatkowo uwzgledniane w procesie poszukiwania rozwigzania. W tym celu
przyjeto podejscie probabilistyczne, w ktérym wartosci parametréw opisane zostaty przez zmienne
losowe o rozktadzie rbwnomiernym U (a, b), gdzie a i b oznaczaja wartosci graniczne. Dla kazdej pa-
ry warunkéw poczatkowych (qo1, go2) zdefiniowanych na siatce, prowadzono symulacje dla réznych
wartoéci tych parametréw wyznaczanych za pomoca funkcji numerycznych estymujacych rozktad
rownomierny. Przyktadowo sg to parametry kp, kp, wo, kg, itp. dla odpowiednich algorytméw
sterowania. W tenze sposéb mozna uzyskad bliskie optymalnym wartosci parametréw dla wybra-
nego warunku poczatkowego, zapewniajace najlepsza (z punktu widzenia przyjetych kryteriéw)
jakosé regulacji. Wada przyjetego schematu optymalizacji jest znaczna liczba iteracji wymagana
do badania danego algorytmu, siegajaca od blisko 1 do ponad 3 milionéw symulacji dla rozwaza-
nego przypadku (w zalezno$ci od przyjetej rozdzielczosci przeszukiwan siatki i liczby zmian danego
parametru).

Celem uzyskania obiektywnych kryteriéw poréwnawczych wprowadzono kilka wskaznikéw. Pierw-
szym z nich jest wskaznik opisujacy procentowy udziat warunkédw poczatkowych dla ktérych
osiggnieto stabilizacje, odniesiony do catej przeszukiwanej przestrzeni warunkéw poczatkowych
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— wskaznik ten w dalszej czesci pracy oznaczono jako Area.
Nastepnie, jako kryteria efektywnosci energetycznej zostaty uzyte dwa klasyczne wskazniki [1]:

tmax
Jm:/ V2dt, (5.1)
0

oraz .
Jo= [ llesl Pt (52)

definiowane odpowiednio jako catka z kwadratu napiecia wejsciowego, oraz catka z kwadratu uchy-
bu przejsciowego uwzgledniajacego stan. Wystepujacy we wzorze 5.1 symbol V,,, oznacza napiecie
wejsciowe. Wykorzystanie napiecia zamiast momentu generowanego przez silnik wynika z koniecz-
nosci dostosowania sie do rzeczywistego stanowiska laboratoryjnego, opisanego w rozdziale 7, dla
ktérego sygnatem wejSciowym jest witasnie napiecie. Przeliczenia wartoSci momentu napedowe-
go na warto$¢ napiecia zasilajacego silnik opisane jest wg. zaleznosci zawartych w [71]. Ponadto
dla zbioru uzyskanych wskaznikéw energetycznych wyznaczano warto$¢ srednia i odchylenie stan-
dardowe w serii. Rozpatrywane wskazniki zostaty wyliczone dla kazdej proby, w ktérej badano
algorytm.

W przypadku, gdy dla danego warunku poczatkowego (qo1, go2) zastosowano dodatkowo poszuki-
wanie nastaw algorytmu, do prezentacji wynikéw wybierano przypadek dla ktérego J,,, badz J. jest
najmniejszy. Otrzymane wartosci wskaznikéw przedstawiane s3 nastepnie w formie wykreséw stup-
kowych, dla wszystkich udanych préb dotyczacych danego algorytmu. Na podstawie tych kryteridéw
mozna wyciggna¢ wnioski odnosnie wtasciwosci uktadu zamknietego. Dla przyktadu wskaznik J,
daje pewne przestanki do oceny ruchu ztaczy robota podczas catego procesu stabilizacji. Duza
warto$¢ tego wskaznika oznacza, ze ruch robota jest ekstensywny, charakteryzuje sie znaczny-
mi zmianami wartosci katéw w ztaczach i trwa dtugo, podczas gdy mata warto$¢ oznacza, ze
ruch jest ,szybki i krétki", tzn. podczas procesu osiggania punktu zadanego ztacza nie wykonuja
nadmiernych ruchéw. Zauwazono takze na podstawie analizowanych przypadkéw, ze dla danego
algorytmu mniejsza warto$¢ J. wiaze sie z reguty z krétszym czasem symulacji konkretnego przy-
padku (rzedu 1-2 sekund), podczas gdy jego duza warto$¢ moze oznaczad, ze czas symulacji zbliza
sie do zaktadanego maksymalnego czasu Tg,. Wartosci ,duza” i ,mata” odnosza sie stricte do
danego algorytmu i nie mozna ich poréwnywaé miedzy algorytmami. Przyktadowo dla algorytmu
opisanego w rozdziale 5.2.2 mata wartos¢ J. jest rzedu jednosci, a duza rzedu 37. Natomiast
algorytm opisany w rozdziale 5.2.5 charakteryzuje sie wskaznikiem J, na poziomie 1.5 oraz 2000,
dla odpowiednio ,,matych” i ,duzych” wartosci wskaznika. Na tej podstawie mozna okresli¢ np.
ktéry zakres warunkéw poczatkowych jest bardziej wymagajacy pod wzgledem energetycznym, co
moze by¢ pomocne przy planowaniu préb eksperymentalnych.

POROWNANIE DANYCH SYMULACYJNYCH

Celem poréwnania poszczegdlnych algorytmdw sterowania rozwaza sie kazdorazowo tzw. przypa-
dek nominalny, dla ktérego przyjeto zestaw znormalizowanych parametréw symulacji. W przy-
padku tym zatozono, ze maksymalna warto$¢ bezwzgledna napiecia wejSciowego silnika jest ogra-
niczona do 10V, co wynika z charakterystyki elementu wykonawczego wykorzystywanego na sta-
nowisku laboratoryjnym. Ponadto na ruch robota nie natozono dodatkowych ograniczen, takich
jak maksymalna liczba obrotéw pierwszego i drugiego ztacza, czy zakres dozwolonych predkosci
katowych w stanie przejsciowym. Taka nominalna symulacje oznaczono kazdorazowo jako sim_1
i dla niej wykreslono zbiér dodatkowych wskaznikédw charakteryzujacych zachowanie sie uktadu
zamknietego. Wsréd tych wskaznikédw mozemy wyrédznié obszary zbieznosci, histogramy wskazni-
kéw energetycznych, graficzng reprezentacje tychze wskaznikéw w odniesieniu do zbioru warunkéw
poczatkowych, czy tez histogramy opisujace rozktad parametréw odpowiednich algorytméw w od-
niesieniu do wszystkich udanych préb.

Dodatkowo badano algorytmy przy réznym ograniczeniu sygnatu wejsciowego (napiecia dostar-
czanego do silnika), w zakresie od 1 do 10 V, wyznaczajac kazdorazowo obszar zbieznosci dla
danego przypadku.
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Strojenie sterownika usiap odpowiadajacego za stabilizacje w punkcie przebiegato wg tej sa-
mej procedury, chyba ze zaznaczono inaczej. Dla modeli wyrazonych za pomoca zmiennych na-
turalnych optymalne warto$ci wzmocnien K uzyskano dla liniowej aproksymacji réwnan ruchu
w punkcie réwnowagi (qf,q3) = (5,0), przy zatozeniu nastepujacych postaci macierzy Q =
diag{50,50,0.01,0.01} i R = 100.

Dla modeli wyrazonych w zmiennych przeksztatconych — pseudopredkosciach — uwzgledniono za$
transformacje macierzy Q i R wynikajace z transformacji zmiennych konfiguracyjnych, opisane
w rozdziatach 4.4.3 1 4.4.6.

Przyjeta metodyka zapewnita podobna dynamike uktadu zamknietego w otoczeniu punktu zada-
nego dla kazdego algorytmu co pozwolito na ich obiektywne poréwnanie.

5.1.1 Opis parametréw symulacji

W niniejszym rozdziale przedstawiono opis parametréw symulacji numerycznych uzytych do bada-
nia algorytmoéw sterowania opisanych w rozdziatach 4.3-4.4 dla robota o dwéch stopniach swobody.
Dla wybranych scenariuszy badan symulacyjnych zamieszczono tabele z parametrami. Standardowa
interpretacja tych parametréw jest nastepujaca (chyba, ze dla danych przypadkéw szczegdlnych
zaznaczono inaczej):

e solver — w procesie catkowania réwnan ruchu zastosowano metode o zmiennym kroku cat-
kowania, typu Runge-Kutta Dormand-Prince 5 (RKDP5),

o Tim — czas symulacji (maksymalny czas przeznaczony na catkowanie réwnan ruchu jednego
przypadku),

e dt — krok catkowania metody numerycznej (solvera),

e zakres przeszukiwanych katéw q; oraz g2 znajdowat sie w zbiorze od —180° do +180°, dla
kazdego ze ztaczy,

e grid B — rozdzielczo$¢ przeszukiwania siatki wyrazona w [°],

e absolute error tolerance oraz relative error tolerance — parametry solvera zmiennokrokowego,

Dla niektérych algorytméw zastosowano dodatkowe parametry, jak:

e A, — zakres dziatania regulatora linowego wyrazony w [°],
e rand — liczba losowan parametru w danym przedziale, np. parametréw regulatora o, w, &,
kp, kp, kg, itp.
Tabele o nazwie Wyniki symulacji przedstawiaja zebrane wyniki dla symulacji robota typu Acrobot
badz Pendubot. W tabelach tych uzyto nastepujacych skrétdw:
o Vinax — jest maksymalng warto$cig bezwzgledna napiecia wejsciowego silnika,
e Ograniczenia — dotyczy sytuacji w ktdrej narzucamy ograniczenie na wykonanie symulacji,
tzn. czy uwzgledniamy mozliwo$¢ zakonczenia procesu symulacji wczesniej niz wynika to
z Tsim. Uzyskanie rozwigzan w rozwazanych przypadkach potrafi byé czasochtonne. Wpro-
wadzenie ograniczen umozliwia wiec otrzymanie rozwigzan w czasie krétszym niz nominalny.
W trakcie symulacji mozemy narzuci¢ dwa dodatkowe warunki na zakonczenie dziatania pro-
gramu, takie jak ograniczenie liczby obrotéw zfacza pierwszego badz drugiego (okreslamy
wtedy maksymalng liczbe obrotéw danego ztacza), lub ograniczenie predkosci katowej jaka
moze osiagna¢ dane ztacze.
e Uwagi — w przypadku zmian domyslnych parametréw symulacji dodawano odpowiedni ko-
mentarz,
e Area [%] — procentowy udziat warunkéw, dla ktérych osiggnieto zadany stan odniesiony do
catej przeszukanej przestrzeni,
Je = [ ||ep||?dt — catka z kwadratu uchybu przejéciowego dla stanu,
Jm = [ V2dt — catka z kwadratu napigcia wejéciowego,
Jo — warto$¢ érednia z parametru Jg,
Jm — warto$é $rednia z parametru Jp,,
o(Je) — odchylenie standardowe dla serii parametréw J,
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e o(Jm) — odchylenie standardowe dla serii parametréw Jy,,
e Tt — zatozony maksymalny czas trwania obliczen rzedu 24h.

5.2 Woyniki numeryczne symulacji

Niniejszy rozdziat odnosi sie do rozwazan przedstawionych w czesci 4 i stanowi symulacyjna eg-
zemplifikacje zawartych tam metod sterowania dla robota o dwdch stopniach swobody.

Wyniki zostang przedstawione w sekwencji zwigzanej z zastosowanym prawem sterowania, od-
powiednio dla robota typu Acrobot oraz Pendubot. Tytuty ponizszych podrozdziatéw oznaczaja
skrétowo zastosowany algorytm sterowania i nalezy odczytywac je zgodnie z tabelg 5.1 w sposdb,
ktéry zostanie oméwiony na dwéch przyktadach:

e MCG: Acrobot — symulacja dla robota typu Acrobot, przy wykorzystaniu modelu dynamiki
wyrazonego we wspotrzednych naturalnych i zastosowaniu wytacznie sterownika ugtap,

e QPZ+Energy: Pendubot — symulacja dla robota typu Pendubot, przy wykorzystaniu modelu
dynamiki wyrazonego we wspotrzednych przeksztatconych — quasi-predkosciach i zastoso-
waniu sterownika hybrydowego.

Tabela 5.1: Wykaz badanych algorytmoéw

Algorytm Robot Zmienne ‘ Ustab ‘ Uswing ‘

MCG: Acrobot Acrobot naturalne + -
MCG: Pendubot Pendubot naturalne + -
MCG+Energy: Pendubot | Pendubot naturalne + +
Spong: Acrobot Acrobot naturalne + +
Spong: Pendubot Pendubot naturalne + +
QPZ: Acrobot Acrobot quasi-predkosci + -
QPZ: Pendubot Pendubot quasi-predkoéci + -
QPZ+Energy: Pendubot Pendubot quasi-predkosci + +
PN-QP: Acrobot Acrobot quasi-predkoéci + +
PN-QP+LQR: Pendubot Pendubot quasi-predkoéci + -
PN-QP: Pendubot Pendubot quasi-predkosci + +

Wspdlne parametry symulacji (chyba, ze zaznaczono inaczej) przedstawiono w tabeli 5.2. Opis
wykorzystanych symboli znajduje sie w rozdziale 5.1.1.

Tabela 5.2: Parametry symulacji

solver Tiim dt ¢ [o] 0 [o] Aq 2= absolute/relative

error tolerance

RKDP5 | 10 | 001 [ +180 | 180 | 90 | 2 | 10°®

Algorytmy MCG:Acrobot oraz MCG:Pendubot nie zostaty szczegdtowo opisane w niniejszej pracy.
Wynika to z ich prostoty, jako ze algorytmy te uwzgledniajg tylko model dynamiki robota da-
nego zaleznosciami (4.50-4.51) oraz (4.104-4.105) dla odpowiednio Pendubota i Acrobota, oraz
sterownika ugta, Opisanego w rozdziale 4.1.
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5.2. Wyniki numeryczne symulacji

5.2.1 MCG: Acrobot

Tabela 5.3: Wyniki symulacji: MCG: Acrobot

0 i i A — -
Nazwa |  Viax SANCEN | Uwagi rea 7. o (o) T | ()
q q %
sim_0 1 - - 0.040 0.680 0.600 0.305 0.241
sim_1 10 = = 0.417 12.443 12.308 6.871 6.171
sim_2 102 - - 0.503 25.802 30.225 23.026 31.868
sim_3 10° - - 0.503 25.802 30.225 23.026 31.868
sim_4 109 + - a 0.503 25.802 30.225 23.026 31.868
Uwaga a: brak ograniczenia na ¢ dla Vinax = 10° skutkuje Teim > Terit
150 "
8
100 8
— 50 6
g 6
T 50 4
=100 2 2
=150
0 0
-150 -100 -50 0 50 100 150 0 5 10 1 B % i 0 10 2 320 40 %0 €0
a) 1 [deg] b) [viae c) [egat

Rysunek 5.2: MCG: Acrobot, dla sim_1. a) Obszar zbieznosci. Histogram: b) [ V,2dt, c) [ e2dt

a)

Rysunek 5.3: MCG: Acrobot, dla
a) [Vadt, b) [eXdt
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sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:

150

100

50

-50

-100

-150

92 [deg]

-150 -100

50 0
g1 [deg]

50

100 150

c)

150

100

50

-50

-100

-150

-150 -100

50 0
g1 [deg]

50 100 150

Rysunek 5.4: MCG: Acrobot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c¢) sim_3
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5.2.2 MCG: Pendubot

Tabela 5.4: Wyniki symulacji: MCG: Pendubot

roS—— N = —
Nazwa Vs STANCZONA | Uwagi rea 7 o(Je) T | ()
q q %
sim_0 1 — - Tsim = 20s 0.083 0.304 0.219 0.261 0.173
sim_1 10 - - 1.719 10.373 11.017 9.604 8.766
sim_2 102 - - 1.806 13.934 17.919 17.439 23.985
sim_3 103 - - 1.806 13.934 17.919 17.439 23.985
sim_4 10 + - 1.719 10.373 11.017 9.604 8.766
sim_5 102 + - 1.806 13.934 17.919 17.439 23.985
sim_8 103 + - Tsim = 50s 1.806 13.934 17.919 17.439 23.985
150
100
= 50
(7]
I, 0
s: -50
=100
=150
oy 0 20 30 T 0= 10 20 30 40 50 60
=150 -100 -50 0 50 100 150
a) 91 [deg] b) [Viat 9) [epat

Rysunek 5.5: MCG: Pendubot, dla sim_1. a) Obszar zbieznosci. Histogram: b) [ V,2dt, c) [ e2dt

a) b)

Rysunek 5.6: MCG: Pendubot, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [Vadt, b) [e2dt

150 150 150
100 100 100
— 50 — 50 — 50
g g g
S o0 A S o0 S o0
o < <
S 50 S 50 S 50
-100 -100 -100
-150 -150 -150
-150 -100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0 50 100 150
a) a1 [deg) b) g1 [deg) c) g1 [deg)

Rysunek 5.7: MCG: Pendubot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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5.2.3 MCG+Energy: Pendubot

Dodatkowe parametry badanego algorytmu wzgledem tych zawartych w tabeli 5.2 zostaty przed-
stawione w tabeli 5.5.

Tabela 5.5: Parametry i ich zakresy uzyte w symulacjach: MCG+Energy: Pendubot

kp kp kg rand
0.1+1 0.1 +1 0.01 +1 50

Tabela 5.6: Wyniki symulacji: MCG+Energy: Pendubot

Nazwa Vinax Ograniczen.ia Uwagi Area Je o(Je) Im o(Jm)
q q %
sim_0 1 - - 0.08 0.30 0.22 0.26 0.17
sim_1 10 = = 36.97 211.65 250.68 52.16 32.29
sim_1x 10 - - H=4 36.68 206.74 233.15 52.02 32.23
sim_2 102 - - 25.86 229.07 375.97 102.76 189.05
sim_3 103 - - 25.68 223.21 368.80 105.54 221.28
sim_Oa 1 - - rand=20 0.083 0.304 0.219 0.261 0.173
sim_la 10 - - rand=20 24.207 | 208.453 | 267.132 | 50.045 31.358
sim_2a 102 - - rand=20 16.333 | 196.752 | 310.377 | 83.374 | 155.179
sim_3a 103 - - rand=20 16.358 199.154 | 341.422 | 87.540 185.404
sim_Ob 1 + - rand=20 0.083 0.304 0.219 0.261 0.173
sim_1b 10 + — rand=20 24.207 | 208.453 | 267.132 | 50.045 31.358
sim_2b 102 + - rand=20 16.333 | 196.752 | 310.377 | 83.374 | 155.179
sim_3b 103 + - rand=20 16.358 199.154 | 341.422 | 87.540 185.404

20000

15000

2 [deg]

10000

5000 -

-150 &

5 L L L
100 200 0 500 1000 1500 2000
-150 -100 -50 0 50 100 150

a) a1 [deg] b) JVzat ) Jezdt

Rysunek 5.8: MCG+Energy: Pendubot, dla sim_1. a) Obszar zbieznoéci. Histogram: b) [ V2dt,
c) [eldt

a) b)

Rysunek 5.9: MCG+Energy: Pendubot, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycz-
nych: a) [V,2dt, b) [eldt
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Rysunek 5.11: MCG-+Energy: Pendubot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c¢) sim_3
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5.2.4 Spong: Acrobot

Dodatkowe parametry badanego algorytmu wzgledem tych zawartych w tabeli 5.2 zostaty przed-
stawione w tabeli 5.7.

Tabela 5.7: Parametry i ich zakresy uzyte w symulacjach

rand | & “ w § o
50 | 2 [ 2 Joss0[o0r+20] 10*

COLLOCATED
Tabela 5.8: Wyniki symulacji: Spong: Collocated: Acrobot
O i i A _ .
Nazwa | Vi oo OO |y e rea 7. o (Je) T o(Jm)
q q %
sim_0 1 - - 0.102 73.191 59.041 1.674 1.199
sim_1 10 = = 27.466 163.646 | 94.204 67.846 35.022
sim_2 102 - — 53.373 398.616 | 582.262 | 612.733 | 668.007
sim_3 103 - - H=4 61.531 686.981 | 930.379 | 2924.615| 3917.524

= 3500

1
5014 7000
3 3000
100 6000

2500

50 5000 -

20001 4000

1500 -

2 [deg]

50 3000

1000 - 2000

-100

1000 -
-150

=y

Sl b L s L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 0 500 1000 1500 2000
-150 -100 -50 0 50 100 150

a) a1 [deg] b) JVzat ) Jezat

Rysunek 5.12: Spong - Coll: Acrobot, sim_1. a) Obszar zbieznosci. Histogram: b) [ V,2dt, c) [ e2dt

a) b)

Rysunek 5.13: Spong - Coll: Acrobot, sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e2dt
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Rysunek 5.14: Spong - Coll: Acrobot, sim_1. Histogram: a) &, b) wo
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Rysunek 5.15: Spong - Coll: Acrobot, sim_1. Histogram: a) kp, b) kp
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Rysunek 5.16: Spong - Coll: Acrobot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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NON-COLLOCATED

Tabela 5.9: Wyniki symulacji: Spong: NonCollocated: Acrobot

Nazwa | Vi Ograniczer{ia Uwagi Area 7 o(Je) - (o)
g | g %o
sim_0 1 — ‘ - 0.05 22.28 45.36 0.70 0.87
sim_1 10 = = 25.45 202.72 188.24 103.76 64.00
sim_2 102 - - 43.76 852.14 | 1238.28 | 1198.33 | 1369.04
sim_3 103 =+ - 53.95 1256.51 | 1684.64 | 4325.27 | 6582.93

G2 [deg]
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-100 -50

0
g1 [deg]
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2
f epdt

2000 2500

Rysunek 5.17: Spong - NonColl: Acrobot, sim 1. a) Obszar zbieznoéci. Histogram: b) [ V2dt,

c) [exdt

a)

b)

Rysunek 5.18: Spong - NonColl: Acrobot, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycz-

nych: a) [V2dt, b) [ e2dt

2500

Rysunek 5.19: Spong - NonColl: Acrobot, sim_1. Histogram: a) &, b) wy
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Rysunek 5.20: Spong - NonColl: Acrobot, sim_1. Histogram: a) kp, b) kp
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Rysunek 5.21: Spong - NonColl:
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Acrobot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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5.2.5 Spong: Pendubot

Dodatkowe parametry badanego algorytmu wzgledem tych zawartych w tabeli 5.2 zostaty przed-
stawione w tabeli 5.10.

Tabela 5.10: Parametry i ich zakresy uzyte w symulacjach

[ rand | o | € |
| 50 | 0+50]0.1+20]

COLLOCATED
Tabela 5.11: Wyniki symulacji: Spong: Collocated: Pendubot
0 ; ; A — —
Nazwa | Vjax granlczerTla Uwagi rea Je a(Je) Im o(Jm)
q q %
sim_0 1 - - 0.08 0.30 0.22 0.23 0.17
sim_1 10 — — 44.78 247.83 201.13 131.63 104.61
sim_2 102 - - 59.59 360.39 350.07 1319.98 1386.47
sim_3 103 - — 60.37 427.18 500.73 3062.79 | 5266.35

1501 %3 16000 30000 -

100 14000 - 25000
12000[-

50 20000

10000 -

q2 [deg]

8000 15000

-50 6000 - 10000}
=100 4000 -

5000 -

-150] - 2000

- o i - 5 L L L L L
0 200 400 600 800 0 500 1000 1500 2000 2500
-150 -100 -50 0 50 100 150

a) a1 [deg] b) Jvidt 0) Jezat

Rysunek 5.22: Spong - Coll: Pendubot, sim 1. a) Obszar zbieznoéci. Histogram: b) [V2dt,
c) [exdt

a) b)

Rysunek 5.23: Spong - Coll: Pendubot, dla sim_1. Minimalne warto$ci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e2dt
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Rysunek 5.24: Spong - Coll: Pendubot, sim_1. Histogram: a) £, b) wy
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Rysunek 5.25: Spong - Coll: Pendubot, sim_1. Histogram: a) kp, b) kp

150 1501 &

100 100
— 50 — 50 —_
g g g
S o S = o e
o o o
T 50 T 50 <

-100 -100

-150 -150

-150 -100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0 50 100 150
a) a1 [deg] b) a1 [deg] c) a1 [deg]

Rysunek 5.26: Spong - Coll: Acrobot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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NON-COLLOCATED

Tabela 5.12: Wyniki symulacji: Spong: Non-Collocated: Pendubot

Nazwa | Voo Ograniczenia Uwagi Area T o(J2) - ()
q q %0
sim_0 1 - - 0.08 0.30 0.22 0.23 0.17
sim_1 10 = = 51.26 121.68 76.52 49.62 29.05
sim_2 102 - - 54.90 171.19 | 139.50 | 536.93 572.98
sim_3 103 - - 57.90 206.89 | 252.70 | 1664.53 | 3366.35

25000

20000

15000 -

10000 -
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L L L L
100 200 300 0 500 1000 1500 200
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a) a1 [deg] b) Jvidt 0) Jezat

Rysunek 5.27: Spong - NonColl: Pendubot, sim_1. a) Obszar zbieznosci. Histogram: b) [ V2dt,
c) [exdt

a) b)

Rysunek 5.28: Spong - NonColl: Pendubot, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energe-
tycznych: a) [ V2dt, b) [ e2dt
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Rysunek 5.29: Spong - Non-Coll: Pendubot, sim_1. Histogram: a) &, b) wy
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Rysunek 5.30: Spong - NonColl: Pendubot, sim 1. Histogram: a) kp, b) kp
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Rysunek 5.31: Spong - Non-Collocated: Acrobot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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5.2.6 QPZ+LQR: Pendubot

Tabela 5.13: Wyniki symulacji: QPZ+LQR: Pendubot

Nazwa Vinax Ograniczen.ia Uwagi Area A o(Je) Im o(Jm)
q q %o
sim_0 1 - - 0.08 0.28 0.19 0.28 0.17
sim_1 10 = = 3.22 18.29 17.92 17.74 16.05
sim_2 102 - - 3.75 22.40 21.52 22.28 20.09
sim_3 103 - - 3.76 73.69 894.17 65.41 751.93

150

100

50

q2 [deg]

-50
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-150
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a) q1 [deg] b) vzt C) [ezat

60

-150 -100 -50 0 50 100 150

Rysunek 5.32: QPZ+LQR: Pendubot, sim_ 1. a) Obszar zbieznosci. Histogram: b) an%dt,
c) [exdt

a) b)

Rysunek 5.33: QPZ+LQR: Pendubot, dla sim_1. Minimalne warto$ci wskaznikdéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [eXdt
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Rysunek 5.34: QPZ+LQR: Pendubot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, ¢) sim_3
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5.2.7 QPZ+Energy: Pendubot

Dodatkowe parametry badanego algorytmu wzgledem tych zawartych w tabeli 5.2 zostaty przed-
stawione w tabeli 5.14.

Tabela 5.14: Parametry i ich zakresy uzyte w symulacjach: QPZ+Energy: Pendubot

. ke | ko | kp | rand | B |
L 01+1 [ 01+1 [ 001+01 | 50 | 2 |

Tabela 5.15: Wyniki symulacji: QPZ+Energy — Pendubot

Nazwa Vi Ograniczer%ia Uwagi Area T () I (o)
q q %o
sim_0 1 - 0.08 0.28 0.19 0.28 0.17
sim_1 10 - - 77.79 341.09 | 440.38 172.35 97.12
sim_la 10 - a 78.40 352.96 | 462.46 173.46 97.20
sim_2 102 - a, b 61.69 952.76 | 2126.36 | 1153.80 | 1672.18
sim_3 103 - a 62.83 981.32 | 2164.67 | 10715.10| 98040.06

Zebrane Uwagi zostaty przedstawione w tabeli 5.16

Tabela 5.16: QPZ+Energy — Pendubot — Uwagi do tabeli 5.15

a H=4°
b:  reltol = 107, Tyjm > Terit, brak wynikéw
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a) b) JVvidt ¢) Jezat

Rysunek 5.35: QPZ+Energy: Pendubot, dla sim_1. a) Obszar zbieznoéci. Histogram: b) [ V,2dt,
c) [exdt

a) b)

Rysunek 5.36: QPZ+Energy: Pendubot, sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) fef)dt
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Rysunek 5.37: QPZ+Energy: Pendubot, sim_1. Histogram: a) kp, b) kp, ¢) kg

a) b) c)
Rysunek 5.38: QPZ+Energy: Pendubot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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5.2.8 QPZ+LQR: Acrobot

Tabela 5.17: Wyniki symulacji: QPZ+LQR: Acrobot

0 ; i A — —
Nazwa Vinax granlczen.la Uwagi rea Je a(Je) Im o(Jm)
q q %
sim_0 1 - - 0.06 0.51 0.41 0.39 0.31
sim_1 10 — — 1.01 23.55 24.41 10.49 10.21
sim_2 102 — — 1.01 23.55 24.41 10.49 10.21
sim_3 103 — - 1.01 23.55 24.41 10.49 10.21
150 200p ®
100 1757 20
5 EZ 15
S o 10.0F
& 10+
-100 51
=150
-150 -100 -50 0 50 100 150 " x % “0 50 ’ 0 % “© ;0 % 10
a) a1 [deg] b) Jvzdt c) Je2at

Rysunek 5.39: QPZ+LQR: Acrobot, sim_1. a) Obszar zbieznosci. Histogram: b) [ V.2dt, c) fe%dt

a) b)

Rysunek 5.40: QPZ+4+LQR: Acrobot, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [eldt
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a) a1 [deg] b) a1 [deg] c) a1 [deg]

Rysunek 5.41: QPZ+LQR: Acrobot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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5.2.9 PN-QP: Acrobot

Dodatkowe parametry badanego algorytmu wzgledem tych zawartych w tabeli 5.2 zostaty przed-
stawione w tabeli 5.18.

Tabela 5.18: Parametry i ich zakresy uzyte w symulacjach: PN-QP: Acrobot

a K ko rand = absolute/relative

error tolerance

0 +g sin a, COS ¢, ‘ 50 ‘ 4 ‘ 10— ‘

Tabela 5.19: Wyniki symulacji: PN-QP: Acrobot

Nagwa Vo Ograniczer%ia Uwagi Area 7 () I (o)
q q %
sim_0 1 — 0.09 0.58 0.44 0.44 0.31
sim_1 10 - 69.53 135.51 113.93 87.93 75.04
sim_2 102 - 80.43 268.56 | 344.99 | 1580.13 | 3165.13
sim_3 103 - 76.78 402.96 | 727.12 | 21210.39| 76469.90
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a) q1 [deg] b) Jviat ¢) Jezat

Rysunek 5.42: PN-QP: Acrobot, sim_1. a) Obszar zbieznosci. Histogram: b) [V2dt, c) [ eZdt

a) b)

Rysunek 5.43: PN-QP: Acrobot, dla sim 1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [Vadt, b) [eXdt
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Rysunek 5.44: PN-QP: Acrobot, sim_1. Histogram: a) ay
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5.2.10 PN-QP+LQR: Pendubot

Tabela 5.20: Wyniki symulacji: PN-QP+LQR: Pendubot

Nazwa | Vi Ograniczen'ia Uwagi Area T () - (o)
q q %
sim_0 1 - 0.08 0.27 0.18 0.24 0.15
sim_1 10 = 4.71 34.92 70.49 20.02 22.83
sim_2 10? - 7.58 581.35 1319.57 | 1190.99 | 2643.30
sim_3 103 - 10.35 8920.58 | 19016.65 | 76078.24 | 142710.28
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Rysunek 5.46: PN-QP+LQR: Pendubot, sim 1. a) Obszar zbieznoci. Histogram: b) [ V2dt,
c) [eldt

a) b)

Rysunek 5.47: PN-QP+LQR: Pendubot, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéow energetycz-
nych: a) [V2dt, b) [ eldt
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Rysunek 5.48: PN-QP+LQR: Pendubot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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5.2.11 PN-QP: Pendubot

Dodatkowe parametry badanego algorytmu wzgledem tych zawartych w tabeli 5.2 zostaty przed-
stawione w tabeli 5.21.

Tabela 5.21: Parametry i ich zakresy uzyte w symulacjach: PN-QP: Pendubot

w € rand a] absolute/relative
’ error tolerance
0+ 50 1074 50 ‘ 4 ‘ 104 ‘

Tabela 5.22: Wyniki symulacji: PN-QP: Pendubot

0 . . A - —
Nazwa | Viax | 61, gramczer%la Uwagi rea Je o(Je) Jm o(Jm)
q \ q %
sim_0 1 0—m - - H=2 0.08 0.27 0.18 0.24 0.15
sim_1 10 0—m = = H=2 83.76 280.80 235.79 211.40 151.76
sim_2 102 | 0—7 + + 80.81 915.79 943.82 | 10369.6 | 10080.6
sim_la 10 g - - rand=20 21.85 325.34 341.53 238.32 219.59
sim_1b 10 3 - - rand=20 50.14 315.66 290.58 233.94 187.13
sim_1c 10 2% - - rand=20 43.05 422.94 287.84 312.46 186.00
sim_a 1 g - - 0.10 0.38 0.12 0.30 0.11
sim_b 10 3 - - 35.25 349.07 338.59 254.89 216.40
sim_c 102 g - - 42.00 817.09 | 1294.65 | 12722.3 | 15732.2
sim_d 10 0—m - - rand=100 97.89 254.16 220.13 191.90 135.05
150 150 | R 150
100 100 100
5 5 5 0 EE 5 0
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Rysunek 5.49: PN-QP: Pendubot. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_1, c) sim_2

a) b)

Rysunek 5.50: PN-QP: Pendubot, sim 1. Minimalne wartosci wskaznikdéw energetycznych:

a) [V2dt, b) [eldt
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5.2. Wyniki numeryczne symulacji
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Rysunek 5.53: PN-QP: Pendubot. Obszar zbieznosci: a) sim_b, b) sim_c, c) sim_d
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5.3 Whnioski

Whioski dotyczace przeanalizowanych symulacji mozna podzieli¢ na dwie grupy.

Pierwsza dotyczy kwestii stricte implementacyjnych. Dzieki zastosowaniu jezyka C++ zamiast
Srodowiska Matlaba otrzymanie wynikéw symulacji mozliwe jest w wymiernie krétszym czasie.
Dla wielu analizowanych przypadkéw bazujacych na algorytmie PN-QP zaobserwowano taka wta-
snos$¢, ze czas potrzebny do wyliczenia jednej petli algorytmu, przy uzyciu jednakowych parame-
tréow algorytmoéw catkowania numerycznego, w srodowisku Matlab trwa ok. 17 minut, podczas
gdy skompilowany kod zrédtowy w C++ wykonywany jest w przyblizeniu w czasie 1 sekundy.
Nalezy podkresli¢, ze cho¢ ta informacja wydaje sie mie tylko znaczenie techniczne, to jednak
warunkuje mozliwo$¢ przeprowadzenia testow symulacyjnych. Wykonujac w trakcie jednej proby
okoto 500 tys. do miliona petli symulacji, taczny czas obliczen w Matlabie to okoto 16 lat, pod-
czas gdy zréwnoleglone obliczenia w C++, tylko na 1 komputerze zajmuja okoto doby. Dzielac
zakres poszukiwan na wiele watkéw i kilka komputeréw, czas ten skracamy wielokrotnie. Podobne
zwiekszenie efektywnosci obliczen jest trudne do uzyskania w Srodowisku Matlab, chociazby ze
wzgledu na fakt, ze uruchomienie wielu instancji tej aplikacji wykorzystuje znaczng ilo$¢ pamieci
RAM a czas trwania elementarnej symulacji nie ulega skréceniu.

To samo dotyczy pdzniejszej obrébki danych. Préba numerycznego przeanalizowania p6t miliona
wynikdéw, np. poprzez wyrysowanie wykresu, ktéry jest wynikiem przeanalizowania macierzy skta-
dajacej sie z setek tysiecy wierszy i kilkunastu kolumn w Matlabie trwa okoto 20 minut (komputer
klasy PC, procesor XEON, 12 GB RAM), podczas gdy Python z pakietem Pandas potrzebuje na
ten sam cel okoto 5-10 sekund.

Druga grupa wnioskéw dotyczy konkretnie wptywu zastosowanego prawa sterowania na zachowanie
sie rozpatrywanego robota o 2 DOF i bardziej szczegdtowo zostanie przedstawiona w ponizszych
rozdziatach.

Dokonujac zgrubnej analizy prezentowanych wynikdéw mozna zauwazyé, ze zwiekszanie dostepnego
zakresu sygnatu wejsciowego, badzZ narzucanie dodatkowych ograniczen, nie zawsze zmienia liczbe
dostepnych rozwigzan.

Ponadto, analizujac histogramy parametréw regulatoréw mozna oceni¢ trudnos¢ strojenia algoryt-
moéw i wstepnie oszacowa¢ wrazliwo$¢ algorytmu na dobér parametréw. Duzy rozrzut parametréw
utrudnia wybér odpowiedniego zestawu nastaw, podczas gdy wezszy zakres zmian skupiony wokét
pewnej statej sugeruje mniej ztozony proces doboru wzmocnien.

PENDUBOT

Tabela 5.23 przedstawia zbiorcze poréwnanie réznych algorytméw podlegajacych weryfikacji sy-
mulacyjnej, dla robota typu Pendubot. W tabeli przedstawiono dane dla warunkéw nominalnych
oznaczanych kazdorazowo jako sim_1.

Na podstawie podanych wskaznikéw mozna wysnué wniosek, ze zastosowanie transformacji zmien-
nych stanu pozytywnie wptywa na zwiekszenie liczby dopuszczalnych warunkéw poczatkowych, tj.
poszerzenie zakresu zbieznosci. Dla tych samych strategii sterowania, tzn. zaréwno zawierajacych
sam regulator ugap,, czy dodatkowo sterownik energetyczny, liczba warunkéw poczatkowych za-
konczonych sukcesem wzrasta dwukrotnie. Najwiekszy natomiast przyrost wynikéw obserwujemy
przy zastosowaniu formy normalnej, oznaczonej skrotem PN-QP.

Parametry przedstawiajace energochtonnos¢ procesu sterowania robota wskazuja na wzrost tego
kosztu co mozna wyttumaczy¢ faktem, ze wiekszy obszar zbieznosci oznacza wiekszy zakres ka-
tow poczatkowych z ktérych mozemy ustabilizowaé robota, a co bezposrednio sie z tym wigze,
odlegtos¢ katowa jaka musza przeby¢ ztacza robota wzrasta.

Ponizej przedstawiono uszczegdtowienie wnioskéw z podziatem na poszczegdlne analizowane al-

gorytmy.
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Tabela 5.23: Poréwnanie algorytméw — Pendubot, dla przypadkéow sim_1

’ Algorytm ‘ Areal%] ‘ Je Im
MCG + LQR 1.72 10.37 9.60
QPZ + LQR 3.22 18.29 17.74

PN-QP + LQR 4.71 34.92 20.02
MCG + Energy 36.97 211.65 52.16
QPZ + Energy 77.79 341.09 172.35
Collocated 44.78 247.83 131.63
Non-Collocated 51.26 121.68 49.62
PN-QP 83.76 280.80 211.40

MCG

Analizujac obszary zbieznosci podane w tabeli 5.4 mozemy zauwazy¢, ze zmiana wartosci parame-
tru okreslajacego maksymalna wartos¢ modutu napiecia wejsSciowego silnika nie zmienia znaczaco
liczby dostepnych rozwigzan. W przypadku Vi,.x > 100V zmiany nie s3 wrecz obserwowalne,
nawet mimo wydtuzenia czasu trwania symulacji. Podobnie natozenie badZ usuniecie ograniczen
na maksymalng dozwolong liczbe obrotéw w ztaczach nie zmienia dostepnej liczby rozwigzan.
Potwierdza sie zatem znana wiasno$¢, ze uzycie sterownika uwzgledniajacego tylko stabilizator
Ustab Nie gwarantuje uzyskania celu jakim jest stabilizacja w punkcie equilibrium dla szerokiego
spektrum warunkéw poczatkowych. W prezentowanym algorytmie liczba dostepnych rozwiazan nie
rosSnie wraz ze wzrostem czasu symulacji Tg,. Wydtuzenie 5-krotnie Ty, nie wptyneto na liczbe
dostepnych rozwigzan (przypadek oznaczony jako sim_8). Na wykresach opisujacych zaleznosci
[V2dt i [|lep||>dt mozemy zauwazyé, ze ruch robota w kierunku pozycji docelowej charakte-
ryzuje sie niewielka energochtonnoscia, szczegdlnie w poréwnaniu z innymi opisywanymi w pracy
algorytmami, co po czesci wynika z ograniczenia obszaru zbieznosci, ktéry obejmuje stosunkowo
proste przypadki.

MCG - ENERGY

Zastosowanie dodatkowego sterownika typu swing-up zwiekszyto ponad 20-krotnie liczbe dostep-
nych rozwigzan dla nominalnej wartosci napiecia zasilajacego Viax, wzgledem sterownika zawiera-
jacego sam regulator ugi,p. Analizujac tabele 5.6 interesujagcym jest zaobserwowana tendencja, ze
zwiekszanie dostepnego zakresu sygnatu wejsciowego, nie zwieksza liczby dostepnych rozwigzan,
a wrecz je ogranicza. Wynika to z tego, ze zwiekszajac dostepny sygnat sterujacy dla sterownika
typu Uswing, Ograniczamy jednoczesnie mozliwos¢ przyciggania trajektorii stanu przez sterownik
Ugtab M.IN. Z uwagi na wzrost predkosci. Nalezy bowiem zauwazy¢, ze dla zastosowanego sterow-
nika zbiér predkosci, ktére lezg w obszarze zbieznosci jest ograniczony. Na zbiér dopuszczalnych
predkosci w otoczeniu punktu zadanego mozna cze$ciowo wptynaé poprzez zmiane wzmocnien
sterownika ugt,p. Moze to zwigkszy¢ dostepna liczbe rozwigzan, ale kosztem naruszenia warunkéw
symulacji przyjetych w pracy w celu uzyskania mozliwie obiektywnego poréwnania wtasciwosci
réznych algorytméw. Rozktad wartosci nastaw regulatora uswing jest stosunkowo réwnomierny,
przez co trudno wskazac na zakresy dominujace, co w konsekwencji utrudnia ich wybér. Podobnie
jak poprzednio, natozenie ograniczen na maksymalng dozwolong liczbe obrotéw w ztaczach nie
wptywa na liczbe dostepnych rozwigzan.
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SPONG

Analizujac oba podejscia oparte na algorytmie Sponga (tabele 5.11 i 5.12) mozna zauwazy¢ po-
dobng liczbe dostepnych rozwigzan, w szczegdlnosci dla wyzszych napieé zasilajacych. W wa-
runkach, ktére byty przedmiotem bardziej szczegétowej analizy, tzn. gdy Vinax = 10V, metoda
Non-Collocated zapewnia wieksza liczbe rozwiazan, przy jednoczesnym kilkukrotnie mniejszym
koszcie energetycznym. Oznacza to, ze sterowanie z punktu widzenia nienapedzanego ztacza ¢o,
czyli metody Non-Collocated jest korzystniejsze, zaréwno z uwagi na aspekt energetyczny, jak
réwniez uzyskanie bardziej zwartego zbioru dopuszczalnych warunkéw poczatkowych.

QPZ

Wyrazenie dynamiki robota w QPZ zwieksza ponad dwukrotnie zakres dostepnych rozwigzan
(tabela 5.13), w stosunku do stosowania naturalnych zmiennych konfiguracyjnych. Jednoczesnie
rosnie Srednia energochtonnosé podejscia co nalezy ttumaczy¢ wieksza liczba préb udanych. Ener-
gochtonno$¢ wynikajaca z analizy minimalnych wartosci wskaznikéw energetycznych pozostaje na
zblizonym poziomie, z uwzglednieniem faktu, ze podejécie QPZ generuje wiecej nowych rozwigzan.
Zwiekszenie dostepnego sygnatu sterujacego powoduje dwukrotne zwiekszenie liczby rozwiazan,
lecz réwniez w tym przypadku osiggamy ich kres, ograniczony wiasciwosciami regulatora gty -

QPZ+ENERGY

Zastosowanie sterownika Uswing Spowodowato ponad 24-krotny wzrost liczby rozwigzah w stosunku
do przypadku uzycia samego regulatora ugap, oraz ponad 2-krotny wzrost w stosunku do sterowni-
ka hybrydowego wykorzystujacego pompowanie energii z rozdziatu 4.3.4, wyrazonego w zmiennych
naturalnych. Zauwazalny jest réwniez ponad 3-krotny wzrost energochtonnosci tegoz podejscia,
co po czesci ttumaczy¢ nalezy zwiekszeniem liczby warunkdéw poczatkowych gwarantujacych suk-
ces. Dane z tabeli 5.15 wskazujg na podobne zjawisko jak dla innych algorytméw, polegajace na
niezwiekszaniu sie liczby dostepnych rozwigzan wraz ze wzrostem dostepnego zakresu sygnatu
wejsciowego.

PN-QP + LQR

Tabela 5.20 przedstawia wyniki stosowania transformacji zmiennych stanu oraz przeksztatcenia do
formy normalnej rozwazanej dynamiki obiektu oraz zwigzanej z nim strategii sterowania. W sto-
sunku do zmiennych naturalnych obserwujemy ponad 3-krotny wzrost liczby dostepnych warunkéw
poczatkowych wienczacych sie sukcesem, natomiast wzgledem QPZ wzrost ten oscyluje w oko-
licach dwudziestu procent, dla przypadku nominalnego. Zauwazalna jest natomiast tendencja do
zwiekszania sie liczby dostepnych rozwigzan wraz ze wzrostem zakresu sygnatu wejsciowego. Oku-
pione jest to jednakze znaczacym skokiem obu wskaznikéw energetycznych, co umniejsza zasad-
nos¢ stosowania tej metody przy wyzszych napieciach zasilajacych (sygnale sterujacym).

PN-QP

W tabeli 5.22 przedstawiono wyniki symulacyjne dla réznych wartosci maksymalnego napiecia
zasilajacego, jak réwniez réznej wartosci kata 61, ;.

W pracy [46] wykazano, ze przeksztatcenie (4.171) nie jest dobrze okreslone dla zadnego z punktéw
réwnowagi. Prowadzi to do zasadniczego problemu jakim jest niemozno$¢ zastosowania rozwazane;j
metody do stabilizacji robota w jakimkolwiek punkcie réwnowagi. W rozdziale 4.4.1 pokazano, ze
w punkcie (g1,92) = (5,0) nie istnieje przeksztatcenie zmiennych stanu (4.171), jak réwniez
zanika dynamika zerowa. Z tego powodu uzyto sterownika hybrydowego, ktéry dzieki regulatorowi
Ustab POzwala na stabilizacje uktadu w punkcie réwnowagi.
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Prowadzac wstepne analizy i badania symulacyjne uznano, ze warto$¢ kata 01, , bedacego referen-
cyjna wartoscia nowego kata 01, winna wynosi¢ 7, jako wartos¢ odpowiadajaca pozycji wyprosto-
wanej dla pierwszego zfacza. Jednak z uwagi na to, ze sterownik ugying nie zapewnia stabilizacji,
autor tej rozprawy uznat, ze zafozenie stafej wartosdci 61, wystepujacej w funkcji wyjscia h jest
zbyt ograniczajace. Zastosowano wiec podejscie polegajace na zmianie wartosci referencyjnej kata
01,.;, Majac na uwadze, ze zerowanie sie funkcji wyjécia h nie prowadzi do osiggniecia pozadanego
stanu réwnowagi, a jedynie stanowi sposéb na wprowadzenie energii do uktadu, tj. rozkotysanie
robota rozpoczynajacego swdj ruch z réznych pozycji poczatkowych. Podobny efekt obserwujemy
przy zastosowaniu rozwazanego w rozdziale 4.3.4 algorytmu energetycznego Sponga [21].
Zmieniajac wartosci 6, otrzymujemy rézne obszary zbieznosci.

W jednej z préb, okreslonej symbolem sim_d dokonano ponadto zmiany kata 6; , polegajacej
na losowym przeszukiwaniu zbioru [0, 7|, celem maksymalizacji obszaru zbiezno$ci rozpatrywane-
go algorytmu. Podczas tej préby zwiekszono liczbe zmian parametréw wg oraz ;. do wartosci
rand = 100. W wyniku otrzymano obszar zbieznosci hybrydowego sterownika pokrywajacy nie-
malze catg przestrzen konfiguracyjna, co oznacza, ze stabilizacja w pozycji zadanej bedzie mozliwa
niemal dla dowolnej wartosci katéw poczatkowych. Nalezy tez zauwazyé, ze dla stosunkowo nielicz-
nych przypadkéw negatywnych oznaczonych na rys. 5.52c) przez komérki biate mozna oczekiwaé
znalezienia takich wartosci parametréw, dla ktérych stabilizacja bedzie mozliwa. Wymaga to jed-
nak zwiekszenia liczby préb lub zmiany zakresu wybieranych parametréw.

ACROBOT

Tabela 5.24 przedstawia zbiorcze poréwnanie réznych algorytméw podlegajacych weryfikacji sy-
mulacyjnej, dla robota typu Acrobot. W tabeli przedstawiono dane dla warunkéw nominalnych
oznaczanych kazdorazowo jako sim_1.

Tabela 5.24: Poréwnanie algorytméw — Acrobot, dla przypadkéw sim_1

’ Algorytm ‘ Area[%)] ‘ Je Im
MCG + LQR 0.42 12.44 6.87
QPZ + LQR 1.01 23.55 10.49

Collocated 27.47 163.65 67.85
Non-Collocated 25.45 202.72 103.76
PN-QP 69.53 135.51 87.93

Na podstawie uzyskanych wynikéw, podobnie jak miato to miejsce dla robota Pendubot, mozna
zauwazy¢, ze zastosowanie transformacji zmiennych stanu pozytywnie wptywa na liczbe przypad-
kéw, dla ktérych warunek poczatkowy (go1,qo2) gwarantuje osiagniecie stanu zadanego.

Dla strategii sterowania zawierajagcych sam regulator ustap, lub zblizonych do siebie strategii Spon-
ga badz PN-QP (ktére odpowiadaja strategiom typu uswing) liczba warunkéw poczatkowych za-
konczonych sukcesem wzrasta dwukrotnie.

Podobnie jak dla Pendubota, wigkszy obszar zbieznosci pocigga za sobg wzrost parametréw przed-
stawiajacych energochtonno$¢ procesu sterowania.

Ponizej przedstawiono uszczegdtowienie wnioskéw z podziatem na poszczegdlne analizowane al-

gorytmy.

MCG

Podobnie jak miato to miejsce dla robota typu Pendubot i sterownika ugtan, dla Acrobota zwieksza-
nie sygnatu sterujacego nie zmienia znaczaco liczby dostepnych rozwiazan (tabela 5.3). W przypad-
ku znacznego zwiekszenia sygnale wejsciowego (sim_4) istnieje konieczno$¢ wprowadzenia ograni-
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czenia na liczbe obrotéw ztaczy. W przeciwnym razie numeryczne poszukiwanie rozwigzania trwa
niewspétmiernie dtugo.

SPONG

Wyniki numeryczne symulacji zostaty przedstawione w tabelach 5.8 oraz 5.9 odpowiednio dla me-
tody Collocated oraz Non-Collocated. Symulacje dla metody Collocated zostaty przeprowadzone
dla kata o = %, zgodnie z praca [83]. Wzrost liczby dostepnych rozwigzan jest ponad 60-krotny
w stosunku do zastosowania samego regulatora ustap, dla zmiennych naturalnych. Oba podejscia
Sponga wykazuja znaczny przyrost liczby warunkéw poczatkowych konczacych sie sukcesem, wraz
ze wzrostem wartosci dostepnego sygnatu sterujacego. Analizujac obie tabele mozemy zauwazyd¢,
ze podejscie Non-Collocated jest prawie dwukrotnie bardziej wymagajace energetycznie zaréw-
no pod wzgledem kryterium J,, jak réwniez co do wartoéci éredniej z catki z kwadratu napiecia
wejéciowego, przy zblizonych wartosciach parametréw Area.

QPZ

Zastosowanie przeksztatcenia opierajacego sie o0 QPZ i sterownik ugt,p zwieksza ponad dwukrot-
nie liczbe dostepnych rozwigzan w stosunku do modelu wyrazonego w zmiennych naturalnych
i ze sterownikiem ugt,. Dalsze zwiekszanie zakresu dostepnego sygnatu sterujacego nie wptywa
w zaden sposéb na dostepnosé nowych rozwigzan, jedynie prowadzi do wydtuzenia realnego czasu
symulacji.

PN-QP

Zastosowanie przeksztafcenia zmiennych stanu zaproponowane w pracy [46] i przedstawione w roz-
dziale 4.4.2 prowadzi do znacznego przyrostu liczby dostepnych rozwigzan, wzgledem dotychczas
rozpatrywanych algorytméw. Poréwnujac zblizong strategie Sponga do algorytmu opartego o for-
me normalng i pseudopredkosci PN-QP, mozna zaobserwowad, ze liczba warunkéw poczatkowych
zakonczonych sukcesem wzrasta dwukrotnie. Ponadto wraz ze wzrostem wartosdci sygnatu ste-
rujgcego rosnie parametr Area, do momentu, gdy sygnat wejsciowy przyjmiemy = 100V. Dla
tej wartosci obserwujemy spadek parametru Area, co zapewne zwigzane jest to z niemoznos$cia
ustabilizowania robota ze wzgledu na pojawienie sie znacznych predkosci katowych w ztaczach.
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ROZDZIAL 6

Wyniki badan symulacyjnych dla 3 DOF

Celem niniejszego rozdziatu jest przedstawienie wynikdéw symulacyjnych dotyczacych zadania sta-
bilizacji potrdjnego wahadta w gérnym niestabilnym punkcie réwnowagi, oméwionego w rozdzia-
tach 4.5-4.6. Prace opieraja sie o formalizm zaprezentowany w [81, 46|, dodatkowo uwzgledniajac
ograniczenia wynikajace z przestanek praktycznych (podobnie jak miato to miejsce w rozdziale 5).
WSsréd rozpatrywanych algorytméw mozemy wyrdznié pierwsza grupe bazujaca na czesciowej line-
aryzacji przez sprzezenie zwrotne typu collocated oraz noncollocated przy dodatkowym wsparciu
ze strony regulatora LQR, majacego na celu stabilizacje wokét punktu réwnowagi, oraz drugg grupe
wykorzystujaca transformacje zmiennych stanu i wejscia przy zastosowaniu pseudopredkosci.

6.1 Opis procedury symulacji

Ponizszy rozdziat zawierajacy opis przeprowadzonych prac symulacyjnych dla robota o 3 DOF jest
analogiczny do tego zaprezentowanego w rozdziale 5. Wyszczegélniono jedynie zmiany w stosunku
do opisu z rozdziatu dotyczacego robota o dwdch ztaczach.

Oznacza to, ze podobnie jak poprzednio w pierwszej kolejnosci przedstawiono zbiory warunkéw
poczatkowych, dla ktérych dany algorytm osiaga zatozony cel sterowania (obszar zbieznosci).
Nastepnie przeanalizowano wskazniki opisujace jakos$¢ regulacji dla zastosowanych praw sterowania
celem wzajemnego poréwnania rozpatrywanych algorytméw.

Podobnie jak dla robota 2 DOF, w symulacjach rozpatruje sie zadanie stabilizacji robota
w pozycji wyprostowanej, przedstawionej na rysunku 4.18a, tzn. zadana pozycja okreslona jest
przez (q?a qga qg) = (ga 0,0).

Analizowane warunki poczatkowe réwniez zaktadajg zerowe predkosci w ztgczach.

W tej pracy zatozono sprawdzenie zbioru warunkdéw poczatkowych w catej przestrzeni konfigu-

racyjnej, zdefiniowanych w dziedzinie dyskretnej na siatce 3D. Rozdzielczo$¢ przestrzenna siatki
zostata ustawiona na 10°. Kazda komérka siatki odpowiada jednemu warunkowi poczatkowemu
(go1, 902, go3) przyjmowanemu w danej prébie symulacyjnej. Prébe uznajemy za udang, jezeli w za-
fozonym horyzoncie czasowym réwnym Ty, = 10s norma z sumy btedéw pozycji katowej w obu
ztaczach bedzie mniejsza niz 0.01°. Udang prébe na wykresie przedstawiajagcym obszary zbiezno-
sci oznaczono niebieskim szeScianem, natomiast kolor biaty (pusta przestrzen) oznacza warunek
poczatkowy dla ktérego odnotowano niepowodzenie, tj. brak stabilizacji uktadu zamknietego przy
spetnieniu zatozonych kryteriéw.
Zakres katéw qo1, qo2 oraz qo3 zostat okreslony w granicach od —180° do 180°, co daje ok. 47000
préb symulacyjnych dla kazdego algorytmu, bez uwzglednienia zmian innych parametréw w trakcie
symulacji. Zaktadajac 10 zmian parametréw dla kazdego warunku poczatkowego liczba préb rosnie
do niecatych 470000. Przyjecie takich warunkéw poczatkowych oznacza, ze problem podniesienia
wahadta (swing-up) jest rozpatrywany.

Analogicznie do rozdziatu 5.1 wprowadzono trzy wskazniki, celem uzyskania obiektywnych
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( qrs = -m/2 qr; = -m/2 qs = -m1/2 q:= m/2 q: = -m/2 q:= n/2
g2= 0 G2= 0 Q2= G2= T G2= T qz=
Q= T Gs= 0 qs= Gz= T qs= 0 q= 0

a) b) °) @ d @ e) f 9 h)

q; = /2 q: = 1m/2
G2= 0 q:= 0
G:= 0 Q3= T

Rysunek 6.1: Punkty réwnowagi dla robota o 3 ztaczach, przy zerowym wymuszeniu

kryteridw poréwnawczych. Sa to wskazniki — Area, bedacy procentowym udziatem warunkéw po-
czatkowych dla ktérych osiggnieto stabilizacje, odniesionym do catej przeszukiwanej przestrzeni
warunkéw poczatkowych, oraz dwa bedace kryteriami efektywnosci energetycznej Jy, oraz Je, dane
odpowiednio réwnaniami (5.1) oraz (5.2)

POROWNANIE DANYCH SYMULACYJNYCH

Réwniez w tym wariancie zastosowano tzw. przypadek nominalny (oznaczony jako sim_1) celem
poréwnania poszczegblnych algorytméw sterowania, dla ktérego zatozono, ze maksymalna wartosé
bezwzgledna napiecia wejsciowego silnika jest ograniczona do 10V.

Strojenie sterownika wug,p 0dpowiadajacego za stabilizacje w punkcie przebiegato wg. procedu-
ry omdwione] w rozdziale 5.1, przy czym dla modeli wyrazonych za pomoca zmiennych na-
turalnych optymalne warto$ci wzmocnien K uzyskano dla liniowej aproksymacji rownan ruchu
w punkcie réwnowagi (¢¢,¢5,¢9) = (5,0,0), przy zatozeniu nastepujacych postaci macierzy
Q@ = diag{50, 50, 50,0.01,0.01,0.01} i R = 100.

Dla modeli wyrazonych w zmiennych przeksztatconych — uwzgledniajacych pseudopredkosci —
rozpatrywano réwniez transformacje macierzy (@ i R wynikajace z transformacji zmiennych konfi-
guracyjnych, opisane w rozdziale 4.4.3.

6.2 Woyniki numeryczne symulacji

Niniejszy rozdziat odnosi sie do sterowania robotem o 3 stopniach swobody przedstawionych
w czesci 4 i stanowi symulacyjna egzemplifikacje zawartych tam metod sterowania.

Whyniki zostang przedstawione w sekwencji zwigzanej z zastosowanym prawem sterowania, dla
robota o rozmieszczeniu napedédw zgodnym z rysunkiem 6.2.

Tytuty ponizszych podrozdziatéw oznaczajg skrétowo zastosowany algorytm sterowania i nalezy
odczytywac je zgodnie z tabelg 6.1 w sposdb, ktdry zostanie omdwiony na dwéch przyktadach:

e MCG: 11,72 — symulacja dla robota o rozmieszczeniu napedéw zgodnym z rysunkiem 6.2b),
przy wykorzystaniu modelu dynamiki wyrazonego we wspdtrzednych naturalnych i zastoso-
waniu wytacznie sterownika uggah;

e PN-QP: Lin: 79,73 — symulacja dla robota o rozmieszczeniu napedéw zgodnym z rysun-
kiem 6.2d), przy wykorzystaniu modelu dynamiki wyrazonego we wspotrzednych przeksztat-
conych — quasi-predkos$ciach i zastosowaniu sterownika hybrydowego.
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D

Rysunek 6.2: Rozmieszczenie napedéw w analizowanych przypadkach

Tabela 6.1: Wykaz badanych algorytméw

H Napedy ‘ Algorytm ‘ Zmienne ‘ Ustab ‘ Uswing ‘
1 MCG+LQR naturalne + —
T QP+LQR quasi-predkosci + -
T Spong: Collocated naturalne + +
I QP: Lin quasi-predkoéci + +

T, T2 MCG naturalne + —
T, T3 MCG naturalne + -
To, T3 MCG naturalne + -
T, T2 Spong: Collocated naturalne + +
T, T3 Spong: Collocated naturalne + +
To, T3 Spong: Collocated naturalne + +
T, T2 Spong: Non-Collocated naturalne + +
T, T3 Spong: Non-Collocated naturalne + +
To, T3 Spong: Non-Collocated naturalne + +
T1, T2 QP quasi-predkosci + -
T1,T3 QP quasi-predkosei + -
T2, T3 QP quasi-predkosci + -
T, T2 QP: Lin quasi-predkoéci + +
T1,7T3 : Lin quasl-predkoscl + +
P Li ; dkodei
T, T3 QP: Lin quasi-predkosci + +

Wspdlne parametry symulacji (chyba, ze zaznaczono inaczej) zestawiono w tabeli 6.2. Opis wy-

korzystanych symboli znajduje sie w rozdziale 5.1.1.

Tabela 6.2: Parametry symulacji

soer | Tm | dt | @ilF] | @l) | A, | @ | oo
RKDP5 | 10 | 001 | +180 | 180 | 90 | 10 | 107"

Algorytmy MCG nie zostaty szczegdtowo opisane w niniejszej pracy. Wynika to z ich prostoty,
jako ze algorytmy te uwzgledniaja tylko model dynamiki robota oraz sterownika ugta1, Opisanego
w rozdziale 4.1.
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6.2.1 MCG: 71,72

Tabela 6.3: Wyniki symulacji: MCG: 7, 7o

Nazwa Vo Ograniczenia Uwagi Area A (Je) I ()
q q L
sim_0 1 - - 0.02 0.65 0.43 0.51 0.30
sim_1 10 = = 1.85 38.29 27.66 31.16 20.99
sim_2 102 - - 1.58 79.44 99.43 97.32 119.46
sim_3 103 - - 1.55 73.07 89.84 92.17 117.42
a) b)

Rysunek 6.3: MCG: 71,79, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z tytu’.

a) b)

Rysunek 6.4: MCG: 71, 7o, dla sim_1. Minimalne warto$ci wskaznikéw energetycznych: a) [ V,2dt,
b) [ e2dt

a) b) c)

Rysunek 6.5: MCG: 71, 72. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.2 MCG: 71,73
Tabela 6.4: Wyniki symulacji: MCG: 7, 73
. N — —
Nazwa | Vi |ogramiczenia |- rea 7. o (J.) Tm | o)
q q %
sim_0 1 - - 0.04 2.15 1.38 0.59 | 0.29
sim_1 10 = = 0.89 59.78 48.96 15.71 11.07
sim_2 102 - - 0.47 42.70 47.63 11.94 12.25
sim_3 103 - - 0.47 42.70 47.63 11.94 12.25
a)
Rysunek 6.6: MCG: 71,73, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z tytu’.

a)

Rysunek 6.7: MCG: 71, 73, dla sim_1. Minimalne warto$ci wskaznikéw energetycznych: a) [ V,2dt,

b) [exdt

b)

c)

Rysunek 6.8: MCG: 71, 3. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.3 MCG: T2, T3

Tabela 6.5: Wyniki symulacji: MCG: 79, 73

Nazwa Vo Ograniczenia Uwagi Area A (Je) I ()
q q %o
sim_0 1 — - 0.02 1.74 1.16 0.74 0.51
sim_1 10 = = 1.36 132.91 174.39 42.53 42.77
sim_2 102 - - 71.42 2944.39 | 1637.41 | 2420.45 | 1229.28
sim_3 103 - - 78.37 3713.88 | 2925.42 | 5331.81 | 5815.92
a) b)

Rysunek 6.9: MCG: 79,73, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z tytu’.

a) b)

Rysunek 6.10: MCG: 72, 73, dla sim_1. Minimalne warto$ci wskaznikéw energetycznych: a) [ V,2dt,
b) [ e2dt

a) b) c)
Rysunek 6.11: MCG: 71, 3. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.4 MCG: 7,
Tabela 6.6: Wyniki symulacji: MCG: 7y
O i i A — —
Nazwa | Viax SANCZN | Uwagi rea 7. o (J.) Tm | o)
q q %
sim_0 1 — — 0.01 0.48 0.34 0.14 ‘ 0.10
sim_1 10 - - 0.02 24.37 27.19 3.55 3.70
sim_2 102 - - 0.03 132.35 206.25 42.33 86.35
sim_3 102 - - 0.03 90.92 147.59 20.61 37.74
a) b)

Rysunek 6.12: MCG: 71, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z tytu’.

a) b)

Rysunek 6.13: MCG: 71, dla sim_1. Minimalne wartoéci wskaznikéw energetycznych: a) [ V,2dt,
b) [exdt

a) b) c)
Rysunek 6.14: MCG: 71. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, ¢) sim_3
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6.2.5 Spong: 7, 7: Collocated

Tabela 6.7: Wyniki symulacji: Spong: 71, 7: Coll

Nazwa Voo Ograniczenia Uwagi Area A o (J.) - ()
g | q o
sim_0 1| - - 0.02 0.65 0.43 0.51 | 0.30
sim_1 10 - - 27.39 319.01 | 168.44 | 230.39 126.69
sim_2 102 - - 28.07 791.09 | 945.51 | 3629.76 | 6657.53
sim_3 103 - - 16.40 518.18 | 858.07 | 5882.44 | 13327.01
a) b)

Rysunek 6.15: Spong: 71, 72: Coll:, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok
'z tytu’.

a) b)

Rysunek 6.16: Spong: 71, 72: Coll:, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e2dt

a) b) c)

Rysunek 6.17: Spong: 71, 72: Coll. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.6 Spong: 7, »: Non-collocated

Tabela 6.8: Wyniki symulacji: Spong: 71, 70: NonColl

Rysunek 6.18: Spong: 71, Ts:
Widok 'z tytu’.

a)

Nazwa Vo Ograniczenia Uwagi Area A o(J.) - ()
q q %o
sim_0 1 - - 0.02 0.65 0.43 0.51 0.30
sim_1 10 — — 14.28 107.81 68.57 92.19 66.49
sim_2 102 - - 11.92 111.52 | 169.31 | 221.02 389.32
sim_3 103 - - 16.60 136.70 | 710.09 | 1321.28 | 9458.33
a) b)

NonColl:, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b)

b)

Rysunek 6.19: Spong: 71, 72: NonColl:, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e3dt

b)

c)

Rysunek 6.20: Spong: 71, 72: NonColl. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.7 Spong: 7, 73: Collocated

Tabela 6.9: Wyniki symulacji: Spong: 71, 73: Coll

Nazwa Voo Ograniczenia Uwagi Area A o (J.) - ()
g | q o
sim_0 1| - - 0.04 2.15 1.38 0.59 | 0.2
sim_1 10 = = 11.90 248.41 207.67 54.64 38.98
sim_2 102 - - 16.16 990.39 | 900.20 | 928.27 905.36
sim_3 103 - - 15.84 984.70 | 1167.23 | 2226.68 | 3252.06
a) b)

Rysunek 6.21: Spong: 71, 73: Coll:, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok
'z tytu’.

a) b)

Rysunek 6.22: Spong: 71, 73: Coll:, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e2dt

a) b) c)

Rysunek 6.23: Spong: 71, 73: Coll. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.8 Spong: 7, 73: Non-collocated

Tabela 6.10: Wyniki symulacji: Spong: 71, 73: NonColl

Rysunek 6.24: Spong: 71, 73:
Widok 'z tytu’.

Nazwa Vo Ograniczen'ia Uwagi Area T () - (o)
q q %
sim_0 1 — - 0.04 2.15 1.38 0.59 0.29
sim_1 10 = = 2.12 147.09 313.45 34.90 37.47
sim_2 102 - - 1.40 131.44 | 195.42 37.49 58.54
sim_3 103 - - 1.40 129.56 182.21 37.18 63.78
a) b)

NonColl:, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b)

b)

Rysunek 6.25: Spong: 71, 73: NonColl:, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e3dt

b) c)

Rysunek 6.26: Spong: 71, 73: NonColl. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.9 Spong: 7, 73: Collocated

Tabela 6.11: Wyniki symulacji: Spong: 7o, 73: Coll

Nazwa Voo Ograniczenia Uwagi Area A o (J.) - ()
g | q o
sim_0 1| - - 0.06 84.05 | 62.90 244 | 142
sim_1 10 - - 2124 | 178.15 | 95.37 | 75.15 45.67
sim_2 102 - - 3148 | 312,60 | 259.80 | 542.41 | 654.62
sim_3 103 - - 30.35 | 309.47 | 243.75 | 807.45 | 1063.10
a) b)

Rysunek 6.27: Spong: 79, 73: Coll:, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok
'z tytu’.

a) b)

Rysunek 6.28: Spong: 719, 73: Coll:, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e2dt

a) b) c)

Rysunek 6.29: Spong: 72, 73: Coll. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3



Rozdziat 6. Wyniki badan symulacyjnych dla 3 DOF 171
6.2.10 Spong: 7, 73: Non-collocated
Tabela 6.12: Wyniki symulacji: Spong: 72, 73: NonColl
Nazwa Vo Ogramczen'la Uwagi Area A o(J.) - ()
q q %
sim_0 1 - - 0.02 1.74 1.16 0.74 0.51
sim_1 10 = = 0.83 136.33 235.96 45.49 58.65
sim_2 102 - - 1.27 352.24 462.73 116.97 132.46
sim_3 103 - - 1.22 343.71 465.95 123.04 190.63
a) b)
Rysunek 6.30: Spong: 72, 73: NonColl:, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b)
Widok 'z tytu’.
a) b)

Rysunek 6.31: Spong: 72, 73: NonColl:, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e3dt

b)

c)

Rysunek 6.32: Spong: 72, 73: NonColl. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.11 Spong: 7;: Collocated

Tabela 6.13: Wyniki symulacji: Spong: 71: Coll

Nazwa Vinax Ogramczcn.la Uwagi Area Je o(Je) Tm o(Jm)
q \ q %
sim_0 1 — - 0.01 0.48 0.34 0.14 0.10
sim_1 10 = = 0.03 224.65 587.41 10.29 20.07
sim_2 102 - - 0.03 90.92 147.59 20.61 37.74
sim_3 10° - - 0.03 90.92 147.59 20.61 37.74
sim_Oa 1 - - +# 0.01 0.48 0.34 0.14 0.10
sim_la 10 = = # 0.02 24.37 27.19 3.55 3.70
sim_2a 102 - - # 0.03 90.92 147.59 20.61 37.74
sim_3a 108 - - # 0.03 90.92 147.59 20.61 37.74

# — symulacja przeprowadzona dla funkcji (4.406) postaci:
v1 = Kpi(qf — q1) + Ka1 (4 — ¢1) + Kp2(q§ — q2) + Kaa(¢* — G2) + Kps(q§ — g3) + Kaz(¢? — gs)

a) b)

Rysunek 6.33: Spong: 71: Coll, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok
'z tytu’.

a) b)

Rysunek 6.34: Spong: 71: Coll, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e2dt

a) b) c)

Rysunek 6.35: Spong: 71: Coll. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c¢) sim_3
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6.2.12 QP+LQR: 7,7

Tabela 6.14: Wyniki symulacji: QP+LQR: 71,7

Nazwa Vo Ograniczen'ia Uwagi Area A o(J.) - ()
q q %o
sim_0 1 + - 0.02 0.57 0.32 0.41 0.19
sim_1 10 4 = 2.12 35.88 26.96 40.43 29.27
sim_2 10? + - 2.99 68.52 59.75 120.17 144.97
sim_3 10° + - 3.30 83.49 73.13 193.20 273.55
a) b)

Rysunek 6.36: QP: 71,72, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z tytu’.

b)

Rysunek 6.37: QP: 71,72, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych: a) [ V,2dt,

b) [e2dt

a)

b)

Rysunek 6.38: QP: 71, 72. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.13 QP+4+LQR: 7,73

Tabela 6.15: Wyniki symulacji: QP+LQR: 71, 73

Nazwa Voo Ograniczenia Uwagi Area A o (J.) - ()
q q %0
sim_0 e - 0.04 1.97 1.16 0.57 | 027
sim_1 10 -+ = 3.66 127.20 | 102.21 30.33 21.86
sim_2 102 + - 8.20 600.89 | 759.49 | 351.25 479.45
sim_3 10° + - 11.01 1549.39 | 2591.86 | 6200.44 | 12930.55
a) b)

Rysunek 6.39: QP+LQR: 71,73, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z
tytu'.

a) b)

Rysunek 6.40: QP+LQR: 71,73, dla sim_1. Minimalne warto$ci wskaznikdéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e2dt

a) b) c)
Rysunek 6.41: QP+LQR: 71, 73. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.214 QP+LQR: T2, T3
Tabela 6.16: Wyniki symulacji: QP+LQR: 19,73
. A —
Nazwa | Vi |oramiczenia | o rea 7. o(J.) T | o(dm)
q q %o
sim_0 1 - - 0.02 1.81 1.18 0.77 0.49
sim_1 10 = = 3.61 227.24 507.52 74.29 131.51
sim_2 102 - - 41.56 3971.44 | 4545.29 | 3199.39 | 3565.58
sim_3 103 - - 30.80 9322.06 | 12964.16| 29240.88| 44732.48
a) b)

Rysunek 6.42: QP+LQR: 72,73, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z
tytu'.

a)

b)

Rysunek 6.43: QP+LQR: 72,73, dla sim_1. Minimalne wartoéci wskaznikéw energetycznych:

a) [V2dt, b) [e3dt

b)

c)

Rysunek 6.44: QP+LQR: 79, 73. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.15 QP+LQR: 7,

Tabela 6.17: Wyniki symulacji: QP+LQR: 7

Nazwa Voo Ograniczel%ia Uwagi Area A o (J.) - ()
q \ q %
sim_0 e - 0.01 047 | 033 0.14 | 0.10
sim_1 10 -+ = 0.05 33.86 31.41 5.75 4.86
sim_2 102 + - 0.08 129.54 | 167.27 53.56 71.93
sim_3 10° + - 0.08 122.43 | 162.83 63.16 100.08
a) b)

Rysunek 6.45: QP+LQR: 71, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z tytu'.

a) b)

Rysunek 6.46: QP+LQR: 7, dla sim_1. Minimalne wartoéci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e2dt

a) b) c)
Rysunek 6.47: QP+LQR: 7. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.16 QP+Lin+h(x): 7,7

Tabela 6.18: Wyniki symulacji: QP+Lin: 71, 7o

Nazwa Vinax Ograniczer%ia Uwagi Area Je o(Je) Im o(Jm)
q q %
sim_0 1 + - 0.02 0.57 0.32 0.41 0.19
sim_1 10 a4 = 49.48 261.04 129.28 180.14 103.10
sim_la 10 + - RK4=0.001 50.35 260.93 129.06 184.13 107.46
sim_1b 10 + - RK4=0.0001 49.46 261.07 129.34 180.25 103.22
sim_2 102 + - 48.32 622.11 850.21 | 2784.11 | 6111.06
sim_3 103 + - 26.82 464.01 900.35 | 5099.62 | 18045.98
a) b)

Rysunek 6.48: QP Lin: 71,72, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z
tytu'.

a) b)

Rysunek 6.49: QP Lin: 7,79, dla sim_1. Minimalne wartoséci wskaznikdéw energetycznych:
a) [V2dt, b) fegdt

a) b) c)

Rysunek 6.50: QP Lin: 71, 79. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.17 QP+Lin+h(x): 7,73

Tabela 6.19: Wyniki symulacji: QP+Lin: 71, 73

Nazwa Vo Ograniczer%ia Uwagi Area 7 (o) - ()
q q %
sim_0 1 + - 0.05 212 | 1.32 0.57 0.31
sim_1 10 + = 13.79 | 257.78 21896 | 57.00 | 43.89
sim_1 10 + — | Rk4=0.0001 | 13.96 | 255.16 | 212.83 | 56.27 | 42.13
sim_2 102 + - 17.18 | 538.25 | 698.52 | 390.98 | 502.64
sim_3 103 + - 20.04 | 754.19 | 954.26 | 895.72 | 1253.19
a) b)

Rysunek 6.51: QP Lin: 71,73, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z
tytu'.

a) b)

Rysunek 6.52: QP Lin: 71,73, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaZnikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e3dt

a) b) c)

Rysunek 6.53: QP Lin: 71, 73. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3



Rozdziat 6. Wyniki badan symulacyjnych dla 3 DOF 179

6.2.18 QP+Lin+h(x): 7,73

Tabela 6.20: Wyniki symulacji: QP+Lin: 7,73

Nazwa Vo Ograniczenia Uwagi Area A o(J.) - ()
q q %o
sim_0 1 + - 0.05 76.75 56.35 2.24 1.17
sim_1 10 -+ = 22.08 166.13 98.46 68.05 43.96
sim_2 10? + - 29.82 485.17 | 369.28 | 798.99 710.68
sim_3 10° + - 33.16 597.70 | 1289.21 | 1140.44 | 1267.05
a) b)

Rysunek 6.54: QP Lin: 79,73, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z
tytu'.

a) b)

Rysunek 6.55: QP Lin: 79,73, dla sim_1. Minimalne wartosci wskaznikéw energetycznych:
a) [V2dt, b) [e3dt

a) b) c)

Rysunek 6.56: QP Lin: 79, 73. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.19 QP+Lin+h(x): 7y

Tabela 6.21: Wyniki symulacji: QP+Lin: 7

Nazwa Voo Ograniczel%ia Uwagi Area A o (J.) - ()
q \ q %
sim_0 e - 0.07 | 21581 | 378.96 | 12.99 [ 1456
sim_1 10 o — 0.08 415.65 | 618.51 | 18.14 18.78
sim_2 102 + - 0.07 154.89 | 344.61 | 78.24 | 335.35
sim_3 103 + - 0.07 145.63 | 271.25 | 111.85 | 274.08
a) b)

Rysunek 6.57: QP Lin: 71, dla sim_1. Obszar zbieznosci. a) Widok 'z przodu’, b) Widok 'z tytu'.

a) b)

Rysunek 6.58: QP Lin: 71, dla sim_1. Minimalne warto$ci wskaznikéw energetycznych: a) [ V,2dt,
b) [eldt

a) b) c)

Rysunek 6.59: QP Lin: 1. Obszar zbieznosci: a) sim_0, b) sim_2, c) sim_3
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6.2.20 QP+Lin+h(i)

Niniejszy podrozdziat prezentuje zbiorcze wyniki dla przypadku h(Z), tzn. gdy funkcja wyjscia
zalezna jest od pseudopredkosci. Ze wzgledu na mnogosé¢ dostepnych kombinacji i wariantéw
funkcji h(Z), przyjeto kilka przyktadowych rozwiazan, wéréd ktérych dominuja te oparte o wzory
4.428, 4.446, 4.465, jako, wg. autora, najbardziej zblizone do tych z rozdziatéw 4.6.2, 4.6.3, 4.6.4.

Tabela 6.22: Wyniki symulacji: QP+Lin+h(z)

Oeraniczoni n — —
Naped Vinax gramczen.m Uwagi rea Je a(Je) Im o(Jm)
q q %
T1,To 10 + - rys a) 7.72 377.75 546.59 277.18 285.92
T1, T2 10 + - A 9.52 419.26 410.73 382.69 331.55
T, T3 10 + - rys b) 3.04 280.52 286.01 197.78 229.59
T2, T3 10 + - rys c) 11.84 916.71 750.50 507.72 328.05
sl 10 + - 0.05 318.27 759.31 48.72 111.25
Uwagi:
A: funkcja wyjscia postaci:
hy = k(g — qf) + kr2(g2 — ¢8) + k1 (03 — 0§)
ho = ka1(q1 — ¢) + kaa(q2 — q) + ko3 (g3 — ¢5).
a) b) c)

Rysunek 6.60: QP Lin h(Z): Obszar zbieznosci: a) {11, 72}, b) {11, 73}, ¢) {72, 73}




182 6.3. Whioski

6.3 Whnioski

Tabela 6.23 przedstawia zbiorcze poréwnanie rozwazanych algorytmdw podlegajacych weryfikacji
symulacyjnej. W tabeli tej przedstawiono dane dla warunkéw nominalnych, oznaczanych kazdora-
zowo jako sim_1.

Tabela 6.23: Poréwnanie algorytméw — 3 DOF, dla przypadkéw sim_1

Napedy ‘ Algorytm ‘ Area [%)] ‘ Je Im
T, To MCG+LQR 1.85 38.29 31.16
T, To QP+LQR 2.12 35.88 40.43
T, T2 Collocated 27.39 319.01 230.39
T, T2 Non-Collocated 14.28 107.81 92.19
T, To QP: Lin + h(z) 49.48 261.04 180.14
T, To QP: Lin + h(Z) 7.72 377.75 277.18
T, T3 MCG+LQR 0.89 59.78 15.71
T, T3 QP+LQR 3.66 127.20 30.33
T, T3 Collocated 11.90 248.41 54.64
T, T3 Non-Collocated 2.12 147.09 34.90
T, T3 QP: Lin+h(x) 13.79 257.78 57.09
T, T3 QP + Lin + h(2) 3.04 280.52 197.78
To, T3 MCG+LQR 1.36 132.91 42.53
o, T3 QP+LQR 3.61 227.24 74.29
T, T3 Collocated 21.24 178.15 75.15
To, T3 Non-Collocated 0.83 136.33 45.49
Ty, T3 QP: Lin+h(x) 22.08 166.13 68.05
T2, T3 QP: Lin+h(%) 11.84 916.71 507.72

Ty MCG+LQR 0.02 24.37 3.55
T QP+LQR 0.05 33.86 5.75
Bl Collocated 0.03 224.65 10.29
Ty QP: Lin+h(x) 0.08 415.65 18.14
T QP: Lin+h() 0.05 318.27 48.72

Na podstawie podanych wskaznikéw mozna wysnu¢ ogdlny wniosek, ze zastosowanie transformacji
zmiennych stanu pozytywnie wptywa na zwiekszenie liczby dopuszczalnych warunkéw poczatko-
wych, tj. poszerzenie zakresu zbieznosci.
Whioski szczegdtowe dotyczace przeanalizowanych symulacji mozna podzieli¢ ze wzgledu na:

e rozmieszczenie napedéw

e zastosowang strategie sterowania.

POROWNANIE ALGORYTMOW ZE WZGLEDU NA ZASTOSOWANA STRATEGIE STEROWANIA

Analizujac tabele 6.24-6.29 mozna zauwazy¢, ze dla strategii sterowania wykorzystujacych line-
aryzacje zastosowanie quasi-predkosci daje zblizone, lub lepsze rezultaty od sterowania opartego
o formalizm Sponga typu Collocated.

Bazujac na samym sterowaniu ugt,p, obserwujemy natomiast 2-krotne zwiekszenie parametru Area.
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Skutkiem zwiekszenia liczby dostepnych warunkéw poczatkowych jest jednak wzrost parametréw
energetycznych J, i J,,.

Na oddzielny komentarz zastuguje strategia sterowania QP+Lin+h(Z), ktéra wykorzystuje
w swej strukturze funkcje wyjscia zalezng od pseudopredkosci. Ze wzgledu na mnogo$¢ mozli-
wych kombinacji przyjeto pewnga referencyjng jej postac opisana dla kazdego typu rozmieszczenia
napedéw w rozdziale 4.6. Dla sterowania {71, 72} przeprowadzono dodatkowe symulacje z uwzgled-
nieniem innej formy funkcji h(Z), co uwzgledniono w komentarzu do tabeli 6.22. Zmiana formy
funkcji h(Z) nie wptywa znaczaco na parametr Area.
Wzgledem koncepcji opartej o wykorzystanie w sterowaniu linearyzujacym funkcji wyjscia oparte;
na zmiennych naturalnych h(z), nie obserwujemy zwiekszenia liczby dostepnych warunkéw po-
czatkowych gwarantujacych sukces, natomiast obserwujemy znaczne rozproszenie wynikéw w ca-
tej analizowanej przestrzeni. Wyniki te nie s3 utozone w zadne zwarte zbiory, co istotnie utrudnia
wykorzystanie tego podejscia réwniez w kontekscie wstepu do potencjalnych badan eksperymen-
talnych.
Dla przyjetej struktury mechanicznej najwiecej rozwigzan otrzymano dla sterowania {12, 73}, co
nie odbiega od wnioskdéw dotyczacych pozostatych analizowanych przypadkdw.

Tabela 6.24: Strategia sterowania: MCG+LQR

Napedy ‘ Area [%] ‘ Je ‘ Im ‘
T1, T 1.85 38.29 31.16
T2, T3 1.36 132.91 42.53
T1, T3 0.89 59.78 15.71
T 0.02 24.37 3.95

Tabela 6.25: Strategia sterowania: QP+LQR

Napedy ‘ Area [%] ‘ Je ‘ Im
T1, T3 3.66 127.20 30.33
T2, T3 3.61 227.24 74.29
T, T2 2.12 35.88 40.43

sl 0.05 33.86 5.75

Tabela 6.26: Strategia sterowania: Spong: Collocated

Napedy ‘ Area [%] ‘ Je Im
T1, T2 27.39 319.01 230.39
T9, T3 21.24 178.15 75.15
T1, T3 11.90 248.41 54.64

T 0.03 224.65 10.29
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Tabela 6.27: Strategia sterowania: Spong: Non-Collocated

Napedy ‘ Area [%] ‘ A I
T, T2 14.28 107.81 92.19
T1, T3 2.12 147.09 34.90
To, T3 0.83 136.33 45.49

Tabela 6.28: Strategia sterowania: QP: Lin + h(x)

Napedy ‘ Area [%] ‘ Je ‘ Jm
T, T2 49.48 261.04 180.14
T2, T3 22.08 166.13 68.05
T, T3 13.79 257.78 57.09

T1 0.08 415.65 18.14

Tabela 6.29: Strategia sterowania: QP: Lin+h(Z)

Napedy ‘ Area [%] ‘ Je ‘ Im
T2, T3 11.84 916.71 507.72
T1, T2 7.72 377.75 277.18
T, T3 3.04 280.52 197.78

T 0.05 318.27 48.72

POROWNANIE ALGORYTMOW ZE WZGLEDU NA ROZMIESZCZENIE NAPED(/)VV

Ponizej przedstawiono uszczegdtowienie wnioskdéw wedtug kryterium rozmieszczenia napedéw.
Wspdlng cecha zastosowanych strategii sterowania jest fakt, ze przyjecie sygnatu wejSciowego na
poziomie 1V w znaczacy sposéb uniemozliwia stabilizacje robota. Dla takiego zakresu napiecia
parametr Area oscyluje w przedziale (0.01% — 0.07%).

STEROWANIE T

Komentarz dotyczy tabel 6.6, 6.13, 6.17, 6.21.

Umieszczenie napedu wytacznie w pierwszym ztaczu praktycznie uniemozliwia stabilizacje robota.
Wspédtczynnik sukcesu (parametr Area) oscyluje w otoczeniu (0.01% — 0.08%), bez wzgledu na
rodzaj zastosowanej strategii sterowania, czy na warto$¢ sygnatu wejsciowego.

STEROWANIE Ty, To

Komentarz dotyczy tabel 6.3, 6.7, 6.8, 6.14, 6.18.

Analiza rozpatrywanych tabel prowadzi do wniosku, ze zwiekszanie zakresu dostepnego sygna-
tu sterujacego w ogdélnosci zmniejsza liczbe dostepnych warunkéw poczatkowych konczacych sie
stabilizacjg robota. Zmiana ta czesto jest niewielka i oscyluje w zakresie 1%, chociaz dla przy-
padku strategii QP+Lin dla Vi = 103 spadek ten jest prawie 2-krotny w stosunku do napiecia
nominalnego. Zmiany parametru Area s3 wiec iloSciowe, nie zas jakoSciowe. Parametrami ulegaja-
cymi zmianie s3 natomiast wartosci wskaznikéw energetycznych. Zwiekszenie dostepnego zakresu
sygnatu sterujacego mimo, iz nie powoduje jakoSciowej zmiany w liczbie dostepnych warunkéw
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poczatkowych sprawia, ze koszt energetyczny reprezentowany przez parametry J., J,, znaczaco
rodnie o rzedy wielkosci.

STEROWANIE 71, T3

Komentarz dotyczy tabel 6.4, 6.9, 6.10, 6.15, 6.19.

Zwiekszanie zakresu dostepnego sygnatu wejSciowego przy zastosowaniu naturalnych zmiennych
stanu nie powoduje jakoSciowej zmiany parametru Area. Jedynie w przypadku algorytmu typu
Collocated obserwujemy nieznaczny wzrost liczby dostepnych warunkéw poczatkowych. Pozo-
state dwie strategie: MCG+LQR oraz NonCollocated charakteryzuja sie nieznacznym spadkiem
wspotczynnika Area, co wiaze sie z jednoczesnym spadkiem wydatku energetycznego.

Dla zmiennych uwzgledniajacych pseudopredkosci obserwowany jest natomiast wzrost parametru
Area wraz ze wzrostem wartosci Viax.

STEROWANIE Ty, T3

Komentarz dotyczy tabel 6.5, 6.11, 6.12, 6.16, 6.20.

Przypadek ten jest wariantem najciekawszym. Dla kazdego zestawu strategii sterowania wraz ze
wzrostem Viax ro$nie warto$¢ parametru Area. Dotyczy to zaréwno zastosowania do opisu uktadu
zmiennych naturalnych jak i zmiennych transformowanych. Jedynie zastosowanie takiego uktadu
napedéw zapewnia stabilizacje na poziomie ponad 70% przy wykorzystaniu samego sterownika
Ustab dla wartosci Vipax = 100V

Z analizy tabel 6.24-6.29 wynika, ze rozmieszczenie napeddéw w ztaczach pierwszym i drugim
(71, T2) gwarantuje w ogdlnosci najwieksza liczbe warunkéw poczatkowych konczacych sie sukce-
sem w postaci stabilizacji robota w pozycji wyprostowanej. Whnioski te s3 zgodne z intuicyjnym
pojmowaniem zagadnienia stabilizacji tego typu mechanizméw. Im nizej w strukturze mechaniczne;j
umiescimy naped, tym tatwiej jest sterowal pozostatymi wyzej potozonymi cztonami.

Kolejng preferowana konfiguracja napedéw gwarantujaca dobre wyniki jest rozmieszczenie typu
(72,73). Obserwacja ta jest o tyle ciekawa, ze czesciowo przeczy powyzszemu wnioskowi. Wg.
autora mozna to ttumaczy¢ rodzajem ,wspdtpracy” obu potozonych obok siebie napedéw, celem
wyprostowania i uniesienia struktury mechanicznej do pozycji zadanej. Podobnego efektu nato-
miast nie obserwujemy dla zestawu (71, 73).

Podsumowujac mozna zauwazy¢, ze umieszczenie napeddéw w (71, 72) zblizone jest do robota typu
Pendubot, natomiast w (72, 73) do robota typu Acrobot, czym nalezy zapewne ttumaczyé znaczna
liczbe uzyskiwanych pozytywnych wynikéw.
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ROZDZIAL (

Badania eksperymentalne

7.1 Obiekt sterowania i stanowisko laboratoryjne

7.1.1 Stanowisko eksperymentalne — robot typu Pendubot

OPIS ROBOTA

Jednym z celéw postawionych podczas realizacji niniejszej pracy byto przygotowanie stanowiska
laboratoryjnego, ktére pozwolitoby na weryfikacje eksperymentalng pewnej grupy algorytméw.
W tym celu zmodyfikowano komercyjnie dostepny uktad do prac eksperymentalnych z robotem
typu underactuated. Prace eksperymentalne wykonane zostaty przy uzyciu zestawu z podwdjnym
wahadtem, zaprezentowanym na rysunku 7.1. Wspomniany robot jest zmodyfikowanga konstrukcja

Rysunek 7.1: Robot typu Pendubot

firmy Quanser — obrotowego podwdjnego wahadta (ang. Rotary Double Inverted Pendulum [69]),
przedstawionego na rysunku 7.2. Po przeprowadzonych modyfikacjach uktad mechaniczny jest
tozsamy z podwdjnym odwrdéconym wahadtem. Parametry obiektu zebrano w Tabeli 7.1.

Analizowany ukfad eksperymentalny sktada sie z jednostki gtéwnej (Rotary Servo Base Unit [70]
— rys. 7.2b), zawierajacej silnik, przektadnie z ukfadem kasowania luzu, i enkoder sprzegniety
z silnikiem oraz pasywnego Modutu podwdjnego wahadta. Wzgledem oryginalnego systemu z ry-
sunku 7.2a, analizowany ukfad zostat pozbawiony , pierwszego” ramienia obrotowego, aby za-
pewni¢ bezposrednie potaczenie watu napedowego z krétszym ramieniem podwdjnego wahadta.
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Tabela 7.1: Parametry robota typu Pendubot

Ogniwo | Masa | Dhugosé ogniwa | Srodek masy | Mom. bezwt.
i m; [kg] L; [m] L., [m] I; [kgm?]
1 0.097 0.20 0.1635 0.0069*
2 0.127 0.3365 0.1778 0.0048

* Moment bezwladno$ci I; uwzglednia mase enkodera me,. = 0.141 kg.

Uzyskujemy w ten sposéb realizacje struktury mechanicznej typu Pendubot — podwdjnego wahadta
z napedem w pierwszym ztaczu obrotowym.

a) b)

Rysunek 7.2: a) Oryginalny system z obrotowym podwdjnym wahadtem, przed modyfikacjami.
b) Jednostka gtéwna Rotary Servo Base Unit [70]

Ze wzgledu na niska mase wahadta, wptyw na dynamike np. przewodu od enkodera okazuje
sie na tyle znaczacy, ze istniata potrzeba jego ,kompensacji’, jak to zostato przedstawione na
rysunku 7.3, tzn. poprzez zastosowanie wysiegnika.

Rysunek 7.3: Robot typu Pendubot — Stanowisko testowe
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Parametry elektromechaniczne jednostki gtéwnej zawarto w tabeli 7.2.

Do implementacji na sprzecie wykorzystano dedykowane Srodowisko LabView, oferowane wraz
z systemem przez firme Quanser.

Tabela 7.2: Parametry jednostki bazowej Servo

Symbol ‘ Opis Wartosé
Vaom Nominalne napiecie wejSciowe 6.0 V
R Rezystancja uzwojenia 2.6
Ly, Indukecyjnosé uzwojenia 0.18 mH
k¢ Stala momentowa 7.68 x1073 Nm/A
km Stalta napieciowa 7.68 x1072 V/(rad/s)
K, Przetozenie przektadni 70
Nm Sprawnosé silnika 0.69
Mg Sprawnosé przektadni 0.90
Kene Rozdzielczo$é enkodera 4096 imp/obr

OGOLNA STRUKTURA UKLADU STEROWANIA

Algorytmy stabilizacji zaprezentowane w rozdziale 4 okreslone s3 w funkcji czasu ciggtego. Celem
praktycznej realizacji nalezy przej$¢ do postaci dyskretnej, jako ze sygnat sterowania obliczany jest
przez system mikroprocesorowy w okreslonych, statych odstepach czasu. W rozwazanej aplikacji
oprécz komputera PC, ktéry wykorzystywany jest do wysokopoziomowego programowania robota
(Srodowisko LabView), wykorzystywany jest rowniez dedykowany sterownik wraz ze wzmacniaczem
(Rys. 7.4), konieczny do generowania odpowiedniego poziomu napie¢ podawanych na silnik robota.
Opracowano nastepujaca architekture uktadu sterowania:
e Komputer klasy PC odpowiada za:
— nadzor nad eksperymentem oraz rejestrowanie danych;
e Dedykowany sterownik odpowiada za:
— komunikacje z komputerem PC oraz realizacje algorytmu sterowania na poziomie dy-
namiki (obliczanie napie¢ sterujacych, estymat parametréw, itd.).

Rysunek 7.4: a) Sterownik Quanser Q1-cRIO [68], b) Wzmacniacz mocy VoltPAQ-X1 Ampli-
fier [72]
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7.2 Wyniki eksperymentalne

Niniejszy rozdziat przedstawia wyniki eksperymentalne dla algorytméw prezentowanych w rozdzia-
tach 4.3-4.4. Podobnie jak miato to miejsce w czesci 5.2, wyniki zostang przedstawione w sekwencji
zwigzanej z zastosowanym prawem sterowania, jednakze wytacznie w odniesieniu do robota typu
Pendubot.

Procedura badan eksperymentalnych byta nastepujaca. Na podstawie danych uzyskanych w roz-
dziale 5.2 i wyznaczonych dla zestawu oznaczonego jako sim_1 obszaréw zbieznosci, wybrano po-
czatkowa konfiguracje mechaniczna robota dla analizowanych algorytméw, a nastepnie dokonano
symulacji jego ruchu.

Ten sam warunek poczatkowy byt nastepnie warunkiem startu dla préby eksperymentalnej.

Prezentacja wynikéw przedstawia sie nastepujaco. Dla kazdego z rozpatrywanych przypadkéw
przedstawiono tabele zawierajaca warunki symulacji i eksperymentu, oraz schematyczna wizualiza-
cje pozycji poczatkowej robota. Wspomniana tabela zawiera zaréwno nastawy regulatoréw uzyte
podczas symulacji, jak réwniez odpowiadajace im nastawy uzyte w eksperymencie. W kolejnym
kroku przedstawiono obszar zbieznosci dla danej metody sterowania i warunkéw sim_1 z rozdzia-
tu 5.2.

Stawiajac za cel wzajemne pordéwnanie wynikéw symulacyjnych oraz eksperymentalnych, ze-
stawiono ze soba przebiegi wynikajace z symulacji numerycznych, oraz te otrzymane w wyniku
dziatania na fizyczny obiekt odpowiedniego prawa sterowania. Poréwnaniu podlegaja przebiegi
katéow w ztaczach, jak rédwniez przebieg sygnatu wejsciowego.

Dla algorytméw, dla ktérych parametr Area jest mniejszy od 3% prezentacji podlega jeden wybrany
warunek poczatkowy. Dla pozostatych algorytméw badano kilka przypadkéw, celem sprawdzenia
ich dziatania dla réznych warunkéw poczatkowych.

Zasadnicza prezentacja wynikéw to rysunki zatytutowane Pofozenia katowe oraz Sygnat wej-
Sciowy, przedstawiajace przebiegi tychze sygnatéw dla odpowiednio symulacji — rysunek ,a)" —
i eksperymentu — rysunek ,b)", — zestawione ze soba celem wzajemnego ich poréwnania.

Skréty uzyte w tabelach zatytutowanych Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej
S3 nastepujace:

e Typ — oznacza rodzaj algorytmu podlegajacego sprawdzeniu,

e (q1,,92,) — wybrany warunek poczatkowy podlegajacy sprawdzeniu,

Vsat — maksymalna warto$¢ sygnatu sterujacego. Odpowiada ono sytuacji sim_1 z rozdzia-
fu 5.2,

SIM — wartosci nastaw sterownika w symulacji,

EXP — warto$ci nastaw sterownika w eksperymencie,

Ustah, — dotyczy nastaw regulatora stabilizujagcego w otoczeniu pozycji zadanej,

kp,kp, kg, ... — nastawy sterownika ugying-
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7.2.1 MCG+LQR

PRZYPADEK 1

Typ MCG+LQR y
(q10,a20) (65,25) deg
Visat 10V
SIM: Ustab {—10.4,-9.7,—2.5,—1.9}
EXP: Ustab {—9.8,—9,—0.6,—0.3} >
Tabela 7.3: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej
150
100
= 50
(3]
S 0
8‘ -50
-100
-150
-150 -100 -50 0 50 100 150
q1 [deg]
Rysunek 7.5: Obszar zbieznosci
100

q1 [deg]

Vim [V]

100

Bt S N N g N W P N |
) f ) \/\/
60 60 [

g1 [deg]

0 D S " S S N S
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas [s] b) czas [s]
Rysunek 7.6: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment
10.0 | 100F
75 _ 75 |-
5.0 - 5.0 F
2.5H — 25
0.0 = 0.0
2.5 >E
_o. -2.5F
-5.0 =5.0F
-7.5F -7.5F
-10.0 1 1 1 1 -10.0 Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas [s] b) czas [s]

Rysunek 7.7: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 2

Typ MCG+LQR y

(qlov q20) (130’ _40) deg

‘/sat 10V

SIM: Ustab  {—10.4,-9.7, 2.5, —1.9}

EXP:  ugap {—9.8,-9,-0.6,—0.3} - >

Tabela 7.4: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

140

= 140 -
jod A >
§120 % 120 -
=100 - -
o S 100
80 - i —~— — —
1 1 1 1 80 1L 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
3 ° 7 o
St ke ~
N N
o o
50 -50
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
a) czas [s] b) time [s]
Rysunek 7.8: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment
100 - 10.0 F
75 7.5k
50F 50F
. 25°f — 25
= 0.0 =
g ¥ z 00
> s ‘/-/ > osH
-5.0 =5.0F
—-75F -75F
-10.0F -100
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
a) czas [s] b) time [s]

Rysunek 7.9: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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7.2.2 MCG + Energy

PRZYPADEK 1

Typ MCG+Energy

(qlm QQO) (1807 _96) deg g

‘/sat 10V

SIM: Ustab {-10.4,-9.7,-2.5,—1.9}

EXP: ugan {-9.8,-9, 0.6, —0.3) \

SIM: kp,kp, ke {5.4,0.1,0.31} < >
EXP: kp,kp, kg {5.1,0.1,0.01}

Tabela 7.5: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

g2 [deg]

150 100 50 0 50 100 150
Q1 [deg]

Rysunek 7.10: Obszar zbieznosci

200 200
= =
ﬁlSO - $ 150
- —
100 S 100 -
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 1 2 4
50 502 3 5

q2 [deg]
I

G2 [deg]
I

-100 E i i i i -100 i L L L
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

a) czas [s] b) czas [s]

Rysunek 7.11: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0 - 10.0
7.5 75
50 5.0
S 251 A E 2.5
G 0.0 N e 00
—25+H+ > -25
—-5.0F -5.0
=7.5 =75
-10.0 1 1 1 1 -10.0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas |s czas (s
a) [s] b) [s]

Rysunek 7.12: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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7.2.3 Spong + LQR

LINEARYZACJA TYPU COLLOCATED

PRZYPADEK 1

Typ Collocated y

(11022 (~52.72) deg S
Visat 10V - X
SIM: Usta  {—10.4,-9.7,—2.5, 1.9}

EXP: Ustab  {—9.8,—9,—0.6,—0.3}

SIM: kp kp  {196,10.7}

EXP:  ky,kp {180,10}

Tabela 7.6: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

q2 [deg]

-100

1501 -

150 100 -50 0 50 100 150
q1 [deg]

Rysunek 7.13: Obszar zbieznoéci

100 - I\VN 100 F
'8) —_—
% 50 § 50 F
6'. or c\—l_ ok
-50 L I L L -50 L L L L
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
50 |
g o b5
S k=)
& >} &
—-100 F
1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 2 3 4 5
czas [s
a) czas [s] b) [s]

10.0 —1 10.0
7.5 75
5.0 5.0
s i-z r [\ s 2.5
€ . W 0.0
N -25F >E —2.5F
-5.0 -5.0
-7.5F+ -7.5F
-10.0 - . ; . . -10.0 - . ; ; ;
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
a) czas [s] b) czas [s]

Rysunek 7.15: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 2

Typ Collocated
y
(410> G20) (=10, 103) deg
Vsat 10V
SIM: Ustab  {—10.4,-9.7,—2.5,—1.9}
EXP: Ustab  1—9.8,—9,—0.6,—0.3}
SIM: kp,kp {196,10.7} >
EXP: kp, kp  {180,10}
Tabela 7.7: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej
— 100 100
5 —
& . S
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 i 5
100 100
=) fe)
i 30 _\L ﬁ >0 V\f\\
g‘ 0 8" 0
0 1 2 3 n 5 0 1 2 3 s 5
a) czas [s] b) czas [s]

Vim [V]

10.0
7.5
5.0
2.5
0.0

-2.5
-5.0
-7.5
-10.0

Rysunek 7.16: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

B 10.0

Vm [V]

Il Il Il Il

1 2 3 4 5
czas [s] b) czas [s]

Rysunek 7.17: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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7.2. Wyniki eksperymentalne

PRZYPADEK 3

o)}

Tabela 7.8: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

Typ Collocated
(Q10, q20) (1807 _92) deg
‘/sat 10V
SIM: Ustay  {—10.4,—-9.7,-2.5,—1.9}
EXP: Ustab  {—9,—9,—1,—0.6}
STM: kp, kp  {256,9.6}
EXP: kp, kp  {250,15}
@150 -
kel
S
100
NAT I I I
0 1 2 3 4 5
5]
EN -50
o
B T S T T N
a) czas [s] b)
10.0
il
5.0 -
. 25F k
= 0.0
t .
= -2.5F
-5.0 -
_7.5 -
-10.0 J L L L L
0 1 2 3 4 5
a) czas [s] b)

q2 [deg]

Vim [V]

10.0

1 1

3 4 5
czas [s]

1 1

2 3 4 5
czas [s]

Rysunek 7.19: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 4

Typ Collocated

(d10, 42 (35,63) deg Y

Vsat 10V

SIM: Usap  {—10.4,-9.7,—2.5,—1.9}

EXP: Ustab  1—9,—9,—1,—0.6}

SIM: kp, kp {144,9.6} :

EXP:  ky,kp {150,10}

Tabela 7.9: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

100 100
D 751 = 75
9 o
— 50 = 50
— —
S o
25+ 25
1 1 1 1 L 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
75_ 75_
E?so E?so
%25— EN25—
< 0 S 0 N
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
s czas [s
a) czas [s] b) [s]

Rysunek 7.20: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0 10.0
7.5H 7.5
5.0 H 5.0
— 25F — 2.5
= >
T 00— = 00
N N
-25F =2.51]
-5.0 =5.0F
—-75H+ -7.5r
-10.0f 1 1 1 1 -100 Il Il L L
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
CZas S
a) czas [s] b) [s]

Rysunek 7.21: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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LINEARYZACJA TYPU NON-COLLOCATED

PRZYPADEK 1

Typ NonCollocated

(9105 920) (—10,103) deg y
‘/sat 10V

SIM: Ustab  {—10.4,-9.7,—-2.5,-1.9}

EXP: Usta  {—14,—14,—0.9, —0.6}

SIM: kp, kp  {529,9.2}

X

EXP:  ky,kp {550,10}

Tabela 7.10: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

-

q2 [deg]

150 100 -50 0 50 100 150
g1 [deg]

Rysunek 7.22: Obszar zbieznosci

100 F 100 F
'a —_—
8 50F 8 sof
- =
o 0 o 0
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
100 100
E) 50 é’ 0
k=) - S, 50 H
S S
0 1 1 1 1 0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas [s
a) czas [s] b) [s]

Rysunek 7.23: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0 10.0
7.5F 75
50F 5.0
— 25 ’ \ . 25
ZE 0.0 = 00
N N
—25}F =25
=5.0r =5.0
—-75F -7.5
-10.0 1 1 1 1 —10.0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas [s czas [s
a) [s] b) [s]

Rysunek 7.24: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 2

Typ NonCollocated

(QImq%) (0795) deg !

Vsat 10V

STM: Usta  {—10.4,-9.7,—2.5, 1.9}

EXP: Ustab  {—11,—11,—-0.6,—0.3} \
SIM: kp,kp {180,10} - >

>y

EXP:  ky,kp {180,10}

Tabela 7.11: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

100 100
E >
(]
S, 50F ﬁ 50
g —
o
0 1 L 0 i i
0.0 0.5 1.0 1.5 . 1.0 1.5
100 10(’§J 0 0.5
> >
(] L
S, 50 ﬁ 50
o~ ~
(og [on 0 A'A
v v
0 1 T I L
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5
Z czas |s
a) czas [s] b) [s]

Rysunek 7.25: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0 —1 100
751 7.5
5.0 o
= 25+ s
= =
g 00 0.0
> g 7
-25F > o5l
_50 "‘ _5.0 |-
=75 -75F
~10.0 - . i : -10.0 - : ;
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5
czas [s czas [s
a) [s] b) [s]

Rysunek 7.26: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 3

Typ NonCollocated

(qh)a qQo) (Oa 92) deg

Visat 10V

SIM: Ustah  {—24.0,—21.2,—5.9, —4.2}

EXP: Ustab

SIM: kp.kp {16949}
EXP:  kp,kp {169,49}

{—24,-21,-2.5,—1.5}

A

o)\

Tabela 7.12: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowe;j

0 1 1

1

3

a) czas [s]

5

b)

q1 [deg]

q2 [deg]

100 -

50 -

100

1 1 1

=50
0

2 3 4 5
czas [s]

Rysunek 7.27: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0
7.5
5.0
2.5

Vm [V]

0.0 S
v
—25F
=50
—75F

-10.0 -

1 1

1

czas [s]

3

5

b)

Vim [V]

10.0
7.5
5.0
2.5
0.0

-2.5
-5.0
-7.5
-10.0

1 1 1 1

1 2 3 4 5
czas [s]

Rysunek 7.28: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 4

Typ NonCollocated

(9105 G20) (150, —80) deg y
‘/;at 10 V

SIM: Usta  {—24.0,—21.2, —5.9, —4.2}

EXP: Ustay  {—24,—21,—2.5,—1.5}

SIM: kp, kp  {784,12}

EXP:  kpkp {784,12}

Tabela 7.13: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

150 \ 150
g 100 \/, g 100 l AVA'
— 50 = _V
o S 50
0 1 1 | i . ‘ ‘ | |
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
100 F 100 -
g [\ g |
g ° / g [V
i | i i i i i i
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
a) czas [s] b) czas [s]
Rysunek 7.29: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment
10.0 - r‘ 10.0 -
75F 7.5+
5.0 5.0
= 25 —_ 25F
ZE 0.0 N— ZE 0.0
> st > 2
5.0 F -5.0
-7.5+ -7.5
-10.0 — : ; ; ; -10.0 { : ; ; ;
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
a) czas [s] b) czas [s]

Rysunek 7.30: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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7.2.4 QPZ

PRZYPADEK 1

Typ QPZ+LQR y

(910, 920) (65,25) deg

Viat 10V

SIM: Ugta, {—94 — 88,26, —184}

EXP: Ugta,  {—150, —150,11, —100} - >

Tabela 7.14: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowe]

150
100

50

q2 [deg]

-50

-100

-150

“150 -f00 -50 0 50 100 150
g1 [deg]

Rysunek 7.31: Obszar zbieznoéci

100 100

g1 [deg]
g 3
q1 [deg]
~ [ee]
o o

q2 [deg]
S &
q2 [deg]
o o

1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
a) czas [s] b) czas [s]

|
=
o

Rysunek 7.32: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0 - 10.0
7.5F 751
5.0 5.0
—  25h — 25
% o  P——
. 0.0
3 3
> 251 > -2.5
50 -5.0
—-75F -7.5r
-10.0 | | | | -100 I L L L
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas[s
a) czas [s] b) [s]

Rysunek 7.33: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 2

Typ QPZ+LQR y

(910> G20) (130, —40) deg

Viat 10V

SIM: Ustap  {—94 — 88,26, —184}

EXP: Ustap  {—150, —150,11, —100} - >

Tabela 7.15: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

_ 140 140
> >
T, 120 + % 120 F
S 100 F S 100 -
80 1 1 1 1 80 1 1 Il i
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
M —
% O 5 0
(5] (9]
E. 5k E _25 /
S S
-50 =50 -
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
time [s
a) czas [s] b) [s]

Rysunek 7.34: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0 - 10.0 -
7.5F 75F
50 5.0 -
. 25} . 25
= >
g 00 = o0
N N
-2.5 -2.5
-5.0 =5.0
-75F =751
-10.0 1 1 1 1 -10.0 Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas [s time [s
a) [s] b) [s]

Rysunek 7.35: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment



204 7.2. Wyniki eksperymentalne

PRZYPADEK 3

Typ QPZ+LQR y

(qlov q20) (71,20) deg

‘/sat 10V

SIM: Ustab {—164.4, —147.5,32.7, —309.8}

EXP: Ustab {—150, —150, 11, —100} < 4

Tabela 7.16: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowe;j

100
— — 100 |
io R —
Kl
) e
— —_ 80://"’7
S 6ot S
1 1 1 1 60 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
40+ 40+
& 2 20
S.20 N
S g 0 .
0 -20+
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas [s czas[s
a) [s] b) [s]

Rysunek 7.36: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

100 10.0
7.5 75
5.0 - 5.0
— 2.5 — 25
2 oo =
. 0.0
£ g
>
25} > -2.5
-5.0 -5.0
—-75F+ =75
-10.0 - i i i i -10.0
0 1 2 3 4 5
Czas s
a) czas [s] b) [s]

Rysunek 7.37: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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7.2.5 QPZ + Energy

PRZYPADEK 1

Typ QPZ+Energy+LQR
(qh)a QQO) (_37 102) deg Y
Visat 10V
SIM: Ustab {—94 — 88,26, —184}
EXP: Ustab {—140, —140, 11, —100}
SIM: kp,kp,kp {2.1,0.1,0.01} - >
EXP: kp.kp,kp {2.1,0.1,0.01}
EXP: ustan : {—160, —150, 32, —300} pojawiaja sie silne oscylacje w ptaszczyznie czotowej
Tabela 7.17: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej
Rysunek 7.38: Obszar zbieznoéci
150
100 - /\
hel
g 50
0 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
100
=)
g 5oj\
S 0 \~
-50 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
a) b) czas [s]

Rysunek 7.39: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0
7.5
5.0
2.5
0.0

Vim V]

-2.5
-5.0
-7.5

-10.0

a) b) czas [s]

Rysunek 7.40: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 2

Typ QPZ+Energy+LQR
<q107 q?o) (1807 _100) deg
Visat 10V
SIM: Ustab {—164.4,—-147.5,32.7, —309.8}
EXP: Ustab {-160, —150, 11, —100}
SIM: kp,kp,kp {2.1,0.1,0.01}
EXP: kp,kp,kg {2.1,0.1,0.01}
Tabela 7.18:

R

<y

Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowe;j

EXP: ustap, {—160, —150, 32, —300} tez dziata, ale pojawiaja sie silne oscylacje w ptaszczyznie

czotowe]

q2 [deg]

10.0
7.5
5.0
2.5
0.0

Vim [V]

-2.5
-5.0
-7.5
-10.0

q2 [deg]

czas [s] b)

2 3 4 5
czas [s]

Rysunek 7.41: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0

Vm [V]

1 1 1

2 3 4 5

czas [s] b)

1 1

2 3 4 5
czas [s]

Rysunek 7.42: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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7.2.6 PN-QP
PRZYPADEK 1
Typ PN-QP+LQR y
(910> G20) (65,25) deg
‘/;at 10V
SIM: Ustab {—1187,—236,314,26}
EXP: Ustab  {—1300, —130, 390, 8} - >
Tabela 7.19: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej
150
100
— 50
5
S, 0
S s
-100
=150
-150 -100 -50 0 :’)O 100 150
g1 [deg]
Rysunek 7.43: Obszar zbieznosci
100 100
g’ sof g :Z
S 6o S 70,
0 1 2 3 4 5 %0, 1 2 3 5
40
-—v40 B —_—
: \ = k
5,20 k=i
S . S,
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 5
a) czas [s] b) czas [s]
Rysunek 7.44: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment
10.0 + 10.0 F
7.5F 75k
50 50F
— 25 2.5
= o = e
1S ' IS :
= -25F > -2.5F
-5.0F -5.0F
-75F -75F
-10.0 1 1 1 1 -10.0f Il Il Il
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 5
a) czas [s] b) czas [s]

Rysunek 7.45: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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7.2. Wyniki eksperymentalne

PRZYPADEK 2

Typ PN-QP+LQR

(4105 G20) (130, —40) deg

Vsat 10V

SIM: Usah  {—1187, 236,314, 26}
EXP: Ustab {—1300, —130, 390, 8}

A
<y

Tabela 7.20: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowe;j

0 1 2 3 4 5 0 2 3 4 5
— 0 — 0
5 53
S5t S 25t
S S
=50 1 -50 -
1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 2 3 4 5
time [s
a) czas [s] b) [s]

Rysunek 7.46: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

100 10.0
75F 75
5.0 5.0
. 25 — 25
= 0.0 =
S . € 0.0
>
-2.5 = -2.5
-5.0 -5.0
—75F -7.5
-10.0 - t : : : -10.0
0 1 2 3 4 5
Cczas |S
a) fs] b)

1 1 1

1 2 3 4 5

time [s]

Rysunek 7.47: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 3

Typ PN-QP+LQR

(410> G20) (37,67) deg

Visat 10V

SIM: Ustab  {—1412, —280, 360, 27}
EXP: Ustab {—1000, —100, 300, 6}

Tabela 7.21: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

2

czas [s]

3 4 5

A

<y

czas [s]

Rysunek 7.48: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0 ]

7.5
50
2.5
0.0 -

Vim V]

251

-5.0r
=75

-10.0 -

2

3 4 5
czas [s]

b)

Vm [V]

§1oo»[\v’\'
S 75F
—
T 50
1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
gso:\
S,
S o V’\VA
1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

10.0 [
7.5
5.0
2.5
0.0

25k

—50F

—75F

-10.0¢ 1 1 1

0 1 2 3
czas [s]

Rysunek 7.49: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 4

Typ PN-QP+LQR y

(Q105q20) (1307__42) deg

‘/sat 10V

SIM: Usa,  {—1412, —280, 360, 27}

EXP:  ugap  {—1300, —130,390, 8} » -

Tabela 7.22: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowe;j

140 140
FLor F120 -
s 3
=100 - =100 |
52 o
80 - 80
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
0 0
g g
B.-20 3. -20F
S S
-40 -40
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas [s
a) czas [s] b) [s]
Rysunek 7.50: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment
10.0 10.0
7.5 7.5F
5.0 F 5.0 F
S 25F . 25+
= 00 ZE 0.0
> s > 2
—5.0 -5.0
-75F -75
-10.0 1 1 1 1 -100p 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
czas s
a) czas [s] b) [s]

Rysunek 7.51: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 5

Typ PN-QP y
(Q107 QQO) (20, 101) deg

Viat 10V

SIM: Ustab {—1187,-236, 314,26}

EXP: Ustab {—1300, —130, 390, 8}

Tabela 7.23: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

g2 [deg]

-150 -100 -50 0 50 100 150

Q1 [deg]

Rysunek 7.52: Obszar zbieznosci

__1oo
(o))
(5]
k=)
— 50
o
0 1 1 1 1
0 2 3 4 5
100
>
(5]
2 50 -
o
o
0 1 B — 1 1
0 1 2 3 4 5
a) b) czas [s]

Rysunek 7.53: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0
7.5
5.0
2.5
0.0

-2.5

Vm [V]

-5.0
-7.5
-10.0

0 1 2 3 4 5

a) b) czas [s]

Rysunek 7.54: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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PRZYPADEK 6

Typ PN-QP y

(q10592) (181, —103) deg

‘/sat 10V

SIM: Ustab {—1187, 236,314, 26}

EXP: Ustab {-1300, —130, 390, 8} < -

Tabela 7.24: Warunek poczatkowy i wizualizacja pozycji poczatkowej

D150
S,
—
T 100
1 1 1 1
0 1 2 3 4 5
—_ 0
o
[0)
he)
= 50
o~
o
-100 i i I i
0 1 2 3 4 5
czas [s
a) b) [s]

Rysunek 7.55: Potozenia katowe: a) symulacja, b) eksperyment

10.0
7.5
5.0
2.5
0.0

Vim [V]

-2.5
-5.0
=75

-10.0

1 1

0 1 2 3 4 5

a) b) czas [s]

Rysunek 7.56: Sygnat wejéciowy: a) symulacja, b) eksperyment
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7.3 Wnhnioski ptynace z eksperymentu

Analizujac przyktady z rozdziatu 7.2 mozna zauwazy¢ duza zbiezno$¢ wynikéw symulacyjnych z ich
odpowiednikami pochodzacymi ze stanowiska eksperymentalnego. Mimo tego niektére przypadki
wskazujg na réznice miedzy odpowiedzig uktadu symulacyjnego i rzeczywistego. Wynika to przede
wszystkim z niepewnosci opisu obiektu zaréwno z uwagi na parametry jak i strukture. W trakcie
symulacji pominieto wiele kwestii, jak np. tarcie, czy aerodynamiczne opory ruchu powstajace
podczas szybkiego wymachu wahadfa. Stanowisko eksperymentalne takze posiada swoje wady
i ograniczenia, ktére rzutuja na przebieg eksperymentéw. Jednym z nich jest fakt, ze ztacze dru-
gie nie moze wykona¢ ruchu obrotowego przekraczajacego wartos¢ 104°. Ograniczenie to wynika
wprost z konstrukcji mechanicznej wahadta. W efekcie niemozliwym jest wykonanie badan ekspe-
rymentalnych dla czesci z otrzymanych wynikéw symulacyjnych. Ponadto brak mozliwosci obrotu
ztacza drugiego o wiekszy kat uniemozliwia sprawdzenie zdolnosci do realizacji zadania swing-up
z pozycji poczatkowej (—7,0), jako ze badania symulacyjne jasno wskazuja na konieczno$¢ czesto
wiecej niz jednego obrotu, celem dZwigniecia robota ponad ptaszczyzne wyznaczona przez jego
pozycje (q1,q2) = (0,0).

Posrednio efekt podniesienia wahadta mozna uzyska¢ dopuszczajac przypadki, ktére autor robo-
czo okresla mianem ,z odbiciami”. Oznacza to, ze dopuszcza sie sytuacje w ktérych drugie ramie
uderza o swdj mechaniczny ogranicznik, powodujac, ze ruch catego mechanizmu nadal trwa. Za-
gadnienie to byto réwniez przedmiotem analizy symulacyjnej, jednakze ze wzgledéw praktycznych
zarzucono to podejscie, majac na celu niedopuszczenie do uszkodzenia wahadta. Niemniej nalezy
podkresli¢, ze istnieje mozliwo$¢ pewnego rozszerzenia zakresu badan eksperymentalnych, niestety
kosztem zniszczenia stanowiska badawczego.

Drugim waznym ograniczeniem rzutujacym na przebieg eksperymentu jest rozdzielczos¢ enkode-
réw i zwigzana z tym kwestia estymacji predkosci. Stosunkowo niska rozdzielczo$¢ przetwornika
obrotowo-impulsowego sprawia, ze informacja o predkosci jest istotnie zaszumiona. W efekcie al-
gorytmy bazujace na dynamice otrzymuja nie do konca poprawng informacje o aktualnej predkosci.
Niemniej jednak obserwujac charakter zmian potozen katowych mozna zauwazy¢, ze zachowanie
sie zmiennych (q1, g2) w trakcie symulacji i eksperymentu jest zblizone, tzn. kierunek zmian warto-
Sci katéw w czasie jest praktycznie zawsze taki sam, a jedynie rézny co do amplitudy (najczescie;
w zakresie kilku, kilkunastu stopni).

Warto réwniez zwréci¢ uwage na wartosci nastaw regulatoréw. Zaréwno nastawy dla regula-
tora liniowego ustan, jak i regulatora ugwing s3 do siebie bardzo zblizone, czesto wrecz identyczne.
Potwierdza to po raz kolejny dobra zbiezno$¢ modelu teoretycznego z obiektem rzeczywistym. Je-
dyna znaczaca réznica w wartosciach nastaw wystepuje dla regulatora ugt,, W czesci zwigzanej ze
wzmocnieniami dla sktadowych predkosciowych. Wartosci eksperymentalne zostaty z reguty przy-
jete jako dwukrotnie mniejsze niz te, wynikajace z symulacji. Istnieje mozliwos$¢ przyjecia doktadnie
tych samych nastaw dla czesci predkosciowej regulatora wugiap, lecz skutkuje to pojawieniem sie
drgan catego mechanizmu wzdtuz ptaszczyzny strzatkowej — prostopadle do naturalnego ruchu
wahadta, grozace jego uszkodzeniem. Z tego powodu zaistniata konieczno$¢ recznego dostrojenia
wspomnianych parametréw.

Nalezy ponadto nadmienié, ze wartosci wzmocnien wyznaczone dla regulatora ugia, hie sa
jedynymi mozliwymi, a stanowig jedynie jeden z wielu dostepnych zestawéw wzmocnien. Roz-
dziat 7.2 pokazuje rowniez przyktady zastosowania innych nastaw, zaréwno w czesci symulacyjnej
jak i eksperymentalnej. Przyktadem jest Przypadek 2 i Przypadek 3 z rozdziatu 7.2.3 dla algo-
rytmu NonCollocated. Wyraznie widaé, ze zwiekszenie nastaw regulatora ugap, wptywa na stan
przejsciowy zwiekszajac ilos¢ oscylacji w ztaczach, jak réwniez zwieksza liczbe i amplitude przets-
czen sygnatu sterujacego.

Algorytmy QPZ oraz QP ze wzgledu na zastosowang transformacje zmiennych stanu i wejscia
charakteryzuja sie natomiast znacznymi, w poréwnaniu do algorytméw zawierajacych zmienne na-
turalne, oscylacjami w sygnale sterujagcym. Powodem tego jest transformacja sygnatu sterujacego,
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dla ktérej znacznemu wzmocnieniu ulegaja nastawy regulatora. Niemniej ksztatt oraz charakter
przebiegdw w symulacji oraz eksperymencie, dla strategii wykorzystujacej pseudopredkosci, jest na-
dal zblizony. Wyrazne réznice dostrzegalne s3 jedynie dla Przypadku 5 z rozdziatu 7.2.6. Obiekt
eksperymentalny umozliwiat realizacje sterowania z lepszym wynikiem, co mozna prébowac ttuma-
czy¢ wptywem niemodelowanej w symulacji dynamiki i efektem tarcia/ttumienia w rzeczywistym
wahadle. Podobnie w Przypadku 6 w testach eksperymentalnych nie wystepuja tak silne przeregu-
lowania jak dla scenariusza symulacyjnego, natomiast cechuje sie on oscylacyjnoscia wokdt puntu
zadanego.
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Podsumowanie

W pracy wykazano stusznos¢ postawionych we Wstepie tez. Przy wykorzystaniu technik opartych
o czesciowa linearyzacje uktadéw niedosterowanych osiaggnieto cel jakim byta stabilizacja podwdj-
nego i potréjnego odwréconego wahadta z deficytem napedéw w gdérnym niestabilnym punkcie
réwnowagi.

Jednym z podejmowanych w pracy zagadnien jest koncepcja zmiany dotychczasowych natu-
ralnych zmiennych stanu uzywanych do opisu matematycznego modelu robota wraz z prawem
sterowania, na zmienne wykorzystujace pseudopredkosci. Wedtug autora niniejsza dysertacja jest
jedna z nielicznych prac przedstawiajaca w sposéb systematyczny zagadnienie modelowania oraz
sterowania manipulatoréw planarnych o dwéch i trzech ztaczach, przy wykorzystaniu transformacji
stanu oraz wejscia z zastosowaniem quasi-predkosci. Analizie podlega zaréwno szczegdtowe wy-
prowadzenie przeksztatconego modelu, jak réwniez synteza strategii sterowania, uwzgledniajaca
koniecznos$¢ transformacji sygnatu sterujacego na potrzeby wyznaczenia wzmocnien przy wykorzy-
staniu regulatora typu LQR. Niniejsza praca stanowi jedyna znang autorowi pozycje prezentujaca
symulacyjna i eksperymentalng weryfikacje koncepcji zaprezentowanej w pracy [46], jak réwniez
jedyna znana eksperymentalng walidacje dla koncepcji z prac [33, 36].

Za pomoca symulacji numerycznych i zbadania obszaréw zbieznosci wykazano wyzszo$¢ sto-
sowania pseudopredkosci nad zmiennymi naturalnymi do opisu modelu robota oraz strategii ste-
rowania.

Jednym z uzyskanych celéw pracy byto otrzymanie spdjnej metody weryfikacji badanych algo-
rytméw wraz z wytworzeniem odpowiedniego oprogramowania do ich analizy. Mimo wykorzysta-
nia jezyka C++ zastosowane podejécie do analizy symulacyjnej rozwazanych strategii sterowania
okazato sie bardzo wymagajace, zaréwno jesli chodzi o zasoby sprzetowe jak i czas obliczen. We-
ryfikacja dziesigtek milionéw wariantéw warunkéw poczatkowych i parametréw rozpatrywanych
algorytméw pochtoneta miesigce ciagtych obliczen, wykonywanych w szczytowym okresie na 72
procesorach logicznych. Efektem tych prac byto okreslenie tzw. obszaréw zbieznosci, dajacych
wglad w skutecznos$¢ danej strategii sterowania, liczonej jako liczba warunkéw poczatkowych gwa-
rantujacych sukces w postaci stabilizacji robota.

Autor ma swiadomos¢, ze prezentowane w pracy przyktady stanowia egzemplifikacje konkret-
nego przypadku (tzw. case-study) i nie mozna na tej podstawie wyciagaé¢ ogdlnych wnioskéw.
Jednakze pewne préby podejmowane dla obiektéw o 2 ztaczach i odmiennych niz prezentowane
w pracy parametry pokazywaty, ze rozwazane obszary zbieznosci nie réznig sie jakosciowo od tych
zaprezentowanych w pracy, a jedynie ,,przesuwaja” sie po przestrzeni zmiennych konfiguracyjnych.
Stad tez mozna traktowaé przedstawiong metode badania tychze ukfadéw jako odpowiednia do
analizy wtasciwosci rozpatrywanej klasy uktadéw nieliniowych.

215
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Kierunki dalszych badan

Cel sterowania postawiony w niniejszej dysertacji polegat na stabilizacji robota w pozycji wypro-
stowanej, tzn. w jego gérnym niestabilnym potozeniu réwnowagi. Oznacza to, ze zadaniem byta
stabilizacja robota w punkcie. Sprawdzenie, czy réwniez dla przypadku $ledzenia trajektorii zasto-
sowanie transformacji stanu oraz wejscia przy uzyciu pseudopredko$ci poszerza zakres zbieznosci
prezentowanych algorytméw wydaje sie interesujacym tematem.

Badania eksperymentalne zostaty przeprowadzone jedynie dla robota typu Pendubot. Wigze
sie to z dostepnoscig stanowiska badawczego oraz wzglednie prosta konstrukcja mechaniczna.
Prostota tej konstrukcji, przynajmniej jej koncepcji mechanicznej, wynika z umiejscowienia silnika
elektrycznego w pierwszym ztaczu. Dla robota typu Acrobot nalezatoby zastosowaé albo pewien
rodzaj przektadni pasowej przekazujacej naped do drugiego ztacza, albo umiescié silnik bezposred-
nio w drugim ztgczu obrotowym. Nastrecza to niestety dodatkowych trudnosci natury mechanicz-
nej, ktére nie byty tematem prowadzonych prac. Dostepnos$é gotowego komercyjnego stanowiska
dla robota typu Pendubot byta wiec znacznym utatwieniem. Niemniej jednak weryfikacja eks-
perymentalna dla Acrobota bytaby cennym wktadem moéwigcym o skutecznosci proponowanych
metod opartych o transformacje wejscia i sterowan z wykorzystaniem pseudopredkosci. Mozliwo$é
egzemplifikacji rozwazanych strategii dla robotéw o N > 3 DOF bytaby dopetnieniem rozwazan
przedstawionych w pracy.

Aktualnie sposob przejscia pomiedzy dwoma strategiami sterowania jest nieciggty. W przy-
padku gdy spetnienie warunku na aktywacje sterownika usap (typu LQR) nastepuje jego zata-
czenie bez uwzglednienia ostatniej wartosci wynikajacej ze sterownika i, (i odwrotnie, z uy, do
Ustab ). Podejscie to zgodne jest z opisem prezentowanym w szeregu prac dotyczacych sterowania
Acrobotem /Pendubotem, stosujacych przetaczanie pomiedzy sterowaniem opartym o linearyzacje
a sterownikiem stabilizujagcym, niemniej jednak ma zasadnicza wade w postaci nieciagtosci sygna-
tu sterujacego. Chcac usungé wade tego rozwigzania nalezatoby zastosowaé gtadkie przetaczanie
pomiedzy obojgiem sterowan. W tym celu nalezatoby uwzgledni¢ np. podejscie oparte o planowa-
nie trajektorii referencyjnych dla ztaczy, przy wykorzystaniu np. metod sterowania optymalnego
z uzyciem metody maksimum.

Mimo, iz weryfikacja eksperymentalna dla robota typu Pendubot wykazata znaczna zbiezno$é
uproszczonego modelu matematycznego i modelu rzeczywistego, zasadnym bytoby podjecie proby
identyfikacji parametréw stanowiska laboratoryjnego, jak np. wzbogacenie modelu o sity dyssypa-
tywne, celem minimalizacji niepewnosci parametrycznych modelu i zblizenia modelu symulacyjnego
do rzeczywistego.
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A PN-QP: catki I i I,

Obliczenie catki /;(q;) ze wzoru (4.196)

Catka ta ma postac:

e
Ti(g2) = /0 Ti(s)ds (A1)

dla m as + a3 Ccos q
J _ M2 _ 2 3 2 A2
1(QQ) mi a1 + as + 2a3 cos q2 ( )

Obliczmy wpierw catke nieoznaczona:

a2 + ag cos qa
) o p A3
1(g2) / a1 + as + 2a3 cos o e o

Mozemy to zapisa¢ jako:
a9 a3 Cos q9
I =— d —/ dgo = —aoli o — asl A4
1(a2) / a1 +as+2a5c05gs 2 ) ay +az + 2azcos gy 2ha—ashs (Ad)
PrzejdZzmy do wyliczenia catek Iy 4 oraz I1p

Catka I1 4 (liczona wg. [12])

1 1
Lig= dgg = | —————d A5
14 /a1+a2+2agcosq2 1 Qg + by cos g 12 (A5)
_b t q2
) — arctan (4 ) ZQH 2, laz| > |bs]
a _
Tia = / g = 2 b
14 Qg +bx COS G2 © 1 In (b tan qz + \/m |CL ‘ < ’b |
V—az + b2 (bx—am)tan L\ /b2 —aZ ¢
(A6)
Catka I1B
COS @2 COS G2
Iin= = d AT
1B /a1+a2+2agcosq2 /ax—i-b COS G2 2 (A7)
q2 Ay
Lp=>=—-->= —d
1B = by by J) az—+bpcosqo P
dla |a,| > |b.]
Q2 dg ( —b )tan ¢
Lp=—= arctan A8
B T e e (A8)
Lip= @ o (A9)
by by
Wartosci a,, i b, dla Acrobota wynosza odpowiednio:
a; = aj+ay=miL? +mol}+mol3, (A10)
by = 2a3=2mol1Ls
Obliczenie catki /5(¢2) ze wzoru (4.171)
Catka ta ma postac:
q2
I(q2) = ; Jy 1 (s)ds (A11)
dla n
m as + as cos
o) = -2 = (BT AERED (A12)
ma2 as

Obliczmy wpierw catke nieoznaczona:

as
I =— [ ———=  dgyg = —asl Al13
2((]2) /ag + as cos qo 2 42524 ( )
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gdzie catka:
1
Iop :/—dq2 (A14)

as + a3 cos qa

liczona jest tak jak catka I3 4 (réwnanie A6).

Wartosci as i a3 dla Pendubota wynosza odpowiednio:

az = mol3,
az = m2L1L2
Gdy a2 = a3 wtedy: . . .
q2
Iy = o / md@ = a—2tan§ (A15)
Czyli
q2

I5(g2) = —az2lza = —tan ) (Al6)
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B PN-QP: Pendubot

WYPROWADZENIE MODELU DYNAMIKI PRZEKSZTALCONEJ DLA PN-QP: PENDUBOT

Dla zdefiniowanych w pracy [46] nowych zmiennych stanu:

01 = q—Ig)

v = wy— Jy (ga)ws
b = q

U2 = w

(B17)

gdzie:
I2 = qz J{l( )dS oraz JQ((]Q) = —ma

mag’
wyznaczmy kolejne pochodne powyzszego uktadu réwnan (B17). Otrzymujemy wiec:

O = ¢ — LI(g) =d — J3 (g2)d2 = v1.

Nastepnie:

U1 = - (Jz_l(cm)wz)

ra(p (5 (@2))dows + Jy *(g2)1is)

Wykorzystujac zalezno$¢ (4.156) otrzmeJemy

0= u— [an (J2 (q2))Gow2 + Jy ( 2) (_@(M + G2) + Ja(q2)u )]
w— g (T3 (@2))wd + Ty (a2) (g (2 + ) —w
T3 (@) (55 (2 + G)) = 5 (J3 H(2) - w3
ﬁ*%gm+%? o5 (0 () - (= o) P
= J; p2 + Go)) = o= (J5 H(a2)) - [(v3 — 20901 + ) 5]

m22 (

Dokonajmy podstawien:
(M2 + G2) = co141 +ascos(q1 + q2) = azsingadidy + as cos(q1 + g2)

i (@) = o (-he) = —ok (aartem) = — (TS = —aatty
W wyniku uzyskujemy
o= 22 (i + Ga)) - %ug<»«@—Mm+@ﬁ]
_% m122 (assin g2¢1¢1 + as cos(qr + Q2))) an (J2 (q2)) - [(v3 — 2vv1 + v?)J3]
= —maz m122 (agsin q2d? + a5 cos(q1 + Q2))) + % [(v3 — 2v9vy + v3)JZ]

= ——L (agsingag? + ascos(qr + q2)) + (a”w [(v3 — 2vgvy + v)(22L)2]

mao1 az+az cos q2)? ma2 5
= ——L (agsingeg? + ascos(q1 + q2)) + (o tarcos )2 * [(v3 — 2upvy + v?)(laztascosa2)y]

ma1 az+asz cos qz2) a2
1 . .9 ag sin 2 2
— g (a3sing2df + as cos(q1 + g2)) + ©5E - [v3 — 2v9v1 + 0]

1
az2+as cos g2
as sin g2 2 _ ascos(qi+g2) + a3 sin g2

(agv3sings + as cos(q1 + ¢2)) + a?’i% - [v3 — 20901 + V2]

- [v3 — 2v9v1 + v?]

as+as cos g2 2 az2-+as cos q2 ( a2 )
_ 2 (aszsings a3 sin g2 __ascos(gi+g2 a3 sin g2 T 2
= 3 as as+as cos gz ) as+as cos qa + as [ 2vp01 + 1)1]

Ostatecznie otrzymujemy:

azsinga , 2 _9 a3 sin qg a§ singacosqz 9 as cos(q1+q2)

V1V + V5 —

v =

as 1 as (az ~+as cos q2) 2 az-+as cos g2
lub inaczej
01 = avi + fuivy + i + 1 (B18)
gdzie:
as sin go as sin qo a% sin g9 cos ¢ as cos(q1 + q2)
a=—", f=-2—-—, Y= n=—-——\> """

as a9 as(as + azcosqa)’ as + azcosqa
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WYPROWADZENIE POCHODNYCH FUNKCJI WYJSCIA DLA PN-QP: PENDUBOT

Dynamika uktadu dana jest zaleznoscia:

él U1 0
. 2 2
i vr| _ oy + Bviva +yv3 +1n + 0 (B19)
0 V2 0
i 0 1
-
f(=) g(z)

dlaz = [91 V1 92 UQ]T.
Funkcja wyjscia h opisana w artykule majaca wtasciwo$¢ maksymalnie linearyzujaca ma ogdlna

postac:
h = h(6h) = h(q1 — I2(q2))-

Szczegdtowa zaproponowana forma ma postaé:

h=01 -0, (B20)
Przyjmujac, ze 0,1 = const, pierwsza pochodna funkcji h ma postaé
il = él = 1. (B21)

Druga pochodna funkcji h ma postaé
h =11 = a(g2)vf + Blga)vrva +(a2)v3 + (a1, ¢2).- (B22)
Trzecia pochodna funkcji A ma postaé

h® = a(g2)v? + B(g2)v1va + v(g2)v3 + 1(q1, g2) + Borva + 290y,

lub inaczej:
h® = a(ga)v} + Blg2)vrva +v(g2)v5 + n(a1, @2) + u(Bor + 2yv2). (B23)

Liczac odpowiednie pochodne Liego otrzymamy ten sam wynik, tzn.

Lih = 8"f [1,0,0,0][vy, *, * *]T:vl

Lgh:g =[1,0,0,0][0,0,0,1]7 =0
LyLih = 29 —=10,1,0,0][0,0,0,17 =0

L%h = agéhf =[0,1,0,0][v1, av? + Bvivy + Y3 + 1, v9, 0]

= ofq, Q2)v% + ﬁ(fh, Q2)U1U2 + 7(7511, a2)v3 + 1(q1, q2)

oo .2
20,01 T ae V12 + 89 v3 + 891

aL?ch 201 + B

Ox | fvl+ Goivs + fiod + L
B + 2yv2
L:;’ch = 88901 ViU + BOB V1V2V1 + 89 U21}1 + 89 V1 + 2041)12)1 —I—ﬁvgvl—i-
+ gg vivg + S vivavs + Spvdua + 89 Vs
= owl + 200101 + Bvlvg + Birve + 71}2 + 1.
, 0D . 0L%h
Lgth = Wg =[-,—,—,%][0,0,0,1]" = on = By + 2vyvs. (B24)
Mozna zauwazyé, ze
a = 91 + aa (92 = %Ul + %Ug (B25)
oraz odpowiednio:
B = ggﬂl v + 89[3 V2
vo= 3691 vy + 689 V2 (B26)
n 389771 vy + 597"202

gdzie:
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@ = b
/a2 —a2 /a2 —a2
g2 = 2arctan < a22_a33 tan < 222 300, — 02)>)
oraz
0q2 — 2/{1/{2
001 (1+[r1 tan(k2(01—02))]%) (cos? (k2 (01 —02)))
92 _  _9g2
002 001
2 2
_ a3 a3
K1 - as—as
2 2
_ a3 a3
K2 - 2a2
[l 0
901
Oq1  _ 1
80.2 B ) . . . .
Natomiast odpowiednie wspdtczynniki sg réwne:
_ assing
a(q) = az
Bla) = -~z
2 .
. as sin g2 cos g2
’Y(QZ) - az(a2+a(3 cos qg))
_ as cos(q1+g2
7]((]1, CJ2) —  az+tascosqe ]
dla ktérych pochodne czastkowe s3 nastepujace:
[ole"
78(‘12) = 2 cosqe
o) ydole)
g2 q2
97v(q2) o a% (a2 cos 2g2+as cos® ¢2)
Jq2 - az(az+ag cos g2)?
on(q1,92) _  assin(qi+qz)
dq1 - as +a3.COS q2 .
on(q1,g2) _  as(azsin(qi+gz)+assing)
0q2 (a2+a3 cos g2)?

Nalezy wyliczy¢ (g1, g2) wedtug zaleznosci B26, tzn.

n(q1, q2)

on on
87611)1 + %'UQ

Dodatkowe pochodne czastkowe sg nastepujace:

o) = gl gl
e
oraz

ol - Soitn . slugg _ ooy
oty = iy ally sy
Boh(@) = Vel

8%25((12) = 35875‘122)%

(@) = Beie

a7 (@2) = MT@ZZ)%.
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C PN-QP: Acrobot

WYPROWADZENIA DLA WZORU (4.197) — PN-QP: ACROBOT

Dla zdefiniowanych w pracy [46] nowych zmiennych stanu:

th = @ —ILi(q)
v = wi— Ji(g2)wa
c27
b2 = ¢ (G27)
Vo = W2
gdzie:
Il = QQ Jl( )dS oraz Jl(QQ) = 21?
wyznaczmy koIeJne pochodne powyzszego uktadu réwnan (C27). Otrzymujemy wiec:
01 = ¢ — $h(e) = wi—Ji(@)@ = v
Nastepnie:
b = 1 — L(Ji(g)ws) = i — [%(Jl(Q2))Q2w2+J1(Q2)w2}
Wykorzystujac zaleznosc (4.195) otrzymujemy:
o= = g (i(g2))dawz - J1(q2)wz
= —mTl(Ml +Gh) + Ji(ge)u — 52 (J1(Q2))w2w2 — Ji(g2)u
= —mTl(Ml +Gh) — @( 1(g2))- w
= —anI(Ml‘i‘Gl) aTD(Jl(CD))'U%

Dokonajmy podstawien:
(u1+G1) = ec11d1 + c12go + as cos(qr + q2)
= —a3qig2singz — a3(q1 + G2)g2 sin g2 + a4 cos q1 + as cos(q1 + g2)
= —2a3(1G28in g2 — a3 sin g2 + aq cos q1 + a5 cos(q1 + ¢2)

_ 8 (_ma(g)
‘9‘12 (Ji(2)) = 0qz ( mu((h))
mi2 mi1
= _ 99 mlianm 922 — —(m3) " (—asmaq1 sin g2 + 2azmy2 sin g2)
11
_ a3singy (miy — 2mp) = (a1 — ag)as sin ga
(m2)) 1 12 (a1 + az + 2a3 cos q2)?
W wynlku otrzmeJemy
0 = —mTl(Ml +Gh) — an (Jl(Q2))
= —ﬁu[—2a3Q1Q2 sin gz — asgs singe + ay COS q1 + as cos(q1 + q2)] — an (J1(go)) v
n+ m—u[2a3w1w2 sin g + azw3 sin gg] — 8q2 (J1(q2)) v
gdzie
1
n(q) = _H[CM cos 1 + as cos(q1 + ¢2)] (C28)
1
lub n(0) = —my[aqcos(dy + I1(62)) + ascos(fy + I1(62) + 62)] .
Nastepnie:
01 = n+ mn a3 sin gz [2wiwy + w3] — 7(‘]815;12)) -v3
= 0+ mylassinge[2wive + v3] — 7({9152‘]2)) -v3
Podstawiajac:
w; = v + Jl((]Q)UQ oraz X = ml_llag sin go
Otrzymujemy:
b = n+X[2(v + J1(Q2)vz)v2 + v%] - i(Jl(flz))‘ v3
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Mozna zauwazy¢, ze:

X(2J;+1) — %q’; = milas Sinq2(4m+:mu) _ %
= m%a?) sin g2 (m11 — 2mag) — m%ag sin ga(m11 — 2my2)
11 11
= 0.
Czyli 91 = n+2Xvivg
U1 =1+ Porvg (C29)
da B = 2X =2miazsing
2a3 si
6 _ a3 S g2 (Cgo)

a1 + az + 2as cos g2

WYPROWADZENIA DLA WZORU (4.200)

Wyprowadzenia:
01 = v =010(0y)
o = (0(992))'f11+0(92)51 = 6(02)0201 + o (02)01
= el PO 5(0y)0y01 + o (62)in = o(02)5(62)b2is + 0(62)i
= 0(02)B(02)v201 + 0 (62)01
Dodatkowe wyprowadzenie
%0(92) = ('7(92)92 = eIOGQ’B(S)dSﬁ(HQ)ég

= 0(62)3(62)6>
gdzie:
0'(92) = ef092 B(s)ds — e—ln(a1+a2+2a3 cos 02)
= 1/(a1 + az + 2a3 cos 63)
1 1
02) = = 031
o(62) mi1(62) a1 + az + 2a3 cos Oy ( )
Wykorzystujac:
U1 =1+ Porvy oraz vy = o(f2)01
Otrzymujemy:
~ V1
V1 =
L o(b)
Nastepnie ‘
b1 = 0(02)B(62)v201 +0(02)01 = n+ Buive
- O'ﬂ'UQ{}l + 0’61 = n + 67}11)2
= ofung +oh = n+ P
= PBvivg + oy = n+ Bvivy

Co daje w rezultacie
2'}1 = 0'271 =0

W wyniku otrzymujemy
- . 01,0
o1 =1(01,62) = M (C32)
o(02)
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WYPROWADZENIE POCHODNYCH FUNKCJI WYJSCIA DLA PN-QP: ACROBOT

Dynamika uktadu dana jest zaleznoscia:

0;1 1)10'(92) 0
o] il 0
xr = 9'2 = Vs + 0 u
U9 0 1
~—~
f(=) 9(z)

dlaz = {91, 171, 02, ’UQ]T.

Zdefiniujmy wspétrzedne:

Funkcja wyjscia h
h = k’l(el — Glmf) + kot

Kolejne pochodne:

il = klél + k21;)1
k10 (02)01 + konj(61,02)

h = k(o (02)01 + 0 (62)in) + kaii(61,05)
= ki(0(02)5(02)va01 + 0(62)01) + ka7)(61,02)
= ki(0(02)B(02)va01 + 0(62)7)(01,02)) + k27)(61, 02)

Potrzebujemy wyznaczy¢ (61, 65)
. - . o7 an
~ _ on on _ n .
77(01702) = 379191 + %92 = 87917)10 + 87027)2
W wyniku
h = ki(ofBorvg + i) + kai)
= kiofoivy + kion + k?2( 50 Li10 + 89 v2)

Ostatecznie kolejne pochodne funkcji wyjscia sa nastepujace:

y = h
io= = 8% = B = RU@ + o) = GF + o = Lih+ulyh
j = Lih+uLyLsh

y® = Lih+uLyL%h

gdzie odpowiednie pochodne Liego:
th = %f = [kla k270?0] [@10—(92)7777 *, *]T = k1610(92) + kZﬁ(GMHQ)
Lgh = 3729 = [kla k2>0’0][070707 HT =0
2 = %y ~
= U@M k1o (02), kﬂhagwj) +k‘28n(g§;92)7 0][010(02), (01, 02), v2, 0]
= ko an(91’02)v10(92) + k10(02)7(01,02) + k101 78(5(96;2)1)2 + /627677(30912’02) V9

) i (0,0,) _
= ki1o(02)7(01,02) + k1o (02)5(02)v1v2 + k:2n<8é12)v10(92) + ko

005

LyLgh = 25" g — [+, %,%,0][0,0,0,1] = 0

aﬁ(elﬂ 62),02

(C33)

(C34)

(C35)

(C36)

(C37)

(C38)

(C39)
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AL2h
Lih: 8£f6(0 02) _ 0%7(0 0) 027i(61, 62)
_ nv1, 02 n\o1, 02 N1, 62 .
= k10(92)7891 o(02) + ko 780% 10(02)010(02) + k27892801 vot10(02)+
. on(6,0 .
+ o (02)8(0a)oai01,02) + ko IO o )01, 02) +
_ on(6,0
+ ky1o(62)8(62)7(01, 02)vs + k10(92)77(8;22)1/2
- . 0p(e
+ k10(02)3(02)B(02) 010202 + k10 (62) 0102 gé 2)1;2 +
0271(601,65) on(61,02) . 0?76, 02)
+ kzi@@u’?@g o(O2)vz + k27801 o (62)B(02)v2 + k2 002 U202 +
on(6,0
—Hﬁd(@g)ﬁ(@g)@ﬂ@ + /{7277(8é22)112
07 (01,62) _ 0%7(6y, 0) _ N 0%7(601,62)
= kla(QQ)Tglvla(eg) + k2 892 0'(02)7}10'(92) + QkQWvgvlo'(eQ)"_
. on(6,,6 N on(64,0
+ 2k10(02)B(02)v2ii (61, 02) + kzn(aélz) (62)7i(61, 02) + k10(62 )”(8;22)@2
- _ 006 on(6q,0
+ k10(02)3(02)5(02)v1v2v2 + k10(02)v102 g<922)v2 + k;277(a;2> (62)8(62)vs
9%n(6,,6 ~ on(6y,0
+ k3277((991%2)71202 + k10(02)B(02)01v2 + k277(&;22)02
OL%h OL2h
LyL}h = 5109 = [, %, %, 510,00, 1]" = kyo(62) B(02) 1 + ky 215102
Sterowanie ma postac:
— —I3 4
gdzie v = —(wih + 3wy Lyh + 3woL3h).
Szczegbtowe postaci uzyte w powyzszych wzorach przedstawiaja sie nastepujaco:
n zdefiniowano jako (C28), o jako (C31), oraz 7} jako (C32), tzn.
(q1,q2) = nlqi,q2)/0(q2) = —[aacos g1 + as cos(q1 + g2)]
ﬁ(@l, 02) = —[a4 COS((91 + 11(02)) + a5 COS(91 + 1 (92) + 02)]
Ich pochodne:
on(61,0 . .
77(8;2) = a4 sm(91 =+ 11(92)) + as sm(01 + 11(92) + (92)
1
9%n(61,6
o001.0) aycos(fy + 11(62)) + as cos(6y + I1(62) + 02)
891891
0°n(6y,0
W = @27 cos(01 + 11(02)) + a5 (2552 + 1) cos(01 + [1(0) + 02)
1009
on(61,
77(8;2) = ay 8Iéé02) sin(61 + 11(62)) + (611(92) + 1) sin(6y + I1(62) + 62)
Pilb.0) as B9 sin (0, + 1,(6)) + as (23492) " cos(6, + (62))
892892 4750,00, 00

as 83915(;92) sin(0y + 11 (62) + 62) + as (811(92) + 1) cos(01 + 11 (62) + 62)

o0I1(02) B
005 - 892 ( Jl( )ds) N _al ~+ ag + 2a3 cos Oy

6211(92) . 8J1(92) . (a1 — ag)a3 Sin92

005004 N 005 (a1 + a9 + 2a3 cos 92)2

as + as cos by
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D Dekompozycja macierzy mas

Rozwazmy przypadek rozktadu Choleskiego macierzy mas dla manipulatora o 2 stopniach swobody,
opisanego réwnaniem (2.15), oraz (2.18), tzn.

(D41)

M( ) _ |mu o maz| _ ja + as + 2a3cosqa  as + ascosqo
1 ma1 M2 a2 + a3 cos q2 az

Jako, ze macierz mas jest macierza zarébwno symetryczng, jak i macierza dodatnio-okreslong,
mozemy dokonaé procedury rozktadu macierzy na M na iloczyn postaci

M =LL" (D42)
gdzie L jest macierzg tréjkatna, a LT jej transpozycja.

PRZEKSZTALCENIE |
Rozwazmy sytuacje, gdy macierz L jest dolng macierza tréjkatna:

L= 0 (D43)
lor 22
Wtedy podstawiajac (D43) do (D42) mozemy zapisaé, ze
lh 0 [ln Iz 13 lilo mi mig
LL" = =, = : D44
|}21 l221 lo 5221 [511521 13 +l%2] [mm m22] (D44)
Na podstawie (D44) mozemy znalez¢ nastepujace wspdtczynniki macierzy L
111 = 4/ Mi1, (D45)
lyy = 12 (D46)
mi
miy
log = mog — ——. (D47)
mii

PRZEKSZTALCENIE II
Rozwazmy sytuacje, gdy macierz L jest gbrng macierza tréjkatna:

L= [l” lﬂ . (D48)

Z czego wynika, ze

lin lor| |lin O B3+ 13 Il mir Mmi2
LL" = = = : D49
lo loo| [l21 22 l21122 13, mi2  Ma2 (D49)
Wspédtczynniki macierzy L s3 w tym przypadku réwne:
2
m
i = y/mi— —2, (D50)
maoo
lyy = -2 (D51)
ma2

l22 = moo. (D52)
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E QPZ: wyprowadzenia modelu dynamiki

Ze wzgledu na inng postaé macierzy LT wystepujaca w dynamice przeksztatconej z uzyciem
pseudo-predkosci, rézna bedzie wynikowa forma dynamiki w zalezno$ci od przyjetej formy diago-
nalizacji z rozdziatu 4.4.5.

Woynika z tego, ze postaé wektoréw C,, (4.240) oraz G, (4.241) bedzie odmienna dla przyjete;

formy L7 .
Koniecznym jest wiec wyznaczenie ich doktadnej formy, tj. nalezy obliczy¢
x = LTMm™!
C, = xClg,9)—L"q
G, = xG(q)

dla konkretnego L7
Wektory C(q, q) oraz G(q) sa tozsame z zalezno$ciami z rozdziatu 2.2.4, tzn. wektor

) . —2(2¢1 + ¢
Claud) = agsings | B0 (E53)
1
za$ wektor G ma postaé
as cos(q1 + q2) + aq cos qq
G(q) = . E54
(@) [ as cos(q1 + q2) ] (E54)

Na podstawie macierzy mas M dla manipulatora o 2 zfaczach, danej wzorem (D41), mozna
wyznaczy¢ jej odwrotnos$é otrzymujac

M-l 1 l_( as —(az + a3 cos q2) ] (E55)

DDy az + azcosqa) a1 + az + 2az cos g2
gdzie
2
a
D1 = ag, D2 = a1 — = COS2 q2, D3 =mi. (E56)
ag

E.1 Przeksztatcenie |

Rozpatrzmy przypadek, w ktérym macierz L z rozdziatu D jest macierza dolno tréjkatna. Oznacza
to, ze dla zaktadanej postaci macierzy mas M danej zaleznoscia (D41), macierz L™ dana jest jako
(E57) (co wynika wprost z réwnan (D45) — (D47)), tj.

/T)3 as+as3 cos g2
T __ VD
.7 = . Dlsbz . (E57)

Ds

natomiast odpowiednia macierz x otrzymana zostata w wyniku nastepujacych przeksztatcen:

l l m —m
— LT M*l _ 11 12 1 22 12
X [521 log| detM | —myy My

1 |malin —lormir —liimaz + loyma

det M —laami2 loamiq
F 2
1

m
Ma2\/M11 — 5% 0

— detM m%Z m%z
| Tmazy/ Mz — gt My Mmee —
r _ 2
az(a1+az+2a3 cos g2)—(az+as cos q2) 0
x = 1 vai+a2+2as cos g2
—  DiD2 (a2+as cos g2)? (a2+as cos g2)?
L —mi2 \/a2 T a14a2+2as3 cos q2 D3 az — a1+az2+2a3 cosqa

D1Dy 0

D1D2 —Mm1s /Dbl;2 Ds /Dll)l;z]
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Posta¢ koncowa tej macierzy mozna przedstawi¢ nastepujaco

1

0

le N D, ] (E58)
vVD1D3D3s  /D1D2Ds

Wyznaczmy nastepnie zalezno$¢:
G, =xG
Kolejne przeksztatcenia sa nastepujace:

1
G = VDs 0 as cos(q1 + q2) + ascosq
Y = Ds a5 cos(q1 + q2)

_\/D1D2D3 Dl D2
as cos(q1+qg2)+a4 cos q1
= (a cos(g1 +92) e
—myi2(as cos(q1+q2)+aa cos q1 D3
v/D1D2D3 - DD, %5 COS(QI + q2)

as cos(q1+q2)+aq cos 1

VD3 g
—mi2(as cos(q1+qg2)+aq cos q1)+D3zas cos(q1+g2)

L vV D1D2D3
as cos(q1+q2)+aa cos q1
fr D3
—mi2as cos(q1+g2) —mizas cos g1 +miias cos(qitg2) | I
L vD1D2D3
as cos(q1+q2)+aq cos 1
= v D3 g
as cos(q1+q2)(m11—mi2)—(az+a3 cos g2)aq cos g1
L VD1D2D3
as cos(q1+q2)+aq cos q1
_ v Ds
GV =9 as cos(q1+q2)(a1+as cos g2) —(az+as cos g2)as cos q1 (E59)
VD1D2D3

Nastepnie wyznaczmy zaleznos¢
Cy=xClg,4) — L"4

r 1
‘ . b —q2(2¢1 + g2
XClg,d) = agsings | %" 28 [ .
_\/D1D2D3 D1Ds ql
[ =v/D1D242(241+4d2)
. . v/'D1D2 D3
= G3SINQ2 | 060 (241 o) + D
L v D1D2s D3

a3 sin qo —\/EQQ(QQ& + Q2)
VD1D:Ds | miado(241 + Go) + D33

Biorac pod uwage macierz L dla Przeksztafcenia I, tj. wzér (E57), sktadnik LT wystepujacy
w réwnaniu (4.240) przyjmuje nastepujaca postaé:

_oLT,

W tym celu nalezy wyznaczy¢ najpierw pochodna % dla LT danej réwnaniem (E57)
gdzie:

LT (E60)

T 0 0 (a2+ascosq2)
aL — 0q2 D3 0q2 v D3

przy czym
Dy = a
Dy = a1 — % cos? Q2
D3 = my1 =a1+ as+ 2a3cosqsy

oraz



Rozdziat 8. Podsumowanie 229

iDg = 2ﬁ sin qo cos @2
2 az
852 = —2assingy
o - a3 i
a5V Ds 5, Sin @
2 (a2+a3 oS g2 ) _ —ag sin g2v/D3—(az2+as3 cos q2)%\/D3
0q2 VD3

Ds
D%)) (—a3 sin ga+/ D3 — (az + ag cos q2)(— \/‘%—3 sin q2))
= 51— (—a3zDssingy + azagsin gz + a3 sin gz cos g2

D3+/Dsg
= BB (_Dg 4 a9 + agcos
DyvD. (—D3 + a2 + azcos ga)
9 /DDy _ 1 Q(D1D2): as i(&)
g2 D3 5. /D1D2 g2 \ D3 5. [D1D2 dg2 \ D3
D3 D3

_ VD3 1 o)
= b1 D? ((aq2 D2)Ds — (3 2D3)D2)

a P

= W ((8q2 Dg)Dg — ( D3)D2)

- a

- Mﬁ ( 2 sin go cos g D3 — (8q2 D3)D2)
_ _ ay (993

= DVDiD:Ds (2 sin g €05 2 Ds + 203 5in 2. )
__agsings

= pois (@ Dscosq +asDs)

Ostatecznie zaleznoé¢ LT dana jest jako

. i —1 2 (ag +azcosqy — Ds)
. a3 siqgs Dj \U2 3 q2 3

LT = o= i : E61

W) (e e o)

Nastepnie obliczmy LT

.. agsingy | —q1— —(al + a3 cos q2)

LTg=g——= E62

VD3 LD@ D1D2 + a3 cosq2> (E62)

W kolejnym kroku podstawmy powyzsza zalezno$¢ celem obliczenia wektora C),
C,=xCl(q,q) - L"§

O, _ _ossing ~v/D1Da2(241 + (]2)‘2 , assings —d1 — 42 (a1 + az cos go)
VD1D2Ds | miago(241 + o) + Dsdi VDs a5 (DlDQ +agcosgs )

C _ a3 sin g2 -V D1D2q2(2q1 + QQ) _ ~azsingav/ D1 Do _ql - ﬁ(al + az cos Q2)
Y VDiD2Ds | miada(241 + o) + D3gi vD1D2Ds | gy \/Dll—D P2 4 ag cos Q2)
as sin g2 —vD1D2dz(2Q1 +C_I2) a3 sin g2 QZVDlD ((Z1D3 +6]2(a1 + as COSQQ))
vD1D2D3 m12q2(241 + q2) + D3q% D3+/D1D2 D3 —q%(DlDQ + a3 D3 cos QQ)

Wynikowy wektor C), przyjmuje postaé

C _ as sin g2 V DD, (_DBQQ(Ql + QQ) + qg(al =+ a3 cos (]2)) (E63)
v D3+/D1D2D3 —q%(DlDQ + az D3 cos q2) '

E.2 Przeksztatcenie Il

Rozpatrzmy przypadek, w ktérym macierz LT dana jest zaleznoécia (E64), tj

VDy 0
L' = L/@(l + aga cos q2) \/@] (B64)

W rozwazanym przypadku iloczyn macierzy LT M1 przedstawia sie nastepujaco:

= LT M1 = VDo 0 1 as —(az + az cos q2)
Vaz(l 4 agacosqe) Jaz| PrP2 | —(ag + agcosqe) aj + az + 2a3 cos go
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otrzymujac w wyniku

1 __a2+azcosqe

s (E65)
VD1

Wyznaczmy kolejng zalezno$é, tj.

Cy=xClg,4) — L"4
Poszczegblne sktadowe sg nastepujace:
r_1

a2+a3 cos g2 . (2. T )
] i —q2(4q1 2
xC(q,4) = agsing \/(1)77 DyD: H 42(241 +
L VD1 a1
—G2(2d1+42)  4i(az+ascosga)
= agsinge VD2 e D1y D2
L VD1
_‘j?(qu'f‘@)—q%(l-i-%cosqg)
a3 sin o \{1?7

L VD1

Biorac pod uwage macierz LT dla Przeksztatcenia Il, tj. wzor (E64), skfadnik LT wystepujacy
w réwnaniu (4.240) przyjmuje nastepujaca postaé:

: oL”
LT = ——¢, E66
90 (E66)
. oLT ﬁa%sin@ cosqz, 0
gdzie: 5 = as 0
VD S g2,
czyli
. . 1
iT_ G2 a38in g2 | 7503 CO8 @2, 0 (B67)
D, —/ D1, 0
Natomiast .
[Ty = @assing 75;%3008q2, 0] |1
= —vDy, 0] @
1 .
_  qujpassingy | /D, ¥3 €052 )
I NG
Ostatecznie zalezno$¢ C), przybiera postac
—dz(2ql+qQ)—tﬁ(l+% cos q2) L, cosq
= i VD2 _ Q1gzassings | /Dy 2
v = msne i g [ VD
VD1
a3 sin Q2(*D1!12(2d1+dz)*D1df(1+% cos q2))—q142 a3 sin g2a3 cos g2
== .2 . Dl .D.2 .
gya3singz+qigz2 ag sin g2
v D1
agsin g . . . ) .o
C, = —% (%(2(]1 + (1]2) + (?1(1 + Z—Z C(.)S qg) + ¢142 Z—;’ cos qg) (568)
/D, 4351 (@1 + 42)a
Nastepnie wyznaczmy zaleznos¢
G, =xG
1 az2-+agz cos g
o, = |vo DD | s cos(a + a2) + ascosay
0 s )\_/‘_Dil N a5COS(Ql "‘QQ)
as cos(q1+qg2)+ascosqi  az+azcosqo
75745 cos(q1 + q2)
G, =

\/D—2 ((I4 cos g1 — Z%a&; COS G2 COS(q1 + q2)>
\/%—1% cos(q1 + ¢q2)

(E69)
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F Linearyzacja klasyczna dla 3 DOF: pochodne Liego funkcji wyj-
scia
F.1 Sterowania 71,7

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Przyjmijmy, ze funkcja wyjécia (4.278) wyrazona jest za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:
hq ki(qr — qf) + k12(q2 — ¢3) + kis(as — 44)

hiq) = = . F70
(@) [h2‘| [ koi(q1 — qf) + k22 (q2 — 8) + ka3(qs — ¢f) (E70)

Wyznaczmy kolejne pochodne funkgeji (F70), dla obiektu opisanego dynamika (4.296).
. | L
= [
}:L _ L2h1 + Lglthlvl + LQQthl'UQ .

thz + Lg1 thgvl + ngthgvg

Zapisujac powyzsze zaleznosSci macierzowo otrzymujemy:
h = L}h+ LyLghv (F71)
gdzie:

Loh=0hf— k110 k12 0 k13 0 . |knws + kpws + kizws
f Oz ko1 0 koo 0 ko3 O korw1 + kogwa + kogws |’

L2 = PLih p _ 0k11 0 k120 k13| ., |Kkis(Rs — JiRi — JoRy)
f Oz 0 k21 0 k22 0 ka3 kos(Rs — JiR1 — JoR2) |’
AL +h k11 + Jikiz, k1o + Jokis
L,Lh="Lg = ’ .
g=f oz 9 ko1 + Jikaz, koo + J2k231

W celu odsprzegania dynamiki (F71) okreslmy nastepujacy sygnat wejsciowy

v =[o1,02]" = (LyLsh) ™" (u — L}h), (F72)
wraz z pomocniczym wejsciem zdefiniowanym przez
u = ir + Kd(yr - th) + Kp(yr - h), (F73)

przy czym i, Yr, yr wynikaja z trajektorii funkcji wyjscia h, zas K, = diag{Kp1,Kp2}, Kq =
diag{Kq1,Kq2} sa dodatnio okreslonymi macierzami wzmocnien.

Z réwnania (F72) wynika, ze jako wyjscia czesciowo linearyzujace mozna wzig¢ dowolng pare
funkcji (hq, he) takich, ze **i
rg(LgLy¢h) = 2. (F74)

W konsekwencji h zbiega wykfadniczo do y, jezeli LyLsh # 0 dlax € X C R*.

SPRAWDZENIE WARUNKU ISTNIENIA ROZWIAZANIA. Przyjmujac postaci funkcji hy oraz hs
jako (F70), warunkiem istnienia sterowania (F72) jest odwracalno$¢ macierzy L, L sh, co przektada
sie na zalezno$¢

ki1 + kigJi ko + kizJo £0 (F75)

det .
¢ ko1 + kosJ1 koo + ko3 Jo

Powyzszy wyznacznik zeruje sie w przypadku, gdy zachodzi:
]2‘1 + Jﬂ%g + JQE;), =0 (F?ﬁ)
dla ki = ki1kao — ki2ka1, ko = kiskaa — ki2kas, ks = ki1kas — kiskar.

xxiii

rg zdefiniowano w rozdziale 3.1
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LINEARYZACJA TYPU NIESKOJARZONEGO

Przyjmijmy, ze funkcja wyjscia (4.283) wyrazona jest za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:

h(q) = ki1 (q1 — ¢f) + k12(a2 — ¢3) + k13(q3 — a9). (F77)

Wyznaczmy kolejne pochodne funkeji (F77), dla obiektu opisanego dynamika (4.319).

h = g i = Lygh,

ho= g;h = L2h+ LyLshvy,
gdzie:

L¢h k‘n 0 k12 0 k13 O]f = kjiwy + kiowe + kizws

L%h = R hf [60 k11 0 k12 0 k13]f = klljl(g?) + G3) + k12Jo(u3 + G3)

LyLh = %5thg = Gtt Jimss + S Jomas + Gt

kuasdh + kioasJo + ki
W celu odsprzegania dynamiki h okres$lmy nastepujacy sygnat wejSciowy

v = (LgLsh)~"(u— L3h), (F78)
wraz z pomocniczym wejéciem zdefiniowanym nastepujaco
u = jjr + Kq(yr — Lyh) + Kp(yr — h), (F79)

oraz ¥, ¥r, Y s3 zadanymi wartosciami odpowiednio przyspieszenia, predkosci oraz funkcji wyjscia
h, zas K, K4 s3 dodatnimi wzmocnieniami.

Z réwnania (F78), ze jako wyjscie czesciowo linearyzujace mozna wzig¢ dowolng funkcje h taka,
ze

LyLsh #0. (F80)
W konsekwencji h zmierza wyktadniczo do y, jezel Lgth_1 #0dlaz e X cR?
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F.2 Sterowania 7, 73

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Przyjmijmy, ze funkcja wyjscia (4.278) wyrazona jest za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:
h1 ku(q — ¢f) + ki2(q2 — ¢8) + ki3(gs — ¢)

hiag) = = . F81
@ lh:%] [ ksi(qr — af) + ks2(a2 — ¢8) + kss(as — ¢f) (Fsy

Wyznaczmy kolejne pochodne funkgeji (F81), dla obiektu opisanego dynamika (4.342).
h= [thg
i — L%hl + Ly, Lthivi + Ly, Lyhqvs .

Lfchg + Lglthgvl + ngthgvg

Zapisujac powyzsze zaleznosci macierzowo otrzymujemy:
h = Lih+ LyLghv (F82)
gdzie:

Lih=ohf_ k11 0 k12 0 k13 0f . |kiwy + krpws + kizws
! Oz k31 0 k32 0 k33 0 k31w1 + k3w + k3zws |’

I2h — Mf _ |0k 0ki2 0 kil k12(Ry — J1 Ry — JoR9)
f Oz 0 k31 0 k32 0 k33 k3a(Ry — J1R1 — JoRg) |
AL th ki + Jikie, ki3 + Jokio
L,L:h =580 = ’
) 9 k31 + Jiks2, k33 + J2k32]

W celu odsprzegania dynamiki (F82) okreslmy nastepujacy sygnat wejsciowy

v =[v1,v3]" = (LgLsh) ™" (u— L3h), (F83)
wraz z pomocniczym wejsSciem zdefiniowanym przez
u:yT+Kd(yr_th)+Kp(yr_h)a (F84)

przy czym i, Yr,yr wynikaja z trajektorii funkcji wyjscia h, zas K, = diag{Kp1,Kp2}, Kq =
diag{Kq1, Kq2} sa dodatniookreslonymi macierzami wzmocnien.

Z réwnania (F83) wynika, ze jako wyjécia czesciowo linearyzujace mozna wzigé dowolna pare
funkcji (h1, h3), takich ze 1V
rg(LgLsh) = 2. (F85)

W konsekwencji h zbiega wykfadniczo do y, jezeli LyLsh # 0 dlax € X C R

xxiv

rg zdefiniowano w rozdziale 3.1
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F.3 Sterowania 7, 73

LINEARYZACJA TYPU SKOJARZONEGO

Przyjmijmy, ze funkcja wyjscia (4.25) wyrazona jest za pomoca kombinacji liniowej konfiguracji:
h ko1 (g1 — qf) + ka2 (g2 — 48) + ka3(g3 — ¢f)

h(q) = = . F86
(@) [h:s] [ ksi(q1 — qff) + ks2(q2 — ¢3) + k33(gs — ) (86)

Wyznaczmy kolejne pochodne funkgji (F86), dla obiektu opisanego dynamika (4.372).
. | L
h= lthg
.f.L _ L?chl + Lglthl'Ul + Lg2th1’U3 .

L?chg + Lglthg’Ul + LgQthg’Ug

Zapisujac powyzsze zalezno$ci macierzowo otrzymujemy:
h = Lih+ LyLghv (F87)
gdzie:

Lih=ohf_ k21 0 k2o 0 ko3 Of . | korwi + kopwa + kazws
! Oz k31 0 k32 0 k33 0 k31w1 + kzowg + kzzws |’

I2] — Mf _ |0 k21 O k2 Okos| ko1(Ry — JiRy — JaR3)
f Oz 0 k31 0 k32 0 k33 k3i(R1 — JiRy — JoR3) |’
AL th koo + Jiko1, ko3 + Jakor
L,Lh="g = ’ .
g=f 9 k3o + Jiks1, k33 + J2k31]

W celu odsprzegania dynamiki (F87) okre$lmy nastepujacy sygnat wejsciowy

v = [vg,v3]" = (LgLsh) ™" (u— L3h), (F88)
wraz z pomocniczym wejéciem zdefiniowanym nastepujaco
u =g+ Kd(fgr - th) + Kp(fyr - h)v (F89)

oraz ¥, ¥r, Y- $3 zadanymi warto$ciami odpowiednio przyspieszenia, predkosci oraz funkcji wyjscia
h, zas K, = diag{Kp1, Kp2}, Kq = diag{Ka1, Kq2} sa dodatniookreslonymi macierzami wzmoc-
nien.

Z réwnania (F88) wynika, ze jako wyjscia czeSciowo linearyzujace mozna wzig¢ dowolng pare
funkcji (he, hs) takie, ze **V
rg(LgLy¢h) = 2. (F90)

W konsekwencji h — y; jezeli istnieje takie LyLsh # 0.

Vg zdefiniowano w rozdziale 3.1
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G Manipulator 3 DOF: wyznaczenie najmniejszej inwolutywnej dys-
trybucji

G.1 Wyznaczenie najmniejszej inwolutywnej dystrybucji dla sterowan 7, # 0, 75 #
0, T3 = 0

W celu znalezienia linearyzowalnego podsystemu o najwyzszym rzedzie, nalezy przeanalizowad
nastepujace dystrybucje. Po pierwsze, nalezy sprawdzi¢ dystrybucje
Dy = span{g1, 92} (G91)
Jest ona z oczywistych wzgledéw inwolutywna. Nastepnie rozwazmy dystrybucje
Dy = span{g1, g2, adtg1,adsg2} (G92)

Dystrybucja D; nie jest inwolutywna (rank (D) = 4), poniewaz generuje ona nowe niezalezne
wektory.
Zdefiniujmy nowa dystrybucje
D1y = span{g1, g2, adsg1, adys g2, adg, adsg: } (G93)
Jejrank (Dj;1) = 5 lecz nadal nie jest inwolutywna, poniewaz na jej podstawie mozna wygenerowac
kolejny kierunek. Wprowadzmy wiec kolejng dystrybucje:
D1 = span{gi, g2, adyg1, adysg, (g1, adgga] , [adsg1, adygo]} (G94)

Dopiero Dq2 jest inwolutywna, poniewaz dim D15 = rank Do = 6, i nie generuja one nowych
niezaleznych wektoréw.

Chcac wyznaczy¢ funkcje wyjscia h, ktéra anihiluje D19 nalezy rozwigzaé wiec ponizsze réwnanie:

e am fhoob a%} [91 92 adggr adgga [g1,adsgi] [adfgl,adfgﬂ] =0

W wyniku otrzymujemy:

oh __ oh __ oh __ oh __ oh __ Oh __
Niestety okazuje sie, ze jedynym rozwigzaniem réwnania (G95) jest trywialne h = const poniewaz
D12 jest petnego rzedu = 6.

Wystepujace powyzej nawiasy Liego s3 nastepujacej postaci:

£, 91] = [-1000 —J; Fig]"

£, 92] = [00 =10 —Jy Fy)"

[fradgg)] = [0000¢;¢]"

[f, adygs) = [0000¢3¢]"

[91,adsg1] = (00000 Fse(q2, g3)] " (G96)
l91,adsgs) = [00000 Fog(gz,03)]

92, adfg1] = [00000 Frg(qz.q3)]

(92, ad s go] = [00000 Fso(ga, q3)] "

ladfgr,adsgs) = [0000 Fos(ga) Fos(ge,q3,w2)] ",

gdzie:
Fig = %3([11 sin(ga + ¢3)[2w1 + wa + ws] + Lo sin(gs)[2w + 2wy + ws))
Fog = L%))(Lg sin(gs) (2w + 2wq + w3))

Frg = %((Sln@ﬂh + 2g3) L7 + 2sin(g2 + 2g3) L1 Ly + sin(2g3) L3))
Fge = L2 (L1 Lo sin(q2 + 2q3) + L3sin(2q3))
Frg = (Lng sin(ge + 2¢3) + L3 sin(2g3))

Fgg = —fgLQ sin(2q3)
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Fos = ﬁLle sin(gz)

Fyg = L1L2w2 cos(q2 + 2q3)

G = (2L3m3(L1 sin(qe + ¢3) + Losin(gs))(d1 + g2 + ds))/as

¢ = (Lzms(L3zms cos(2ga+2q3) L33 +2Lsms cos(qa+2q3) L1 Lag?+2Lyms cos(qa+2q3) L1 Lagi o+
Lsmg cos(q2+2q3) L1 L2G3+as3 cos(q2+q3) L1Gi+2a3 cos(q2+q3) L1¢1G2+2as cos(qa+q3) L1G1gs+

az cos(q2 + q3)L1d3 + 2a3cos(qz + q3)L1Gads + azcos(qa + ¢3)L143 — Lagmssin(q1 + 2¢2 +
2(]3)L1 + Lams COS(QQ3)L%Q% + 2L3ms3 COS(QQ3)L%qqu + Lyms COS(2(B)L%Q% +as COS(qg)qu% +
2a3 cos(q3) Lag1 g2 + 2as cos(g3) Lagids + as cos(q3) L2d3 + 2as cos(qs) Ladags + a3 cos(gs) Lagi —
Lsgmssin(q1 + g2 + 2q3) L2)) /a3

(3 = —(2L2Lymssin(gs) (g1 + g2 + d3)) /a3

(1 = (LaLams(asqf cos(gz)+asds cos(gs)+asd3 cos(gs)—Lagms sin(q1+q2+2¢3)+2a3q1G2 cos(gs)+
2a341 43 cos(q3)+2asgaqs cos(qs)+L1 L3gims cos(qa+2q3)+ Lo Laq?ms cos(2q3)+La L3gams cos(2q3)+
2La L3 1 G2 cos(2g3))) /a3

G.2 Woyznaczenie najmniejszej inwolutywnej dystrybucji dla sterowan 7, # 0, 75 =
07 T3 ;é 0

Odpowiednie nawiasy Liego sa nastepujacej postaci:

ad g1 [<10 —J, F1400]"
adfgg = [ 0 —J2F2400]T
adgladfgg = [000F4400] (G97)
adQQadfgl = [000F5400]
adg,adygo = [000000]"
adadfgladfgg = [0 0 F64 F74 0 0]
gdzie
Fiy = m22 oo (2diwy + dywg + Ly Lywsms sin(ga + g3))
Foy = —(LyLawzmg sin g3)
F3y = —% [L3sin(2q2) (ma + m3)? + 2La Lyms(mg + m3) sin(2q2 + q3) + L3m3 sin(2q2 + 2g3)]
Fyy = —%[dl(a3 +73)]
Fry = —m%[dl(ag +73)]
F64 = _%[dl (ag + 7‘3)]
Frqy = — 12 [(a3 + d3)(r1 (2w + w2 + w3) + r2(2wy + w2)) + didzws],

dla a3, dy, ds, r1, o zdefiniowanych w rozdziale 2.2.5.

G.3 Wyznaczenie najmniejszej inwolutywnej dystrybucji dla sterowan 7, = 0, 7 #

0,73#0

rank(Dy) = 2
Dy = span{g1, g2} (G98)

rank(D;) =4
Dy = span{g1, g2, ad¢g1,adsg2} (G99)

rank(D11) =4
D11 = span{g1, g2, ad g1, ad g2, adg, adsg1 } (G100)

rank(Dj2) =5
D12 = span{g1, g2, adsg1,adsgo, [91,adsga] , [ad g1, adsgo]} (G101)

Dopiero
D13 = Span{gla 92, adfg17 adfg27 [f7 a’dfgl] ) [fa adeQ]} (G102)
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daje rank(Dy3) = 6.

Wystepujace powyzej nawiasy Liego s3 nastepujacej postaci:

[f, 1] = [- J1F12—10000]
[fQQ] = [ FQQOO—IO]
Lfs adfgl] = [F3 F320000]
[f: adfg2] = [F41 Fis0000 ] (G103)
[91, ad s go] = [000000]
(92, ad s g1] = [000000]
(92, adfga] = [000000]"
ladsgr,adfgs] = [For 00000]"
gdzie:
Fig = — - (2d1wy + dywy + w3 L1 Lymg sin(gz + g3))
Fy = m%l(2d2w1 + w3 (dg + ds3) + we L1 Lyms sin(qa + q3) + Lo L3mg sin g2)

Fy = _E(2L1L2L3m3(lel sin g3 + L3meo sin QQ)),

F31, F39, Fy1, Fyo sa funkcjami zaleznymi od (g1, g2, g3, w1, wa, w3), lecz ze wzgledu na skompli-
kowanga, dtuga postaé, ich zapis zostanie pominiety.
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H Linearyzacja klasyczna dla 3 DOF: 7,

Wyprowadzenie zaleznosci (4.305)

Z1 = 22
Zp = vi=u1 = §+Ku0—d)+Knl0— (g1 —qf)]
= —Kpz — Kgi2o
23 = 2
24 = u2 = —Kpozz — Kgo24
mo= 2
n2 = 43 = —mg3 (m31v1 + maava + piz + G3)
= myg[ma1(Kpz1 + Kg122) + maa(Kpozs + Kgoza) — piz — G
o= 21
Y2 = 23

DyNAMIKA ZEROWA dla (4.310)

. 12
= od - H104
T =L lusledm. ¢t g n) + Gs(al, o m)] (H104)
Podstawiajac:
n3(qd,m.qf,q4,m) = cs1(d5, a3)df + c32(qs)dg + cs3ds
= c31(qd,m)df + cs2(m)ds + casm
=0

gmsLs cos(qf + ¢§ + g3)
gmaLzcos(5 + q3)
= —gmsLzsinm
dla ¢33 = 0, mg3 = ag, otrzymujemy
. qs 72
= . = . H105
7 [ 43 ] [ —gmaLasinmn ] ( )

bedaca poszukiwana dynamika zerowa.

G3(qil7 qga 771)
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I QP: 3 DOF - 7, 73, prostowanie pola wektorowego

Rozwazmy model robota o trzech ztaczach przedstawiony w rozdziale 4.5.5

[ g1 ] i w1 i [0 T [0 T
w1 —mﬁl (,u1 + G1), Ja J3
D) w2 0 0
pu— . Il
iy 0 + 1 v2 + 0 U3 (1106)
q3 w3 0 0
| w3 | i 0 i | 0 | | 1 |
N—— ~——
f(@) g1(x) g2()
Wprowadzmy alternatywny zapis
g = w
W = f(g,w)+ g2(q)v2 + g3(q)vs

gdzie ¢ = [q1,q2,g3]", w = [wy, wy, w3]".
Poszukujemy przeksztatcenia zmiennych konfiguracyjnych

0 =(q), (1107)

dla ktérego model (1106) mozna przedstawi¢ przy zastosowaniu formy normalnej.
Obliczmy kolejne pochodne réwnania (1107):

.0 0
b= aﬁ af (10s)
0 0 0 0 0
" 0q (81(?) ‘ 615 dq (625)q 815 (@) + éTw 2(q)va + 871# slgjes. - (1109)

Na podstawie powyzszego réwnania dokonajmy wyprostowania pola wektorowego g. Poszukujemy

wiec rozwigzania dwéch zestawdw nastepujacych uktadéw réwnan ——go(q) oraz ——gs3(q).

dq 9q
Pierwszy zestaw:
O O Oy
0g2  Ogs3 | [ 0
31%2 31%2 37%2 (qi’qg) _ |4
Jq2  0gs B
oy by O 0 0
dq2
daje w wyniku réwnania:
0
iJQ(qz,QS) + G _ 0
oq1 0q
o1 i
a—h(%c}s) t o = 1
i O
3 3
—Ja(q,q3)+—=— = 0
9, "% ") 5,
Z powyzszego zestawu mozemy wnioskowad, ze ¥y = go oraz, ze 1, nie zalezy od qi, 3.
Nastepnie:
o1 0P Oy
0q1  0qa  Ogs
87i2 6’3’2 a'Z'Q J3(Q27QS) 0

ol ok 98 ! !
01 O0q2  Oqgs
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prowadzi do ukfadu:

5] 0

iid} J3(q2,q3) + O _ 0
oqq 0qs

agz agz B
- J3la2,q3) + 5~ = 0
Oqy 0qs

787%3 J3(q2,q3) + —agg =1
oq ' g3

Podobniej jak poprzednio, mozemy zaktadad, ze 13 = q3, oraz ze 13 nie zalezy od q1, g2

W celu wyznaczenia zaleznosci opisujacej ¥, nalezy rozwigzaé ponizsze réwnania:

0y 0Py
I (g g3) + 2PL — 0, 1110
o 2(q2,q3) 902 (I110)
o 0
I Ialga, qs) + 222 = 0. 1111
a0 3(q2,93) 905 (I111)

Zadanie to jest problemem nietrywialnym i wedtug wiedzy autora nieposiadajacym jednej anali-
tycznej postaci. Utrudnia to jednoznaczne okre$lenie doktadnej postaci wyrazenia (1107).
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J QP 3 DOF_Tl,TQ

PRZEKSZTALCENIE STANU

Obliczmy pochodng z (4.419)

w3 = 3 — dt(J1w1+J2w2)
dj _ jd
= wz— wldtjl Jihw) —we g Jo — sztw2

—m33 ' (13 + G3) -l-M—i—Jf[v/ wldtJ1 %%—w2%j2—;73%

- —m33 (s + Ga) —wi d- 4T — wadh T 4 T

= —myy (3 + G3) — w 3‘1 gi — wa gj; 3 (t=12,3)
- —m3_31 (us + G3) — w 2;; Go — w1 3% L3 — we %q’g g3
= —ma G A1 a0 — a1 QL wpa — o 002

- M33 (13 + G3) —wr Az W2 — W1gg, W3 — W25 W3

Ostatecznie otrzymujemy

U)3 - _m33 ( U3 + G3) w1 ——wy — aq + w 8 a0

o, ( a.J 3j2
W1~
0qo

) (w3 + jlwl + jgwg). (J112)

FUNKCIA WYJSCIA: h(Z)

Wyznaczmy kolejne pochodne funkgji (4.428), dla obiektu opisanego dynamika (4.420):

hj %}gi’ = Lyh;

= aL%h — 120, + ath - agqfu;

dla j = {1, 2} gd2|e
thl = [kn 0 k12 0 k13 kl]f = k11w + kigwso + k13(’u~13 + j1w1 + jg’wg) + k1 Fg
thg = [ 91 0 koo 0 kog /ﬁ:g]f = korwy + kogwo + k23(11~}3 + j1w1 + jng) + ko Fg
L3hy = (k2GR s, heyg 808 gy OF6 gy 2008) g OFG ey gy OEL T f
L3hy = [ka%R, % ks Mgzg’ﬂ + ko 95 o 8“}3%1"3 + ko GEe, kog + koG ] f
Lglthl = kll + kngl + ]{71 gf;?
Lglthg = k21 + k23J1 + kg 8w1
Ly, Lihi = kia+ ki Ja + k1 958
Ly, Lihy = koo + kosJo + ko 8F6

Fy —M3g (Mg + Gg) w1 g‘q]; wy — (w1 BJI + wo 6J2) (71)3 + jlwl + jng)
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K. QP: 3 DOF — 11,713

K QP 3 DOF—Tl,Tg

PRZEKSZTALCENIE STANU

Obliczmy pochodng z (4.435)

Wy = g — dt(J1w1 + J3w3)
= w2 w1 dtJl J1 dtwl w3dt‘]3 Jgdtwg
= —m22 (,uz + GQ) + Jiug + Jaug — w15 i J1 J1%w1 — w;;,%jg — j3%w3
= —myy (2 + G2) — wy dtjl w3 & J3
= _m221 (N2 + G2) w1 3(1 g; — w3 %;3 qi (Z =2 3)
— —m221 (,LLQ + Gg) w1 8q2 Lwg — wq (8933 w3 — w3 gg?) ws
by = —miy) (s + Ga) — <w1 g;}h o gf) ws — wlgi(@ + iy + Jsws)  (K113)

FUNKCJIA WYJSCIA: h(Z)

Wyznaczmy kolejne pochodne funkcji (4.446), dla obiektu opisanego dynamika (4.438):

11 0 kg ky ki3 01 f = kyjwy + kro(da + Jiwy 4+ Jaws) 4 kizws + ki Fy

Owa (W

Fua % g ki G k] f
Owa (w OF.

ka2 ;%2 kaqg’*]f

hy = 95 = Loh;
fzj B 8Laf~h] . Lgh n ath - agqf;;
dla j ={1,3}, gdZ|e
Lyhy = [k
Lshs = [k31 0 ksz ko ksz O]f = kzrwy + ksa (o + Jiwy + Jzws) + kssws + ko Fy
L3hy = (ka2 x, kip 2202 4y 0 oy 4k G
L3hy = [ka%t, %, k3 3“’;3;”2 + koGt ko + ko get,
Ly, Lihy = ki + mel +k Gk
Lg Lghs = kg1 + ksaJ1 + ko 35};
Lo Lphy = kg + kiaJs + k1ot
LgQthg = k33 + k32J3 + kg 8F4
Fy = —myy (u2 + Ga) — (wl 8J1 + wz‘?,j;”) w3 — wy g}? (w2 + Jiwy + Jzws)
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L QP 3 DOF—TQ,Tg

PRZEKSZTALCENIE STANU

Obliczmy pochodng z (4.454)

Wy = g — dt(J2w2 + szs)

= wy — w2dt‘]2 szth wsdtJ:s J3dtw3
_mll (/~L1 + G1) + Joug + Jzuz — we dtJQ Jz%wg - w;:,%jg - jg%wg
—mi) (u1 + G1) — detJ2 w3dtJ3

= —mp( + G — w924 —wsBBg  (i=23)
. _ dJ. dJ: dJ. d.J.
Wy = —mnl(ul +Gyp) — wga—qzwg — wga—qug — wga—qz’wg — wga—qz’wg (L114)

FUNKCIA WYJSCIA: h(ZT)

Woyznaczmy kolejne pochodne funkgji (4.465), dla obiektu opisanego dynamika (4.457):
hy = 2

hy = OLitug _p2p, g Ot
dla j = {2,3}, gdzie:

dLsh;
8w3

thg = [k‘m k1 koo 0 kog O]f =kan (’J)l + izwz + z3w3) + koowo + kogws + k15
thg = [ 31 k‘g k3o 0 k33 O]f = k31 (12)1 + Jowsy + J3w3) + k3ows + kgzws + ko Fy
Lihy = [k aql  Eot kG2, gy Q) gy OF2 g DO g OF
L3hs = (k92 o> K31+ k2 95k awég;” + ko %52, *, ks 81”31;{;”1) + ko ?9% x| f
LgLhy = koo +korJo+ k1§ 8F2
LglthZ& = k3o + k‘31J2 + kz Bw
Lg,Lshy = kos+korJs + k13 8F2
Lg2th3 = k33 + k31J3 + kg 8w3

S | 2002 dJa | 83\, 28J3
£y - myy (1 + Gi) W2aq, — W23 (8% +(9Q2) W3 dgs
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M QP:3DOF -7

PRZEKSZTALCENIE STANU

Obliczmy pochodng z (4.473)
Wy = 1y — dt(JJ w1)
= g — (leadtJ—lej%javija%wl)
= —ms3J(po + Ga) + mazJ(us + G3) + JJ,v — (wlja%j+ wljdiJ JJafu)
= —m33J (2 + Ga) + mas3J(us + G3) — (w1ja$j + Uﬂj%ja)
d - ~d

’Lb2 = —m33J(u2 + GQ) + m23J(,u3 + Gg) — wlja%J — le%ja (M115)

w3 = w3 — %(jjbwﬁ
— 7d7 FdF o, 77 d
= iy — (widy e +wi T+ Ty )

= ma3aJ (2 + G2) — maaJ(us + G3) + JJyv — (wljb%j + wlj%jb + jjw)
(

= mgaJ (2 + Gg) — mQQJ(,LL,?) + Gg) — (wljb%j + U}1j%jb)
L d d
Wy = mggj(/la + GQ) — mQQJ(,Ug + Gg) lebd J led Jb (Mllﬁ)

FUNKCJA WYJSCIA: h(Z)

Wyznaczmy kolejne pochodne funkgji (4.482), dla obiektu opisanego dynamika (4.476):
Oh;

h] = 8~ ZE = th
hy = 240G = L2h; + LyLshv
gd2|e:
Lyih = [k11 0 k12 k1 k13 kol f
= kllwl + lewQ(QQ, qs, wi, 'ZI)Q) + k1F4(~) + k13w3(q2 qs3, Wi, U~}3) + kQFG(‘%)
Lih = [kt +keget, ki + kiagy? + kl gﬁ +hia gt + kgt
k12922 + ki 95 + kg g;;; +hp%E5, k92 4 ky OB 4y 085
bio'y iw k2 +k133q3 +k28q k 3aW?> + ki gf;; +hp gt ] f
LoLsh =yt =kn + kl?(ﬁ? R kg Hhegn,
Fy(#) = wy=—mg3J(ug + Ga) +mazJ(uz + Gz) — Jowi1 5] — Jwr §Ja

Fs(2) = w3 =msa(p2+ G2) — maaJ (s + G3) — Jyw1 5 J — Jwi % J
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