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Streszczenie

W dobie globalnego kryzysu energetycznego, silnie eksplorowane sa alternatywne sposoby
pozyskiwania energii z niekonwencjonalnych zrédet, w tym z drgan. Jedng z nowoczesnych technologii
tego typu, jest odzyskiwanie energii z jednego ze zjawisk wzbudzenia drgan statym przeptywem —
galopowania poprzecznego. Choé¢ pozostaje ona obiektem wielu badan, to jednak podstawowe cechy,
swiadczace o potencjale uzytkowym réznych rodzajow urzadzenia, pozostaja niezdefiniowane.
Celem pracy jest uzupehienie tej luki. W niniejszej rozprawie poddano analizie sprawno$¢ energetyczng
szesciu wariantow urzadzenia odzyskujacego energi¢ galopowania poprzecznego. Nalezg do nich:
wariant podstawowy, dwa podwarianty uktadu o dwoch stopniach swobody oraz trzy urzadzenia
o nieliniowej charakterystyce sprezystosci. Wtasciwosci dynamiczne kazdego z generatorOw opisane
zostaly modelami matematycznymi, ktorych rozwigzanie byto niezbedne do sformutowania sprawnosci
uktadow. Modele wariantéw liniowych rozwigzano przy pomocy Metody Bilansu Harmonicznych,
natomiast wariantow nieliniowych korzystajac z autorskiego rozszerzenia Metody Bilansu
Harmonicznych Eliptycznych. Na drodze analizy uzyskanych rozwigzan wykazano, ze sprawno$¢ jest
funkcja predkosci przeptywu, lecz mozna scharakteryzowac ja wyczerpujaco przy pomocy dwoch
parametrow kryterialnych — sprawnosci szczytowej, czyli maksymalnej sprawno$ci uktadu oraz
szeroko$ci pasma wysokiej sprawnosci, opisujacej szeroko$¢ pasma predkosci przeptywu, przy ktorym
sprawnos¢ uktady wynosi nie mniej niz 90% sprawnosci szczytowej. Wartosci tych parametrow silnie
zalezy od predkosci, przy ktorej uktad osigga sprawnos¢ szczytowa — predkosci nominalnej. Porownanie
parametrow kryterialnych przeanalizowanych wariantow wskazalo, Zze najwyzsza sprawno$cia
charakteryzuje si¢ jeden z podwariantow o dwoch stopniach swobody. Wysokimi sprawnosciami
szczytowymi cechuja si¢ rowniez uktady o progresywnej i bistabilnej charakterystyce sprezystosci, przy
czym doznaja one rowniez silnego spadku sprawnosci w wyniku odchylenia predkosci pracy

od predkosci nominalne;.



Abtract

In the era of the global energy crisis, alternative ways of obtaining energy from unconventional sources,
including vibrations, are strongly explored. One of the modern technologies of this type is the recovery
of energy from one of the phenomena of excitation of vibrations with a constant flow - transverse
galloping. Although it remains the subject of many studies, the basic features that prove the utility
potential of various types of devices remain undefined. The aim of the work is to fill this gap.
In this dissertation, the energy efficiency of six variants of the transverse galloping energy recovery
device was analyzed. These include: the basic variant, two sub-variants of the system with two degrees
of freedom and three devices with non-linear elasticity characteristics. The dynamic properties
of each of the generators were described by mathematical models, the solution of which was necessary
to formulate the efficiency of the systems. Models of linear variants were solved using the Harmonic
Balance Method, while non-linear variants were solved using the authorial extension of the Elliptic
Harmonic Balance Method. By analyzing the obtained solutions, it was shown that the efficiency
is a function of the flow velocity, but it can be exhaustively characterized by two criteria parameters -
peak efficiency, i.e. the maximum efficiency of the system, and high efficiency bandwidth, describing
the width of the flow velocity bandwidth at which the efficiency of the system is not lesser than 90%
peak efficiency. The values of these parameters strongly depend on the speed at which the system
reaches peak efficiency - the peak speed. Comparison of the criterion parameters of the analyzed variants
showed that one of the sub-variants with two degrees of freedom is characterized by the highest
efficiency. Systems with progressive and bistable elastic characteristics are also characterized by high
peak efficiencies, but they also experience a strong decrease in efficiency as a result of the deviation

of the operating speed from peak speed.
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1. Wstep

1.1. Wprowadzenie

We wspoélczesnym $wiecie energia odgrywa kluczowa role we wszystkich aspektach zycia ludzi.
Zasilanie urzadzen elektronicznych, zapewnienie $wiatla i ciepta w domach, a takze napedzanie maszyn
— wszystko to wymaga energii. Jednak wraz ze wzrostem populacji i rozwijajacymi si¢ technologiami,
zaobserwowacé mozna coraz wicksze trudnosci zZwigzane z wytwarzaniem
i dystrybucja odpowiedniej ilosci energii. Kryzys energetyczny jest coraz bardziej powszechnym

problemem, z ktorym nalezy si¢ zmierzy¢.

Kryzys energetyczny dotyczy niedoboru zrdédet energii, ktéorych uzytkowanie jest ekonomicznie
racjonalnie, a takze zagrozen dla Srodowiska zwigzanych z tradycyjnymi metodami jej wytwarzania.
Przemyst energetyczny, oparty na spalaniu paliw kopalnych, takich jak wegiel, gaz ziemny i ropa
naftowa, jest gldownym producentem energii, ale przyczynia si¢ do wzrostu emisji gazoéw cieplarnianych
1 pogorszenia jako$ci powietrza. Fundamentalne znaczenie w kontekscie ekologii ma rowniez cena
energii. Jak wykazano w doskonate;j ksigzce [1], $wiadomo$¢ potrzeby ochrony srodowiska jest silnie
skorelowana z zamoznoscia spoleczenstwa. Wazne jest zatem, aby podejmowac kroki majace na celu
ograniczenie ubdstwa, migdzy innymi, poprzez dazenie do redukcji kosztow wyprodukowania energii.
W rezultacie, poszukiwanie alternatywnych, bardziej zrownowazonych i przede wszystkim, tanich

zrodet energii, mozna postrzegac jako jeden z krytycznych kierunkéw rozwoju techniki.

Jednoczesnie, wraz z postepem technologicznym, rozwija si¢ koncepcja Internetu Rzeczy (ang. Internet
of Things — 10T) [2]. IoT opisuje sie¢ potaczonych urzadzen, ktore komunikujg si¢ migdzy soba
1 wymieniaja informacje, aby utatwi¢ codzienne zycie ich uzytkownikow. Inteligentne urzadzenia
domowe, samochody, czujniki srodowiskowe i wiele innych mogg taczy¢ si¢ ze soba, analizowa¢ dane
i podejmowac autonomiczne decyzje. Jednak wraz z coraz wigksza ilo$cia urzadzen loT, pojawiaja
sie trudno$ci z zapewnieniem im zrddet energii. Tradycyjne metody zasilania, takie jak baterie
czy przewody zasilajace, moga by¢ niewygodne, ograniczone pod wzglgdem trwatosci lub

niepraktyczne w przypadku rozproszonych sieci urzadzen loT.

Odpowiedzia na wskazane problemy moga by¢ technologie odzyskiwania energii (ang. Energy

Harvesting — EH).

Nazwa ta odnosi si¢ do procesow przechwytywania i wykorzystywania energii pochodzacej z roznych
dostepnych w otoczeniu zrodet, takich jak promieniowanie stoneczne, ciepto, ruch czy drgania.
Zasadnos$¢ stosowania danej technologii podyktowana jest glownie lokalng dostgpnoscia konkretnego

nos$nika energii. Ze wzgledu na ograniczone nastonecznienie, skuteczno$¢ pozyskiwania energii



promieniowania stonecznego w Europie Polnocnej nie moze rownac si¢ ze sprawnoscig tego procesu
w Europie Srodkowej i Potudniowej [3]. Ponadto mozna zauwazyé, ze cho¢ wykorzystanie
tej technologii do zasilania urzadzen pracujgcych pod powierzchnig ziemi jest mozliwe, to jednak wiaze
si¢ z koniecznoscig prowadzenia dodatkowych przewoddéw zasilajacych. Taki zabieg oznaczalby

wigc wygenerowanie problemu, ktory technologie EH miaty rozwigzac.

Truizmem jest wigc stwierdzenie, ze kluczowe jest dobranie odpowiedniej technologii odzyskiwania
energii do warunkow, w ktorych generator ma pracowaé. Z drugiej jednak strony,
nalezy mie¢ na uwadze, ze poszczegdlne technologie moga diametralnie rozni¢ si¢ efektywnoscia
i to nie tylko ze wzgledu na specyfike samego zrodla energii, ale rowniez z uwagi na stopien
zaawansowania danej technologii. Mozna wigc zwrdci¢ uwage na wszechobecno$¢ drgan,
ale na obecnym etapie rozpoznania mozliwosci odzyskiwania z ich energii, nic mogg one stanowi¢
réwnie skutecznej alternatywy dla powszechnej technologii fotowoltaicznej [4]. Stanowi to jednak silng
motywacj¢ do intensywnej eksploracji ich potencjatu energetycznego przez $rodowisko naukowe,

co znajduje odbicie w bogatej literaturze na ten temat.



1.2. Odzyskiwanie energii z drgan

Drgania sa powszechnym zjawiskiem zarowno w przyrodzie, jak i w technologii. Generowane sa przez
roznorodne zrédta, takie jak ruch pojazddw, turbulencje atmosferyczne czy nawet ruch ludzkiego ciala.
Do niedawna, drgania byly utozsamiane ze stratg energii, jednakze, rozwoj technologiczny umozliwit

wykorzystanie tych drgan jako potencjalnego zrodia energii.

W jego najprostszej postaci, model urzadzenia umozliwiajacego odzyskiwanie energii z drgan mozna
postrzega¢ jako cialo o pewnej masie, sprzezone z drgajagcym podlozem przy pomocy elementu
sprezysto — thumigcego oraz przetwornika elektromechanicznego (rys. 1.2.1). Zadaniem tego ostatniego

jest konwersja energii mechanicznej, ktorej zrodtem sg drgania, na energi¢ elektryczng.

x(®) R ¢ _G Cl 6

=
)
[

z(t)

% 7

Rys. 1.2.1. Model fizyczny urzadzenia odzyskujacego energi¢ drgan.

Za jeden z pierwszych opublikowanych prac na ten temat, uzna¢ mozna artykut [5], w ktorym opisano
teoretyczne podstawy dziatania systemu napedzanego zroédtem drgan harmonicznych do zasilania
autonomicznych urzadzen mikroelektromechanicznych (MEMS). W badaniu tym zastosowano
przetwornik elektromagnetyczny, gdzie ruchomy magnes indukowat prad elektryczny w cewce.
W kolejnych latach mozliwos$ci takich konwerterow byty silnie eksplorowane, czego skutkiem sg liczne
prace naukowe na ten temat, m.in. [6, 7, 8, 9]. Na szczegdlng uwage zastuguja prace takie jak [10]
czy [11], ktore dowodza, ze zwigkszenie liczby stopni swobody uktadu moze prowadzi¢ do rozszerzenia
zakresu czestotliwosci drgan, z ktorych urzadzenie moze efektywnie odzyskiwac energie, zwigkszajac
w ten sposob ogodlng sprawnos¢. Podobne efekty okazuje si¢ dawaé implementacja do uktadu

nieliniowej sprezystosci [12, 13].

Rok po publikacji pracy [5], opublikowano pionierskie opracowanie [14], opisujace mozliwos¢
odzyskiwania energii drgan przy uzyciu materiatdéw piezoelektrycznych (ang. Piezoelectric Vibration
Energy Harvester - PVEH). Autorzy zbadali mozliwo$¢ konwersji energii mechanicznej na elektryczng
poprzez wzbudzenie drgan elementu piezoelektrycznego uderzeniami. Wykazano, sprawno$¢ procesu

na poziomie 35%. W kolejnych latach zaproponowana technologia stata sie najczesciej stosowanym



sposobem na odzyskiwanie energii z drgan [15, 16, 17, 18]. Warto zaznaczyé, ze w pierwszej

z tych prac, wyprowadzony zostat pelny model matematyczny PVEH. Ma on postac:

mE + éx + k x — 0§ = —mz (1.2.1a)
C,é ¢ Ox =0 1.2.1b
pf+§+ X = ( . )

Gdzie: x = x(t)[m], z = z(t)[m], & = E(t)[V] to odpowiednio funkcja drgan masy, funkcja drgan
wymuszenia oraz funckja napiccia elektrycznego. Parametry i[kg], ¢é[kg/s], k[N/m] opisuja
odpowiednio masg, thumienie oraz sprezysto$¢ uktadu. Wielkosci 8[N/V], C,[F] i R[] to z kolei
wspotczynnik elektryczny, rownowazna pojemno$¢ elektryczna obwodu i opor elektryczny. Kropka
oraz dwie kropki nad zmienna ( (), () ), oznaczaja odpowiednio pierwsza i druga pochodna tej zmiennej

wzgledem czasu.

Podobnie jak w przypadku urzadzen elektromagnetycznych, intensywnie analizowany byt przyrost
sprawnosci PVEH o dwoch stopniach swobody [19], [20] lub charakteryzujacym si¢ nieliniowa
sprezystoscia [21], [22].

Pierwsza konstrukcje wyposazong w przetwornik elektrostatyczny zaproponowano w [23]. Sprawnosé
urzadzenia zostala zoptymalizowana poprzez wzbogacenie standardowej konstrukcji o uklad
dostosowujacy odleglos¢ oktadek kondensatora — przetwornika, do zadanych warunkow pracy.
Na uwage zastuguje fakt, ze uklad ten zasilony zostal wylacznie energia wygenerowang przez
urzadzenie. W kolejnych latach technologii tej po$wigcono znacznie mniej uwagi, co spowodowane
jest prawdopodobnie trudno$ciami w implementacji podobnych rozwigzan. Niemniej jednak, powstate
opracowania dowodza ich skutecznosci, zwtaszcza pod wzgledem mozliwosci uzyskiwania wysokich

napiec przy niewielkich rozmiarach konstrukcji [24, 25, 26].

Cho¢ wskazane powyzej rodzaje przetwornikow elektromechanicznych stanowig niewielka czes$¢
obszernej rodziny urzadzen tego typu, to jednak w zdecydowanie przewazajacej liczbie prac naukowych

rozwaza si¢ zastosowanie wlasnie jednego z nich.

W tabeli 1.2.1 przedstawiono zestawienie najistotniejszych wyrdznikow najpowszechniej stosowanych

przetwornikow, sporzadzone na podstawie [27, 28, 29].
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Tabela 1.2.1. Zestawienie cech najczgsciej stosowanych przetwornikow elektromechanicznych.

Elektromagnetyczne

Piezoelektryczne

Elektrostatyczne

Duza dostepnos¢ na ryku

komercyjnym,

wysokie prady i niskie napiecia

wyjSciowe,

napigcie wyjsciowe maleje

wraz z wielkos$cig urzadzenia,

duza wytrzymatos¢

Zmeczeniowa,

skomplikowana budowa.

Najtatwiejsza aplikacja w
zastosowaniach opartych
na drganiach.

Moze by¢ stosowane w
urzadzeniach o charakterze

udarowym.
wysokie napiecia, niskie prady,

prad maleje wraz z wielkoscia

urzadzenia,

szeroki wybor materialow

piezoelektrycznych.

Mozliwos$¢ dostosowania

gestosci energii,

doskonale nadaje si¢ do
zastosowan w urzadzeniach

mikroelektromechanicznych.

bardzo wysokie napiecie
wyjsciowe, nawet przy

niewielkich czestotliwosciach,

wiasciwe tylko dla drgan
o amplitudzie rzedu kilku

mikrometrow,

trudne w implementacji.

Cecha taczaca urzadzenia omowione w powyzszym przegladzie, jest sposdb wzbudzenia — drgania mas
indukowane sa posrednio poprzez drgania podstawy, zatem wymuszenic ma tutaj charakter
kinematyczny. Drgania uktadu mogg by¢ jednak wywotlane réwniez w inny sposob — uktad moze by¢

wzbudzony poprzez wzgledny ruch ptynu, w ktérym jest zanurzony.
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1.3. Odzyskiwanie energii drgan wzbudzonych przeplywem

Drgania wzbudzone przeptywem (ang. Flow Induced Vibration - FIV) to bardzo powszechne zjawisko
fizyczne w dziedzinie inzynierii. Drgania te powstaja na skutek niestabilnosci przeptywu powstajacych
podczas optywania smuktej struktury. Chociaz FIV moga powodowa¢ uszkodzenia i ogromne straty

ekonomiczne, majg rowniez duzy potencjat do wykorzystania ich jako Zrodto energii odnawialne;j.

Wskaza¢ mozna wiele mechanizm6éw wzbudzenia drgan przeplywem, jednak w kontekscie technologii
EH najwickszy potencjat wykazuja: wzbudzenie wirami von Karamana (ang. Vortex Induced Vibration
- VIV) oraz galopowanie (ang. Galloping) [30].

Odzyskiwanie energii drgan wzbudzonych wirami von Karamana

Jest to zjawisko wystepujace w dynamice plyndéw, ktére polega na wzbudzaniu drgan struktury
poprzez oddzielajace sigwury von Karmana. Wir Karmana jest to niestabilno$¢ aerodynamiczna,
ktéra pojawia sie, gdy ptyn przeptywa wokoét ciata o obtej powierzchni, na przyktad cylindra.
Podczas przeptywu ptynu wokot ciata, na skutek réznic ci$nien, przy powierzchni cylindra tworza
si¢ wiry, ktore oddzielaja si¢ periodycznie z obu stron cylindra. Oddzielanie wiréw powoduje zmiang

sit aerodynamicznych dziatajacych na cylindra i w efekcie prowadzi do drgan struktury (rys. 1.3.1).

Initial Flow Bluff body //
=0 Wi
Interface circui Piezoelectric // ind
Flow Lines S transducer 4
—
\<A// \;‘J\ Vortices :t
L TR ) Substrate | P
—— Substrate layer S i
— Movement | __ .
S— //// (\*\
— ~\\\\\_’//',\
Vortex Shedding ,
s Bluff body
<= ( ) —3*
Movement |
Rys. 1.3.1. Schemat wzbudzenia wirami Rys. 1.3.2. Schemat urzadzenia odzyskujacego

von Karamana [31]. energie z VIV [32].

Najprostszym modelem urzadzenia odzyskujacego energi¢ z VIV jest belka wspornikowa z naklejong
tatg piezoelektryczng, potgczona z cylindrem na jej swobodnym koncu (rys. 1.3.2). W wyniku dziatania
naprzemiennych sit wywotanych wirami Karamana dochodzi do drgan optywanego ciata
i w konsekwencji do cyklicznego odksztalcania piezoelektryka, w skutek czego, generuje on przemienne

napigcie elektryczne.

Efektywno$¢ odzyskiwania energii z VIV jest wyzsza, gdy urzadzenie pracuje w zakresie czg¢stotliwosci
synchronizacji (lock-in) [33]. Gdy liczba Reynoldsa przeptywu przekracza pewna wartos$¢, drgania

sa niezsynchronizowane, ich amplituda gwaltownie maleje, a efektywnos$¢ przechwytywania
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energii spada. Dlatego poszerzenie szerokosci zakresu czgstotliwosci synchronizacji stato si¢ celem
szeregu badan. W badaniu [34] zbadano wptyw stosunku wymiaréw cylindra na drgania wzbudzone
wirami. Wyniki sugeruja, ze zwickszenie tego stosunku nie tylko zwigksza amplitud¢ drgan,
ale takze poszerza zakres czgstotliwosci synchronizacji. Praca [35] dotyczy analizy wptywu sztywnosci
elementu sprezystego na drgania wzbudzone wirami karamana w urzadzeniu do odzyskiwania energii
ptynacej wody przy wysokich liczbach Reynoldsa. Wyniki eksperymentalne sugeruja, ze maksymalna
amplituda i zakres czestotliwosci synchronizacji systemu sa $ci§le zwigzane ze sprezystoscig sprezyny,
a zwickszenie czestotliwosci wiasnej ukladu prowadzi do zwigkszenia amplitudy odpowiedzi i
poszerzenia zakresu czestotliwosci systemu. Interesujacy rezultat przyniosta tez modyfikacja
zaproponowana w [36], gdzie standardowa konstrukcje wzbogacono o dodatkowy, nieruchomy
cylinder, ustawiony przed cylindrem ruchomym. Dodatkowy cylinder spowodowat powstanie drugiej
$ciezki wiréw, co spowodowalo rozszerzenie zakresu synchronizacji. Istotne wnioski wysnuto réwniez
w badaniu [37]. Analizowano tam wptyw liczby stopni swobody uktadu na efektywno$¢ odzyskiwania
energii. Wyniki wskazujg, ze system o dwoch stopniach swobody (rys. 1.3.3) wykazuje znacznie wyzsza
efektywnos$¢ niz uktad o jednym stopniu swobody. Podobne wnioski wyciagnieto z badan [38]
oraz [39], gdzie badano uktady dwumasowe (rys. 1.3.4).

Secondary DOF

ey

Rys. 1.3.3. Schemat urzadzenia drgajacego w Rys. 1.3.4. Schemat urzadzenia
plaszczyznie [37]. dwumasowego [39].
W badaniach [40, 41] autorzy dowodza, ze urzadzenie moze zosta¢ usprawnione poprzez wprowadzenie
nieliniowej sprezystosci, czego skutkiem jest zmniejszenie czgstosci wlasnej struktury, a to z Kkolei
umozliwia efektywna prace przy niskich predkosciach przeptywu. W artykule [42] opisano tez analizg,
gdzie podstawowa struktura zostata wzbogacona o magnesy powodujace delinearyzacj¢ potencjatu
urzadzenia, cO spowodowalo, Zze sprawnos¢ odzyskiwania energii urzadzenia wzrosta 0 29%,

a zakres czestotliwosci synchronizacji zostat poszerzony o 138% .
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Jednym z najciekawszych zastosowan omawianej technologii pozostaja jednak elektrownie Bladeless
Vortex [43]. Kluczowym ich wyrdéznikiem, wzgledem klasycznych elektrowni wiatrowych, jest brak
wirnikow. Sprawia to, ze elektrownia jest znacznie cichsza i bardziej przyjazna dla $rodowiska
niz tradycyjne rozwigzania. Ponadto, brak wirnikow eliminuje problem kolizji z latajagcymi zwierzetami,
do ktorych czesto dochodzi w przypadku turbin wiatrowych, a ponadto znacznie ogranicza przestrzen
zajmowang przez urzadzenie. Niebagatelng zaletg elektrowni Bladeless Vortex jest jej estetyczny
wyglad (rys. 1.3.5), co moze pomoc w zmniejszeniu oporu spotecznego wobec budowy elektrowni
w niektorych obszarach. Kluczowym atutem jest jednak mozliwo$¢ zredukowania kosztow wytworzenia

energii do 70% wzgledem elektrowni wiatrowych o poziomej osi obrotu i podobnej wysokosci [43].
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Rys. 1.3.5a. Schemat budowy Rys. 1.3.5b. Baladeless Vortex

Bladeless Vortex [43] w trakcie pracy [43]

Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze W czasie powstawania niniejszego opracowania (05.2023), Baldeless
Vortex pozostaje stosunkowo nowa technologia, totez jej mozliwosci nie sg zbadane rownie dobrze
jak jej tradycyjnych odpowiednikow. Trzeba rowniez podkresli¢, ze mechanizm wzbudzenia urzadzenia
ma istotng wade — wiry von Karamana indukujg si¢ tylko ograniczonym przedziale liczb Reynoldsa,
co oznacza, ze urzadzenie zaprojektowane by¢ musi z mys$lg o odzyskiwaniu energii z przeptywow
0 scisle okreslonym zakresie predkosci. Jesli zatem urzadzenie wystawione zostanie na dziatanie
przeptywu o predkosci wyzszej niz przewidziana, to nie bgdzie ono generowaé energii, pomimo
tego, ze energia przeptywu jest wigksza niz bytaby w przewidzianych warunkach pracy. Zastosowanie
magnetycznego uktadu strojacego niweluje problem, ale nie eliminuje go. Problemu tego mozna

unikna¢ poprzez wykorzystanie innego zjawiska do wzbudzenia drgan przeptywem — galopowania.
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Odzyskiwanie energii drgan wzbudzonych galopowaniem poprzecznym

Istot¢ galopowania poprzecznego przedstawi¢ mozna analizujac sity dzialajace na ttumiony oscylator

harmoniczny o jednym stopniu swobody, wystawiony na dziatanie przeptywu (rys. 1.3.6a).

Rys. 1.3.6a. Oscylator wystawiony na dziatanie =~ Rys. 1.3.6b. Oscylator wystawiony na dziatanie
przeptywu. przeptywu — galopowanie.

Roéwnanie ruchu takiego oscylatora ma postac:

- 1.
r’ﬁ2+éz'+kz=FL=—Eﬁﬁ2hCL (1.3.1)

Gdzie: mi[kg], k[N/m] oraz ¢é[kg/s] to odpowiednio masa oscylatora, sprezysto$é¢ sprezyny
i wspotczynnik thumienia sprezyny. Parametry @i[m/s], p[kg/m?] i h[m] to natomiast predko$é
przeplywu, gestos¢ osrodka oraz wymiar charakterystycznych optywanego ciata. Ponadto, wtasciwosci
aerodynamiczne ciala opisane s3 wspoOlczynnikiem sity oporu aerodynamicznego Cp
oraz wspotczynnikiem sity nosnej C;. Wielko$¢ z = z(t) opisuje wspoOtrzedng potozenia masy

W czasie T.

Na oscylator dziata wigc znana, stata sita aerodynamiczna. Jesli jednak, w wyniku dziatania sity no$nej
F; lub zadania niezerowych warunkéw poczatkowych, masa zacznie porusza¢ si¢ w kierunku Z,
to nie bedzie ona poddana wytacznie przeptywowi i, ale wypadkowemu przeptywowi U, odchylonemu
od pierwotnego o kat a, zalezny od predkosci ruchu Z ciala (rys. 1.3.6b). W konsekwencji, w kierunku,
w ktorym cialo moze si¢ poruszaé¢ — w Kierunku Z — nie dziata juz sita o statej wartosci, ale nieznana

sita F; = Fz(a). Zakladajac, ze a < 1, sile t¢ mozna wyrazi¢ w postaci szeregu Maclaurina:

pt2h - (a; a +ay a® +az a® + 0(a*)) (1.3.2)

N[ =

1,
Fz(@) = =5 pith €, —
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Gdzie wspolezynniki a;, i = 1,2,3, pozostaja nieznane. Zaktadajac, ze optywane ciato jest symetryczne
wzgledem osi rownolegtej do kierunku przepltywu i, przyja¢ mozna, ze: €, =0 oraz a, = 0.

Mozna zauwazyé, zedlaa < 1, a = % Rownanie ruchu omawianego oscylatora przyjmie wtedy postaé:

. . 3
A 1 .z Z Z
Mmz+éz+kz=F,= —Epuzh <a1 7+ as (5) ) (1.3.3)

Zasadnos¢ powyzszych zatozen, uwarunkowana jest spelnieniem warunku quasi-stacjonarnosci [44].
Sita aerodynamiczna dziatajgca na oscylator jest wigc nieliniowo zalezna od predkosci ruchu oscylatora,
mozna wigc ja postrzega¢ jako nieliniowe tlumienie aerodynamiczne. Wspotczynniki a; i az

to wielko$ci opisujace wlasciwosci  aerodynamiczne optywanego ciala 1 wyznacza

si¢ je eksperymentalnie dla danego ksztaltu. Mozna jednak wykaza¢, ze a; = % + Cp [44].

s =1 0.5 ) 05 1 15
Kat natarcia [rad]

Rys. 1.3.7. Zalezno$¢ wspolczynnikoéw aerodynamicznych przekroju kwadratowego
od kata natarcia

Istotng kwestig jest, ze istnieja przekroje (rys. 1.3.7), dla ktérych:

dc,

Wobec tego, dla wystarczajaco duzej predkosci przeptywu i, spetniony zostanie warunek:

“+1”ﬁ(dCL+c)<0 (1.3.5)
¢+5puh{— D 3.

oznaczajacy, ze calkowite thumienie liniowe w ukladzie jest ujemne. Wywota to drgania o rosnace;j
amplitudzie, ktéra ograniczona zostanie poprzez wptyw nieliniowego sktadnika ttumienia, prowadzac

do powstania cyklu granicznego. Nierownos¢ (1.3.4) nazywana jest kryterium Den Hartoga [45].

Spehienia kryterium Den Hartoga nalezy spodziewac si¢ przede wszystkim, po ksztattach o nieoblej
powierzchni natarcia. Wartosci wspotczynnikow a; i a; dla wybranych ksztaltéow zestawiono

w tabeli 1.3.1.
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Tabela 1.3.1. Warto$ci a4 | az dla wybranych ksztattow [46]
Przekrdj a as
Kwadrat -2,3 18
Trojkat rownoramienny -2,9 6,2
D-ksztattny -0,79 0,19

Energie¢ galopujacego oscylatora odzyskaé mozna poprzez sprzezenie go z przetwornikiem
eketromechanicznym, w tym przypadku, piezoelektrykiem. Zgodnie z (1.2.1) oraz (1.3..3),

model urzadzenia odzyskujacego energie z poprzecznego galopowania przyjmie postac:
R, 1 oo ( 2 2\’
mz+cz+kz—9€=FL=—Epu2h a, 5+a3 (5) (1.3.6a)

§

C,é + =+ Ox =0 (1.3.6b)

Jego model fizyczny przedstawiono natomiast na rysunku 1.3.8.

Fi A Cp, Cp
2,p
VA
-~ L
R
i }tje X
Z
RO

Rys. 1.3.8. Schemat urzadzenia odzyskujacego energi¢ galopowania poprzecznego.

Pierwsze badania, opisujacemozliwos$¢ odzyskania energii z drgan wzbudzonych galopowaniem (ang.
— Galloping Energy Harvester - GEH) opisano w artykule [46]. Badano tam uproszczony model
urzadzenia, gdzie odzyskiwang energie elektryczng modelowano przy pomocy thumienia strukturalnego.
Przedstawiono tam wniosek, ze maksymalna sprawnos$¢ urzadzenia determinowana jest wytacznie przez
wspotczynniki a; i az. Dowiedziono tam rowniez, ze urzadzenie spetnia warunek quasi-stacjonarnosci.
Badania te staly sie podstawg opracowania [47]. Przedstawiono w nim analityczne, numeryczne

i eksperymentalne badania nad GEH, analizujac przy tym pelny model elektromechaniczny oraz wplyw
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thumienia strukturalnego na sprawno$¢. Zdaniem autora niniejszej rozprawy, ze wzgledu na ogdInosé
przedstawionych wnioskoéw, prace [46, 47] pozostaja najbardziej wartoSciowymi opracowaniami

naukowymi na temat GEH.

W istotnym badaniu [48] wykazano, ze aproksymacja funkcji (1.3.2) przy pomocy szeregu wyzszego

rzedu, nie ma istotnego wplywu na uzyskane rozwiazania.

Z uwagi na wykazane w pracy [47] fundamentalne znaczenie ksztattu optywanego ciata, wiele uwagi
poswigcono poszukiwaniom geometrii zapewniajacej najwyzsza sprawnos¢ urzadzenia [49, 50, 51, 52].
Mozna z nich wyciagna¢ zbiorczy wniosek, ze dodanie do oplywanej masy rozdzielacza strugi po stronie
przeciwnej wzgledem powierzchni natarcia (rys. 1.3.9), sprzyja generowaniu wigkszych mocy.
Warto jednak zaznaczy¢, ze dotychczasowe badania na ten temat oparte byly na analizie wlasciwos$ci
roznych wariantow arbitralnie wyselekcjonowanych przekrojow. Poszukiwanie najkorzystniejszej

geometrii na drodze optymalizacji topologicznej pozostaje wigc atrakcyjnym kierunkiem badan.

CB3  Shear layer

Rys. 1.3.9a. Symulacja przeptywu wokot ciata z Rys 1.3.9b. Przyktad profilu z rozdzielaczem
rozdzielaczem strugi [50]. strugi [52].
Posrod sposobow na usprawnienie GEH, czgsto wskazuje si¢ rozbudowe urzadzenia o dodatkowy
stopien swobody [53, 54, 55, 56, 57]. W pracach tych przedstawiono jednak niewtasciwg metodyke
porownywania uktadéw o dwoch stopniach swobody z ukladem o jednym stopniu swobody,
opartg na wyrazonych numerycznie zestawieniach mocy lub napie¢ generowanych przez uklady
o arbitralnie wybranych parametrach. Wnioski wyciagnigte na podstawie takich badan, cho¢ udzielaja
cennych przestanek, nie mogg by¢ uzyte do wystosowania ogdlnej oceny wiasciwosci wariantu
urzadzenia. Wskazaé¢ nalezy jednak, ze artykuly [53, 55] potwierdzaja eksperymentalnie poprawnosc¢

modeli urzgdzen o dwoch stopniach swobody.
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Innym, silnie eksplorowanym kierunkiem rozwoju GEH, jest badanie wyptywu nieliniowej sprezystosci
na jego wydajnos¢é. W artykutach [58, 59] przedstawiono metod¢ analizy wplywu wspolczynnika
nieliniowej sprezystosci na charakter zachodzacej bifurkacji Hopfa. W pracy [60] oméwiono koncepcje
urzadzenia o modyfikowalnej strukturze mechanicznej, ktéora pozwalalta na dostosowanie
jego charakterystyki sprezystosci. Na podstawie badan numerycznych i eksperymentalnych
potwierdzono, ze nieliniowos$¢ sprzyja zwigkszeniu sprawnosci GEH przy niewielkich predkosciach
przeptywu. W badaniu [61] wykazano natomiast, ze uktad o nicliniowej i niesymetrycznej
charakterystyce sprezystosci moze cechowac sie obnizong predkoscia pracy. Skutkiem niepozadanym
jest jednak zmniejszenie generowanej mocy. Artykut [62], ktorego autor niniejszej pracy
jest wspotautorem, stanowi probg oceny wptywu roéznych typow nieliniowosci na moc urzadzenia.
Na podstawie powyzszych badan nie mozna jednak wyciagna¢ ogo6lnych wnioskow na temat badanych
wariantow. Analizuje si¢ tam uklady o $cisle zdefiniowanych parametrach i nie mozna wykluczy¢,
ze dla innego ich zestawu, konkluzje bylyby inne. Ponadto, sposoby poréwnywania wariantow
sa niejednolite, co utrudnia przeprowadzenie metaanalizy przedstawionych danych. Prace te mozna
wiec uzna¢ za bardzo warto§ciowe badania wstepne, jednak nie mozna na ich podstawie dokonaé
definitywnej oceny urzadzen roznych typoéw. Wyjatek stanowi tutaj rozprawa [63], ktorej autor
dokonuje analizy efektywno$ci podstawowych wariantéw nieliniowych GEH, jednak, jak zostanie
wykazane w dalszej czesci pracy, zastosowana metoda obliczen, nie pozwala na okreslenie cech

uktadéw o silnej nieliniowosci.

Wskaza¢ mozna rowniez szereg badan, ktorych przedmiotem sa GEH o jeszcze bardziej ztozonej
strukturze. Interesujacym przyktadem jest tutaj praca [64], gdzie autorzy sugeruja mozliwo$é
zmniegjszenia predkosci pracy oraz zwigkszenia generowanej mocy urzadzenia poprzez zastosowanie
dwoch roznych sprzgzonych przetwornikoéw elektromechanicznych. W artykule [65] zaprezentowano
wariant, ktoérego przetwornik piezoelektryczny byt zaréwno cykliczne odksztalcany przez drgania,
jak i wymuszany udarowo. Zgodnie z raportem autordéw, w skutek wykorzystania nietypowego sposobu
wzbudzenia, sprawno$¢ urzadzenia wzrosta o 80%, wzgledem wersji klasycznej. Efekt wzmocnienia
na poziomie 40% opisano w pracy [66], dotyczacej urzadzenia o uktadzie kinematycznym
utrzymujacym statg orientacje katowa optywanego ciala. Publikacja [67] zawiera opis badan
nad tandemowym urzgdzeniem sktadajacym si¢ z dwoch oscylatoréw sprzgzonych magnetycznie.
Wykazano, ze odlegto$¢ pomiedzy magnesami sprzegajacymi poduktady, ma istotny wpltyw na moc

generowang przez generator.

Warto$¢ powyzszych rozwigzan ocenia si¢ na podstawie odniesienia uzyskanych wynikow

do informacji na temat wariantow prostszych. Jak jednak wskazano wczesniej, wlasciwosci wariantow
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prostszych nie sa rozpoznane na tyle doktadnie, aby odnoszenie si¢ do nich podczas oceny innych

urzadzen, prowadzito do wnioskow, co do poprawnosci ktérych, mozna mie¢ pewnosc.

Z powyzszego przegladu literatury dotyczacej odzyskiwania energii z galopowania poprzecznego
wylania si¢ wiec pewna luka w stanie wiedzy na ten temat. Otdz, pomimo intensywnego — zwlaszcza
w ostatnich latach — rozwoju tej dziedziny oraz opracowywania coraz bardziej zaawansowanych
wariantow urzadzen, fundamentalne informacje na temat wariantdw elementarnych, takich jak uktady
o dwoch stopniach swobody czy proste uklady nieliniowe, pozostaja nieokre$lone

lub nieusystematyzowane.
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1.4. Cele pracy

Niniejsza praca ma stanowi¢ odpowiedz na wskazana na koncu poprzedniego podrozdziatu luke
badawczg. Pierwszym celem jest wiec okreSlenie uniwersalnego zestawu parametrow,
ktory w wyczerpujacy sposob, opisywal bedzie sprawno$¢ urzadzen odzyskujacych energie
galopowania poprzecznego. Drugim z celow jest zdefiniowanie zestawu parametrow kryterialnych
dla podstawowego wariantu — urzadzenia liniowego o jednym stopniu swobody, a takze dla grupy
liniowych urzadzen o dwodch stopniach swobody oraz wariantow o nieliniowe] sprezystosci.
Uzyskane kryteria postuzy¢ maja do porownania sprawnosci  wszystkich — urzadzen.
Poroéwnanie to ma mie¢ charakter ogoélny i nie odwotywaé si¢ do Zadnego arbitralnego zestawu
parametrow uktadow. Celem dodatkowym jest okreslenie zjawisk wywotujacych roznice sprawnosci

poszczegblnych wariantow.
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1.5. Struktura pracy oraz informacje dodatkowe

Cele pracy sa realizowane na przestrzeni czterech kolejnych rozdziatdow. W rozdziale drugim,
dotyczacym wariantu liniowego o jednym stopniu swobody, przedstawiono bezwymiarowy model
matematyczny urzadzenia oraz ogoélne roOwnanie pozwalajace na sformutowanie sprawnosci uktadu.
Nastgpnie zapostulowano potrzebe rozwigzania modelu matematycznego urzadzenia, wskazano metode
umozliwiajaca realizacje tego celu oraz uzasadniono wybor ogdlnej postaci rozwigzan modelu.
W dalszej czgsci rozdziatu przedstawiona zostata procedura rozwigzywania modelu matematycznego
i analitycznego wyprowadzania sprawnos$ci uktadu. Na podstawie uzyskanego wyrazenia opisujacego
sprawno$¢, sformulowano wielkosci kryterialne opisujgce sprawno$¢ ukladu. W ostatniej czgSci

rozdziatu omowiono zjawiska determinujace te kryteria.

Rozdzial trzeci dotyczy analizy sprawnosci uktadow o dwoch stopniach swobody. W pierwszej jego
czesci wskazano sze$¢ podwariantow, ktorych sprawnos¢ wyprowadzana jest w dalszej czesci pracy.
Okreslone wielkosci kryterialne por6wnano z analogicznymi wielko$ciami opisujacymi uktad o jednym

stopniu swobody.

Na poczatku rozdziatu czwartego zdefiniowane sg uktady o nieliniowej sprezystosci. Nastepnie
wykazano zasadno$¢ zatozenia rozwigzan tych uktadow w postaci eliptycznych funkcji Jakobiego,
omawiajac przy tym ich istote. W kolejnych czeSciach pracy, poprzez zastosowanie autorskiej
procedury, okreslono stosunkowa zmiang wartosci parametrow kryterialnych poszczegdlnych uktadow

w odniesieniu do analogicznych wielkosci wariantu podstawowego.
Ostatni, pigty rozdzial, zawiera zestawienie uzyskanych wynikéw oraz wnioski.

Nalezy zaznaczy¢, ze na poczatku kazdego z rozdzialow 2 — 4 zamieszczono odniesienia do prac,

ktore poruszaty podobng tematyke do tej, jakiej dotyczy dany rozdzial.

Cho¢ praca ma charakter analityczny, wyniki czesto zwizualizowane sg przy pomocy wykresow,
do sporzadzenia ktérych, niezbedne jest przyjecie pewnych danych w postaci numeryczne;j.
Jako, ze ich kazdorazowe wskazywanie w tek$cie mogloby utrudnia¢ analiz¢ tresci, zdefiniowano

zestaw domyslnych wartosci parametrow. Sa to:

p=002k,=1k=1k,; =03, k=k;=09,k,=13,r=1, M =0,5 a; =23, az = —18,
c=c¢ =02,¢,=0,15.

Nalezy przyjac, ze jesli w tekscie, legendzie wykresu lub jego opisie nie wskazano innych wartosci
poszczegblnych parametrow, to grafika zostala sporzadzona na ich podstawie. Obliczenia numeryczne,

stuzace ocenie poprawnosci rozwigzan analitycznych, realizowano przy pomocy zestawu narzedzi

pakietu Wolfram Mathematica.
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2. Analiza wariantu podstawowego

Przez wariant podstawowy rozumie si¢ tutaj urzadzenie o liniowej charakterystyce sprezystosci
oraz jednym stopniu swobody. Cho¢ analiza uktadow tego typu jest przedmiotem opracowan [46, 47],
to jednak zdaniem autora niniejszej pracy, nie zawieraja one wyczerpujacych informacji o potencjale
uzytkowym urzadzenia. Zasadne jest wigc, aby zaprezentowac tutaj poglebiong jego charakterystyke.
Ponadto, ten najprostszy wariant GEH, stanowi¢ bedzie uklad referencyjny, niezbedny do oceny
wariantow bardziej skomplikowanych, zatem tym bardziej istotne jest, aby jego charakterystyka

znalazla si¢ w tej pracy.

W literaturze, jako miar¢ efektywnosci GEH, uznaje si¢ zwykle generowane przez nie napiecie
elektryczne [54, 60], wygenerowang moc elektryczng [48, 50] Iub sprawnos¢ [46 47]. Ta ostatnia
wielko$¢ niesie informacj¢ najbardziej kompleksowa, a ze wzgledu na swoj inherentnie bezwymiarowy
charakter moze by¢ stosowana do poréwnania nie tylko wariantow tego samego urzadzenia,
ale i konwerteréw energii réznych typoéw. Zatem to wilasnie sprawnos¢ bedzie podstawg oceny

poszczegblnych typow GEH.

Przez sprawno$¢ rozumie si¢ stosunek sredniej mocy wygenerowanej przez urzadzenie ij W czasie
rownym okresowi T funkcji napiecia &(t) oraz powierzchniowej gestoéci mocy przeplywu P;

Woprowadzajac wielkosci bezwymiarowe (2.1), sprawnos¢ uktadu mozna wyrazi¢ jako:

z h ~ _ |k ¢ _u _ A R? _ ~
Y= V=i w”_\/%’ C=gaw YThay PTPzm T CpROn
2.1)
o _
K=o t =1d,
1 78(1) 1 1. v2(t)
g R ThTd ph 22)
=9 _ - d .
B Lpht pu

Gdzie T, oznacza okres funkcji v(t). Do okreslenia sprawnosci uktadu jest wige niezbgdna znajomosé
funkcji bezwymiarowego napiecia v = v(t), ktdrg mozna wyznaczyé poprzez rozwigzanie

bezwymiarowego modelu matematycznego uktadu. Zgodnie z (1.3.6) oraz (2.1), ma on postac:
y3
ji+cy+y—v=p<a1uy+a37> (2.3a)

v
Ko +=+y =0 (2.3b)
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Dynamika uktadu jest wigc opisana nieliniowym uktadem réwnan rozniczkowych drugiego rzedu,
ktorego Sciste rozwigzanie nie jest znane. Funkcja v = v(t) moze jednak zosta¢ okreslona w sposob
przyblizony metoda bilansu harmonicznych. Jako ze indukowanie si¢ napigcia w uktadzie wywotane
bedzie posrednio poprzez ruch rezonatora, uzasadnione jest zatozenie, ze przebiegi v = v(t)
oraz y = y(t) beda opisane jednakowymi funkcjami czasu, réznigcymi si¢ amplitudg. Nalezy réwniez
podkresli¢, Zze rownanie (2.3a) to w istocie model matematyczny liniowego oscylatora harmonicznego
poddanego dziataniu sitom tlumienia o réznym charakterze. Sktadniki cy oraz —kv to opory ruchu
prowadzace do zaniku drgan. Dla piezoelektryka o zerowej pojemnosci elektrycznej " — kv" bedzie
thumieniem w rozumieniu $cistym, natomiast piezoelektryk rzeczywisty generowat bedzie ttumienie
przesunigte w fazie. Z kolei sktadnik pa;uy, zgodnie z istota dziatania urzadzenia, doprowadzaé
ma energi¢ do ukladu, przewyzszajac przy tym sumaryczng warto$¢ oporow ruchu i prowadzac

w ten sposob do samowzbudzenia uktadu i wyktadniczego wzrostu amplitudy jego drgan. Nieliniowe

53
thumienie pa; y;, spowoduje natomiast uformowanie si¢ cyklu granicznego. W zwiazku z powyzszym,

mozna przewidywaé, ze ruch omawianego uktadu bedzie taki jak ruch liniowego oscylatora

harmonicznego o modelu matematycznym
y*+y =0 (2.4)

z tg rdznica, ze ustalona amplituda drgan jego bedzie inna niz ta, wynikajaca z zadanych warunkow
poczatkowych. Skutkiem takiego zalozenia jest pominigcie znieksztalcenia cyklu granicznego
wywolanego przez nieliniowe tlumienie. Mozna réwniez przewidzie¢, ze niezerowa pojemnosé
elektryczna uktadu powodowaé bedzie wystgpienie wzglednego przesunigcia fazowego szukanych

funkciji.

Zgodnie z powyzszymi obserwacjami zatozono, ze stan ustalony rozwigzan uktadu (2.3), wystarczajaco

doktadnie opisany bedzie funkcjami:
y = 4, cos(wt) (2.5a)
v = A, cos(wt + @) (2.5b)

gdzie cztery niewiadome wielkosci Ay, 4,, @ = aﬂ ¢ to kolejno: bezwymiarowa amplituda drgan,

bezwymiarowa amplituda napigcia, bezwymiarowa czgstos¢ drgan, i przesuniecie fazowe pomigdzy
drganiami oscylatora a przebiegiem napigcia. Parametr @ to nieznana, wymiarowa czgsto$¢ drgan
uktadu. Rozwigzania o postaci (2.5) podstawione zostaja do modelu (2.3), co skutkuje przeksztatceniem

uktadu réwnan rézniczkowych do uktadu rownan algebraicznych:

w3a
A, (1 — w?)cos(wt) + A§,¥sin3 (wt) + Ay, w(upa, — c)sin(wt) — A, cos(wt + @) (2.6a)
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cos(wt +
Av( ( ®)

" — wk sin(wt + (p)) — Ay sin(wt) =0 (2.6b)

Bedzie on spelniony dla kazdej chwili czasu t wtedy i tylko wtedy gdy suma wspotczynnikow
przy odpowiednich funkcjach czasu bedzie réwna zeru. Uwzgledniajac tozsamosci trygonometryczne

na sume argumentow, na podstawie rownania (2.6b) otrzymano:

A, (cos(<p) — TKW sin(tp)) _ 0

(2.7a)
r
A, (rkw cos + sin + A, rw
v ( (®) ! (@) +Ayro _ 0 (2.7b)
Z réwnania (2.7a) wynika, ze:
tg(p) = — 2.8)
8= okr '
zatem:
in(p) . (2.90)
sin(gp) = ———— 9a
J(wkr)2 +1
wr
(2.9b)

cos(p) = J(wkr)?2 +1

Na podstawie rownan (2.7b), (2.9) wyprowadzi¢ mozna wyrazenie opisujace zalezno$¢ pomiedzy
amplituda drgan a amplitudg napigcia:
KW

A=Ay e @10

Poprzez podstawienie tozsamosci sin(wt)® = %sin (wt) —sin (3wt) do roéwnania (2.6a)

i zbilansowanie jego harmonicznych, uzyskuje si¢ pozostate dwa rdéwnania algebraiczne niezbgdne
do wyznaczenia przyblizonego rozwigzania modelu urzadzenia. Po uwzglednieniu wczedniej

wyprowadzonych relacji (2.9) oraz (2.10) przyjmuja one postac:

Ay kbw—Ay(w*-1)=0 (2.11a)
5 3pwiag L
Ayupway + 45 PP Aycw —Ayetw =0 (2.11b)
. L T’kw L _ . . . L. ..
gdzie kg = -——— oraz e” = —— —— to odpowiednio sprezystos¢ piezoelekiryka oraz thumienie

elektryczne uktadu liniowego.
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Na podstawie powyzszego uktadu rownan wykaza¢ mozna, ze:

w?y r?k(1+x)—1+ J4r2K2 + (r2e(1 + K))Z

2.12
w?, 2r2x2 (2124)

2 _ 4u(c + et —upa,)

2.12b
Y 3pw2as ( )

Niewiadomie wielko$ci wystepujace w zatozonym rozwigzaniu (2.3) oraz tym samym, parametry
niezbedne do opisu sprawnosci uktadu zostaly zdefiniowane. Mozna wykaza¢, ze Vycg przo®?1 > 0,
natomiast V,cg A rzow?, < 0, nalezy wiec wnioskowaé, ze uktad réwnan (2.3) ma jedno fizycznie
racjonalne rozwigzanie o postaci (2.12). Aby uprosci¢ zapis, w dalszej czg¢sci pracy przyjeto
wigc w; = w. Wracajac teraz do ogolnej definicji sprawnosci (2.2) 1 podstawiajac do niej kolejno

wyrazenia (2.5b), (2.10), (2.12b) uzyskano:

1 (1.v%(t) 1 1. A,% cos?(wt + @)
K[€ dt_TCJ.OC v dt

T."Jo "~ r r
n=nt=-"5 3 3
pu pu
A2 rlw?
Y 1+ 1r2w?
B % _ 2e(c+e" —upay)
= = o (2.13)
pu u?p?ag
— et=0.1, c=0.1 et=01, c=0.2
et=0.1,c=00 — e'=0.3, ¢=0.1
— et=03 c=02 — e'=03.¢c=00
0.05 ' ' ' '
M. 0.04
i
'S 0.03
g
= 002
2
0.01
0.00

bezwymiarowa predkosc przeplywu u

Rys. 2.1. Przyklady charakterystyk GEH dla réznych wartosci thumienia elektrycznego e’
oraz ttumienia strukturalnego c.

Zaktadajac, ze badaniu poddany zostaje GEH z rezonatorem o niezmiennym ksztalcie pracujacy zawsze
w tym samym plynie, nalezy zauwazy¢, ze jego sprawno$¢ zalezy od trzech wielkosci: ttumienia

elektrycznego el, bezwymiarowego tlumienia strukturalnego ¢ oraz bezwymiarowego tlumienia
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aerodynamicznego upa,, ktore zwazywszy na wyzej poczynione zalozenia, zalezy wylacznie

od bezwymiarowej predkosci przeptywu u. Charakter tych zaleznosci zilustrowano na rys. 2.1 —2.3.

— et=01, u=15 et=0.1, u=20

et.=02 u=15 — e*=02 u=20

0.04

sprawnosc q""
: = =
P P
(] )
//
/
/
/
/
/
J

=
=
/
/
/
/!

0.00

L L L
0.0 0z 0.4 08

tlumienie strukturalne ¢

0.8

sprawnos¢ q"“

0.04

— =01, u=15 c=0.1, u=20

c=02 u=15 — c=0.2, u=20

=
=
=)

=
=
L]

=
=

0.00

0.0
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0.2 0.4 08

tlhumienie elektryczne el

Rys. 2.3. Zalezno$¢ sprawnosci n* od ttumienia
elektrycznego e’ dla réznych wartosci ttumienia
strukturalnego c oraz predkosci przeptywu u.

Rys. 2.2. Zalezno$¢ sprawnosci n’ od
wspotczynnika thumienia strukturalnego c dla
roznych wartosci thumienia elektrycznego e’

oraz predkosci przeptywu u.
Na podstawie powyzszych wykreséw, wskaza¢ mozna szereg charakterystycznych cech uktadu.
Na rys. 2.1 zaobserwowa¢ mozna, ze predkos$¢ przeplywu, przy ktorej uktad przechodzi bufurkcje
Hopfa, zwana dalej krytyczng predkos¢ przeptywu u., zmienia si¢ wraz ze zmiang parametrow uktadu.

Jej warto$¢ wynika bezposrednio z (2.13):

L

2el(c+ et —upay) c+et
= =O = uzuCT=

2.14
3u?p?az paq ( )

n

Innym faktem, na ktéry wskazuje ten sam zestaw wykresow jest to, ze niezaleznie od zestawu
parametrow, istnieje pewna hominalna predkos¢ przeptywu u = uf,, dla ktérej sprawnoéé n przyjmuje

warto$¢ maksymalna, nazywang dalej sprawnoscia szczytowa nIL,. Wielkosci te dane sa wyrazeniami:

Snt c+ et
%:o > u=ub=2 = 2 (2.15)
2 L
L L(, L —a€
= - - 2.16
77p n (uP) 6a3(c+eL) ( )

Powyzsze tozsamosci, dla uproszczonych modeli matematycznych, zostaty wyprowadzone wczesniej
w [46, 47], natomiast w dalszej cze$ci rozdzialu, omdwiono tresci catkowicie pionierskie.
Powyzsze tozsamosci, wraz z rysunkiem 2.2 wskazujg, Zze aby ograniczy¢ negatywny wptyw ttumienia
strukturalnego ¢ na sprawno$¢ 1 nalezy zmaksymalizowaé ttumienie elektryczne e, tak aby el > c.

Majac na uwadze to, ze wzrostowi thumienia elektrycznego el zawsze towarzyszy liniowy wzrost
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predko$ci nominalnej uIL,, nalezy wysnu¢ wniosek, ze GEH pracujacy przy wysokich predkosciach
przeptywu zawsze bedzie bardziej sprawny od konfiguracji pracujacej przy matych predkosciach
przeptywu. Nalezy rowniez zaznaczy¢, ze dla ¢ = 0 sprawno$¢ szczytowa U;L; zalezy wytacznie od

_ 2
parametrow opisujacych aerodynamike optywanej czeSci urzadzenia, tj. c=0=>n; = 67‘:1.
3

Teoretyczne sprawnosci Urzadzen zapewniane przez rozne ksztatty zestawiono w tabeli 2.1.

Tabela 2.1. Teoretyczna sprawnos$¢ urzadzen o réznych ksztaltach [46].

Przekrdj a, asz np
Kwadrat -2,3 18 0,048
Trojkat rownoramienny -2,9 6,2 0,226
D-ksztaltny -0,79 0,19 0,547

Rozwiazujac rownanie (2.15) dla e’ uzyskaé mozna zalezno$é definiujaca warto$é thumienia
elektrycznego e’ (ub) = e} wymagana do osiagniecia przez uktad sprawnosci ns (2.17). Jest to wniosek

trywialny, ale bedzie on kilkukrotnie przywolywany w dalszych rozdziatach.

;1
ep =5Updy — ¢ (2.17)

0af & \Lb
e 08F B
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Rys. 2.4. Charakterystyka sprawnosci uktadu zestawiona z przebiegami tlumienia elektrycznego,
nominalnego tlumienia elektrycznego oraz optymalnego ttumienia elektrycznego.
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Inng cecha, ograniczajaca zasadnos¢ stosowania GEH do odzyskiwania energii z wolnych przeplywow
jest tez kolejne zjawisko, ktore zaobserwowa¢ mozna na rysunku 2.1 lub wyciagajac wnioski
Z tozsamosci u{g = 2u.. Uklad o niskiej predkosci krytycznej u.. bedzie doswiadczaé
intensywniejszego spadku sprawnosci w wyniku odchylenia predkosci przeptywu u przy jakiej pracuje
od predkosci nominalnej uIL,. Niech miarg tego zjawiska bedzie pasmo predkosci przeptywu,

w ktorym sprawnos$¢ uktadu n nie spada ponizej 90% sprawnosci maksymalnej nIL,, nazywane dalej

pasmem wysokiej sprawnosci BL. Zgodnie z definicja BL dane jest jako:

2 V0,4
. . w, pgPmlct+el) g5 pai(c+e’)
=095 = =~ 4 2.18
=09 =y, 0y (2.18)
’160 c+ et
Bt=u,—u, = E(,JT) ~ L4ue ~ 0,7u; (2.19)
1

Kolejng istotng cechg uktadu zaobserwowa¢ mozna na rysunku 2.3. Wynika z niego, ze pracg urzadzenia

z optymalng sprawnos$cig népt przy danej predkosci przeptywu u > i mozna wymusié¢

poprzez odpowiedni dobor thumienia elektrycznego el = ef,;:

Snt

1
5ol = 0 = el=eb, = E(upal —c) (2.20)

(upa; — ¢)?

- 2.21
“6u?pa, (2.21)

ngpt = n(eclfpt) =

Nalezy podkresli¢, ze dlac # 0 = egpt * eﬁ, zatem tlumienie strukturalne uniemozliwia prace uktadu
z jego sprawnoscia optymalng ng,,. Roznica funkcji ey oraz ej,, stanowi¢ bedzie miarg wrazliwosci
wariantu na thumienie DL:

1
D¢ =efye —ep = ¢ (2.22)

Podstawiajac wyrazenie opisujace nominalne tlumienie elektryczne e =e; (2.17), do tego,
opisujgcego sprawnos¢ (2.13), a nastepnie badajac predkos¢, dla jakiej uzyskana funkcja przyjmuje
warto$¢ rowng zeru, okre§lic mozna minimalng predkos¢ nominalng, przy jakiej moze pracowac uktad:
1 1
Zzupal—c(c+7upa1—c—upa1) 2

1 3u?p?az “ paq ( )

Na rys. 2.4 przedstawiono charakterystyke sprawnosci omawianego uktadu, wraz z 0znaczeniem

najwazniejszych, wyprowadzonych powyzej, wielkosci. Sprawnos¢ wyrazono tam jako krotno$é
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sprawnosci szczytowej n*/ U;L; i taka jej prezentacja zostata utrzymana réwniez w dalszej cze$ci pracy.

Zabieg taki sprzyja¢ ma czytelnosci prowadzonym w kolejnych rozdziatach porownaniom.

Fundamentalnymi parametrami charakteryzujacymi sprawnos¢ urzadzenia sg wigc: szeroko$¢ pasma
wysokiej sprawnoéci Bl oraz sprawnoéé szczytowa n,’;. Obydwie wielkosci sg SciSle powigzane
z predkoscig nominalng uIL, uktadu. Wykazano rowniez, ze obecno$¢ tlumienia strukturalnego c
w uktadzie, uniemozliwia jego prace z optymalng sprawnoscia, czego skale opisuje wrazliwosé
na thumienie DE. Posrod parametrow ukladu, wskaza¢ mozna tez predko$é krytyczng u,, opisujaca
predko$¢ przeptywu, przy ktorej uktad przechodzi bifurkacje Hopfa. W kolejnych rozdziatach pracy
analizowany bedzie wplyw roznych modyfikacji struktury urzadzenia na te parametry.
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3. Uklady o dwoch stopniach swobody

3.1. Informacje ogolne

W literaturze dotyczacej odzyskiwania energii z galopowania, o uktadach o dwoch stopniach swobody
moéwi sie zarowno w kontek$cie urzadzen jednomasowych, majacych poprzeczny i skretny stopien
swobody [68, 69], jak i w przypadku wariantow dwusegmentowych, sktadajacych si¢ z dwoch mas
potaczonych szeregowo elementem sprezysto — ttumigcym [53, 54, 55]. W niniejszym opracowaniu

analizowane beda warianty nalezace do drugiej grupy.

Powyzsza definicja wariantu nie niesie jednak wyczerpujacej informacji na temat jego cech. Obecnos¢
dwoch mas w uktadzie rodzi pytanie, ktora z nich bedzie optywana, a ktora pozostanie bierna.
Ponadto, rozwazy¢ nalezy umiejscowienie przetwornika piezoelektrycznego — moze si¢ on znalez¢é
pomiedzy nieruchomym podlozem a pierwsza masg, pomiedzy masami lub w obydwu tych miejscach.
Mozna wigc wyrdzni¢ sze$¢ podwariantow urzadzenia o dwoch stopniach swobody (tabela 3.1.1)
i wszystkie one zostang omowione w tym rozdziale. W cytowanej powyzej literaturze, badane byty tylko

modele la [53, 54, 55] oraz lla [54].

Tabela 3.1.1. Rodzina uktadow o dwoch stopniach swobody.
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Dynamike urzadzen z omawianej kategorii, opisa¢é mozna ogdélnym bezwymiarowym modelem

matematycznym o postaci (3.1.1), gdzie poza tozsamo$ciami (2.1), obowigzujg rowniez:

—Zi g MG kp o _ O _ M2 _
yi - Pk vl - El Cpi, CL - ﬁhfﬁn’ kZ - kl’ Kl - W/Tlﬁ(’f)nzy M = ‘fﬁ,l’ 1= 1’2
yi
1ty —kv2—yD)teyr—( =) —vi+tva=fip <a1u)'11 +as 7) (3.1.1a)
. L%
Kby 4 51 = 0 (3.1.1b)
3

M3, + ky(ya —y1) + (V2 —y1) —v2 = fop (‘11“5’2 +as 7) (3.1.1¢c)

. Uy . .
KUz +—+ Y2 =31 =0 (3.1.1d)

Przyjecie  odpowiednich wartosci  wspotczynnikow  f; umozliwia formalne wskazanie,
ktora z mas wystawiona jest na przepltyw — f; = 1 oraz f, = 0 wskazywac bedzie na warianty z wiersza
pierwszego (wariant I), natomiast f; = 0 i f, = 1 na warianty z wiersza drugiego (wariant II). Mozliwe
jest tez przyjecie wartosci k, = 0 lub k; = 0, co spowoduje rozprz¢zenie odpowiednio réwnania

(3.1.1b) lub (3.1.1d), redukujac w ten sposdb model ogdlny do modelu podwariantu z kolumny a lub b.

Trudnosci w wyprowadzeniu przyblizonego rozwigzania modelu (3.1.1) mozna ograniczy¢ rozwigzujac
go niezaleznie dla f; =11 f, =0 oraz f; =0 i f, = 1. Obliczono wigc sprawnosci uktadéow lc —
podwariant | oraz 2c — podwariant I1, a nastepnie oceniono wptyw nieobecnosci piezoelektryka w danym
miejscu, poprzez analize konsekwencji zalozenia, ze k, = 0 lub x; = 0. Do wyprowadzenia rozwigzan

modeli obydwu wariantéw, zaadaptowano procedurg zaproponowang w [56].
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3.2. Podwariant |

Zatozono, ze przyblizone rozwigzanie modelu (3.1.1) dla f, = 0, bedzie miato postac:

y1 = A; cos(wqt) + B; sin(w,t) + G cos(w,t) + Hy sin(wy,t)

v; = ny cos(wqt) + n, sin(wyt) + nz cos(w,t) + ny sin(w,t)

Yy, = A, cos(wqt) + B, sin(w;t) + G, cos(w,t) + Hy sin(w,t)

v, = 94 cos(wqt) + I, sin(wqt) + 95 cos(w,t) + I, sin(w,t)

(3.2.1a)
(3.2.1b)
(3.2.1¢)

(3.2.1d)

Podstawienie powyzszych tozsamosci do réwnan (3.1.1b) oraz (3.1.1d), a nastgpnie zbilansowanie

harmonicznych cos(w;t), sin(w;t), cos(w,t), sin(w,t), umozliwia wyprowadzenie zalezno$ci

pomiedzy amplitudami napigcia oraz amplitudami drgan:

Twy 2Kk w?

Tl1=b

2 —az
14 12Kk, 2w? 14 12Kk, 2w?

rw, TZK]_(U%

n3:h

— 92

2
1+ 12K 2wi 14 7r2Kk,2w32

9, = (by — by) ——2___
1= W1 =02
14 r2k,2wf
r2K,w?

+(a; —a)————
(a 1)1+r21c22w12

rw,

93=0M —hy) ————
3= 2)1+r2}c22w12

r2K,w?

+ — _
(gz gl)l +r2K22(j_)12

4 rwy 2K, w?
2 = —ay — b,
1+ r2K,2w? 14 12K, 2w?
_ rw, rzklw%
Ny = =42

— h,
14 7r2Kk,2w32 1472k, 203

9, = ) Twq
2=\~ )5, 2
1+ r2k,2w?
r2K,w?

+ (by — by) ——2L
(b, 1)1+r21c22a)12

9, = ( ) Twq
4=\ ~"9)5 [ 5. 2.2
1+ r2K,2w?
r2Kky0?

+ (hy — hy) — 22
(h 1)1+r21c22wf

(3.2.2)

(3.2.3)

Bilans harmonicznych cos(w, t) i sin(w;t) rownania algebraicznego uzyskanego poprzez podstawienie

rozwigzan (3.2.1) do rownania (3.1.1¢) oraz skorzystanie z tozsamosci (3.2.2) oraz (3.2.3) prowadzi

do uktadu roéwnan:

A = Bypy + A2q4

By = Byq1 — Aypy

. M(e+cy)ws
GdZIE- P1 = 12 2,,2 12 _ 2y2!
(e'?+cy)?wi+(ky+kg"—Mwi)
2,2
Ii r Ii rrwi
et=g,———, kil=k
Li+r2g2w? €

V1+r2x2w?’

g = (e +cp)?wi+(ky +ke?) (ky +ke* ~Mw?)
1 (e'24¢y)2 w3 +(ky +ki2-Mw?)?

(3.2.4q)

(3.2.4b)

oraz

i = 1,2 to odpowiednio tlumienie elektryczne i sprezystosé
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i — tego piezoelektryka dla drgan z czestoscig w;. Podstawienie powyzszych tozsamosci do rownan

bilansu harmonicznych cos(w4t) i sin(w4t) wyrazenia (3.1.1a) umozliwia sformutowanie tozsamosci:

3pasw, (43 + BY)w? + 2(G3 + H)w3) _
4u

Ayg1 + Bohy — A, 0 (3.2.5a)

3pasw, (47 + Bj)wi +2(G3 + H)w3) _
4u

Ayhy — B,g, + B, 0 (3.2.5b)

Gdzie: g; = e —e'?(q; — 1) + p1(ky + ki2) + (¢1 — (g1 — Dz — upay)w,
orazh; =1-— 912P1 —(q1 — Dk + kelal —(q1 — 1)ke132 — P16y — ‘U%-

Powtorzenie powyzszej procedury do zbilansowania harmonicznych cos(w,t) i sin(w,t) rownan

(3.1.1c) oraz (3.1.1a) umozliwia wyprowadzenie kolejnych rownan:
Gy = Hyp, + G242 (3.2.6a)
Hy = Hyq;—G3p> (3.2.6b)

3pasw; (2(A3 + Bwi + (G5 + H)w3) _

G,g, + Hyh, — G, oy 0 (3.2.7a)
3pasw,(2(A5 + B3 w? + (G2 + H) w3
Gyhy — Hygy + Hy pasw,(2(43 2ju1 (G3 2) 2):0 (3.2.7D)
Gdzie:
_ M(e??+c)ws _(e"24¢)) 2 wi+ (ko +K 22 (ky + K122 -Mw))
P2 = (e'22+¢y)2 w2+ (ky k22 -Mw?)2’ 1@ = (e122+4cy)2 w2+ (ky kP2 -Mw?)2 !

gz = e"2 +e22 4 (ky 4+ k?2)qy + (1 + ¢ —upay)w, — po(e'? + c0,),
hy =1+ kM2 —ky(py — 1) — ki (py — 1) — w5 — 512(9122 + Czwz)-

— r2w?
L1422 w?

, . P r . :
Wspblczynniki e'? = ———— i kli?

= Tl to odpowiednio tlumienie elektryczne i

sprezystose i — tego piezoelektryka dla drgan z czestoscia w,.

Poprzez dodanie réwnania 3.2.5a pomnozonego przez B, do rownania 3.2.5b pomnozonego przez A,

uzyskano wyrazenie pozwalajace na jawne sformutowanie czestosci wy :
1-— pl(elz + Cz(l)l) - (ql - 1)(k2 + kéz) + kél - (l)% =0 (328a)

Podobnie, dodajac pomnozone przez H, rownanie (3.2.7a) do pomnozonego przez G, rownania (3.2.7b)

uzyskano rownanie, z ktorego mozna wyprowadzi¢ cz¢stos¢ wo:
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1-py(e + cw,) — (g2 — D(ky + kI2) + k2 —wé =0 (3.2.8b)

Nalezy zwrécié uwage, ze w kazdej parze parametrow (p1,p,), (q1,92), (e, e"2), (kY k1'?),
(kf2, k??), jedyna roznica jest wystepujaca w ich definicji czgstoé¢ — w; lub w,. Majac na uwadze
podobienstwo pomig¢dzy rownaniami (3.2.8a) oraz (3.2.8b), oznacza to, ze czestosci w; | w, musza
by¢ jednakowe, co z kolei wyklucza mozliwo$¢ wystgpienia w ukladzie drgan polimodalnych.
Wyrazenie opisujace czegsto$¢ drgan w; = w, mozna wigc wyprowadzi¢ rozwigzujac tylko jedno
z powyzszych rownan. Trzeba jednak podkresli¢, ze nie oznacza to, ze model matematyczny urzadzenia
moze mie¢ tylko jedno rozwigzanie — rownania (3.2.8) sa wielomianami szdstego stopnia ze wzgledu
w?, zatem oczekiwaé mozna do sze$ciu rozwigzan uktadu. Niezmienna pozostaje natomiast zaleznos¢
pomiedzy amplitudg drgan a czestosciag drgan. Konsekwencje mnogo$ci rozwigzan rozpatrzono

w dalszej czgsci pracy.

Pierwsze z rownan niezbednych od wyznaczenia amplitudy drgan uzyskano odejmujac réwnanie
(3.2.5b) pomnozone przez B, od pomnozonego przez A, réwnia (3.2.5a). Drugie natomiast jest rdznicg

réwnania (3.2.7a) pomnozonego przez G, oraz rownania (3.2.7b) pomnozonego przez H,:

el + P1(k2 + kéz) +e2(1—gy) + (e + (1 — q1) —upa)w,
_ 3pazw; (A, wi + 2G,w3) 0

3.2.9
™" ( a)
el2 + Pz(kz + kézz) +e22(1—qy) + (e + (1 — q3) —upay)w,
3pa, (242, w?w, + G2,w3
2P 3( y2 W1 W2 y2 2)=0 (3.2.9b)

4u

Gdzie: A3, = A3 + B oraz Gy, = G5 + H3. Uklad rownan (3.2.9) posiada trzy rozwiazania:

_ 411(311 —e?(qg -1+ Pl(kz + kéz) + (¢ — (g1 — Dy — upal)a)l)

Afzz = 3pasw3 'G32’2 =0 (32.10a)
3%
GZ _ 4u(e“2 — eIZZ(qZ - 1) + pz(kz + kéZZ) + (Cl - (qZ - 1)C2 - upal)wZ) AZ — 0(3 2 10b)
2 3pazw3 e -
2 4u

= —3(a)1 (2(9112 +e122) + 2(ky + k222)py + (c1 + co(1 + q1) — upa))w, —

Y2 7 9pazwiw,

(e" + e + (ky + ki*)p1 — e'2q1)w, — 2q, (™2 + czwz))),

2= ot (2™ e + (ke + K)oy — €1 )y — (12 4

Y2 7 9pazw, w3

e'22 + (ky + k22)p, + (upay — ¢ + 229, — 1))w, — g2 (2 + czwz))> (3.2100)
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Wyrazenia te, wraz z wczesniej wyprowadzonymi tozsamos$ciami, umozliwiajg jawne sformutowanie
rozwigzan uktadu (3.1.1) o postaci (3.2.1). Uwzgledniajac wykazany wczesniej fakt, ze w; = w,,
kazde z trzech powyzszych wyrazen, opisuje t¢ sama zalezno$§¢ pomigdzy amplitudg drgan
a ich czesto$cia — mozna je wigc uzna¢ za réwnowazne i podczas wyprowadzania sprawno$ci
postugiwa¢ si¢ tylko jednym z nich. W dalszej czgéci pracy beda to tozsamosci (3.2.10a).

Przywotujac tozsamosci (3.2.2) oraz (3.2.3), Sprawno$¢ omawianego wariantu mozna wyrazié¢ jako:

L (0, l0)
1 _1c

T T
pus B
e (e + €2} + (a1 — D)) wF + GF ("2 +e122(pF + (g, — D)) 0]
= A2, 77 =
281(81 + A — upal)
_ T (3.2.11)
Gdzie:
M?w$
el=el+el2(p2 + (g, —1)?) =€l +e!2 ! > (3.2.12a)
(€2 + ¢)2w? + (ko + k2 — Mw?)
M?w?

MN=c +c, (3.2.12h)

(e'2 + ¢)2w? + (ky + k12 — Mw?)?

Parametr &' nazywany bedzie zredukowanym elektrycznym thumieniem, natomiast A' zredukowanym
thumieniem strukturalnym. Na rys. 3.2.1 wykreslono zalezno$¢ sprawnosci od predkosci przeptywu
reprezentowana przez funkcje (3.2.11), zestawiong z analogiczng zalezno$cig, uzyskana poprzez
numeryczne catkowanie modelu (3.1.1). Ponadto, na rysunku oznaczono wielkos$ci charakteryzujgce

sprawno$¢ wariantu.

Predko$¢ krytyczna ul,. oraz predko$¢ nominalna u{, wynoszg odpowiednio:

el + Al
1
on! 2(et+ A
%: 0 = u=uj,= 2% = 2ul, (3.2.14)
1

Mozliwe jest teraz wyprowadzenie sprawnosci szczytowej 77{,. Wynosi ona:

—ela?
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Rys. 3.2.1. Charakterystyka sprawnosci podwariantu [.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie, czy sprawnos¢ szczytowa omawianego wariantu n{, moze by¢ wicksza
od sprawnosci szczytowej uktadu liniowego né, nalezy poré6wnac powyzsze wyrazenie z tozsamos$cia
(2.16). Jak wskazuja rownania (2.15) i (2.16) oraz (3.2.14) i (3.2.15), sprawnosci szczytowe obydwu
porownywanych uktadéw sg $ci$le zwigzane z ich predkosciami nominalnymi. W zwiazku z tym,
aby porownanie bylo zasadne, nalezy poréwnywac uktady o jednakowych predkosciach nominalnych.
Thumienie elektryczne uktadu liniowego el zostanie wiec dobrane w taki sposob, aby warunek ten
byt spelniony. W ponizszym wyprowadzeniu zatozono, ze tlumienie strukturalne uktadu liniowego ¢
jest rowne tlumieniu strukturalnemu c; elementu sprezysto — thumiacego sprzegajacego dolng masg

analizowanego uktadu z podtozem, tj.: ¢ = c;.
b= up (3.2.16a)

el+2 el + ¢
2 =2

pay paq

(3.2.16b)

2,4
M*wi

(e'2 + ¢)2w? + (ky + kI2 — Mw?)?

el =¢l+oc, (3.2.16¢)
Zgodnie z rownaniami (2.16) oraz (3.2.16c), sprawno$¢ uktadu o jednym stopniu swobody o predkosci
nominalnej rownej predkosci nominalnej analizowanego urzadzenia wyniesie wiec :
M2 wlll' )aZ

sy = ZEF A —e)al (e + )] + ey + kP = MwD)? !
T =76 + Ma; 6(e" + Mas

—(e'+ ¢,
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Stosunek sprawno$ci szczytowych poréwnywanych ukladow o jednakowej predkosci nominalnej
wynosi zatem:
n*(uh) 3 M?w?

—14c (3.2.17)
' (uh) Ll ((e12 +c)%wi + (ky + kP2 - Ma)lz)z)

Sprawnos$¢ szczytowa uktadu o jednym stopniu swobody pozostanie wiec wigksza od sprawnos$ci

szczytowej analizowanego wariantu, dla kazdego realizowanego technicznie zestawu parametrow.

Zjawisko to wuzasadni¢ mozna wigkszag wrazliwoscia na tlumienie badanego wariantu.
Na podstawie réwnania (3.2.14) wskazaé mozna nominalng warto$¢ parametru &', zatem taka, jaka

osiaga przy predkosci nominalnej ui,:

el4 2!

paq

1
ul, = > el(ul)=¢) = SUpay = Al (3.2.18)

Optymalna warto$¢ parametru &' wyniesie natomiast:

oyl

1
@ =0 = ¢l = E(u‘gal — }{I) = E(I)pt (3.2.19)

Podtrzymujac wczesniej przyjete zalozenie, ze ¢ = ¢, 1 odwotujac si¢ do tozsamosci (2.22), wrazliwos¢

na ttumienie uktadu to:

1
D§=e{,pt—e,’,=§ll=
2,4
o
S22 12 2,2 12 22
(e'? +¢,) a)1+(k2+ke —Ma)l)

(3.2.20)

Wrazliwoéé na tlumienie analizowanego ukladu D! pozostanie wiec wicksza od wrazliwo$ci
na ttlumienie ukladu podstawowego DI, tak dtugo, jak w uktadzie tym wystepuje wiekszy od zera
wspotczynnik tlumienia c,. Inherentng cecha badanej modyfikacji jest zatem jej negatywny wplyw

na sprawnos¢ szczytowg urzadzenia.

Odniesienie sprawno$ci szczytowe] badanego uktadu (3.2.15) do sprawnos$ci szczytowe] wariantu
podstawowego (2.16) oraz uwzglednienie tozsamosci (2.17) i (4.2.19) prowadzi do wyrazenia
opisujacego stosunek sprawnosci szczytowych poréwnywanych uktadu, w zaleznosci od ich predkosci

nominalnej. Funkcja ta nazywana bedzie charakterystyka wzmocnienia 1}
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— % (upay — a2

1,2
—& a1 1 I I
M Mo _ S+ Mas _ o(gwra — 1) + H)as EPCh] (3.221)
5 —elq? _ (%upal _ c) a2 upa; — 2¢;
6(eL + Cl)a3

6 ((%upa1 - c) + cl> as

Do petnej oceny badanego wariantu, konieczne jest zdefiniowanie jego szeroko$ci pasma wysokiej

sprawnosci B!. Wynosi ona:

2 0,4
L 1 up 0,—9pa1(eI +21) + 0. pai(e'+ 1)
n' =09, = w = (0ay)? (3.2.22)
; 160¢' + 2! ; ;
B'=u, —u; = 1 o ~ LAug = 0,7u, (3.2.23)
1

Z powyzszych rownan wynika, Ze relacja wigzaca szeroko$¢ pasma wysokiej sprawnosci B’
z predkoscig krytyczng ul, oraz predkoscia nominalng uj, jest tutaj identyczna, jak w przypadku uktadu
0 jednym stopniu swobody. Wraz z wnioskiem odnos$nie zmniejszonej sprawno$ci szczytowej
omawianego wariantu, oznacza to, ze jego sprawnos$¢ pozostanie mniejsza od sprawnosci liniowego

urzadzenia o jednym stopniu swobody, w catym spektrum predkosci przeptywu.

Mozliwe jest wskazanie jeszcze jednej cechy uktadu, ktora nie jest objeta Szeregiem wielkosci
zdefiniowanych dla uktadu o jednym stopniu swobody — mowa tu o wspomnianej wcze$niej mnogosci
rozwigzan uktadu. Wysoki stopieni wielomianow (3.2.8) uniemozliwia $ciste wykazanie charakteru
poszczegblnych rozwigzan, jednak na drodze numerycznego przeszukiwania, nie wykazano zestawu
parametrow, dla ktorych wielomiany te mialyby wiecej niz trzy rzeczywiste rozwigzania ze wzgledu
na omega, przy czym maksymalnie dwa z nich odpowiadaty stabilnym rozwigzaniom uktadu (3.1.1).

Opisujg one drgania mas ukladu w fazie i w przeciwfazie.

Co oczywiste, stabilno$¢ tych rozwigzan jest zalezna od wartoéci wszystkich parametrow uktadu, w tym
predkosci przeptywu. W konsekwencji zaobserwowa¢ mozna zjawisko, w ktorym uktad doznaje
przeskoku pomiedzy mozliwymi rozwigzaniami, co znajduje odwzorowanie w charakterystyce jego

sprawnos$ci. Przyktad takiego zjawiska zilustrowano na rys. 3.2.2.
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o Numeryczne Analitycznie = rozwigzanie 2 niestabilne
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Rys. 3.2.2. Dwie charakterystyki uktadu oraz przeskok pomig¢dzy nimi zobrazowany przez
rozwigzanie numeryczne.

Powyzszy rysunek ukazuje uktad, ktory powyzej predkosci przeplywu u = 6,6 posiada dwa
rozwiazania, z czego jedno pozostaje niestabilne. Przy predkosci u = 16 drugie z rozwigzan stabilizuje
sie, prowadzac w ten sposob do powstania alternatywnej stabilnej funkcji n’, ktéra opisuje sprawnosé
uktadu o odpowiednio dobranych warunkach poczatkowych. Na rys. 3.2.2 zaobserwowa¢ wigc mozna
przeskok rozwigzania numerycznego przy predkosci przeptywu bliskiej tej, przy ktorej stabilizuje
si¢ drugie rozwigzanie. Odbywa to z korzyscig dla wydajnosci uktadu, poniewaz alternatywna
charakterystyka zapewnia przy predkosci przeskoku znacznie wyzsza sprawno$¢ niz charakterystyka
pierwotna. Zjawisko to moze w istotnej mierze ograniczy¢ zmniejszenie sprawnosci uktadu w wyniku
rozstrojenia lub zosta¢ wykorzystane do opracowania uktadu przeznaczonego do pracy przy dwoch

roznych predkosciach przeptywu.

Wartym uwagi faktem jest to, ze na poprawno$¢ twierdzen odnosnie omawianego urzadzenia,
nie wptywa umiejscowienie piezoelektryka — zardwno dla x; = 0 (zatem k' = 0 oraz e'* = 0),

jakidlax, =0 (zatem kl? = 0 oraz e'? = 0), wszystkie powyzsze wnioski pozostaja w mocy.
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3.3. Podwariant 11

Zgodnie z zalozeniami przedstawionymi w podrozdziale 3.1, model matematyczny badanego wariantu
przyjmie postac (3.1.1), dla f; = 0. Przyjeto rowniez, ze rozwigzanie tego modelu bedzie miato postaé
identyczng do tej jaka miato rozwigzanie wariantu I, tj. (3.2.1). W konsekwencji, z uwagi
na niezmienno$¢ réwnan (3.1.1b) oraz (3.1.1d) w przypadku obydwu wariantow, nalezy przyjac,

ze tozsamosci (3.2.2) oraz (3.2.3) pozostang prawdziwe réwniez dla omawianej konfiguracii.

Podstawienie = przyjetej postaci rozwigzan do modelu matematycznego  urzadzenia,
a nastepnie zbilansowanie harmonicznych cos(w;t) i sin(w;t) réwnania (3.1.1a) umozliwia

wyprowadzenie zaleznoSci:

Al = szl + A2q1 (33161)
By = Bq; — Azpy (3.3.1b)
Gdzie:
("2 4+ ¢3) (1 + ky + kM + k2 — w?) — (ky + k11?) ((e“1 +e)+ (¢, + cz))
b1 = wq 2 )
(ky + k&?)" + (e"2 + ¢3)%w4 2
w?(e™ +¢,) ((e“1 +e) + (¢, + cz)) + (ko + kD2)(1 + ky + kI + K12 — w02)
a1 = :
(kp + KU2)* 4 (€12 + ¢;) 2, 2
. . 2,.,2
Wspdlezymniki e/l = ——— i kUl =, ﬁ to odpowiednio tlumienie elektryczne i
i 1

- 23,2 0y2
1+7%K2 w1

sprezystosé i — tego piezoelektryka dla drgan z czestoscia wy.

Poprzez zbilansowanie harmonicznych cos(w,t) i sin(w,t) tego samego rownania uzyskano:

Gy = Hap, + G2q; (3.3.2a)
Hy = H,q;—G3p> (3.3.2b)
Gdzie:
3 (eM22 + ;) (1 + kg + kI2 + k1122 — w3) — (eM2 + €22 + ¢ + ¢;) (ko + KJ122)
S (ki + KI22) 4 (122 + 203 '
0, = (€22 + ;) (M2 + 22 + ¢; + ;)i + (ky + kI#2) (1 + ky + k12 + k1122 — w3)
2 = :

(kz + kLIZZ)Z + (eIIZZ + C2)2w22
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mi2 _ __ T
1+72K;2 w2

2,2
, . . ; 2w . . ..
Wspdlczynniki e i k2 = g 5257 10 odpowiednio thumienie elektryczne
i 2

I sprezystosc i — tego piezoelektryka dla drgan z czgstoscig w.

Bilans harmonicznych cos(w,t) i sin(w4t) réwnania algebraicznego, powstatego poprzez podstawienie

tozsamosci (3.3.1), (3.2.2) i (3.2.3) do rownania (3.1.1c) umozliwia sformutowanie uktadu réwnan:
Az91 + Bahy — (Bap1 + A2q1)d; =0 (3.3.3a)
Azhy — B9y — (A2p1 — B2q1)d; = 0 (3.3.3b)
Gdzie:
g1 = (" +¢2)(q1 — Doy — py(kz + kg — M),
hy = (kz + ktlalz)(‘h -1+ (9112 + Cz)P1<U1 — Mq, w3,

por (#2ay + 305 (43 + BD®? + aa? + 203 + a3)(G3 + HD)w3))
dl = .
4u

Rownania uzyskane poprzez bilans harmonicznych cos(w,t) i sin(w,t) tego samego roéwnania

majg postac:
G292 + Hyhy — (Hypa + G2q2)d; (3.3.4a)
Gohy — Hy9; — (Go2pz — Haqa)d, (3.3.4b)
Gdzie:
g2 = (enzz + Cz)(CIZ - Dw, — Pz(kz + k22 — Mw%),

h2 = (kz + kéIZZ)(qZ - 1) + (61122 + Cz)pz(l)z - quw%,

_ pw, (4uay + 3a5(2(43 + B + aD)wi + (G + HY) (0} + D)w)))
- 4u

2

Dodanie réwnania (3.3.3a) pomnozonego przez (B,q; — A,p;) do réwnania (3.3.3b) pomnozonego
przez (Byp; +A,q1) skutkuje sformutowaniem rownania umozliwiajacego  obliczenie

czestosci drgan w?:

w,(e™ + ¢
(key + k112) <1 __4 2) + 1(2 i 2) _ =0 (335a)
pr +4i pr +4i
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Podobnie, poprzez dodanie réwnania (3.3.4a) pomnozonego przez (H,q, — G,p,) do rdéwnania

(3.3.4b) pomnozonego przez (H,p, + G,q,) prowadzi do tozsamosci:

(k + K122) <1 -1 2) ppeale®ra) e (3.3.5h)
p2 +a; P2 +4;

Podobnie jak w przypadku analogicznych parametréw opisywanych w podrozdziale 3.2, mozna

zauwazy¢, ze parametrem roznigcym wyrazenia w kazdej parze (p1,p), (q1,92), (e'? e'?),

(ki kI2), (kB2 kl22), jest czgsto$é — wq lub w,. Uwzgledniajac podobieistwo funkeji (3.3.5),

prowadzi to do wniosku, ze czgsto$ci w; | w, sg rowne co do wartosci, a to wyklucza mozliwosé

wystapienia drgan polimodalnych. Czesto$¢ w,; = w, moze wigc zosta¢ obliczona poprzez rozwigzanie

tylko jednego z powyzszych réwnan.

Do pelnego rozwigzania modelu matematycznego badanego urzadzenia niezbedne sg jeszcze dwa
réwnania, ktére pozwolg na obliczenie amplitud drgan. Pierwsze z nich otrzymano poprzez dodanie
pomnozonego przez B, rownania (3.3.3a) do pomnozonego przez A, rownania (3.3.3b).

Drugie natomiast poprzez odjecie iloczynu rownania (3.3.3a) oraz A, od iloczynu B, i (3.3.3b):

PP (4ua; +3a;(42, (0% + aP)w? + 262, (0} + a3)w3))

=0 3.3.6
1 4u ( a)

3pazq,w; (243, (p? + D) w? + G2 (p5 + q3) w3

™ ) + (€2 4+ ¢,)(1 - q2)w,

+upa; qaw, + pa(ky + k2 — Mw) =0 (3.3.6h)

Gdzie: A%, = A5 + B oraz Gy, = G§ + Hf. Powyzszy uklad rownan posiada trzy rozwigzania
ze wzgledu na A3, i Gy, lecz, podobnie jak w poprzednim podrozdziale, kazde z nich bedzie opisywaé
jednakowa amplitude oscylacji o postaci (3.1.1). Podczas dalszych wyprowadzen moze wigc zostac

uzyte dowolne z nich. Bedzie to:

4y ((kz +kI%)(q — 1) + w, ((e"2 + ¢, —upay)p; — Mq1w1)>
3pazpi (v + ¢H)w;

, G2, = (3.3.7)

2
Ay, = y

Przywotujac tozsamosci (3.2.2), (3.2.3) oraz (3.3.5), sprawno$¢ omawianego wariantu mozna

wigc wyrazi¢ jako:

43



TlfoTC (U12r(t) n Uzz(t)) dt
n_lec

T
n P =
A2, (™ +e2(pF + (g, — D)) wF + GZ (™2 + e122(p} + (g2 — 1)) w3
- 2uip B
_ 28“(8“ + A — upal)
B 3u?pa,

Gdzie:

_ e (e + kr12) + e (e, % + krzz)
((cr1 + €r2)? + (kpq + kr2)?)

SH

20— c1(cr2? + kr12) + (e + krzz)
(cr1 +cr2)? + (kpq + kpp)?

Oraz: Cr1 = (eIIl + Cl)a)l, Crp = (6112 + Cz)(l)l, krl =1+ kéll - (,()%, kI‘Z = kz + kélz.

(3.3.8)

(3.3.9q)

(3.3.9h)

Funkcje (3.3.8) zilustrowano na rysunku 3.3.1, gdzie widnieje rowniez charakterystyka sprawnosci

analizowanego urzadzenia, uzyskana drogg calkowania numerycznego. Zaznaczono tam roéwniez

parametry charakterystyczne uktadu.

o Numeryczne — n" Analitycznie
1. F
0.9
0.2
e
:-. 0.7k
=
o 0sf
\g c
= 051
[
E 0.4+
o
B g3t
02F
01
|:|_ 1 L 1 L L L L 1 L 1
0 3 20 25 30
u
Rys. 3.3.1. Charakterystyka sprawnosci podwariantu II.
Predkos¢ krytyczna ull oraz predko$é nominalna u{,l wynoszg odpowiednio:
I 4l
e+
=0 > u=ull = (3.3.10)
pay
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—=0 = u=u =2——=2ul, (3.3.11)

Mozliwe jest teraz wyprowadzenie sprawnosci szczytowej r]{f . Wynosi ona:

—a?ell

= 3.3.12
6as (el + Al ( )

11 _ Il 11
Mp =17 (up

W nastepnym kroku poréwnano sprawno$¢ SzCzytowa n{,’ danej powyzszym rownaniem,
ze sprawnoscig szczytowa uktadu liniowego 0 jednym stopniu swobody r]{;. Aby poréwnanie to byto
zasadne, nalezy zdefiniowa¢ warunki, dla ktorych uktady te bgda miaty jednakowe predkosci

nominalne. Zaktadajac, ze ¢ = ¢, uzyskano zaleznosci:

uy = up (3.3.13a)
11 11 L
e+ e"+c
=2 1 (3.3.13b)
paq paq
el =gl + A1 — ¢, (3.3.13¢)

Przywohijac rownania (2.16) oraz (3.3.13c), mozna wykazaé, ze sprawnos$¢ uktadu o jednym stopniu

swobody o predkosci nominalnej rownej predkosci nominalnej analizowanego urzadzenia wyniesie:

() = (" + AT —¢))a?
p 6(cl + ANa,

Wzmocnienie mozna zbada¢ poprzez analize stosunek sprawnosci szczytowych poroéwnywanych
ukladéw o jednakowej predkosci nominalnej. W tym przypadku wygodnie jest analizowac relacje

odwrotng do tej, jaka rozpatrywano w poprzednim rozdziale:

o el
n*t(ul)) TEl AT ¢

(3.3.14)

Omawiana modyfikacja bedzie wigc prowadzi¢ do zwigkszenia sprawnosci szczytowej, jesli powyzsze
rownania przyjmie warto$¢ wigkszg od jednosci. Dla przyjetych domys$lnych wartosci parametrow
uktadu, warto$§¢ powyzszego stosunku wynosi ~1,23. Wzmocnienie bedzie zachodzi¢ zawsze

jesli spelniony zostanie warunek:

M<e (3.3.15a)

Cr1Cr2 + krlkr2> —c Crlz + er(Zkrl + er) + zelzcrlwl (3 3 15b)
=c 0.

c,>c|14+2
2 1< 2+ ko

2 2
Cr1°+ kpp”™ — 2¢rqc104
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Mozliwe jest zatem dobranie parametréw ukladu w taki sposob, aby byl on sprawniejszy od
alternatywnego wariantu o jednym stopniu swobody. Mozna wykaza¢, ze jest tak dzigki mozliwosci
ograniczenia wrazliwos$ci na thumienie wariantu II. Na podstawie rownania (3.3.11) okresli¢ mozna, ze
nominalna warto$¢ zredukowanego thumienia elektrycznego &' wyniesie:

el 4 2l

1
uy = a = ) =¢l = FUpay — Al (3.3.16)
1

Z kolei jego optymalng warto$¢ wyrazi¢ mozna jako:

n'! m_ 1 1 1
m =0 =2 &' = E(upal -2 ) = gopt (3.3.17)

Podtrzymujac wczesniej przyjete zalozenie, ze ¢ = ¢; 1 odwotujac si¢ do tozsamosci (2.22), wrazliwos¢

na ttumienie uktadu to:

101(Cr22 + kr12) + Cz(Cr12 + krzz)
2 (crp + )% + (kpq + kpp)?

1
DY = el — eff = 37" = (3319)

Dla przyjetych domy$lnych wartosci parametrow DX ~ 0,032, natomiast DE = 0,050.
W tym przypadku, za sprawag modyfikacji uktad do$wiadcza zatem trzydziestoszeScioprocetowej

redukcji wrazliwos$ci na thumienie.

Charakterystyke wzmocnienia 1y wyprowadzi¢é mozna badajac relacje sprawnosci szczytowej
badanego wariantu oraz wariantu podstawowego, uwzgledniajac przy tym tozsamosci (2.16), (2.17),

(3.3.12) i (3.3.16):

1
o -3 (upa; — AM)a?

e a 1
i =T _ 6CET+ Mas _ © (g pas =41 +2") oy P Cali) (33.19)
5k —ela? _ (%upal _ c) &2 upa; — 2¢;

6(el +cy)as

6 ((%upal - C) + c1> as

Ostatnim z parametrow, ktory nalezy zdefiniowaé, jest szerokosci pasma wysokiej sprawnosci B/,

ktora wynosi:

%pal(en + A1) i@pal(en + A1)

u 0,9
n=ogopll = 2 2 3.3.20
77 np ul (pal)z ( )
160 g™ + Al
Bl =y, —u; = /H a ~ 1,4uly ~ 0,7uy) (3.3.21)
1
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Relacja pomiedzy szerokoscig pasma wysokiej sprawnosci B! a predkoscia nominalng pozostaja

wiec taka sama, jak w przypadku analogicznych wielko$ci opisujacych wczesniej analizowane warianty.

—— Analitycznie - rozwiazanie 1 stabilne

Numeryczne
© v Analitycznie - rozwigzanie 2 stabilne

I
P

il

Sprawnosc r

> ox

E_ L L L L 1 L L L L 1 L L L L 1 L M M M 1 L L L L 1 L L L L 1
0 3 1d 15 20 3

a

n
L
=

u
Rys. 3.3.2. Dwie naktadajgce si¢ na siebie charakterystyki uktadu.

Wariant II wykazuje jeszcze jedno podobienstwo do wariantu I — mnogo$¢ rozwigzan réwnan (3.3.5)
moze prowadzi¢ do wspotistnienia dwoch réwnowaznych charakterystyk sprawnosci ukladu.
To, ktora z nich begdzie reprezentowata faktyczne zachowanie uktadu zaleze¢ bedzie od predkosci
przeplywu u oraz przyjetych warunkéw poczatkowych. Moze prowadzi¢ to do omoéwionych
w poprzednim rozdziale pozadanych skutkéw, takich jak rozszerzenie efektywnego pasma wysokiej
sprawnosci. Z drugiej strony, efektem moze by¢ tez niemal pelne natozenie si¢ dwoch charakterystyk,
z ktérych jedna zapewnia znacznie mniejszg sprawno$¢ od drugiej. W konsekwencji, uktad moze
doswiadczy¢ istotnego spadku sprawnosci w wyniku zle dobranych warunkéw poczatkowych.
Charakterystyke sprawnosci urzgdzenia wykazujacego te ceche przedstawiono na rysunku 3.3.2. Nalezy
jednak mie¢ na uwadze, ze zjawiska tego mozna unikngé¢ poprzez odpowiedni dobér parametrow,

zatem nie jest to wada o charakterze krytycznym.

Wszystkie powyzsze wnioski pozostajg prawdziwe zarowno dla k; =0 jak i dla x, = 0.

Klasy urzadzen przypisane do podwariantu Il nalezy wigc uznac za tozsame pod wzglgdem sprawnosci.
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4. Uklady nieliniowe

W rozdziale 2 przedstawiono analizg sprawnos$ci najprostszego wariantu GEH. Wsrdd alternatywnych,
bardziej ztozonych wariantow wskaza¢ mozna uklady cechujgce si¢ nieliniowa charakterystyka
sprezystosci. W' licznych, cytowanych w rozdziale pierwszym, pracach naukowych dowodzono,
ze nieliniowa sprezysto$¢ moze mie¢ korzystny wpltyw na sprawnos¢ urzadzen odzyskujacych energie
z drgan. Naturalnym krokiem jest wigc eksplorowanie konsekwencji, zastosowania takiej modyfikacji
w przypadku odzyskiwania energii z drgan wzbudzanych przeptywem. Zaskakuje wiec fakt,
ze wérod prac na ten temat, znalezC mozna glownie badania typu case — study [58 — 62],
ktore nie przedstawiaja ogdlnych wnioskow na temat wplywu nieliniowosci na sprawnos¢ urzadzen tego
typu. Zgodnie z wiedza autora, opublikowano jeden artykut [63], ktorego celem jest ocena wpltywu
roznych typow nieliniowosci na sprawnos¢ GEH, jednak nalezy zaznaczy¢, ze w pracy tej nie okreslono
szerokoSci pasma wysokiej sprawnosci urzadzen nieliniowych oraz pominieto wptyw tlumienia
strukturalnego na sprawno$¢. A sg to — jak zostanie wykazane w dalszej czesci pracy — Kluczowe
wyrdzniki uktadéw nieliniowych. Ponadto, w cytowanym opracowaniu, poczyniono pewne zatozenia,
ktore w istotny sposob zaburzaja doktadnos$¢ wynikéw, czego dowod roéwniez znalezé mozna

W niniejszym rozdziale.

Nieskonczony zbior nieliniowych charakterystyk sprezystosci, jakimi moze cechowac si¢ uktad
fizyczny, zostanie tutaj ograniczony do rodziny nieliniowosci typu Duffinga, tj. takich, dla ktorych
bezwymiarowa energia potencjalna uktadu opisana jest wyrazeniem V = %ky2 + ikny“,

gdzie k, = k, # to bezwymiarowy wspotczynnik nieliniowej sprezystosci.

W zalezno$ci od znakow parametrow k i k, uktad wykazywaé moze jedng z trzech charakterystyk:
progresywna dla k >0 oraz k, > 0, gdzie sita potrzebna do odksztatcenia uktadu o jednostke
przemieszczenia ro$nie wraz z przemieszczeniem. W przypadku, kiedy k = 0 moéwimy o ukladzie

czysto nieliniowym.

Kiedy k > 01k, < 0 sita potrzebna do odksztatcenia uktadu o jednostke przemieszczenia maleje wraz
z przemieszczeniem i uktad nazywamy degresywnym. Nalezy zaznaczy¢, ze tak zdefiniowany model
sprezystosci ma sens fizyczny tylko przy drganiach pomiedzy punktami siodlowymi y = i\/T/kn .
Jesli odksztalcenie uktadu przekroczy potozenie punktu siodlowego, stanie si¢ on niestabilny
dynamicznie i tym samym fizycznie nierealizowalny. Zjawisko to uzasadnia si¢ faktem,
ze nieliniowosci typu Duffinga uzyskuje si¢ poprzez rozwinigcie w szereg Maclaurina rzeczywistych
charakterystyk i jako takie moga one pozostawa¢ w zgodzie z rzeczywistoscia tylko dla matych

odksztalcen.
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— k>0, k,>0 k=0, k<0
k<0, k,>0

0.0 & = &

Energia potencjalna 'y

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Odksztalcenie vy

Rys. 4.1.1. Wykresy energii potencjalnej uktadow o roznych charakterystykach sprezystosci.
Jezeli k < 0 i k, > 0 to uktad ma bistabilng charakterystyke sprezystosci i cechuje si¢ on dwoma
stabilnymi potozeniami rownowagi — dla odksztatcen y = i\/T/kn (punkty weztowe) oraz jednym
niestabilnym dla odksztatcenia y = 0 (punkt siodlowy). Oznacza to, ze uklad bistabilny moze
wykazywa¢ dwa rozne jako$ciowo zachowania — drgania wokot jednego potozenia rownowagi (drgania
wewnatrzdotkowe) lub drgania pomiedzy dwoma potozeniami rownowagi (drgania migdzydotkowe).

Poszczegolne przypadki zilustrowano na rysunku 4.1.1.
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4.1. Posta¢ rozwiazan — eliptyczne funkcje Jacobiego

Bezwymiarowy model matematyczny urzadzenia nieliniowego przyjmuje zatem postac:

.3
(ji+cj/+ky+kny3—v =p<a1uy+a3y—>
i u (4.1.1)

i+ 4y =0
KU + — =
~ty

Kierujac si¢ zatozeniami analogicznymi do tych, jakie pozwolity na okreslenie postaci rozwigzania
modelu matematycznego urzadzenia liniowego, mozna wnioskowac, ze przebiegi drgan y(t) i napigcia

v(t) uktadu nieliniowego opisane beda funkcja spetniajacg rownanie:

z podobna jak poprzednio uwagg, ze amplituda tych oscylacji nie bedzie zdeterminowana wytacznie
przez warunki poczatkowe. Rownanie (4.1.2) nie ma rozwigzania w postaci funkcji elementarnej, mozna
jednak wskaza¢ funkcje specjalne spetniajace je w sposob Scisty, w zalezno$ci od charakterystyki
sprezystoéci. Przyjmujac warunki poczatkowe: y(0) = A, y(0) =0 oraz k = a?, k,, = B (uktad

0 progresywnej sprezystosci) jego pierwsza catka wyniesie:

1 /dnW? 1 1 1 1
E(d_D +-aly? +—By* —sa?A* ——BA* =0 (4.13)

Poprzez podstawowe przeksztalcenia matematyczne, rownanie (4.1.3) redukuje sie do postaci:

1 (dy\?
H(2) =@y 4ty 1y (4.1.4)

202

i A? = a?, A% = b?, a nastepnie rozwiazujac rownanie dla czasu t:

A

2 dy

Z = 4.1.5
ﬁyfﬂaw%—y% t (1)

Po lewej stronie rownania (4.1.5) znajduje si¢ catka eliptyczna, ktorej warto§¢ mozna odczyta¢ w [70]:

Przyjmujac, ze

A
dy _ 1 1 X b
3-!\/(a2 ¥ y2)(b% — y2) - JaZ ¥ b2 cn (b m) (4.1.6)

b
va?+b?

tej 1 kolejnych eliptycznych funkcji Jakobiego zostanie omoéwiona w dalszej czeSci rozdziatu.

gdzie cn™?! C}—/|

) (zapis za [70]) to funkcja odwrotna do eliptycznej funkcji Jakobiego cn. Istota

Podstawiajac powyzszg tozsamos¢ do roéwnania (4.1.5) i wracajac do pierwotnych oznaczen uzyskano:
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pA?

-1 y — 2 2
AL Azt 417
@ (A 2pa2 1 2a2) VN HE (4.17)

zatem:

y = A cn(Q t|m), 0<m<0,5 (4.1.8)

2
gdzie: Q = \/2a? + BA? jest czgstoscia funkcji eliptycznej, am = % modulem eliptycznym.

Poszukujac rozwigzania uktadu o degresywnej sprezystosci, tj. takiego, ktorego k = o?, k, = —f3,

nalezy narzuci¢ odpowiednie ograniczenie na zadane warunki poczatkowe, w taki sposob, aby wartos¢

wspotrzednej nie przekroczyta punktu siodtowego, np.: y(0) = 4, |[A] < /2%2, y(0) = 0.

Da tak przyjetych danych, pierwsza catka rownania (4.1.2) wyniesie:

1/dy\*> 1 1 1 1
2(qe) +20 —hy A A =0 19
2% _

A? = a? i A% = b? oraz rozwigzujac to réwnanie dla t, uzyskano:

y
2 dy ~
\/;Of J@ +y2) (b2 —y?) =t (4.1.10)

Zgodnie z [70], catka wystgpujaca w rownaniu (4.1.10) wynosi:

Wprowadzajac oznaczenia 3

y
= L (2 bj)
E!_\/(az —y2)(b% — y?) - asn (b a2 (4.1.11)

2
gdzie sn~! (% | %) to funkcja odwrotna do eliptycznej funkcji Jakobiego sn. Przejscie do oznaczen

pierwotnych i sformutowanie relacji odwrotnej umozliwia wyrazenie potozenia uktadu w funkcji czasu:

y = Asn(Q t|m), 0<m<1 (4.1.12)

. _ 2 1 2 _ BA?
Gdzie: Q = fa 5 BA? orazm = 2a?pAz

Pierwsza calka ukladu o bistabilnej charakterystyce bistabilnej (k = —a?, k,, = ), dla warunkow

poczatkowych y(0) = A, y(0) = 0 dana jest jako:

leany? 1., , 1., 1, 1
=) —Z — —02A2 —B=-A% = 4,11
2<dt> 2OV Py A Ay A =0 (#113)
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Powyzsze réwnanie przeksztatlcono do postaci:

f = dt (4.1.14)
# oz -2 ——AZ—y)

Nalezy podkresli¢, ze w zaleznosci od wartosci wychylenia poczatkowego uktadu A, uktad moze

2
doswiadcza¢ dwoéch roznych jakosciowo zachowan. Dla A < 2%, a wigc w przypadku drgan

2
wewnatrzdotkowych nalezy przyjaé, ze A2 — 2% = a? i A?> = b?. Bedzie wtedy spetniona tozsamos¢:

2( dy ~
\/;)_[ JOZ—bD(@ - y?) =t (4.1.15)

Zatem, zgodnie z [70], czas t dany jest funkcja:

21 (y a®—b?
——dnt 2| ———) =t (4.1.16)

Co po podstawieniu oznaczen pierwotnych i inwersji prowadzi do zaleznosci:

2a?
y = ’T—AZ dn(Qtlm), 0<m<1 (4.1.17)
Q= |a?—ZpA%orazm = 264" 20
2 paz -
2

W przypadku, kiedy wychylenie poczatkowe uktadu bistabilnego wynosi A = 2%, przyjmuje sig,

22
B
posta¢ identyczng do (4.1.6), zatem:

ze A> —=— = —a? oraz A®> = b? i w takim wypadku, catka eliptyczna pojawiajaca sie w réwnaniu ma

y = Acn(Qt|m), 05<m<1 (4.1.18)

Lo 7 5.2 _ pA?
gdzie: Q = /BA? — 2a? oraz m = YRy

Wyprowadzone powyzej eliptyczne funkcje cn oraz sn mozna postrzega¢ jako uogolnienie funkcji sinus
i cosinus trygonometrycznych — dlatego tez powszechnie okre$la si¢ je mianem eliptycznego sinusa

oraz eliptycznego cosinusa.
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Rys. 4.1.2. Wspotrzedne punktu poruszajacego si¢ po okregu oraz po elipsie [72].

Postugujac si¢ interpretacja mechaniczng stwierdzi¢ mozna, ze tor ciala, ktérego wspotrzgdne w ptaskim
kartezjanskim uktadzie wspotrzednych dane sg funkcjami sinus i cosinus, bedzie miat ksztatt okregu.
Jesli natomiast ruch punktu zadany bedzie przy pomocy funkcji cn i sn, to jego tor przyjmie ksztalt
figury bardziej ogolnej — elipsy (rys. 4.1.2). Kluczowa cechg odrdzniajaca eliptyczne funkcje Jacobiego
od funkcji trygonometrycznych jest fakt, ze te pierwsze sg opisane nie tylko katem fazowym,
ale rowniez modutem eliptycznym, bedacym bezwymiarowym parametrem opisujagcym wydtuzenie

(mimosrod) elipsy, danym wzorem:

m=1-— (4.1.19)

Istotnym faktem jest rowniez to, ze promien elipsy zmienia si¢ wraz z katem, a tempo tej zmiany zalezy
od mimosrodu elipsy. Zjawisko to odzwierciedlone jest poprzez eliptyczna funkcje delta dn.

W nawigzaniu do rysunku 4.1.2, mozna zatem zapisac:

X = s; en(¢p|m) (4.1.20a)
Y = sn(¢p|m) (4.1.20b)
s3 = s, dn(¢p|m) (4.1.20¢)

Ponadto, ze wzoru (4.1.19) wynika, ze Vg _;, m = 0 i prawdziwe sa wtedy tozsamosci:

cn(¢|0) = cos(¢) (4.1.21a)
sn(¢|0) = sin(¢p) (4.1.21b)
dn(¢|0) = 1 (4.1.21¢)

Modut eliptyczny mozna wiec postrzegac jako miar¢ wptywu nieliniowej sprezystosci na ruch uktadu.

Wykresy funkcji cn, sn oraz dn dla modutu m = 0,9 przedstawiono na rysunku 4.1.3.
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cn(@|0.9) sn(]0 9) dn(g|0.9) — Kim) E(m)
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@ m

Rys. 4.1.3. Przebiegi funkcji cn, sn oraz dn. Rys. 4.1.4. Wykresy eliptycznych calek
zupetnych: Pierwszego rodzaju K oraz
drugiego rodzaju E.
Analogicznie do funkcji sinus i cosinus, ktorych okres utozsamiany jest z obwodem kota,
tak okres T, = T funkcji cn i sn jest rowny obwodowi elipsy, zatem zalezny jest on od modutu
eliptycznego. Zalezno$¢ ta dana jest wzorem:
T mm 9m?m 25m3m

1
ST=Km) =K ~ =+ —
4 (m) 2t 8 T 128 T 512

(4.1.22)

Gdzie K to zupelna catka eliptyczna pierwszego rodzaju. Innym istotnym parametrem jest zupetna catka
eliptyczna drugiego rodzaju E (m), ktora opisuje dhugo$é¢ ¢wierci obwodu elipsy wzigtego jako krotno$é
wielkiej pétosi s; (4.1.23). Wykresy K (m) oraz E(m) przedstawiono na rys. 4.1.4. Okres funkcji dn
jest dwukrotnie mniejszy od okresu funkcji cn oraz sn.

7 mn 3m?m S5min

1
dal TEm=E~s - T 512

(4.1.23)

Konsekwencja faktu, ze okres funkcji eliptycznej zalezy od jej modulu jest to, ze aby dwie funkcje
o roznych modutach miaty jednakowy okres T, muszg mie¢ rozne czestosci eliptyczne Q;(m) = ;.

Zgodnie z definicja (4.1.22):

Q, =20, (4.1.23)

Na rysunku 4.1.5 przedstawiono dwie funkcje: cn(¢|0,3) oraz cn(1,5 ¢]0,9). Ich czestosci oraz moduty
dobrane zostaly w taki sposob, aby w przyblizeniu spetniaty rownanie (4.1.23). Rysunek ten ukazuje
réwniez, ze zgodnie z rownaniami (4.1.8) i (4.1.18), funkcja cn w istocie moze opisywacé ruch uktadu z
progresywna sprezystoscia oraz bistabilnego — jak wskazuja wyprowadzenia, 0 charakterze przebiegu

decydowac bedzie przedziat z jakiego wybrana zostata warto$¢ modutu.
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— cni@|0.3) cn(1.,5¢(0.9)
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0 2 4 (=] ] 10

¢
Rys. 4.1.5. Przebiegi funkcji cn o module m = 0,3 oraz m = 0,9.

W dalszej czgsci pracy wykorzystywana bedzie jeszcze jedna funkcja eliptyczna, mianowicie amplituda

Jakobiego, definiowana jako:

am(m) = %dn(d)lm) = arcsin(sn(d)lm)) = arccos(cn(qblm)) = (4.1.24)

Inne istotne tozsamosci [70, 71]:

sn(¢q|m) cn(¢z|m) dn(¢z|m) + sn(¢pz|m) cn(¢p,|m) dn(¢;|m)

1 —m sn(¢1|m)? sn(¢pz|m)?

sn(py + ¢p|lm) =

~ sn(¢1lm) + cn(g1Im) dn(g|m) = sn(g|m) + cn(es|m) (4.1.25)

mm
4(E - (1 —-m)K)
cn(¢1Im) sn(gpz|m) + sn(@q|m) sn(¢,m) dn(¢;|m) dn(¢,|m)

NPy + pzlm) = T = m sn(s[m)? sn(Im)?
~ en(y|m) — sn(gy|m) dn(sm) ~ en(galm) — e sn(im) (4.126)
sn(¢p|m)? + cn(¢plm)? =1 (4.1.27)
sn(¢p|m)? + mdn(¢|m)? =1 (4.1.27)
¢ 4(K—E
fsn(¢|m)2 dg = (T_) (4.1.28)
0
¢ 4(E DK
fcn(¢|m)2 dp = 2EF (Z — DK (4.1.29)
0

W dalszej czgéci pracy rozpatrywane beda funkcje eliptyczne o jednakowej postaci analitycznej
argumentu ¢ =Qt oraz module m. Celem zwigkszenia czytelnosci, przyjeto wigc zapis

sn(¢p|m) = sn, cn(¢p|m) = cn oraz dn(¢p|m) = dn.
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4.2. Progresywna charakterystyka sprezystosci

Zgodnie z informacjami zawartymi w rozdziale 4.1, zasadne jest zatozenie, ze przyblizone rozwigzanie

modelu (4.1.1) dla k > 0 oraz k,, > 0 bgdzie miato postac:
y =A4A,cn (4.2.1a)
v = A,cn + B,sn (4.2.1b)

Podstawienie powyzszych zatozen do modelu (4.1.1) prowadzi do jego przeksztalcenia do uktadu

rownan algebraicznych o postaci:

p03a;
A Tdn3sn3 + (A k + A,(2m — 1)02% — Ayk)en + A, Q(upa; — c)dnsn
—B, sn+ (A3k, — 2m0?A, )cn® (4.2.2a)
1 1
Ay—cn = 02(Ayk + Ay) dnsn + B, —sn + B, cndn = 0 (4.2.2b)

W ukladzie tym wystepuje pig¢ niewiadomych wielkosci: Ay, Ay, By, £ orazm. Moga by¢ one
wyznaczone na drodze bilansu harmonicznych eliptycznych, jednakze implementacja tej procedury
bezposrednio do uktadu réwnan (4.1.1) nie da pozadanego efektu. Bedzie tak poniewaz znaczna liczba
harmonicznych (cn, sn,cndn,sndn, cn®, dn3sn3) spowoduje, ze poszczegdlne parametry beda
rozdystrybuowane w duzej liczbie réwnan bilansu, skutkiem czego doprowadza one jedynie

do rozwigzan trywialnych. Fakt ten zobrazowano w tabeli 4.2.1.

Tabela 4.2.1. Zestawienie harmonicznych eliptycznych.
harmoniczna Roéwnanie 1 Roéwnanie 2
cn (k +(@2m-1Dw*)A, -4, =0 % =0
sn B,=0 @ =0
r
cndn - wkB, =0
sn dn w(upa; —c)A, =0 w(Ayk +A,) =0
cnd knA3 — 2mw?A, = 0 -
sn3dn3 M — -
u
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Jest to czesty problem wystepujacy podczas bilansu harmonicznych eliptycznych, a jego czgsciowe
rozwigzanie przedstawiono w [71]. Autorzy pracy wskazujg, ze iloczyny cn dn oraz sn dn mozna

aproksymowac przy pomocy funkcji:

d nm (4.2.3a)
sndn = ———-Sn .00
4(K — E)
d nm (4.2.3b)
cndn =~ cn -
4(E — (1 —m)K)
sndn ---.-- " ;'TE sn endn -ee-- a(E Tln N
rysn+ 30 Faen + Meen®
T T 10 f—
s e o
0 /. \\ 0 \'\
'{ N, 1 \\‘.
/ \ ] N,
0.0 / AN 1 0o \""\w
\\.‘ ] “05r .\‘H\ 7
st N, ] N g
~e . 10 g L ..-|/
. : B 3 2 : 0 1 z 3 4

Rys. 4.2.1a. Przebieg funkcji sn dn oraz dwoch ~ Rys. 4.2.1b. Przebieg funkcji cn dn oraz dwoch
wariantow jej aproksymacji dla modutu wariantow jej aproksymacji dla modutu
m = 0,4. m = 0,4.
Z aproksymacji tych skorzystano roéwniez w [63]. Nalezy jednak zauwazy¢, ze dla modulu

o wartoscim > 0,4 powyzsze przyblizenia stajg si¢ niedoktadne (rys. 4.2.1). Zastosowano wigc,

niezaproponowane w literaturze nigdy wczesniej, przyblizenia wyzszego rzedu, tj. o postaci:
sndn = Iysn + I3sn3 (4.2.4a)
cndn ~ Ien + Tyen® (4.2.4b)

gdzie wspotczynniki [, i = 1,2,3,4 wyznaczono droga aproksymacji metoda najmniejszych kwadratow.

Ich warto$ci wynosza:

3mn(2(16 + (m — 1)m)E + (m — 16)(m — 2)K)
16 ((4 +m(4m — 19))E2 — 2(4 + m(8m — 15))EK + (m — 1)(7m — 4)K2)
5m? 31m?3

~1+ 128t To2a

F1=

(4.2.5a)

S —3mn((32 — 62m + 32m?)E + (m — 2)(m — 1)(15m — 16)K)
2 16((11m(m? — 1) — 4)E?2 4+ 2(m — 1)(m(3m — 7) — )EK — (m — 1)?(4 + 3m)K?)
m 11m? 35m3

2 128 1024

(4.2.5b)
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—15m?n((m — 8)E + (8 — 5m)K)
16 ((4 +m(4m — 19))E2 — 2(4 + m(8m — 15))EK + (m — 1)(7m — 4)K?)

m 5m? 11m?3

—_——_— e —

F3 =

(4.2.5¢)

3 15m?n((7m — 8)E + (m — 1)(3m — 8)K)

"~ 16((11(m — 1)m — 4)E2 + 2(m — 1)(m(=7 + 3m) — 4)EK — (m — 1)2(4 + 3m)K?)
m 3m? 5md

2732 T1z8

Iy

~
=

(4.2.5d)

Zastosowanie przyblizen (4.2.4) przeksztatca uktad rownan (4.2.2) do postaci (4.2.6). W Tabeli 3.2

zestawiono rownia bilansu harmonicznych eliptycznych uktadu (4.2.6).

3 l"33.033613

3T, %L p03a
A3 Sl1 13piimas Ay—sn9
u

e 3% pRca,
y y

sn® + n’

F13p.(22a3
+(A,(k + @m —1)0?) — 4,)en + 0 | AyT3(upa; —c) + A;T sn3

+(A,102(upay, — ¢) — B,)sn + (A3 k, — Ay, 2m0?)cn® = 0 (4.2.6a)

B A
B,I,0kcn® — [30(kA, + Ay)sn® + (—Fl.Q(KAv +4,)+ 7") sn + (T" + FZ.QKB,,) cn = 0 (4.2.6b)

Tabela 4.2.2. Zestawienie harmonicznych eliptycznych po zastosowaniu aproksymacji (4.2.4).
harmoniczna rownanie 1 rownanie 2
2 Ay
cn Ay(k+(2m—-Dw*)—-A4,=0 T+F2a)icB,,
— B‘U
sn Nw(upa; —c)A, — B, =0 Low(kd, +Ay) - —=0
cn? A;kn — 24, mw? =0 B,Tukw =0
3 I’ pw?a;
sn Ayw(T3(upay —c) + A3 T) =0 Lo(kd, +4,) =0
I °T3pw?
5 1 lz3pw~as B
sn 34 —— =0
L2 pwia
7 113°p 3 .
sn 3A§, — 0
sn® 43 F33pw3a3 ~0 )
Tu

Powyzsze zestawienie sugeruje, ze implementacja opisanej procedury skutkuje zwigkszeniem liczby

réwnan bilansu majacych nietrywialne rozwigzanie, ale nie zapewnia im odpowiedniej ztozonosci —
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wystepuja w nich nie wszystkie parametry, zatem nietrywialne rozwigzania nie bgda zawieraty
wszystkich parametrow uktadu i tym samym nie moga by¢ uznane za poprawne. Problem ten mozna
rozwigza¢ odwotujac si¢ do tozsamosci (4.1.24) — uzasadnione jest aby za funkcje cn i sn podstawic¢
funkcje cos(¢) i sin(¢), gdzie ¢ to amplituda Jacobiego. Umozliwi to roztozenie funkcji wyzszego

rzedu do postaci harmonicznej, zgodnie ze znanymi tozsamosciami trygonometrycznymi, np.:

3 3 1
cn® = cos*(¢p) = Z(3cos(<b) + cos(SCD)) (4.2.7a)

sn® = sin®(¢) = %(3sin(cb) — sin(3P)) (4.2.7b)

Bilans harmonicznych uktadu réwnan powstalego poprzez podstawienie tozsamosci (2.27) do (2.2.6)

prowadzi do uzyskania rownan bilansu, ktore zestawiono w tabeli 4.2.3.

Tabela 4.2.3. Zestawienie harmonicznych eliptycznych po zastosowaniu aproksymacji (4.2.4) oraz
uwzglednieniu tozsamosci (4.2.7).

harmoniczna réwnanie 1 réwnanie 2
2 Ay 3
cos(®) (k+ (@2m — DAy — A, =0 (421 ) xB, = 0
1 X B, 3
E((MH + 3T3)04,(32u(upa; — ¢) + 3(8I,% + — -0+ Z1"3
sin(®) v r
2 —
14T,T3 + 7T3%)p%azA3)) — B, = 0 - (kAy + Ay) = 0
k, 1 1
cos(3®) A T" — EAymfz2 =0 7 [40KBy = 0
1
ZF?,.Q(C —upa;)A,
A, + A
sin(30) (16T + 60Ty 2T, + 6313 [2 + 2115%)p03a 43 %1‘39 ~0
64u
=0
3 3
sin(5®) o 3G+ (T + 7T5)p%a; ]
A =0
8u
30,2(T + STy)p3
sin(7®) 3213 (I ) 3)pf2az _ -
4 64u
3 3
sin(9®) 3 M = -
Y 256u
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Podobnie jak w przypadku uktadu liniowego o jednym stopniu swobody, cztery zaleznosci niezbedne
do obliczenia niewiadomych wielkosci uzyska¢ mozna poprzez bilans wspotczynnikoéw stojacych przy
funkcjach cos(®) i sin(®), natomiast pigte to bilans wspotczynnikéw stojacych przy cos(3®) w

réwnaniu pierwszym. Wskazane rownania skomponowano w ponizszy uktad:

A, 3
—+ (rz + ZF‘*) QkB, =0 (4.2.8a)
B, 3
—- T + ZF3)(KAU +4,)=0 (4.2.8b)
1 2 2
— A, 02 (4k + 2(m — 2) + 3A43k,) — A, (4.2.8¢)

4

AT + %F3)(32u(upa1 —¢) + 34%(8I}% + 14Ny T3 + 7157 p02as)

—B,=0  (4.2.8d)

32u
k, 1
A;T” - EmrzZAy =0 (4.2.8¢)

Korzystajac z rownan (4.2.8a) oraz (4.2.8b) wyprowadzi¢ mozna zaleznosci pomiedzy amplituda

drgaf A, a amplitudami napigcia A, i B,,.

r2 (I, + %rg) (r, + %m) K02
3

1472 (I + %Q) (ry +31) k202

Ay =—

(4.2.92)

5 r(F1+%F3).Q

142 (ry +%1"3) (r,+ %Q) K202

(4.2.9b)

Rownanie (4.2.8e) wigze modut z amplitudg i czestoscig drgan . Wynika z niego ze:

4 z_zmﬂz
y kn

(4.2.10)

Podstawiajac tozsamos¢ (4.2.9a) oraz (4.2.10) do réwnania (4.2.8d) i rozwigzujac je dla 022 uzyskano:

_2m A+ Tor?ic+ Tokr?ie? — 1+ 4Tk (1 — 2m)r2ic + 2m + Tr2i(1 + ki) — 1)2

_QZ
2T.(2m — 1)r2k2
r2e(1+ ki) =1+ 1+ 2r2k(kc — D) +r*c?(1 + k)2 w? (4.2.11)
~ 2r2Kk%2(1 — 2m) - (1-2m -

Gdzie I, = (F1 + %I}) (Fz + %Q) =~1-— % Powyzsza tozsamo$¢ dowodzi, ze modut eliptyczny m
stanowi czynnik modyfikujacy czestos¢ eliptyczng uktadu nieliniowego wzgledem czestosci kotowej w
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uktadu liniowego. Zaleznos$¢ ta, wraz z rownaniem (4.2.10) pozwalajg okresli¢ zalezno$¢ pomigdzy

modutem eliptycznym m a amplituda drgan A,

A%k
m = > y n (4.2.12)
2(4,%ky — 20?)
Zgodnie z rownaniem (4.2.8d), amplitudg drgan A, wyrazi¢ mozna wigc jako:
4u(c + e —upa
Ji= ( pa) (4.2.13)
3I;p0N%a;s
Gdzie I; = %+ %l‘ll}, + 21“32, a ttumienie elektryczne e’ wynosi:
° r rK r
e (4.2.14)

(m — 2)r2x2w? -
4m — 2

T 1+ r2K20°T,

1+ 1+ (w2 + %knAyz) K212

Nalezy zaznaczy¢, ze dla el! Im=0 = el. Trzy ostatnie wyraZenia umozliwiajag wyprowadzenie

wielomianu trzeciego stopnia ze wzgledu na Ay = Ayz. Uwzgledniajac, ze przyjmie on postac:
Ays® + 02 Ays® + X1 Ays + X0 =0 (4.2.15)
Gdzie:

256u(c(1 4+ r%k%B) + vk —u(l + r’k?w?)pay)

Xo =

81k, *r2pas
64(k 2,.2 _ 2 1 2,.2,.2
= (kyrk~u(upa,y 2)+w( +r°K“w)pas) (42.16)
27k, “r%K?%pas
_ 4B+ 7r*k*w?)
X2 = Ok, r?

Rozwigzanie rownania (4.2.16) umozliwia wigc okreslenie amplitudy drgan A, jako funkcji znanych
parametrow ukfadu. Jawne sformutowanie amplitudy drgan A, umozliwia kaskadowe wyprowadzenie

pozostatych niewiadomych wielkos$ci poprzez skorzystanie kolejno z zaleznosci (4.2.13 — 4.2.9).

Przywolujgc zalezno$¢ (4.1.26) oraz fakt, ze okres funkcji cn i sn wynosi T = %, a takze wykorzystujac

tozsamosci (4.1.29), sprawnos¢ urzadzenia Wynosi:
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2 2 2
) %forv r(t) dt %for (Al,cn-l;Bvsn) it 1 i i OT%
= = (4,° + B,*) —5—

pus pu? T pu
> w?
2le W
2ef(c + e" —upa,) 160 T,> L+r r,21-2m
= T 7a, PR o2 (4.2.17)
leT=2m

Gdzie I} = —EH:Z_DK

. Sprawnos$¢ uktadu z progresywna sprezystoscia zostala opisana przy pomocy

2ef(c+ef —upa,)

T2 p7a; = nfl | nazywana dalej pierwotng funkcja

iloczynu trzech funkcji. Pierwsza z nich,

sprawnosci, ma postaé identyczng do funkcji sprawnosci uktadu liniowego n*, przy czym wystepujace

16TT,2

w ni¢j thumienie elektryczne jest zdefiniowane w odmienny sposob. Czynnik ~ 1, zatem jego

9

2 2
2lc” w
,y . , .. . 1+ rozl—Zm)
wplyw na sprawno$¢ moze zosta¢ pominiety. Funkcja (

- sm+(m-4)riw?—4

X
1+T2Fc:zm) sm+2(m-2)r2w2—4

= ! bedzie

nazywana funkcja wzmocnienia nieliniowo$cia.

115+

1.05

1.00 ==
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.3

m

Rys. 4.2.3. Przyktadowe wykresy funkcji *.
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Rys. 4.2.4. Charakterystyka sprawnosci uktadu o progresywnej sprezystosci, wraz z zaznaczonymi
parametrami charakterystycznymi.

Latwo wykaza¢, ze w dopuszczalnym przedziale modutu 0 < m < 0,5 (4.1.8) funkcja ta przyjmuje
wartoéci z przedzialu Y € (O;Z) niezaleznie od parametrow ukladu, zatem jej warto§¢ bedzie
wspotczynnikiem zwiekszajagcym sprawno$¢ o osiggalne asymptotycznie niespetna 17% (4.2.3).
W dalszej czesci pracy zaklada sig, ze:

n =ng " (4.2.18)

Wartoéé¢ funkcji n! oraz nf, w zalezno$ci od predkosci przeptywu, uzyskana na drodze powyzszych

rozwazan analitycznych oraz metoda numeryczna przedstawiono na rys. 4.2.4.

Parametrem odrozniajgcym uktad nieliniowy od liniowego jest modut eliptyczny m.
Zgodnie z tozsamoscia (4.2.12) jego warto$¢ wzrasta wraz z amplitudg drgan, a wigc rowniez

z predkoscia przeptywu. Wplyw poszczegdlnych parametrow uktadu na tempo tego wzrostu

zaprezentowano na wykresach ui xm(rys. 4.2.5-4.2.11).

Jak wskazujg rysunki 4.2.5 — 4.2.12, jedynym parametrem, ktorego zwigkszenie przyspiesza tempo
wzrostu modutu eliptycznego jest wspotczynnik sztywno$ci nieliniowej k. Ponadto, mozna zauwazyc,
ze dla zestawow parametrow, dla ktérych tempo wzrostu modutu jest wystarczajaco duze, modut

eliptyczny moze przyjmowac wartosci dodatnie dla predkosci przeptywu u < u,..
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Rys. 4.2.5. Zalezno$¢ warto$ci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u dla
r6znych wartosci oporu elektrycznego r.

— k=0.1 k=1 k=3 — k=5

Lr—_———————

04l
03l
0z|

0k

0.0

ufug

Rys. 4.2.7. Zalezno$¢ warto$ci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u dla
réznych wartos$ci wspotczynnika sztywnosci
liniowej k.
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Rys. 4.2.6. Zalezno$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u dla
réznych wspotczynnika piezoelektrycznego k.
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Rys. 4.2.8. Zaleznos¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkos$ci przeptywu u dla
réznych gestosci ptynu p.
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Rys. 4.2.9. Zalezno$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u dla
roznych wartosci wspotczynnika a;.
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Rys. 4.2.11. Zalezno$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u dla
roznych warto$ci wspotczynnika thumienia c.
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Rys. 4.2.10. Zalezno$¢ warto$ci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u dla
r6znych wartos$ci wspotczynnika as.
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Rys. 4.2.12. Zalezno$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u dla
r6znych warto$ci wspotczynnika sztywnosci
nieliniowej k,,.

Analize tego zjawiska nalezy zacza¢ od spostrzezenia, ze wielomian (4.2.15), w zaleznosci

od parametréow urzadzenia, moze mie¢ jedno lub dwa rzeczywiste dodatnie rozwigzania ze wzgledu

na A,. W drugim przypadku, jedno z rozwigzan bedzie niestabilne, zatem nierealizowalne technicznie.
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Nie oznacza to jednak, ze zjawisko to pozostanic bez wpltywu na wiasciwosci urzadzenia.
Na rysunku 4.2.13 przedstawiono rodzing charakterystyk sprawnosci uktadéw réznigcych si¢ wylacznie
wspotczynnikiem sztywno$ci nieliniowej ky. Choé¢ nieliniowo$¢é nie moze wptywac na stabilno$é
ukladu — a wiec i na predkos¢ krytyczna — w rozumieniu dostownym, to jednak pojawienie
si¢ niestabilnej gat¢zi rozwigzan spowoduje, ze uktad bedzie tracit stabilno$¢ na drodze podkrytycznej
bifurkacji Hopfa dla predkosci przeptywu u < u,,-, czemu towarzyszy¢ bedzie nagly przeskok do drgan
wysokoamplitudowych. Oznacza to roéwniez omawiany uklad moze pracowaé ze szczytows

sprawnos$cig ponizej minimalnej predkosci pracy zdefiniowanej dla wariantu podstawowego (2.23).

— KN=U '[(I"'.':1 kmzﬁ — HN=1D
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Rys. 4.2.13. Charakterystyki sprawnos$ci uktadéw o réoznych wspoétczynnikach sztywnosci
nieliniowej k,, zestawione z przebiegami zmian warto$ci modutu eliptycznego m(u) z predkoscia
przeplywu u.
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Zjawisko to wygodnie jest analizowaé obserwujac jednocze$nie wykresy zaleznosci modutu
eliptycznego m, oraz sprawnosci n* od predkosci przeptywu u (4.2.13). Modut eliptyczny m, bedacy
miarg wpltywu nieliniowej sprezystosci na zachowanie uktadu, dla predkosci krytycznej u., musi
przyjmowaé warto§¢ m =0 1 bedzie on rosngé wraz ze wzrostem predkosci przeptywu.
Znajduje to odzwierciedlenie na wykresie na rys. 4.4.13 — dla ky = 1, czeg$¢ galezi stabilnej oraz cata
galaz niestabilna funkcji modutu eliptycznego przyjmuje wartosci m < 0. Wigksza wartos¢
wspotczynnika ky spowoduje szybszy wzrost modutu eliptycznego z predkoscia przeplywu
1 przy odpowiednio silnej nieliniowo$ci cata gataz stabilna modutu bedzie przyjmowac wartosci
dodatnie, a modut m =0 dla predkosci krytycznej osiagany bedzie przez galaz niestabilng.
W konsekwencji czg$¢ galezi stabilnej znajdzie si¢ w obszarze predkosci przeptywu mniejszych

od predkosci krytyczne;.

Jak dotad, wykazano dwa skutki wystepowania w ukladzie nieliniowej sprezystosci: niewielkie
wzmocnienie pierwotnej funkcji sprawnosci konstytuowane przez zawsze dodatnig funkcje ¥
oraz  mozliwo$¢  podkrytycznego  przejscia  ukladu do  niestabilnosci  dynamiczne;j.
Na podstawie rys. 4.2.13, poczyni¢ mozna kolejng wazng obserwacje — wraz z rosngcym
wspotczynnikiem sztywnosci nieliniowej ky maleje sprawnos$¢ szczytowa uktadu, jego szerokosé
pasma wysokiej sprawnosci oraz predko$¢ nominalna. Przyczyny tych efektow nalezy dopatrywac
si¢ w fakcie, ze — zgodnie z tozsamoscig (4.2.14) — tlumienie elektryczne e!! analizowanego wariantu
zalezne jest od amplitudy drgan, a zatem réwniez od predkosci przeptywu. Relacje te dla réznych
wspotczynnikow  sztywno$ci nieliniowej ky, zestawione z odpowiednimi charakterystykami

sprawnosci, przedstawiono na rys. 4.2.14.

Majac na uwadze zaleznoéé thumienia elektrycznego e’ od predkosci przeptywu u nalezy stwierdzié,
ze wyrazenia (1.15) oraz (1.17), opisujace predkos¢ nominalng uIL, oraz nominalne ttumienie elektryczne
e{; uktadu liniowego, nie moga opisywa¢ réwniez analogicznych wielkosci uktadu nieliniowego.
Ponadto, ze wzgledu na zlozonoé¢ funkcji e’ (u), analityczne rozwigzanie rownania % = 0 dla u,
celem obliczeniau;, oraz e” (ug ) = ey nie jest mozliwe. W zwiazku z powyzszym, wielkosci te zostaly
obliczone metodg numeryczng dla kolejnych warto$ci wspoétczynnika k. Tak uzyskane punkty
{ufl,efl}  naniesiono na wykres (4.2.13). Na rysunku widnieje rowniez referencyjna prosta
el(ub) = e} (2.17), uzyskana dla ukladu o ky =0 oraz jednakowych wartosci pozostatych
parametrow, a takze prosta e, (2.20). Jak wskazywano we wczesniejszej czesci pracy, modut
eliptyczny dla predkosci krytycznej musi przyjmowaé wartos¢ m = 0, zatem e* (u,,) = e*, natomiast
tozsamo$é (4.2.14) wskazuje, ze thumienie elektryczne e musi male¢ wraz z predkoscia przeptywu.

W konsekwencji rownosé¢ el = e{f zachodzi dla predkosci przeplywu nizszej niz rowno$é¢ ek = eﬁ ,
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co tlumaczy zmniejszenie pr¢dkosci nominalnej w uktadzie nieliniowym. Wpltyw wspotczynnika

H
. P . y . . rr . ro u
nieliniowej sztywnosci na nominalng predkos¢ przedstawiono na ptaszczyznie “_Z X ky narys. 4.2.15.
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Rys. 4.2.14. Charakterystyki sprawnosci uktadow o réznych wspotczynnikach sztywnosci
nieliniowej k,, zestawione z przebiegami zmian warto$ci ttumienia elektrycznego e (u)
z predkoscig przeptywu u.
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Rys. 4.2.15. Wykresy zmian wartosci uj, /uy, wraz ze wzrostem wspdtezynnika nieliniowej
sztywnosci ky, dla roznych zestawow parametrow 7 i K.
Mozna tez zauwazy¢, ze tempo z jakim warto$¢ funkeji e” zbliza si¢ do ey, a po jej przekroczeniu
od niej oddala, zawsze begdzie wigksze od analogicznego procesu dla funkcji e,% i ek
co dowodzi nieunikniono$ci zwezenia pasma wysokiej sprawnosci. Wykres ilustrujacy skale tego

zjawiska przedstawiono na rys (4.2.16).
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Rys. 4.2.16. Wykresy zmian wartosci B /B wraz ze wzrostem wspdtczynnika nieliniowej
sztywnosci ky, dla réznych zestawow parametrow 7 i k.
Powyzsze wnioski sugeruja, ze silniejsza nieliniowo$¢ w uktadzie prowadzi¢ bedzie do zmniejszenia
pasma wysokiej sprawno$ci oraz zmniejszenia predko$ci nominalnej. Nalezy mie¢ na uwadze,
ze zalezno$¢ pomiedzy Szeroko$cia pasma wysokiej sprawnosci oraz predkoscia optymalna wykazano
réwniez dla uktadu liniowego (2.19), a powyzsze wykresy nie dowodza, ze wspotczynnik nieliniowej

sztywnoéci ma wplyw na te relacje. Teze te zweryfikowaé mozna analizujgc wykresy n*! uktadow
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o roznych wspotczynnikach sztywnos$ci nieliniowej oraz pozostatych parametrach dobranych w taki

sposob, aby predkosci nominalne wszystkich charakterystyk byly rowne. Porownanie takie dla trzech

réznych nominalnych predkosci przeptywu, przedstawiono na rysunkach 4.2.17 — 4.2.23.

Kazda z predkosci nominalnych uzyskana zostala na dwa sposoby — poprzez dobor wartosci oporu

elektrycznego r (lewa kolumna) oraz wspotczynnika piezoelektrycznego x (prawa kolumna).

K,=0 r=675 k,=05 r=415

Ky=3r=22 — k=11 r=121

Rys. 4.2.17. Charakterystyki sprawno$ci
uktadow o réznych wartosciach kj oraz
jednakowych ug = 8 uzyskanych poprzez

dostosowanie warto$ci 7.
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Rys. 4.2.19. Charakterystyki sprawnosci
uktadoéw o roznych wartosciach ky oraz
jednakowych ug = 9,5 uzyskanych poprzez

dostosowanie warto$ci r.
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Rys. 4.2.18. Charakterystyki sprawnos$ci
uktadéw o réznych warto$ciach kj oraz
jednakowych u,ﬁ’ = 8 uzyskanych poprzez

dostosowanie warto$ci k.
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Rys. 4.2.20. Charakterystyki sprawnosci
uktadow o réznych wartosciach kj oraz
jednakowych u{,’ = 9,5 uzyskanych poprzez

dostosowanie wartosci K.
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Rys. 4.2.22. Charakterystyki sprawnosci Rys. 4.2.23. Charakterystyki sprawnosci
uktadoéw o réznych wartosciach ky oraz uktadoéw o roznych wartosciach ky oraz
jednakowych ug = 11 uzyskanych poprzez jednakowych ug = 11 uzyskanych poprzez
dostosowanie wartosci r. Brak krzywej dla dostosowanie wartosci k.

kn=11, wskazuje na niemoznos¢ uzyskania
charakterystyki sprawnosci uktadu o
wskazanych parametrach oraz zdanej predkosci
nominalnej uj.
Powyzsze wykresy ukazuja, ze w istocie progresywna sprezystos¢ prowadzi do zwezenia pasma
wysokiej sprawnosci, jednak skala tego zjawiska nie jest zalezna wylgcznie od wspoétczynnika
nieliniowej sztywnosci oraz predkos$ci nominalnej — wskazuja na to réznice w charakterystykach
0 tej samej predkosci nominalnej uzyskanej na drodze manipulacji réznymi parametrami.
Jest to nastgpstwem faktu, ze pomimo, ze pomigdzy charakterystykami wymuszone zostato pewne
podobienstwo (w postaci jednakowych wspolczynnikow sztywnos$ci nieliniowych ky oraz predkosci
nominalnych ug ), to jednak r6znig si¢ one innymi parametrami, a to wptywa na zmian¢ wartosci modutu
eliptycznego z predkoscig przeptywu, ktory — jak juz ustalono — jest miarg wplywu nieliniowosci
na cechy uktadu. Dla bardziej szczegdétowej analizy, wygodnie jest przedstawi¢ pasmo wysokiej
sprawnosci B! w zaleznosci od modutu eliptycznego. Jako ze modut eliptyczny jest inny w kazdym

punkcie pasma wysokiej sprawnosci, przyjeto modut eliptyczny przy predkosci nominalnej — modut
H

nominalny m = m(ull) = ml jako jego wartos¢ referencyjng. Wykresy i_L x mj przedstawiono

narys. 4.2.24. Ponizszy wykres pozwala wyciaggna¢ wniosek, ze pasmo wysokiej sprawnosci BY spada

wraz ze wzrostem modutu eliptycznego mg , a spadek ten jest tym szybszy, im mniejsza jest predkosé¢

nominalna ug danego uktadu. Potwierdza si¢ rOwniez wczesniej poczyniona obserwacja, ze relacja ta

nie jest $cisle jednakowa dla réznych zestawow parametrow, nawet jesli zapewniaja one jednakowa

4 . r . . . r . H
predkos¢ nominalng uktadu, przy czym roznice te s marginalne oraz rosng wraz z warto$cig my, .
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Rys. 4.2.24. Zaleznos¢ wartosci stosunku B#/BY od modutu nominalnego m] dla réznych
predkosci nominalnych uy; .
Ostatnim, zjawiskiem ktore zostanie przeanalizowane, jest wplyw nicliniowosci na sprawno$c¢
szczytowa 17{,’ . Jak juz wskazano we wczesniej czesci pracy, wykresy na rys. 4.2.13 — 4.2.14 sugeruja,
ze wzrost wspotczynnika sztywnosci nieliniowej prowadzi do spadku sprawnos$ci szczytowej
oraz zmniejszenia predkosci nominalnej. Mozna zatem stwierdzi¢, ze istnieje korelacja pomigdzy
spadkiem sprawnosci szczytowej oraz zmniejszeniem predkosci nominalnej, tak jak to miato miejsce
w przypadku uktadu liniowego (2.15). W zwigzku z powyzszym, zasadne jest aby oceniaé wptyw
nieliniowo$ci na sprawnos¢ szczytowa, poréwnujac uktady o jednakowych predkos$ciach nominalnych,
tak jak to mialo miejsce podczas badania zmian pasma szerokosci wysokiej sprawnoSci.
Analiza wykresow przedstawionych na rys. 4.2.17 — 4.2.23 kaze stwierdzi¢, ze spadek sprawnosci

szczytowej w wyniku obnizenia predko$ci nominalnej jest tym mnigjszy, im silniejsza jest nieliniowos$¢.

Efekt ten wywolany jest cze$ciowo przez wptyw funkcji ¥, ale znaczenie ma réwniez fakt,
ktory zaobserwowac¢ mozna juz na rys. 4.2.14. Istotne jest tutaj spostrzezenie, ze:

onft

oi = 0 = el =g =5 upay —c) = egpe = eopt (4.2.19)

Nieliniowos¢ nie wptywa wiec na funkcj¢ thumienia optymalnego e, Zarowno ta prosta, jak i e;; (w)
opisuyjaca tlumienie nominalne uktadu liniowego (2.17) widnieja na wykresie 4.2.14.
Sprawnos$¢ szczytowa dowolnego uktadu bedzie tym wigksza, im blizsze bedg wartosci obydwu tych

parametréw. Roéznice pomigdzy ich wartoéciami nazwano wrazliwoscig na tlumienie DL,
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ktora dla uktadu liniowego wynosi DL = ¢ (2.22). Analizujac zmiang¢ potozenia punktu {ug ,e{,’ }
w skutek zwiekszania wspotczynnika nieliniowej sztywnosci k,, zauwazy¢ mozna, ze warto$¢ thumienia

nominalnego uktadu o progresywnej sprezystosci zbliza si¢ do wartosci e,,:. Mozna wigc zapisac, ze:
Copt — €p < €opt — € (4.2.20)

Zatem tlumienie elektryczne przy predkosci nominalnej ezﬁ’ jest blizsze optymalnemu tlumieniu
elektrycznemu e,,; w przypadku wystapienia w ukladzie progresywnej sprezystosci, co z Kolei
przyczynia si¢ do zwickszenia sprawnosci szczytowe;j ng . Relacje ukazujaca wzrost ng wzgledem nIL,
w zalezno$ci od wartosci modutu eliptycznego przy predkosci nominalnej mg dla réznych predkosci

nominalnych, przedstawiono na rys. 4.2.25.
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Rys. 4.2.25. Zalezno$¢ warto$ci stosunku ng / 771]3 od modutu nominalnego mg dla r6znych
predkosci nominalnych ug .
Powyzszy rysunek jednoznacznie wskazuje, ze wzmocnienie Zzapewniane przez progresywna
sprezysto$¢ rosnie wraz z malejaca predkoscig nominalng uj, @ wzmocnienie to jest tym silniejsze,
im wyzsza jest wartos¢ modutu nominalnego mg . Zasadne jest wiec aby okre$li¢ zalezno$¢ pomigdzy
wzmocnieniem 7y /n; a predkoscia nominalng, przy optymalnym module nominalnym mj.
Graniczna warto$¢ tego ostatniego wynosi mg = 0,5 (4.2.12). Jej osiagnigcie byloby mozliwe tylko
w wypadku, w ktorym liniowa sktadowa sprezysto$ci uktadu bytaby réwna zeru. Jest to warunek

technicznie nieosiagalny, ze wzgledu na nieunikniong obecno$¢ liniowej sprezystosci piezoelektryka.
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Wzmocnienie zostalo wige okreslone przy module o arbitralnie wybranej, suboptymalnej warto$ci,
tj. m{ = 0,45. Suboptymalne wzmocnienia nf /n5 = ng dla kolejnych predkosci nominalnych ulf

przedstawiono na rys. 4.2.26.

Analitycznie Aproksymacja
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Rys. 4.2.26. Punkty opisujace suboptymalne wzmocnienie dla kolejnych predkosci nominalnych
oraz funkcja aproksymowana na podstawie tych punktow.
Jak wykazano we wczesniejszej czg$ci rozdziatu (rys. 4.2.13), omawiany uktad moze pracowac
ze sprawnoscig szczytowg przy predkosci nizszej niz minimalna predko$¢ nominalna zdefiniowana

dla wariantu podstawowego (2.23). Nalezy wigc oczekiwac, ze funkcja na (uf) bedzie miata asymptote

: H __ ., L _ 2c . . . H .. . .. . .
pionowa up = up = - Ponadto, zatozy¢ mozna, ze ‘v’ug>pszl:1 na > 1, co z kolei implikuje istnienie

asymptoty poziomej nfl = 1. Uwzgledniajac powyzsze fakty, zalezno$¢ ni (u,’; ) zaproksymowacé

mozna funkcjg o postaci 1 + HB L, gdzie B; = 1,08 jest wspotczynnikiem wyznaczonym na drodze
wH_2C

P pag
aproksymacji metoda najmniejszych kwadratow. Funkcje suboptymalnego wzmocnienia uktadu

0 progresywnej sprezystosci wyrazi¢ wiec mozna jako:

1,08
na(up) =mi ~ 1+ ——— (4.2.21)

u —_— —
Ppay
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4.3. Degresywna charakterystyka sprezystosci

W niniejszej czeSci pracy analizie poddany zostanie uktad, ktorego przyrost sztywnosci maleje wraz

z odksztatceniem. Jego model matematyczny dany jest ponizszym wyrazeniem:

-3
Jy+cy+ky—kyyd—v =p<a1uy+a3y—>
, u (4.3.1)
) +—+y=0

KO+ =+

Odwotujac si¢ do rozdziatu 4.1, mozna zatozy¢, ze w takim przypadku przyblizone rozwigzanie modelu
przyjmie postac:

y = Aysn (4.3.2a)
v = Ay,cn + B,sn (4.3.2b)

Poprzez podstawienie powyzszych tozsamos$ci do modelu (4.3.1) uzyskano uktad roéwnan

algebraicznych:

Ay0(c —upay)endn + (A, (k — 0?(1 —m)) — B, )sn

3

N°a
+(2m02A, — A3k, )sn® — A,cn — 45 % cn3dn3 (4.3.3a)
AV BU
—-cn— Ay Qx dnsn + —sn+ (A, + kB,)cndn = 0 (4.3.3b)

Podobnie jak w rozdziale 4.2, celem wyrugowania iloczyndéw funkcji sn i cn z funkcjg dn, a takze
funkcji eliptycznych wyzszego rzedu, wprowadza si¢ przyblizenia (4.2.5) i podstawienie (4.2.24),
co prowadzi do przetransformowania ukladu (4.3.1) do uktadu réwnan, ktérych poszczegodlne

harmoniczne zestawiono w tabeli (4.3.1)

Tabela 4.3.1. Zestawienie harmonicznych eliptycznych.

harmoniczna | Réwnanie 1 Rownanie 2

1 ) 3kNA§', Ay 3
cos(P) 5 @k + (m = 2)0)A, ——,—— KB, —+ 00 + )4y +kBy) =0

3 3
(Fz + ZF4) NA,(upa; —c) + (I‘z + ZF4) NA,

B 3
sin(®) 7" — (T + 3 T3)2K4, = 0

(96(8T, + 141,T, + 7T,%)puN?as A%) +
kA, =0
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kyA3 1 1
cos(3P) %_Emngy =0 2 [3K04, =0

| 2% (16T, (upay — cu) + (16157 + 1
sin(3P) —T,0(A, +kB,) =0
60I,°T, + 63T,I,° + 211,%)pN%azA2) = 0 4

3[, (41,7 + 71T, + 3T,%)pR3az A3 0

sin(5®) -
64u
3
2 3, 43
sin(7d) 3042 (I, +3T)pR%as 4], . )
64u
3,03, 43
sin(9) T prasdy _ ]
256u

Z powyzszej tabeli wyselekcjonowano pig¢ rownan, ktore po skomponowaniu w uktad, umozliwiaja

obliczenie pigciu niewiadomych wielkosci wystepujacych w zatozonej postaci rozwigzan:

A 3
7” + (T + 7T (Ay +KkBy) =0 (4.3.4a)
B, 3
—~ (I, +=T3)02KA, =0 (4.3.4b)
T 4
1 2 3 3
> @k + (m = 2)0%)A, — T kyA} — kB, (4.3.4c)

3 3
(r2 + —1“4) 0A,(upa; —c) + (rz + —r4) 0A,(96(8T, + 14L,T, + 7T,%)pun?azA%)

4 4
+A4,=0 (4.3.4d)

kyAS 1
”4 Y —5m0%A, =0 (4.3.4€)

Zaleznosci pomigdzy amplitudami napiecia A, i B, a amplitudg drgan A, obliczono korzystajac

z robwnan (4.3.4a) oraz (4.3.4b):

1.0

Ay=——" 2
v 1+ 72021, 7

(4.3.5a)
r2KQ?T,

By=——— % 4
v 1+ r2k202T," 7

(4.3.5b)

Gdzie T, = (I, + %Q). Na podstawie réwnania (4.3.4e) obliczono, Ze:

4 z_zmﬂz
y kn

(4.3.6)
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Rozwigzanie roéwnania (4.3.4c) dla 22, po uwzglednieniu tozsamosci (4.3.5b) oraz (4.3.6) prowadzi

do wyrazenia:

_ Ter?i + Tekr?e? — 1 —m+ JATck(1 + m)r2e? + (1 + m — Tr2k(1 + kk))?
B 2T.(1 + m)r2k?
r2k(1+ ki) — 1+ 1+ 2r2k(—1 + kk) + r*,2(1 + ki)? w?
= 2r2k?2(1+m) - 1+m)

[22

(4.3.7)

Podobnie jak przy analizie wariantu o sprezystosci progresywnej, wykazano, ze wartos¢ modutu
eliptycznego m bedzie nosnikiem informacji o skali zmiany okresu drgan uktadu nieliniowego
wzglgdem liniowego, jednak w tym przypadku, dochodzi¢ bedzie do jego wydtuzenia. Powyzsza

tozsamo$¢, wraz z (4.3.6) umozliwiajg okreslenie zaleznos$ci pomigdzy modutem eliptycznym m

a amplitudg drgan 4,
A%k
ms=—=—— Y n2 (4.3.8)
20— Ay ky
Rozwigzanie réwnania (4.3.5d) dla Ayz, umozliwia wyrazenie amplitudy drgan jako:
4u(c + e’ —upa
Ji= ( pa) (4.3.9)
3ka.(22a3
Gdzie I, = 2 + %FZQ + 21“42, a thumienie elektryczne eS wynosi:
s r r — r (4.3.10)
e’ = 1 +r2K2.(221"C ~ 1 (m — 2)T2K2w2 - 1+ (a)2 —§k 1 2)K2r2 3.
2(1+m) 47N

Ponownie podkresli¢ nalezy fakt, ze e5|,,,—o = e’. Korzystajac z rownan (2.3.7 — 2.3.9) oraz przyjmujac

Ays = Ayz, wyprowadzi¢ mozna wielomian:
Ay® + X2 Ays® + X1 Ays + X0 =0 (4.3.11)
Gdzie:

_ 256u(c(1 —r’k*w®) —rr + u(l + r’c’*w?)pa;)

Xo

81k, *r2k2pas
64 (k,r?u(c — + w?(1+ r’w?
= (knr-u(c uPa1)2 sz( K w)paz) (43.12)
27k, K%r?pas
_ 4(7r*w? = 3)
X2 = 9k, r?K?
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Rozwigzanie powyzszego rownania prowadzi do wyrazenia opisujagcego A, w sposob jawny.
Uzyskany wynik podstawi¢ mozna kolejno do (4.3.8), (4.3.7) oraz (4.3.5), w celu wyprowadzenia

pozostatych niewiadomych.

Sprawnos$¢ uktadu o degresywnej sprezystosci mozna wyrazi¢ jako:

2 2 2
e e O T e e SR VPN e
= = ~—(A,° + B,*) ——5—
pu3 pu3 TV pu3
> w?
25c_
_2e5(c+e® —upay) ZI}Fp21+r r21+m
_ . R (4.3.13)
c1+m
. _K-E . N L L . 2e5(cteS—upa;) ¢
Gdzie [; = > Przy czym mozna wykazaé, ze ~ 1. Przyjmujac, ze “autpta,  —m
1+r2—rcz w?
oraz #:;m = 1> mozna zapisac, ze:
1+T2r5m
n° =nm* (4.3.14)

Przykladowe wykresy funkcji n°oraz n3, przedstawiono na rys. 4.3.1, a funkcji 5 narys. 4.3.2.

o n° Numerycznie — n° Analitycznie  --- n°,, Analitycznie
13t e
12}
1At _
1.
znba.' 0.8+ \\
——
0sf
“E
0Tt
e 087
o O
=
04t
03t
0zt
01F P S S
u
0 o Uer .urg' myp S
5 10 15 20 5 30

Rys. 4.3.1. Charakterystyka sprawnosci uktadu o degresywnej sprezystosci, wraz z zaznaczonymi
parametrami charakterystycznymi.

Powyzszy wykres uwypukla konsekwencje zamodelowania degresywnej sprezystosci w taki sposob,
ze energia potencjalna ukfadu posiada dwa lokalne maksima — punkty siodtowe A, = +,/2w/ky,
gdzie uktad doznaje bifurkacji wezet — siodto. Po ich przekroczeniu, amplituda uktadu zmierza

do nieskonczonosci. Punkty te stanowig wigc granice poprawnosci modelu oraz, tym samym, granice

poprawnos$ci uzyskanych rozwigzan. Predkos$¢ przeptywu, przy ktoérej uktad osigga punkty siodtowe
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Ay = +,/2w/k, nazywana bedzie predkoscig siodtowg us. W rezultacie zasadne jest okreSlanie
szeroko$ci pasma wysokiej sprawnoéci BS tylko w przypadkach, w ktorych obydwa rozwigzania
réwnania 15 = 0,9175 dla u, spetniajg nierownos$¢ u; , < us. Wazng cechg analizowanego wariantu

jest tez to, ze jego funkcja wzmocnienia nieliniowoscig 1° maleje wraz z modulem eliptycznym m,

r=1, k=2 r=05, k=8 — r=1, k=8

bedzie wigc ona przyczyniac si¢ do zmniejszenia sprawnosci (rys. 4.3.2).

— =05, k=2

e
1.0

L L
0.z 0.4
m

Rys. 4.3.2. Przyktadowe wykresy funkcji 15,

Analize sprawnosci ukladu o degresywnej sprezystosci rozpoczaé nalezy od zbadania wplywu

poszczegblnych parametrow na wartos¢ modutu eliptycznego m — wykresy zmian tej wielkos$ci

wraz z predkoscia przeptywu dla réznych parametrow przedstawiono na rys. 4.3.3 — 4.3.10.

r=4 — r=5 — k=03 k=05 k=1 — k=2
——

T

r=3

— r=2

Qdr—T——— T

[ |

|II /
[ I

I 0.3

0.3
]

0.1k

01F

0.0 L=
=

ufu,,

on

0.0 -
1 2
Rys. 4.3.4. Zaleznos¢ wartosci modutu

u-lllluﬂ'l'
Rys. 4.3.3. Zaleznos$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u eliptycznego m od predkosci przeptywu u
dla r6znych wartosci wspotczynnika .

dla r6znych wartosci oporu elektrycznego r.

on
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p=01 — p=0,15

— k=01 — k=04 =1 — k=2 . p=0.02 — p=0.05
n4 T T T T T T T T T T T T b T T T T T T T N rrTrryarrrrT T rrTrrT rrrr7 T T T TrTIrT
f [
0.4 .
, I
| L
02+ L }
' patb ]
x . |
| L [ |
g ozt f g L )
| 0z 7
/ ]
f | ]
0.1} ."II | ] f A
/ 0.1 : |'I ...’_____.f' -
/ ___.--""ff I / ,,-""'-."
0.0 »/._—.~—.—T_| . 1 M , ] a0 [ A .;—-—-—.—TT_l_.__._-. Lo v vy Lo
1 2 2 4 5 2 4 & 8 10 12 14
ufucr u/uey
Rys. 4.3.5. Zaleznos¢ wartosci modutu Rys. 4.3.6. Zaleznos$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u eliptycznego m od predkosci przeptywu u
dla réznych wartosci wspolczynnika sztywnosci dla r6znych gestosci p.
liniowej k.
— a,=015 a,=03 ay=1 — ay=2 — a;=-0.3 a3=-1 g3=-2 — az=-4
LI B B B S B R B | T T 0.5 7 T LI B S LI B B
g g
20 . . IE.IEI
ufucy

17}

Rys. 4.3.7. Zaleznos$¢ wartosci modutu Rys. 4.3.8. Zalezno$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u eliptycznego m od predkosci przeptywu u
dla r6znych wartosci wspotczynnika a; .

dla r6znych wartosci wspolczynnika a; .
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e |:=U |:=U..UE C=U,1 — |:=U,2 B —— kl’\':U‘E |[('N=1 '[(N=3 — '[{N=1U

0.14 : 1 i
sl
0.12 ] I
0.10 ] I
0.3F
g 008 1 =
0.06 ] 0zl
0.04 1 i
01t
0.02 ] i
pop e Ll
1.0 15 20 25 30 35 40 1.0
ufuer 17 P
Rys. 4.3.9. Zaleznos¢ wartosci modutu Rys. 4.3.10. Zaleznos$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkos$ci przeptywu u eliptycznego m od predkos$ci przeptywu u
dla r6znych wartosci wspotczynnika thumienia  dla réznych warto$ci wspotczynnika sztywnosci
strukturalnego c. nieliniowej k,,.

Analiza powyzszych wykresow, pozwala zauwazy¢, ze — podobnie jak w przypadku uktadu
0 spregzystosci progresywnej — jedynymi parametrami, ktorych wyzsza warto$¢ sprzyja szybszemu
wzrostowi modutu m wraz z predkoScig przeplywu u sg: wspdtczynnik sztywnos$ci nieliniowej ky
oraz tlumienie strukturalne c. Nalezy jednak podkresli¢, ze charakter tego wzrostu jest inny.
Istotng rdznica jest tez to, ze w przypadku uktadu o degresywnej sprezystosci, nie odnotowano zestawu

parametroéw, dla ktorych tracit by on stabilno$¢ na drodze bifurkacji podkrytycznej.

Kolejne cechy charakterystyczne wariantu zaobserwowa¢ mozna na rys. 4.3.1la - h,
gdzie zaprezentowano rodzing charakterystyk sprawno$ci, roéznigcych sie miedzy sobg jedynie
wspotczynnikiem sztywno$ci nieliniowej ky. Kazda z charakterystyk zestawiono z odpowiednim
wykresem wartosci thumienia elektrycznego e (u). Czarnymi punktami oznaczono wartoéci ttumienia
elektrycznego przy predkosci nominalnej e’ (ug). Jako, ze w pewnym przedziale wartosci
wspotczynnika nieliniowej sztywnosci ky, funkcja n°(u) posiada dwa lokalne ekstrema, wskazaé
nalezy dwa rézne punkty e’ (up) — oznaczono je znacznikami o réznym ksztalcie.
Aby umozliwi¢ obserwacje ewolucji wartoéci e’ (up) wraz ze zmiang warto$ci ky, na kolejnych
wykresach kolorem szarym zaznaczono rowniez wczesniejsze punkty {ug(i),es(ug(i))}.

Ponadto, na kazdym z rysunkow wykreslono proste referencyjne: wartos¢ tlumienie elektrycznego

uktadu liniowego el (ky = 0), funkcje thumienia elektrycznego nominalnego dla uktadu liniowego
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el =el(u) (2.17) oraz funkcje optymalnego tlhumienia elektrycznego e,,; = €,pr(u) (2.20).
D D 1€ Oopty g ry g opt opt

Niebieskimi liniami zaznaczono predkos¢ siodtowa u.

a) b)
10f
osf
H_Ec 081 |—'I_El.
Rl [ ~
u F 2]
= 0a4f -
ozl
oof
osf
o4l
oaf
wh [ W
[-F] r -]
0.2k »
01f
0of . . . .
5 10 15 20 25 a0 a5
u
d
c) )
= e .
m‘_ﬂﬁ ‘-"‘:
? P
w 2]
[-F] [-F]
u u
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Rys. 4.3.11. Ewolucja charakterystyki sprawnos$ci oraz funkcji thumienia elektrycznego dla
rosngcego wspotczynnika nieliniowej sztywnosci k,, .

Analiza powyzszych wykresow pozwala wysnu¢ szereg wnioskow na temat wlasciwosci badanego
uktadu. Cecha najwyrazniej wyr6zniajaca badany wariant na tle innych, zadbanych dotychczas, jest fakt,
ze dla bardzo matych wartosci wspotczynnika nieliniowej sztywno$ci ky, jego charakterystyka
sprawnosci moze posiada¢ dwa lokalne maksima n° (uzs,l) = 7121 oraz n° (ugz) = 77;5;2- Nalezy jednak

podkresli¢, ze nie znaleziono zestawu parametrow uktadu, dla ktoérych ugz < ug, zatem zatozono,
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ze dla predkosci przeptywu mniejszych od predkosci siodlowej, istnie¢ moze co najwyzej jedno
maksimum, i przyjmuje si¢, ze 7751 = ng . Co wigcej, po przekroczeniu pewnej wartosci wspotczynnika
ky (rys. 4.3.11d — e), dochodzi do zaniku maksimum ng, w skutek czego ukltad staje si¢ niestabilny
przed osiagnigciem sprawnosci szczytowej (rys. 4.3.11e). Zjawisko to, w oczywisty sposob,
ogranicza zaréwno sprawno$é¢ n° z jaka moze pracowaé uklad, jak i szeroko$¢ pasma wysokiej
sprawno$ci BS. Powyzsze wnioski kaza stwierdzi¢, Zze uklad o silnie degresywnej sprezysto$ci
0 zaproponowanym modelu matematycznym nie moze mie¢ zalet wzgledem wariantu liniowego,
zatem bardziej szczegdtowa analiza tego przypadku zostanie pominigta. Nalezy podkresli¢, ze wskazane
wady, w istocie rzeczy, nie dotycza samego wariantu urzadzenia, a jedynie modelu matematycznego
degresywnej spre¢zystosci, ktory nie pozwala na analiz¢ whasciwosci uktadu drgajagcego z wysokag
amplitudg. Nie jest wykluczone, ze zaadaptowanie modelu bardziej ztozonego, pozbawionego punktow

siodtowych, umozliwitoby wykazanie zjawisk wptywajacych korzystnie na sprawnos¢.

Pomimo ograniczen, mozliwe jest zbadanie cech uktad, kiedy wartosci wspotczynnika nieliniowe;j
sztywnosci ky sa niewielkie. Obserwujac ewolucje¢ potozenia punktow {upl,es (ug)},
mozna zauwazy¢, ze wraz z rosnacg warto$cig wspolczynnika ky, zwicksza sie predko$¢ nominalna ug

. y . y oo ® . ;. . . - S S — S
uktadu oraz, Ze ro$nie réznica pomiedzy warto$cia ttumienia elektrycznego nominalnego e (up) =ep
a warto$cig optymalnego thumienia elektrycznego egpt. Druga ze wspomnianych wilasnosci 0znacza
wzrost wrazliwoéci uktadu na tlumienie, co W zestawieniu z wiasnoécig funkcja S mowiacej,
ze jej warto$¢ dla m > 0 jest mniejsza od jednosci oznacza, ze sprawno$¢ szczytowa uktadu

- . ;.S . .. ;. . . . L
0 degresywnej sprezystosci 17, zawsze bedzie mniejsza od sprawnosci szczytowej uktadu liniowego 1,

analogicznych parametrach.
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Rys. 4.3.12. Charakterystyki sprawnos$ci
uktadow o r6znych wartosciach ky oraz
jednakowych uj = 14 uzyskanych poprzez

dostosowanie warto$ci 7.

Rys. 4.3.13. Charakterystyki sprawnosci
uktadow o réznych wartosciach kj oraz
jednakowych uj = 14 uzyskanych poprzez

dostosowanie warto$ci k.
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Rys. 4.3.14. Charakterystyki sprawnos$ci
uktadow o roznych wartosciach ky oraz
jednakowych uy; = 15 uzyskanych poprzez

dostosowanie warto$ci 7.

— kp=0r=203 kp=002 r=229

ln =003 r=247 — k=004 r=273

- . ———— .
- —

0.38 -/ “'“v-%_;x‘_\

o.ssf 4

0.97F

0 s

096

095

0.94f _—

Rys. 4.3.16. Charakterystyki sprawnos$ci
uktadow o roznych wartosciach ky oraz
jednakowych u; = 16 uzyskanych poprzez

dostosowanie wartosci r.
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Rys. 4.3.15. Charakterystyki sprawnosci
uktadoéw o roznych wartosciach ky oraz
jednakowych u;, = 15 uzyskanych poprzez

dostosowanie warto$ci k.
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Rys. 4.3.17. Charakterystyki sprawnosci
uktadoéw o roznych wartosciach ky oraz
jednakowych u; = 16 uzyskanych poprzez

dostosowanie wartosci k.

Podobnie jak w rozdziale 4.2, wplyw nieliniowo$ci na sprawno$¢ szczytowa zostat zilustrowany
poprzez zestawienie charakterystyk sprawnosci o roéznych wspotczynnikach ky, lecz jednakowej
predkosci nominalne;j ug (rys. 4.3.12 — 4.3.17). Z uwagi na wskazang wcze$niej zalezno$¢ ug od ky,
w celu zachowania jednakowych predkosci nominalnych uj poréwnywanych charakterystyk, niezbgdne
jest dostosowanie wartosci ktorego§ z pozostatych parametrow — na powyzszych wykresach

sg to warto$ci oporu elektrycznego r oraz wspotczynnika piezoelektrycznego .

Wykresy te potwierdzaja, ze wzrost wspolczynnika nieliniowej sztywnosci ky — prowadzi
do spadku sprawnos$ci szczytowej ng urzadzenia o degresywnej sprezystos$ci. Sugeruja one rowniez,

ze wptyw na to zjawisko ma predkos$¢ nominalna ug, jak rowniez warto$ci poszczegolnych parametrow.
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Mozna przewidywaé, ze jest to skutek efektu, ktory omoéwiono juz w rozdziale 4.2 — nalezy miec
na uwadze, ze stopien w jakim wplyw nieliniowej sztywnosci rzutuje na zachowanie uktadu,
nie jest definiowany wylacznie poprzez wartos¢ wspotczynnika nieliniowej sztywnosci ky, lecz rowniez
pozostatych parametrow, w tym predkosci przeptywu (patrz rys. 4.3.3 — 4.3.10). Za wlasciwg miarg
wplywu nieliniowosci nalezy uzna¢ warto$¢ modutu eliptycznego m i dlatego tez to wlasnie w funkcji
tego parametru najwygodniej jest rozpatrywaé cechy ukladéw nieliniowych. Zalezno$¢ sprawnosci

szczytowej uktadu o degresywnej sprezystosci ng odniesiony do sprawnosci szczytowej uktadu
liniowego r]§ w zalezno$ci od nominalnego modutu eliptycznego mg dla réznych predkosci
nominalnych ug przedstawiono na rysunku 4.3.18. Wynika z niego, ze negatywny wptyw nieliniowosci
na sprawno$¢ jest tym silniejszy, im nizsza jest predko$¢ nominalna ug uktadu. Mozna réwniez
zaobserwowac, ze wartosci parametrow uktadu w istocie majag wptyw na tempo spadku sprawnosci,

ale wplyw ten jest marginalny.

s 3
“p5=14- K=const ----- ”PS=14- r=const up”=14, k=const ----- up~=14, r=const
s s u,¥=15, k=const u*=15, r=const
up~=15, k=const up~=15, r=const p =12, K= p =10, 1=
s g =16, k=const up =16, r=const
up~=16, k=const up~=16, r=const p =10, k= p =18, T=
1.00 [ — —— —— —r— 1.20
oss| S 115]
“‘n
= b
o S =S v
= sl R, — 110 i
W " wr
N ad]
=
0.97 N ] 1051
0.96 L L L " 1.00 WSS il L L PR L L
0.00 0.02 0.04 0.08 0.0% 0.10 0000 0005 0010 0015 0020 0025 0030 0035
m’y m*y

Rys. 4.3.18. Zalezno§¢ wartosci stosunku n,/n5  Rys. 4.3.19. Zalezno$¢ warto$ci stosunku B*/B*
od modutu nominalnego m3 dla roznych od modutu nominalnego m;, dla roznych
predkosci nominalnych us. predkosci nominalnych ug.

Ostatnig cechg badanego wariantu, ktorg nalezy przeanalizowac¢ jest wptyw nieliniowosci na szeroko$¢
pasma wysokiej sprawnosci BS. Zastosowany model urzadzenia pozwala na wskazanie tego parametru
tylko dla bardzo matych warto$ci wspolczynnika nieliniowej sprezystosci — dla badanych wartosci
predkosci nominalnych ug = {14,15,16}, przy ky > 0,015 cze$¢ pasma wysokiej sprawnosci
przebiega juz powyzej predkosci siodtowej ug. Skutkiem tego jest mozliwos¢ obserwacji wplywu
nieliniowosci na warto$¢ stosunku BS /BL dla wartosci nominalnego modutu eliptycznego mf, < 0,035
— wykresy przedstawiono na rys. 4.3.19. Widoczne tam fluktuacje wartosci BS/B* sa nastepstwem
arbitralnego wyboru mg jako warto$ci odniesienia, podczas gdy wartos¢ modutu eliptycznego zmienia

si¢ wzdtuz pasma wysokiej sprawnoéci BS. Jak dowodzi analogiczna analiza uktadu o progresywnej
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sprezystosci (rys. 4.2.24), jest to wybor zasadny, lecz przy tak waskiej dziedzinie obserwacji
uniemozliwia on wyciagniecie wnioskéw odnos$nie wptywu predkosci nominalnej oraz parametréw
na BS. Zauwazy¢ jednak mozna, Ze nawet tak slaba nieliniowo$¢ moze rozszerzyé pasmo wysokiej

sprawnosci o ponad 20%.
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4.4, Bistabilna charakterystyka sprezystosci

Model urzadzenia o dwoch minimach energii potencjalnej dany jest uktadem réwnan:

.3
ji+cj/—ky+kny3—v=p<a1uy+a3y—>

, u (4.4.1)
K'l'7+;+y:0

W tej czesci pracy rozpatrywane beda tylko drgania pomiedzy obydwoma polozeniami réwnowagi —
drgania miedzydotkowe. Zgodnie z wyprowadzeniami zawartymi w rozdziale 4.1, zasadne jest wigc

przyjecie zatozenia, ze rozwigzania powyzszego uktadu beda miaty postac:
y = Aysn (4.4.2a)
v = Ay,cn + B,sn (4.4.2b)
Dynamike uktadu mozna wigc opisa¢ dwoma ponizszymi rownaniami algebraicznymi:

(4,0*°(2m —1) — A, — Ayk)en + (Ay.Q(upa1 - c)) dnsn

23a
+(43k, — 24,0%m)cn® — B, sn + Ag%dn?’sn?’ =0 (4.4.3a)
AV B‘U
—-cn - 02(xA, + Ay)dnsn + —sn+ Bykl cndn = 0 (4.4.3b)

Kolejnym krokiem, niezbgdnym do prawidlowego przeprowadzenia bilansu harmonicznych
eliptycznych jest aproksymacja iloczynow funkcji sn i cn z funkcja dn przy pomocy szeregu
potegowego funkcji sn i cn, jednak istnieje przeciwskazanie do zrealizowania tego w sposob identyczny

jak to miato miejsce w rozdziatach 4.2 oraz 4.3.

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze — zgodnie z tozsamoscia 4.1.18 — modut eliptyczny omawianego
uktadu bedzie malat wraz amplitudg. Oznacza to, ze maksymalna jego warto$¢, mogaca wynosi¢ nawet
m = 1, bedzie osiagnieta zaraz po bifurkacji homoklinicznej, zatem przy najnizszej predkosci
przeptywu, przy ktorej obserwowa¢ mozna drgania migdzydotkowe. W tym istotnym dla analizy
obszarze, kluczowe jest zachowanie odpowiedniej doktadnos$ci obliczen, podczas gdy zaproponowane
wczesniej przyblizenie 4.2.4a wyraznie rozni si¢ od funkcji aproksymowanej dla warto§ci modutu
eliptycznego m > 0,6. Problem ten nie wystgpowal podczas analizy ukladéow omawianych

w rozdziatach 4.2 oraz 4.3, poniewaz moduly eliptyczne tych uktadow osiggaty mniejsze wartosci.
Kwestie te mozna rozwigzaé¢ poprzez zastosowanie aproksymacji wyzszego rzedu, tj.:

sndn ~ I'Fsn + I'Bsn3 + [Fsn® (4.4.4)
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Gdzie wspotczynniki I'Z, i = 1,3,5 dane sg ponizszymi tozsamosciami:

T = —(15m(K?(2048 — 2816m + 1504m? — 3812m3 + 4039m* — 971m> + 8mS) —
2EK(2048 — 1792m + 736m? — 5172m3 + 5054m* — 995m5 + 16m®) + E2(2048 —
768m + 480m? — 6596m3 + 4533m* — 96m> + 32m®))m)/(128(K3(1 — m)2 (64 —
520m + 609m? — 251m3 + 128m*) + E3(64 — 1032m + 1989m? — 1768m3 + (4.45a)
1989m* — 1032m5 + 64m®) + 3 EK2(64 — 776m + 1949m? — 2176m3 +
1505m* — 742m5 + 176m®) — 3E2 K (64 — 904m + 2041m? — 2065m3 +
1692m* — 980m5 + 192m°®)))

¥ = —(105m?(E2(—512 + 320m + 112m? + 367m3 — 409m* + 16m°) +
K2(832m — 272m? + 175m3 — 317m* + 94m® — 512) — 2 EK(-512 +
576m — 16m? + 247m3 — 408m* + 98m®))m)/(64(—K3(—1 + m)?(64 —
520m + 609m? — 251m3 + 128m*) + E3(64 — 1032m + 1989m? — (4.4.5b)
1768m3 + 1989m* — 1032m° + 64m®) + 3 E K?(64 — 776m + 1949m? —
2176m3 + 1505m* — 742m°> + 176m®) — 3E2 K (64 — 904m + 2041m? —
2065m3 + 1692m* — 980m° + 192m°®)))

I7 = —315m3(E?(+256 — 192m — 112m? + 143m3 — 4m*) + K?(—256 +
448m — 112m? — 111m3 + 31m*) + 2EK(256 — 320m — 32m? + 143m3 —
32m*))m/128(K3(1 — m)?(64 — 520m + 609m? — 251m? + 128m*) + (4450
E3(64 — 1032m + 1989m? — 1768m3 + 1989m* — 1032m> + 64m®) +
3EK?(64 — 776m + 1949m? — 2176m3 + 1505m* — 742m> + 176m®) —

3E2 K (64 — 904m + 2041m? — 2065m> + 1692m* — 980m> + 192m®))

Nalezy zaznaczy¢, ze przyblizenie cn dn ~ T, cn + I,cn® pozostaje wystarczajaco doktadna w zakresie

warto$ci modutu 0 < m < 1 (rys. 4.4.1).

Implementacja przyblizen (4.4.5) i (4.2.5), a nast¢pnie zastosowanie podstawienia (4.1.24) przeksztatca

uktad rownan (4.4.1) do postaci, ktorej harmoniczne zestawiono w tabeli 4.4.1.
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cn dn Izcn + M4cn

1ol T T

L\ 0.af
0.5 \ ozl
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1ol \/
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4.4.1a Przebieg funkcji cn dn oraz jej

aproksymacji dla modutu

m = 0,9.

sn dn

lN:sn + F35n3

Fed
o
[=1]
=]
a

4.4.1b. Przebieg funkcji sn dn dwdch wariantow

oraz jej aproksymacji dla modutu
m = 0,9.

Tabela 4.4.1. Zestawienie harmonicznych eliptycznych.

harmoniczna

rownanie 1

rownanie 2

1 3 Ay 3
cos (d) A, + A, (k- 5(2 - m)N? — an/@) =0 |Z+Bur(+; ) =0
3 5
(ry+30 +215) Q(upa; — )4, +
3 2 2 3 5
(3(512(r1 +-T3)(81 % + 14115 + 715%) + (F1 +a0+ ng) (A, + 4,)02
sin(®) | 224(400,% + 7214 T + 33032)I + B
v
- = 0
528(14T; + 1305)T% + 2145r53)prz3a3,4;)/ r
16384u—B, =0
1 5 5 1
cos(3P) Z(knAy - 2mN°A,) =0 ZF4QKB” =0
1 5
Z(Fg + ZFS)Q(upal —0)A, —
((256(16T,° + 60T, °T5 + 634 I5° +
1 5
sin(3®) | 2115%) 4 288(56Iy% + 11264 + 55I5%)Ts + Z(F3 + ZFS)Q(KAV +4,)=0

396(40T; + 39T3)I5% + 500505°)pR3azA3)/

16384u =0
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—Ts0(upay — c)Ay + (3(256T3(I +

T3) (4T + 3T%) + 16(1121,% + 2881, Ts +
165T32)Ts + 220(12T + 13T5)T2 + 16
1001T5%)pR3a343)/16384u = 0

sin(5®)

1
—TIs0(kA, —A,) =0

—(3(64T5%(4Ty + 313) + 16(16T,% +
sin(7d) | 72I4T + 55I3%)ls + 88(10T; + 13T5)I5% + | -
455T5*)p%a3A3)/16384u = 0

((64T3° + 48T; (8T + 11T3)Ts + 24(22Iy +

sin(9® -
@) 39T5)Ts% + 455T5*)p2%a343)/16384u = 0

—(3T5(16T3% + 52I5Ts + [5(161y +

sin(11® -
(11) 35T5))pR3a343)/16384u =0

sin(13®) | —(3Ts%(4T; + 5T5)pN%azA3)/16384u =0 |-

sin(15®) —(Is*p23azA3)/16384u = 0 -

Z powyzszej tabeli wyselekcjonowano réwnania, z ktéorych utworzy¢ mozna uklad réwnan

umozliwiajgcy obliczenie nieznanych wielko$ci: 4,,, A,, By, 2 oraz m:
4, 1
—+— (4T, + 3I,)2kB, =0
r 4
B By
7 (kA, + A4))0 ——=0

1
A, + ZAy(4k —2(2 -m)2* —3k,A%) =0

N (TErfpaiasA3 )

7 0(upa, — c)A, ” -B,=0
1 3 2
Z(knAy —2m0%4,) =0
. B _ 3 B . 032-022m _p B 3F3 SFB 1,76—1,38m
Gdzie Iy = L~ rooom 10 = Iy + +—== ~Lerom oz

B
3l" 5T
16384(FB+ 23425 5>

(4.4.8a)

(4.4.8b)

(4.4.8¢)

(4.4.8d)

(4.4.8¢)

If =512 (12 +21%) (818" + 141218 + 715%) + 224 (4018 + 720F 1% + 3308”12 +

528(14TF + 13T5)rE” + 214518°,
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Przyblizenia zostaly uzyskane poprzez aproksymacje funkcji [ oraz T2 funkcjami o postaci 222

Yatyam’
Rozwinigcie = w  szereg ~ Maclaurina,  zastosowane @~ w  poprzednich  rozdzialach,

nie zapewniato odpowiedniej doktadnosci dla wartosci modutow eliptycznych m > 0,5.

Na podstawie rownan (4.4.8a) oraz (4.4.8b) wykaza¢ mozna, ze:

A —FCBrZKQZ A (4.4.92)
- _ 4.9a
Y 14T8r2k20277
__ Toro (4.4.9b)
U1+ TBrazn2”Y -
. 3T 3arf | srg 0,99-0,72m
gdzie: [ = (I + = (7 + =5+ 555 ~ 2o
Rownanie (4.4.8e) prowadzi do zaleznoSci:
mia?
A2 =2 (4.4.10)
kn

Podstawienie tozsamosci (4.4.9) oraz (4.4.10) do roéwnania (4.4.8c) umozliwia wyprowadzenie

wyrazenia opisujgcego czestos¢ eliptyczng uktadu 0:

2k
0?2 =
2m — 1+ [Br2k — TBkr2i? + \/4TBk(2m — 1)r2k2 + 2m — 1 + [Br2k(1 — kk))?
5" (4.4.11)
T 2m-1) o
gdzie wg? = 2k Nalezy zaznaczyé, ze wg? # w?,

1+72k(kk—1)—y/1+2r2K(1+kK) +14K2(1-2kKk+k2K2)
zatem prawdziwe dla wczesniejszych wariantow stwierdzenie, ze modut eliptyczny jest modyfikatorem

sprzggajacym czestosci uktadu liniowego i nieliniowego, nie obowiazuje dla urzadzenia bistabilnego.

Tozsamosci (4.4.10 — 4.4.11) pozwalajg opisa¢ zalezno$¢ pomiedzy modutem eliptycznym m

a amplitudg drgan 4,
A%k
m= . y N - (4.4.12)
2(Ay %k, — wp?)
Rozwigzanie rownania (4.3.5d) dla A 2 umozliwia wyrazenie amplitudy drgan jako:
u(c +e8 —upa
2 _u( pa1) (4.4.13)

Y 3T pN2a,
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Gdzie thumienie elektryczne e® dane jest wzorem:
B r r TK (4.4.14)
e = = = e
2,.202TB
1+ rex«04I; (1- 1—60171,)1‘2162(4)32 1+ (170 kNAyZ _ (‘)BZ) K272
1+ 2Zm—1

Z powyzsze] tozsamo$ci wynika, ze dla dopuszczalnych wartosci modulu 0 <m <1,

=A.2

zawsze prawdziwa jest nierownos¢ e® < el. Przy zalozeniu, ze Ays = A%

réwnania (2.4.9 — 2.4.11, 2.4.13) umozliwiajg sformutowanie wielomianu:
Ays* + X3 Ay + X2 Ays® + X1 Ays + X0 =0 (4.4.15)

gdzie:

_ 22uwp((1 = r?i*wp)c + i + upa; (r’c’wg — 1))
B r2k2pazk3
_ 21pazwi(1 — r’k’wg) + uk, (4,8cr’k’wi — 3,3¢ — 3,31k + upa; (3,3 — 4,8rk*wp))
B r2Kk2pazk3
%(2,3u(upal —Oky 3,Sw2§ N 5,1w§>
kn pas T4K
1,4 — 3,9r%w3
X3 = 2Kk,

Xo

X1
(4.4.16)

X2 =

Rozwigzanie powyzszego rOwnania prowadzi do wyrazenia opisujgcego A, w sposob jawny.
Uzyskany wynik podstawi¢ mozna kolejno do (2.4.12, 2.4.11, 2.4.9) w celu wyprowadzenia pozostatych

niewiadomych. Umozliwia to wyprowadzenie funkcji sprawnosci:

2 2 2
lfTev (t) dt lfTe (AVCH + Bvsn) dt fTﬁdt
T,’0 r T, 0 r 0
B _le _Le ~ — (4,2 + B,?) 2~
= pu3 B pu3 T\ v pu3
2 2
BrB?2 F_cB 2 __Wg
2e5(c + e8 —upay) I <1 * (F(?) " 2m = 1>
= — (4.4.14)
3 B B,.2__“B
2r} (1+Fcr 2m—1)
rera? 1+(£)2r2 wp
... 2eB(c+eB-upa,) B Ito rg) = zm-1 B ) L
Przyjmujac, ze ————5—= = n;, oraz 5 = Y* mozna zapisac, ze:
3u”ptas 2F§<1+F§r2—2:£1>
n® =ng P (4.4.15)

Wykresy funkcji n?, nB, oraz y# zaprezentowano na rysunkach 4.4.2 i 4.3.4. Do sporzadzenia tych

wykresow oraz w dalszej cze$ci pracy, przyjeto domys$lne wartosci wspotczynnikow sztywnosci

ky=1k=5,
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Rys. 4.4.2. Charakterystyka sprawnosci uktadu o degresywnej sprezystosci, wraz z zaznaczonymi
parametrami charakterystycznymi.
Istotng cecha, odrozniajaca uktad bistabilny od pozostatych wariantow, jest to, ze utworzenie si¢ jego
stabilnego cyklu granicznego poprzedzone jest bifurkacjg homokliczniczng, a nie bifurkacja Hopfa.
Znanym faktem jest, ze bifurkacjom tego typu mogg towarzyszy¢ kaskady podwajania okresu
oraz tworzenie si¢ atraktorow quasiperiodycznych oraz chaotycznych [73]. Zjawiska te zaobserwowaé
mozna rowniez w przypadku omawianego uktadu — spektrum ich wystepowania oznaczono narys. 4.4.2
kolorem szarym. Przyktadowe przebiegi czasowe amplitudy drgan z tego zakresu

zaprezentowano narys. 4.4.3.

-3 2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
¥ y

Rys. 4.4.3a. Wykres fazowy uktadu bistabilnego  Rys. 4.4.3b. Wykres fazowy uktadu bistabilnego
dla predkosci przeptywu u = 10,95. dla predkosci przeptywu u = 11,25.
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Konsekwencja nieregularnego ruchu ukladu w pewnym zakresie predkosci jest niemoznos$c
analitycznego przewidzenia jego zachowania i tym samym, precyzyjnego okreslenia jego sprawnosci.
W zwiazku z powyzszym, podczas analizy bistabilnego wariantu urzadzenia, przyjeto zatozenie,
ze jego predkos¢ krytyczna uB. utozsamiana bedzie z najmniejsza predkoscia przeptywu,

przy ktorej uktad posiada stabilny cykl graniczny (rys. 4.4.2).

Zalozenie to wptywa rowniez na definicje pasma wysokiej sprawnoéci BZ — zgodnie z rysunkiem 4.4.2,
za jego lewg granice nalezy uznaé¢ predko$¢ krytyczng uB.. Powyzsze zatozenia wymagajg okre$lenia
przedziatu predkosci przeptywu, w ktoérym obserwowane jest nieregularne zachowanie uktadu,
w zaleznosci od jego parametrow. W ramach niniejszego badania, zostato to zrealizowane w sposob
przyblizony: wygenerowano 6561 zestawow parametréw ukladu, z ktorych kazdy byl jedna
z kombinacji  parametrow o  warto$ciach: r ={1;2;3}, k ={0,5;1;2}, k ={3;5;7},
ky =1{1;3;5},c ={0,1;0,2; 0,3}, p ={0,01;0,02; 0,03}, a; = {1;2;3}, ag = {—1;—-5;—-10}.

Dla wybranego zestawu parametrow obliczano predko$¢ siodlowa uf, zatem taka,

dla ktorej A, = ’ 2wp*/ky — jest to predko$é przy ktorej nalezy spodziewaé sie zachowan
nieregularnych. W kolejnym kroku, metoda numeryczng rozwigzywany byt model matematyczny
urzadzenia dla predkosci siodlowej uZ, po czym okre§lano powtarzalno$¢ okresu rozwigzania.
Jezeli na przestrzeni 100 okresow funkcji y(t) wykazano roznicg okreséw drgan AT > 0,02,
obliczenia powtarzano dla predkosci zwigkszonej o 0,01, tak dlugo, az powyzszy warunek
nie byt spelniony. Najmniejsza predkos¢ przeptywu, przy ktorej AT < 0,02 uznawano za predkosé
krytyczng uZ. i tym samym, lewa granice pasma wysokiej sprawnosci B® uktadu o wybranych
parametrach. Prawa granic¢ natomiast, obliczano analitycznie. Procedura zostala powtorzona
dla kazdego z 6561 zestawoéw parametrow. Na podstawie zebranych danych okreslono usredniona
relacje wiazaca analityczng szeroko$¢ pasma wysokiej sprawnosci BB, zatem taka,
przy ktorej definiowaniu nie uwzglednia si¢ zjawiska drgan nieregularnych, z efektywna szerokoscia

pasma wysokiej sprawnosci BE:
BB ~ 0,84BB + 6,6% (4.4.16)

Opisana procedura umozliwia wiec oszacowanie wielkosci BE oraz uZ., ktore definiowane sg przez

niewyznaczalng analitycznie granice wystepowania drgan nieregularnych, na podstawie obliczalnej
analitycznie wielkosci BE. Nalezy podkresli¢, ze nie znaleziono zestawu parametrow, przy ktorym

wyznaczona analitycznie sprawnos¢ szczytowa 775 , lezataby w obszarze drgan nieregularnych.

Waznym wyrdznikiem ukladu bistabilnego jest tez odmienna witasnos¢ jego funkcji wzmocnienia

nieliniowoscig Y& (rys. 4.4.4) — posiada ona maksimum 2, .:
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=0 = m=my (4.4.17)

2,3 +1,37r% k?w?
2 +1r2 K20k

WE(my) = PPhax = (4.4.18)

lim 2, =13 (4.4.19)

242 ,,2
r“Kwp—o
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Rys. 4.4.4. Przyktadowe wykresy funkcji 5.

Wplyw funkcji Bmoze wiec spowodowa¢ maksymalnie trzydziestoprocentowy wzrost sprawnosci.
Dla modutu o wartoéci bliskiej jedno$ci funkcja Y? przyjmuje wartosci 2 < 1 — bistabilno$¢ moze
wigc zmniejsza¢ sprawnos$¢ ukladu. Mozna tez odnotowaé, ze zachodzi rownos¢
Y8 m=05 = Y |m=05 = 1,17, co jest zasadne z uwagi na to, ze rozwiazania ukladu o progresywnej
charakterystyce (4.1.1) i bistabilnego (4.4.2) maja te samg posta¢ — funkcje ! oraz ¥ to w istocie

jedna funkcja obserwowana w dwoch roznych zakresach modutu eliptycznego.

W dalszej czesci pracy przedstawiono wykresy (rys. 4.4.5 — 4.4.12) obrazujace wplyw poszczego6lnych
parametréw uktadu na tempo zmiany modutlu eliptycznego m wraz z predkoscia przeptywu.

Linig przerywang oznaczono czg¢sci wykresow, ktore odpowiadajg rozwigzaniu niestabilnemu.
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Rys 4.4.5. Zalezno$¢ warto$ci modutu
eliptycznego m od predkos$ci przeptywu u
dla r6znych wartosci oporu elektrycznego r.
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Rys 4.4.7. Zalezno$¢ warto$ci modutu
eliptycznego m od predkos$ci przeptywu u
dla réznych wartosci wspolczynnika liniowe;
sztywnosci k.
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Rys 4.4.6. Zalezno$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u

dla r6znych warto$ci wspotczynnika .
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Rys 4.4.8. Zaleznos$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkos$ci przeptywu u
dla r6znych gestosci p.
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Rys 4.4.9. Zalezno$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u
dla r6znych wartosci wspolczynnika a .
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Rys 4.4.11. Zalezno$¢ warto$ci modutu
eliptycznego m od predkos$ci przeptywu u

Rys 4.4.10. Zalezno$¢ wartosci modutu
eliptycznego m od predkosci przeptywu u
dla r6znych wartosci wspolczynnika a;.

Rys 4.4.12. Zalezno$¢ warto$ci modutu
eliptycznego m od predkos$ci przeptywu u

dla r6znych wartos$ci wspotczynnika liniowej
sztywnosci k.

dla r6znych wartosci wspotczynnika thumienia
strukturalnego c.

W przeciwienstwie do przeanalizowanych wcze$niej nieliniowych wariantow urzadzenia, obserwujemy
tutaj zmniejszanie wartosci modutu w skutek wzrostu predkosci przeptywu. Wzrost wartosci thumienia

strukturalnego oraz wspotczynnika nieliniowej sztywno$ci powoduje zmniejszenie wartosci modutu,
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CO rozumiane jest zarowno jako zmniejszenie jego wartosci poczatkowej jak i przyspieszenie jego

spadku wraz z predkos$cig przeptywu.

Ocene wrazliwosci uktadu na tlumienie przeprowadzi¢ mozna, podobnie jak w przypadku wariantow
poprzednich, analizujac wplyw wartosci wspotczynnika nieliniowej sztywnosci ky na zaleznosé
tlumienia elektrycznego e®(u) od predkosci przeptywu u, ze szczegdlnym uwzglednieniem zmian
wartoéci  predkosci nominalnej uj oraz nominalnego tlumienia elektrycznego e®(ub) =ej.
Na rysunkach 4.3.13a — f przedstawiono zestawienia wykresow sprawnoséci 1°(u) z wykresami
thumienia elektrycznego eg (w) dla roznych wspotczynnikéw nieliniowej sztywnosci ky.
Na kazdym z wykresow e? (u), kolorem czarnym, zaznaczono punkty {us, e5} dla wspotezynnika ky;,
ktorego dany wykres dotyczy, natomiast kolorem szarym punkty {uj,e;} odpowiadajace wezesniej
badanym wartosciom wspodtczynnika ky. Zabieg ten ma umozliwi¢ §ledzenie zmian potozen tych
punktow, wraz ze zmiang wspotczynnika k. Na wykresach znalazty si¢ rowniez referencyjne funkcje
nominalnego tlumienia elektrycznego uktadu liniowego e,ﬁ oraz optymalnego ttumienia elektrycznego
eope- Nalezy wzig¢ pod uwagg, ze w omawianym wariancie urzgdzenia, liniowa sktadowa sztywnosci
musi by¢ mniejsza od zera — jest to warunek konieczny do osiggnigcia bistabilnosci. W zwigzku z tym,
uktad bistabilny r6zni si¢ od liniowego nie tylko obecnoscia dodatniego wspotczynnika ky, ale rowniez
znakiem wspolczynnika sztywnosci liniowej k, zatem e®|, _o # e’. Prosta e nie moze wigc by¢
uznana na funkcje referencyjng przy analizie ttumienia elektrycznego e® i dlatego tez nie zostata

zamieszczona na ponizszych wykresach.
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Rys. 4.4.13. Ewolucja charakterystyki sprawnos$ci oraz funkcji thumienia elektrycznego
dla rosngcego wspodtczynnika nieliniowej sztywnosci k.
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Na podstawie powyzszych wykresow wyciggna¢ mozna wniosek, ze uktad bistabilny ma wihasciwosci
zblizone to ukltadu o progresywnej sprezystosci. W przypadku obydwu wariantow zaobserwowac
mozna, ze wzrost wspotczynnika ky prowadzi do zmniejszenia predkosci krytycznej uZ. oraz predkosci
nominalnej ug. Wyrazne jest tez, ze dla wigkszych wartosci ky nominalne thumienie elektryczne eg
ma warto$¢ blizszg optymalnemu thumieniu elektrycznemu e, CO 0znacza zmniejszenie wrazliwosci
na thumienie wzgledem uktadu liniowego. Wyrazne jest tez, ze nawet niewielkie odchylenie predkosci
pracy u uktadu od predkos$ci ug prowadzi do istotnego uchybu wartosci ttumienia elektrycznego e®
wzglgdem nominalnego ttumienia elektrycznego e}f . W konsekwencji, uktad musi cechowac si¢ waskim

pasmem wysokiej sprawnosci B5.

Konsekwencje wskazanych powyzej efektow zaobserwowaé mozna porownujac charakterystyki
sprawnosci urzadzen o réznych wspotezynnikach ky oraz jednakowych predkosciach nominalnych us.
Jak wykazano na rys. 4.4.13, predkos¢ u zalezy od ky, zatem aby zachowaé jednakowa predkosé
nominalng ug dla uktadéw o roznych wspoétczynnikach kjy, niezbedne jest dostosowanie wartosci
innego z parametrow. W celu okreslenia wplywu wyboru dostosowywanego parametru na wyniki,

niezaleznie dostosowano warto$ci dwoch parametréw — oporu elektrycznego r oraz wspotczynnika

- ’ . y » . B
piezoelektrycznego k. Rezultat dla réznych predkosci nominalnych wu, zaprezentowano
narys. 4.4.14 - 4.4.19.
— kn=3T1=734 — Ky=4 =552 — ln=3 k=178 — ky=4 k=15
fn=T7 r=366 — ky,=9 r=299 fn=7 k=106 — ly=9 k=09
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Rys. 4.4.12. Charakterystyki sprawnos$ci
uktadoéw o réznych wartosciach ky
oraz jednakowych u; = 7 uzyskanych

poprzez dostosowanie wartosci 7.

Rys. 4.4.13. Charakterystyki sprawnosci
uktadoéw o roznych wartosciach ky
oraz jednakowych u; = 7 uzyskanych

poprzez dostosowanie wartosci K.
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Rys. 4.4.14. Charakterystyki sprawnosci
uktadoéw o réznych wartosciach ky oraz
jednakowych u,’f 80 uzyskanych poprzez

dostosowanie warto$ci 7.

—dp=3 k=123 k=4 k=102

kn=T k=07 — k=9 k=059

145

1.40

Bk

135

1.20 -

Rys. 4.4.16. Charakterystyki sprawnosci
uktadéw o réznych wartosciach ky
oraz jednakowych u; = 9 uzyskanych
poprzez dostosowanie wartosci 7.

— ky=3 k=178 kp=4 k=15
fp=5 k=13 — fey=6 k=117
180 F .
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Rys. 4.4.15. Charakterystyki sprawnos$ci
uktadow o roznych wartosciach ky oraz
jednakowych u,, = 8 uzyskanych poprzez
dostosowanie wartosci k.

— k=3 k=088 kn=4 k=072

k=T k=048 — K, =9 k=041

140 [7

1.20

B ok

Rys. 4.4.17. Charakterystyki sprawnosci
uktadow o réznych wartosciach ky oraz
jednakowych u; = 9 uzyskanych poprzez
dostosowanie wartosci k.

Na wykresach mozliwe jest zaobserwowanie, ze wzrost wspotczynnika ky moze prowadzié

do zwiekszenia sprawno$ci szczytowej oraz zwezeni pasma wysokiej sprawnosci (rys. 4.4.12 — 13),

ale po przekroczeniu pewnej granicznej sity nieliniowos$ci dalsze jego zwigkszanie przynosi odwrotny

efekt (rys. 4.4.14 — 17). Zjawiska te doktadniej zobrazowano na wykresach zalezno$ci szeroko$ci pasma

wysokiej sprawnosci B od modulu nominalnego mg (rys. 4.3.18) oraz zaleznosci sprawnos$ci

szczytowej n5; od modutu nominalnego mj (rys. 4.3.19).
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Rys. 4.4.18. Zaleznos¢ wartosci stosunku B2/BL Rys. 4.4.19. Zalezno$¢ wartosci stosunku
od modutu nominalnego my, dla r6znych np/mp od modutu nominalnego m;; dla
predkosci nominalnych ug. roznych predkosci nominalnych ug.

Jak wskazuja powyzsze wykresy, dla kazdego zestawu parametréw istnieje pewna warto$¢ modutu
eliptycznego m, dla ktorej uktad wykazuje whasciwosci ekstremalne — minimalng szeroko$¢ pasma
wysokiej sprawnosci BE oraz maksymalng sprawno$é¢ szczytowa ng. Przyczyne istnienia tych
ekstremow nalezy powigzac z faktem, iz we wspolczynnikach aproksymacyjnych [, i = 1,2,3,4 oraz
I‘]-B, j =135 wystepuje calka eliptyczna pierwszego rodzaju K, dla ktorej rlrgn)1 K = oo,
Nalezy wigc spodziewa¢ si¢, ze funkcje, w ktorych wystepuje K?, gdzie o < 0, doswiadcza¢ beda

silnego spadku wartosci dla wysokich warto$ci modutu eliptycznego m.

Waznym spostrzezeniem jest, ze optymalna warto$¢ nominalnego modutu eliptycznego uktadu
bistabilnego mj zmienia si¢ w zaleznosci od parametréw urzadzenia (rys. 4.3.19). Mozna jednak
zauwazy¢, ze fluktuuje ona wokot wartosci m; = 0,8, w zwigzku z tym, wybrano jg jako uniwersalng
suboptymalng warto$¢ mj. Suboptymalne wzmocnienia ng /n; =ns dla kolejnych predkosci

nominalnych ug przedstawiono na rys. 4.3.20.

Rozktad punktow {n%, ug } zaproksymowac¢ mozna funkcja:

1,27
na(up) =ng =~ 1,14 + — (4.4.20)
Yo paq
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Rys. 4.3.20. Punkty opisujace suboptymalne wzmocnienie dla kolejnych predkosci nominalnych
oraz funkcja aproksymowana na podstawie tych punktow.

Waznym spostrzezeniem jest, ze predko$¢ nominalna ug ma kluczowy wpltyw na sprawno$¢ szczytowa
N5 — zZmianie uf z warto$ci 8 na 9,5 towarzyszy zwigkszenie sprawnosci szczytowej g ze 140%
do 150% sprawno$ci szczytowej r]{; uktadu liniowego. Efekt ten jest tym silniejszy,

im mniejsza jest pr¢dko$¢ nominalna ug .

Szeroko$¢ pasma wysokiej sprawnoéci B2 natomiast jest silniej determinowana przez wybrany zestaw
parametrow, lecz mimo tego, wplyw ten pozostaje niewielki — dla przeanalizowanych zestawow

parametrow, warto$é tej wielko$ci wynosi od 20% do 30% szeroko$ci pasma wysokiej sprawnosci B~

uktadu liniowego.
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5. Podsumowanie i wnioski

Praca rozpoczeta si¢ wprowadzeniem do zagadnienia odzyskiwania energii z drgan, ze szczegdlnym
uwzglednieniem drgan wzbudzanych galopowaniem poprzecznym. W przegladzie literatury
na ten temat wykazano istotng luk¢ badawcza — jak dotad, nie przeprowadzono ogoélnej oceny
sprawnos$ci elementarnych wariantow urzadzenia, w tym: ukladow o dwodch stopniach swobody

oraz uktadow z nieliniowa charakterystyka sprezystosci. Jej wypetnienie wskazano jako cel pracy.

Realizacje wyznaczonego celu rozpoczeto od analizy liniowego urzadzenia od jednym stopniu
swobody. Przy uzyciu metody bilansu harmonicznych wyprowadzono przyblizone rozwigzanie modelu
matematycznego ukladu, a nastepnie sformutowanego wyrazenie opisujace sprawno$¢ wariantu.
Na tej podstawie zdefiniowano kluczowe parametry kryterialne niosace wyczerpujaca informacje
0 sprawnosci wariantu: sprawnos$¢ szczytowg i szerokos¢ pasma wysokiej sprawnosci oraz wielko$ci
pomocnicze: predkos$¢ krytyczng, predko$¢ nominalng i wrazliwo$¢é na ttumienie. Zgodnie z wiedzg
autora, szeroko$¢ pasma wysokiej sprawnosci i wrazliwo$¢ na ttumienie to wielkosci, ktore nie zostaty

wskazane w literaturze nigdy wczesniej.

W dalszej czgsci pracy wykazano mnogos$¢ konfiguracji jakie moze przyja¢ uktad o dwoch stopniach
swobody. Na tej podstawie, scharakteryzowano sze§¢ podwariantoéw urzadzenia, rézniacych
si¢ od siebie miejscem implementacji przetwornika elektromechanicznego oraz pozycja oplywanej
masy. Wyprowadzono parametry charakteryzujace sprawno$¢ wszystkich podwariantow
i przy ich uzyciu wykazano, ze te z nich, ktorych to dolna masa jest optywana, maja mniejszg sprawno$é
szczytowa od uktadu podstawowego, natomiast sprawno$¢ szczytowa podwariantéw, ktérych to gorna
masa wystawiona jest na przeplyw, po spehlieniu wyznaczonego warunku, moze by¢ wicksza
od sprawnosci szczytowej wariantu podstawowego. Dowiedziono takze, ze umiejscowienie oraz liczba
przetwornikow elektromechanicznych nie ma wptywu na te wnioski. Ponadto, przedstawiono
charakterystyczng ceche uktadéw o dwoch stopniach swobody — mozliwo$¢ posiadania przez nie dwoch
charakterystyk sprawnosci. W zaleznoéci od stopnia w jakim charakterystyki si¢ pokrywaja,
wlasciwosci ta moze stanowi¢ wade lub zaletg. Cho¢ niektore z podwariantdéw o dwoch stopniach
swobody byly studiowane w cytowanej literaturze, to $ciste wykazanie ich cech oraz kompleksowe
poréwnanie, po raz pierwszy przeprowadzono w niniejszej pracy. Wielkoscig wptywajaca na skale
réznic sprawnosci pomiedzy uktadami o dwoch stopniach swobody a wariantem podstawowym,

jest predko$¢ nominalna Oraz warto$ci wspotczynnikéw thumienia strukturalnego.

Ostatnig z analitycznych czgsci pracy, jest badanie sprawnosci uktadow o nieliniowej charakterystyce
sprezystosci, w tym: uktad o progresywnej sprezystosci, uktad o degresywnej sprezystosci oraz uktad

o bistabilnej sprezystosci. Analize¢ rozpoczeto od wykazania zasadnosci zalozenia rozwigzan modeli
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tych ukladéw w postaci eliptycznych funkcji Jakobiego. Wyboér ten wymusit zastosowanie,
innej niz dotychczas, metody wyprowadzenia rozwigzan modeli — metody bilansu harmonicznych
eliptycznych. Procedura rozwigzywania modeli kazdego z podwariantow zostata doktadnie omowiona,
ze szczegblnym uwzglednieniem zaproponowanych przez autora modyfikacji metody, umozliwiajacych
uzyskanie znacznie dokladniejszych wynikow. Rozwigzania wykorzystano do opisania sprawnos$ci
uktadow. Ze wzgledu na analityczng ztozonos¢ funkcji sprawnosci, wptyw nieliniowo$ci na sprawnos¢
okreslono graficznie, badajac wplyw nieliniowo$ci na cechy uktadu. Tak wykazano, ze sprawno$¢
szczytowa uktadu o progresywnej sprezystosci jak i bistabilnego jest wieksza od sprawnosci szczytowej
wariantu podstawowego. Cechuja si¢ one jednak wezszym pasmem wysokiej sprawnosci.
W przypadku uktadu o degresywnej sprezystosci, wzrost sity nieliniowo$ci prowadzi do zmniejszenia
sprawnosci szczytowej i rozszerzenia pasma wysokiej sprawnos$ci. Trzeba jednak zaznaczy¢, ze Scista
prawdziwo$¢ wnioskow odnosnie tego podwariantu, wykazano tylko dla stabo nieliniowych urzadzen.
Zostalo to spowodowane ograniczeniami modelu matematycznego degresywnej sprezystosci.
Wskazano jednak mechanizmy wywolujace charakterystyczne cechy tego uktadu i na podstawie
ich analizy zasugerowano zasadno$¢ ekstrapolowania uzyskanych wnioskow dla ukladow silnie
nieliniowych. Odno$nie wszystkich trzech podwariantéw wykazano, ze istotny wplyw na réznice
pomigdzy ich sprawnosciami szczytowymi a sprawnoscig szczytowa wariantu podstawowego ma sita
nieliniowos$ci oraz predkos¢ nominalna. Sita nieliniowosci reprezentuje wartos¢ modutu eliptycznego.
Optymalne jego wartosci wynoszg 0,5 (osiggalne asymptotycznie) dla ukladu o progresywnej
sprezystosci oraz, w zalezno$ci od zestawu parametréw uktadu, ~0,8 dla uktadu bistabilnego.
Sprawno$¢ szczytowa uktadu o degresywnej charakterystyce sprezystosci maleje wraz z modutem
nominalnym. Znaczenie marginalne ma dana kombinacja parametréw uktadu. Analizy sprawnosci

nieliniowych wariantdw urzadzenia nie opublikowano nigdy wczesniej.

Wykazano wigc trzy warianty GEH charakteryzujace si¢ sprawnoscig szczytowa wyzsza niz wariant
podstawowy: podwariant II uktadu o dwéch stopniach swobody, uktad o progresywnej sprezystosci oraz
uktad bistabilny. Roéznice pomigdzy nimi determinowane sa w glownej mierze przez predkosé
nominalng. Z drugiej strony, na roznice te wptywaja tez cechy indywidualne dla poszczegdlnych
wariantow — sila nieliniowos$ci w przypadku uktadow nieliniowych oraz wielko$ci dynamiczne
opisujgce cechy dodatkowego (gornego) poduktadu dla wariantdéw o dwodch stopniach swobody.

Ostatni fakt istotnie utrudnia ustalenie ptaszczyzny porownawczej.

W zestawieniu na rys. 5.1 ujete zostaty wiec charakterystyki wzmocnienia uktadu o progresywnej
sprezystosci (4.2.21), bistabilnego (4.4.20) oraz drugiego podwariantu uktadu o dwoch stopniach
swobody (3.3.19) dla r6znych wartosci wspoétczynnika thumienia gornego

elementu sprezysto — thumigcego.
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Rys. 5.1. Zestawienie charakterystyk wzmocnienia uktadu bistabilnego, uktadu o progresywne;j
sprezystosci oraz wariantu Il uktadu o dwoch stopniach swobody.
Powyzszy wykres jednoznacznie wskazuje, ze uktad o bistabilnej charakterystyce sprezystosci cechuje
si¢ wyzsza sprawnoscig szczytowa od uktadu o progresywnej charakterystyce sprezystosci.
Wzmocnienie wariantu II uktadu o dwdch stopniach swobody jest natomiast silnie zalezne od warto$ci
drugiego wspolczynnika thumienia i w zalezno$ci od jego wartosci uktad moze mie¢ sprawnos¢ nizsza
od uktadu o progresywnej sprezystosci (dla ¢, = 0,3) , jak i wyzsza od uktadu bistabilnego
(dla ¢; = ¢4, = 0,1 oraz ¢, = 0,05). Drugie stwierdzenie pozostaje prawdziwe tylko dla odpowiednio
niskich predkosci nominalnych — po przekroczeniu pewnej granicznej predkosci nominalnej to uktad
bistabilny zawsze zapewnial bedzie wyzszg sprawnos¢. Jest to nieuniknione z uwagi na fakt, ze funkcja

n% posiada asymptote pozioma o rzednej wiekszej niz funkcja ni (patrz 3.3.19 i 4.4.20).

Do wad wskazanych powyzej uktadow nieliniowych trzeba zaliczy¢é waskie pasmo wysokiej
sprawno$ci. Nalezy zaznaczy¢, ze cho¢ uktady te charakteryzujg si¢ wyzsza sprawnoscia szczytowa
od wariantu podstawowego, to jednak doznaja intensywnego spadku sprawnosci w wyniku odchylenia
predkosci przeptywu od jej optymalnej — nominalnej wartosci. Miarg tego zjawiska jest wlasnie

szeroko§¢ pasma wysokiej sprawnosci. Z godnie z wykresami na rys. 4.2.24 oraz rys. 4.4.18,
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w przypadku omawianych wariantow, nieliniowo$¢ powoduje kilkukrotne zmniejszenie wartosci tego
parametru. Oznacza to, ze uklady te pozostang bardziej sprawne od wariantu podstawowego tylko
w waskim zakresie predkoSci przeptywu. Stoi to w sprzecznosci z przedstawionym w rozdziale 1.
postulatem, jakoby zastosowanie galopowania jako mechanizmu wzbudzenia generatorow energii,
ograniczato konieczno$¢ projektowania urzadzen dedykowanych do pracy przy $cisle zdefiniowanym
zakresie predkosci przeptywu. Trzeba jednak podkreslic, ze cho¢ w skutek odchylenia prgdkosci
przeptywu od warto$ci szczytowej omawiane warianty GEH doznawaé beda spadku sprawnosci,
to jednak nigdy nie doprowadzi to do catkowitego zaprzestania generowania energii przez urzadzenia,

tak jak ma to miejsce w przypadku generatorow wzbudzanych wirami von Karamana.

Pozbawiony omowionej powyzej wady jest wariant II ukladu o dwodch stopniach swobody.
Zgodnie z (3.3.21), jego szeroko$¢ pasma wysokiej sprawnosci jest taka sama, jak wariantu
podstawowego. Degresywna sprezystos¢ z kolei, prowadzi do zwigkszenia warto$ci tego parametru,
jednakze odbywa si¢ to kosztem sprawno$ci szczytowej. Zgodnie z wykresami 4.3.18 i 4.3.19,
dla stabych nieliniowosci (m = 0,03) zaobserwowa¢ mozna blisko siedemnastoprocentowy przyrost
szeroko$ci pasma wysokiej sprawnosci, kosztem spadku sprawnosci o zaledwie jeden procent,
wzgledem sprawnosci wariantu podstawowego. Znaczenie tego efektu ustepuje jednak jednej z cech
uktadéw o dwoch stopniach swobody — mnogosci rozwiazan i w konsekwencji, mozliwosci posiadania
przez nie dwoch charakterystyk sprawnosci. Efekt przeskoku pomigdzy charakterystykami, oméwiony
w rozdziale 3.2, moze prowadzi¢ do zwielokrotnienia efektywnego pasma wysokiej sprawnosci,

nie powodujac przy tym spadku sprawnosci szczytowej.

Podwariant II uktadu o dwoch stopniach swobody moze cechowaé si¢ wigc zardwno najszerszym
pasmem wysokiej sprawno$ci jak i najwyzsza sprawnoscig szczytowa. Wylania sie¢ wiec on,

jako najbardziej korzystny sposrod przeanalizowanych wariantow.
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5.1. Perspektywa dalszych badan

W niniejszej rozprawie wykazano, ze uktad o bistabilnej charakterystyce moze cechowacé si¢ znacznie
wyzsza sprawno$¢ od uktadu liniowego, jednak wzmocnienie to utrzymane moze by¢ tylko przy
predkosci pracy bliskiej predkos$ci nominalnej. W wyniku nawet niewielkiego odchylenia, urzadzenie
doznawaé bedzie intensywnego spadku sprawno$ci, ponizej tej, jaka zapewnia uktad liniowy.
W zwiazku z tym, zaplanowano badania, majace na celu ustalenie, czy w uktadzie, ktérego model

przedstawiono na rys. 5.1.1, efekt ten nie bedzie zniwelowany.

l=

C,,R,0

| F T ETTTTTTTTTTTETTTTTS

Rys. 5.1.1. Model urzadzenia polistabilnego.

Rolka, polaczona z masg przy pomocy elementu sprezystego, toczac si¢ po sinusoidalnej biezni,
spowoduje, ze urzadzenie takie posiada¢ bedzie wiele stabilnych potozen réwnowagi. Wraz z rosngca
predkoscig przeptywu, wzrasta¢ bedzie rowniez liczba potozen réwnowagi, pomiedzy ktorymi oscyluje
masa. Przewiduje si¢ wigc, ze charakterystyka sprawnoéci takiego uktadu, posiada¢ bedzie liczbe
lokalnych ekstreméw rowng polowie liczby punktow siodtowych, przez ktore przechodzi rolka.
Przewiduje si¢ wiec, ze jesli ekstrema bedg wystarczajaco blisko siebie, punkt pracy uktadu nigdy nie

oddali si¢ od sprawnosci szczytowej wystarczajgco mocno, aby doznaé istotnego spadku sprawnosci.
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