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Podstawa opracowania recenzji

Recenzja zostata opracowana w odpowiedzi na pismo Przewodniczacego Rady Dyscypliny
Inzynieria Ladowa, Geodezja i Transport Politechniki Poznanskiej z dnia 8.11.2023 r.
(znak pisma: RD/d/31/02/2023).

Charakterystyka rozprawy

Rozprawa sktada sie z czesci opisowej, spisu literatury oraz 5 opublikowanych i powia-
zanych tematycznie artykutéw naukowych. Oswiadczenia wspotautorow publikacji wska-
zuja na centralng role Doktorantki w pracy merytorycznej i edycyjne;j.

We Wstepie Autorka uzasadnita potrzebe podjecia badann w zakresie nieklasycznej
mechaniki osrodkéw ciaglych, z opisem zjawisk za pomoca aparatu rézniczkowego niecat-
kowitego rzedu. W ten sposob okreslita cel i zakres pracy badawczej zwiazanej z rozprawa.
Rozdziaty 1-3 czesci opisowej wprowadzaja w tematyke badan; pelnia role objasnia-
jaca i utatwiajaca lekture czesci zasadniczej, tj. publikacji oznaczonych jako A.1 — A.5.
Rozdzial 4. zawiera wnioski z pracy oraz zestaw zagadnien, ktore Autorka zamierza podjaé
w dalszej perspektywie badawczej.

Wykaz literatury liczy 40 pozycji powolywanych w czesci opisowej. Spisem objete sa
monografie i artykuly dotyczace klasycznej (lokalnej) teorii sprezystosci i rozmaitych jej
wersji nielokalnych, uwzgledniajacych oddzialywania miedzyczasteczkowe. Wieksza czesé
wykazu stanowia wspolczesne pozycje z zakresu mechaniki niecatkowitego rzedu.

Publikacje A.1 — A .4 dotycza zadan statyki i dynamiki preta smuklego (model Eulera~
Bernoulliego) i preta sredniej grubosci (model Timoshenki) w ujeciu mechaniki niecatko-
witego rzedu.

Publikacja A.5 jest poswiecona zagadnieniu zginania ptyty cienkiej (model Kirchhoffa-
Love’a) i ptyty sredniej grubosci (model Mindlina-Reissnera) w ujeciu mechaniki niecal-
kowitego rzedu.



Opinia o celach i zakresie pracy badawczej

Doktorantka okresla cel swojej pracy badawczej, opierajac sie na stwierdzeniu, ze rownania
mechaniki klasycznej nie sg odpowiednim narzedziem modelowania matematycznego kon-
strukcji z materiatow niejednorodnych, w tym materiatow o budowie ziarnistej i porowate;j.
To spostrzezenie dotyczy w szczegdlnosci materialéw z nano- lub mikroskopowsa struk-
tura wewnetrzna, ktorej rozmiary sa znacznie mniejsze od makroskopowych rozmiaréw
zewnetrznych. Wplyw nano- i mikroskopowych niejednorodnoéci konstytutywnych na ma-
kroskopowe cechy konstrukcji okresla sie terminem ,efekt skali” albo ,wplyw skali”.

Badania efektu skali Doktorantka opiera na matematycznej koncepcji pochodnej utam-
kowego rzedu. Takie ujecie jest alternatywne wobec innych modeli nielokalnych, bowiem
w opisie schematu oddziatywania miedzyczasteczkowego uwzglednia sie jedynie dwa para-
metry — {; oraz o — oznaczajace kolejno dtugosé charakterystyczng struktury wewnetrznej
oraz niecatkowity rzad operatora rézniczkowego.

Stosowanie operatoréw rézniczkowych utamkowego rzedu jest przedmiotem dyskusji
w wielu srodowiskach naukowych, takze niezwiazanych z inzynieria ladowa. Opinie na
temat poprawnosci opisu zjawisk fizycznych za pomoca takich operatoréw nie sg ugrun-
towane i powszechnie przyjete. Dlatego nalezy uznaé, ze tematyka badawcza podjeta przez
Doktorantke jest aktualna i naukowo istotna.

Doktorantka formutuje teze pracy:

Wykorzystanie pochodnej niecatkowitego rzedu wprowadza nielokalnosé do struktu-
ralnych modeli mechanicznych, pozwalajgc na opis efektu skali.

Mozna odnies¢ wrazenie, ze osiagniecie tak postawionego celu jest skazane na sukces,
a teza pracy nie wymaga dowodu. Do takiego wniosku sktania w szczegdlnodci to, ze para-
metry odpowiedzialne za modelowanie efektu skali, tzn. {; oraz o, w jawny sposob defini-
uja pochodng niecatkowitego rzedu. Dlatego, moim zdaniem, cel pracy badawczej naleza-
toby rozszerzy¢ o zdanie zapisane w Streszczeniu na s. ix:

Nagistotniejszym aspektem [rozprawy/* jest, ze modele zapewniajq dobre przyblizenie
wynikow eksperymentalnych dla nano/mikro belek i nano/mikro ptyt.

Uzupetnienie tezy o taki punkt pozwala mi stwierdzi¢, ze cel pracy badawczej zostat
okreslony poprawnie.

Uwagi ogoélne

Ul.

Pojecie pochodnej niecatkowitego rzedu (pochodnej utamkowej) jest wieloznaczne. Wspot-
czesny rachunek rézniczkowy dysponuje zestawem kilkunastu operatoréw noszacych te
nazwe; jednym z nich jest pochodna utamkowa w sensie Caputo. Liniowa kombinacja
lewej i prawej pochodnej Caputo, nazywana pochodng Riesza-Caputo, jest podstawa for-
malizmu matematycznego stosowanego w rozprawie do opisu zagadnien z zakresu teorii
sprezystosci.

Lprzypis GD



Istotna cecha wyrdzniajaca operator Caputo, a wiec takze Riesza-Caputo, wérod in-
nych operatoréw rézniczkowych niecatkowitego rzedu jest mozliwos¢é ominiecia ktopotow
z fizyczng interpretacja warunkow brzegowych i poczatkowych narzucanych na funkcje
probne w wariacyjnych zadaniach statyki i dynamiki. Chodzi tu w szczegdlnosci o przy-
padki wymagajace okreslenia warunkéw dotyczacych pochodnych tych funkeji. Wykorzys-
tanie pochodnej Caputo zaweza to wymaganie do pochodnych catkowitego rzedu i tym
samym uwalnia od dyskusji dotyczacej fizycznego znaczenia pochodnych utamkowych.

Pochodna Riesza-Caputo ma podstawowe znaczenie w pracy badawczej Doktoran-
tki; jest uzywana do wyprowadzenia rownan rozwiazujacych w ramach okreslonej teorii.
Roéwnania te sa wywodzone ze sformutowan wariacyjnych. Dlatego warto w tym miejscu
przypomnie¢ rownanie Fulera-Lagrange’a okreslajace ekstremale funkcjonatu zaleznego
od pochodnej funkcji probnej w sensie Riesza-Caputo, por. (Almeida, 2012).?

Niech [a,b] € R i niech y : [a,b] — R bedzie funkcja probna klasy C' o ustalonych
wartosciach y(a) oraz y(b). Ponadto, niech [A, B] C [a,b] bedzie pewnym podzbiorem.
Dodatkowo, niech symbole §D¢, oraz RCaDg“ oznaczaja odpowiednio operatory roznicz-
kowe rzedu a € (0,1) w sensie Riesza i Riesza-Caputo. W dalszej czesci istotne jest, ze
pochodna Riesza jest w (Almeida, 2012) definiowana jako kombinacja liniowa pochodnych
utamkowych w sensie Riemannna-Liouville’a, a pochodna Riesza-Caputo jest kombinacja
liniowa pochodnych utamkowych w sensie Caputo.

Wprowadzajac standardowe oznaczenie, L, funkcji Lagrange’a w definicji funkcjonatu

J(y) = / L(z,y(x), "Dy (x)) dr, 1)

z warunkami brzegowymi
y(a) = yo oraz y(b) =y, (2)

dowodzi sie prawdziwosci warunku koniecznego ekstremum, por. (Almeida, 2012, The-
orem 3): Jezeli funkcja y jest minimizerem J, to réwnanie Eulera-Lagrange’a przybiera
postac

oL, . . 0L
8—y($) - ADBW(x) =0, (3)
dla kazdego z € [A, B]. Nalezy podkresli¢, ze:

e W rownaniu (3) stosuje si¢ dwie pochodne utamkowe. Pochodna w sensie Riesza-
Riemanna-Liouville’a jest obliczana w dziedzinie [A, B] funkcjonatu J, a pochodna
Riesza-Caputo w dziedzinie [a, b] funkcji probnych y.

Wobec dalszych uwag sformutowanych w recenzji, i w nawiazaniu do tresci rozdz. 4.2
rozprawy, nasuwa sie pytanie:

Czy istnieja sformutowania wariacyjne z pochodna Riesza-Caputo, ktoére sg réwno-
wazne zwiazkowi (3)7

2Almeida, R. (2012): Fractional variational problems with the Riesz-Caputo derivative, Applied Math-
ematics Letters, 25(2), 142-148, dostep elektroniczny: doi.org/10.1016/j.aml.2011.08.003.



U2.

Zastosowanie aparatu matematycznego w teorii sprezystosci nie podlega silnym ogranicze-
niom. Dzieki temu miary deformacji i prawa konstytutywne mozna postulowaé¢ w ramach
dos¢ szerokiego spektrum z zastrzezeniami sformutowanymi w U3 ponizej.

Na tym tle wyr6znia sie rownanie ruchu (réwnanie réwnowagi). Ten warunek jest
jednoznacznie okre$lony za pomoca praw fizyki, wiec — moim zdaniem — nie moze zalezec¢
od dowolnie dobieranych cech matematycznych, np. definicji pochodnej, jej rzedu, czy
parametru skali. W mojej opinii, twierdzenie odwrotne nalezy uznac za bardzo dyskusyjne.
Opracowujac recenzje, nie natknatem sie na dowdd takiego twierdzenia.

Us.
Poprawne miary deformacji sa okreslane w ramach kryterium ruchu sztywnego. Dlatego
wykorzystanie operatoréw rézniczkowych niecatkowitego rzedu w definicji odksztalcenia
musi by¢ ograniczone spetnieniem tego kryterium. W zwiazku z tym zasadne jest pytanie,
czy stosowane w rozprawie definicje miary deformacji zeruja sie na ruchach sztywnych.

Dodatkowo, miara odksztalcenia musi spelnia¢ czysto matematyczny warunek, tzn.
musi by¢ polem tensorowym. Zastosowanie pochodnej Caputo, a w konsekwencji takze
Riesza-Caputo, w opisie deformacji nie prowadzi do okreslenia takiego pola. Ten fakt nie
ma znaczenia w teoriach jednowymiarowych, ale ma znaczenie istotne np. w teorii ptyt.

Gradient utamkowy nie zachowuje sie jak tensor przy transformacji ortogonalnej (obro-
cie) uktadu wspotrzednych, co oznacza ze za jego pomoca nie mozna prawidtowo zdefin-
iowa¢ miary odksztatcenia w teorii sprezystosci malych odksztatcen. Te kluczowa wade
mozna zilustrowaé¢ na nastepujacym przyktadzie.

Przyjmijmy obszar [0,a] x [0,a] C R? z baza kartezjaiska (e, e;). Niech p = (z,y)
bedzie punktem nalezacym do tego obszaru. Dla uproszczenia rozwazmy pole skalarne

fp) == (4)
i gradient utamkowy w rozumieniu Caputo
V() =GD5 ()er + 5Dy () e (5)
Ustalajac o = 1/2 w definicji pochodnej utamkowej Caputo, dostajemy

Vip) = 2\?

Nastepnie obracamy uktad wspoétrzednych o kat ¢ w ten sposob, ze

e;. (6)

r=1a'cosp—y'sing, y=2asing+y cosep. (7)

Wtedy z (5) otrzymujemy




Podstawiajac (5) do (6) obliczamy

2\/2 —y's
Va'cosp —y'sing w uktadzie nieobréconym,
NZS

V)] = (9)
2¢/x' cos? @ + i sin” ¢

/T

To oznacza, ze operacja gradientu utamkowego nie jest niezmiennicza wzgledem obrotu

w uktadzie obréconym.

uktadu wspotrzednych, a wiec gradient utamkowy w sensie Caputo nie jest operatorem
wektorowym. Zatem za jego pomoca nie mozna zdefiniowaé¢ pola tensorowego reprezentu-
jacego miare odksztalcenia.

Uwagi szczegodlowe

U4.

Roéwnania rozwiazujace przytoczone w rozdziatach 2.3 i 2.4 opisowej czesci rozprawy
i wyprowadzone w publikacjach A.1 — A.5 nie maja postaci zgodnej z formula Eulera-
Lagrange’a (3).

Na przyktad, w réwnaniu opisujacym zagadnienie s-F'TB kazda pochodna utamkowa
jest obliczana w sensie Riesza-Caputo w przedziale (z — ¢y, x + {;) — patrz wzor (2.10)
na s. 9 opisowej czesci rozprawy. To oznacza, ze wzory (47, 48, publikacja A.2) zostaly
otrzymane z formul Eulera-Lagrange’a, ktore mozna sprowadzi¢ do postaci

OL oL
() =S DSy () =0, (10)
8y “ t axiclzDg+ff Y
podczas gdy w $wietle (3) powinno by¢
OL R oL
(@) -, Do, — 27 (z)=0. 11
57%) ~ D2, (2) (1)

Watpliwos¢ budzi drugi sktadnik wzoru (10). Pochodna funkcji, wzgledem ktorej
rozniczkowana jest funkcja Lagrange’a powinna by¢, wedtug (3), obliczana w przedziale
(0, L). Dodatkowo, w okresleniu tego sktadnika Doktorantka nie uzywa w ogole pochod-
nej Riesza-Riemanna-Liouville’a. Szczegotowe wyprowadzenie poprawnych, tzn. zgodnych
z wzorem (3), wersji rownan (47, 48, publikacja A.2) wykracza poza ramy recenzji.

Podobna uwaga dotyczy takze pozostatych rownan rozwiazujacych w rozdziatach 2.3
i 2.4 rozprawy i pozostalych publikacji bedacych podstawa postepowania awansowego.

U5.

Doktorantka stosuje w rozprawie i w pracach A.1 — A.5 okreslenie n = |« | + 1, zakladajac
jednoczesnie o € (0,1]. W wyniku obu zalozen powstaje btad polegajacy na tym, ze
operator Riesza-Caputo zdefiniowany za pomoca wzoru (2.1) na s. 7 rozprawy nie zwraca
pochodnej rzedu 1.



Przyjmujac o = 1, mamy n = 2, wiec

RC 1 1 x " :EJ’_Z_f "
SEDL f@ =5 | [ F @ [ e
xr— f xX
1
=5 (['@) = [z =) + [w+ ;) = ['(2))
(12)
1
=5 ([lle+b) = fllz—1t))
# f'(x)
Ue.
Doktorantka definiuje we wzorze (2.1) pochodna w sensie Riesza-Caputo inaczej niz
przyjeto w literaturze, wprowadzajac dodatkowy mnoznik F(FQ(;)O‘ ). Jakie matematyczne

i fizyczne przestanki uzasadniaja zastosowanie tego mnoznika? Czy tak zdefiniowany op-
erator rozniczkowy ma ceche tacznosci? Czy wzor (2.1) ma zastosowanie w obliczeniach
pochodnych utamkowych i catkowitych rzedéw wyzszych niz 17 Czy w definicji mnoznika
mozna skresli¢ mianownik, skoro I'(2) = 17

ur.
Parametr skali ¢; jest okreslony przez cechy mikrogeometryczne konstrukeji, a wige jest
wielkoscia, ktorej warto$é jest ustalana indywidualnie w kazdym zadaniu. Nie jest jednak
jasne jakie cechy konstrukcji, badz zadania, decyduja o rzedzie pochodnej utamkowe;.
Czy w zwiazku z tym warto$é o mozna dobra¢ dowolnie z zakresu (0, 1], czy moze istnieje
kryterium wyboru wartosci optymalne;j?

Wydaje sie, ze takie kryterium powinno byé¢ sformutowane. Przy jego braku nic nie
stoi na przeszkodzie, aby zawsze zatozy¢, ze a = 1.

uUs.
W rozprawie wielokrotnie podkreslono znaczenie aparatu rézniczkowego niecatkowitego
rzedu w uwzglednieniu niejednorodnosci materiatowych w nano- i mikroskali. Tymczasem
w czesci ogblnej i niektorych pracach przyjeto = const. Czy takie uproszczenie nie jest
sprzeczne z podstawowa przestanka stosowania pochodnych utamkowych?

Podstawienie F© = const. mozna latwo uzasadni¢ w przypadku zadan dotyczacych
np. zarysowania belek zelbetowych, ale nie jest zrozumiate w kontekscie zagadnienn oma-
wianych w rozprawie.

Podsumowanie

Wyniki uzyskane w rozprawie sg zalezne od wartosci parametréw operatora pochodnej
utamkowej. Dodatkowo, istotne obiekty matematyczne zalezne od tego operatora nie
maja cech niezmienniczych przy transformacjach ortogonalnych uktadu wspotrzednych.
Ponadto, formuly opisujace rownowage konstrukcji, z ktorych korzysta Doktorantka maja



niejasny sens matematyczny; trudno stwierdzié, czy wynikaja wprost z réwnan Eulera-
Lagrange’a.

Nie mozna jednak wykluczy¢, ze zjawiska mechaniki cial odksztalcalnych podlegaja
roznym prawom matematycznym i fizycznym w zaleznosci od skali, w jakiej zachodza.
W tym miejscu nasuwa sie poréwnanie mechaniki klasycznej z mechanika kwantowa.
Podobna role moze petnié teoria sprezysto$ci korzystajaca, w bardzo malych skalach,
z aparatu rozniczkowego niecatkowitego rzedu, jednak moim zdaniem poprawnosé takiej
teorii nie zostata dotychczas udokumentowana.

Celem rozprawy doktorskiej mgr inz. Pauliny Stempin bylo potwierdzenie stosowal-
nosci rézniczkowych réwnan rozwiazujacych z pochodnymi utamkowymi w wybranych
zadaniach statyki i dynamiki. W mojej opinii Doktorantka osiagneta ten cel poprawnie
opracowujac, a nastepnie stosujac, formuly numeryczne. Graficzne poréwnanie wynikow
symulacji komputerowych z wynikami badan laboratoryjnych wskazuje na zgodno$é obli-
czen z eksperymentem. Co za tym idzie, mozna sadzi¢, ze praktyczna warto$¢ zastoso-
wanego modelu matematycznego przewyzsza jego niedostatki teoretyczne. Oczywiste jest
jednak, ze tych niedostatkow nie usuwa.

Stwierdzam, ze mgr inz. Paulina Stempin potwierdzita znajomos¢ zagadnien okreslo-
nych tematem rozprawy. Doktorantka §ledzi biezace osiagniecia w tym zakresie. Wskazane
w recenzji bledy i niedociagniecia, szczegélnie te o charakterze teoretycznym, wplywaja
na moja ocene rozprawy, lecz mimo to uwazam, ze mgr inz. Paulina Stempin jest przygo-
towana do zaawansowanej pracy naukowej.

Whniosek koiicowy

Reasumujac, stwierdzam, ze rozprawa doktorska mgr inz. Pauliny Stempin pt. Structural
models in the framework of space-Fractional Continuum Mechanics spelnia wymagania
stawiane rozprawom doktorskim w Ustawie z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo o Szkolnictwie
Wyzszym i Nauce oraz w innych przepisach zwiazanych. Tym samym wnioskuje o do-
puszczenie rozprawy do publicznej obrony.
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