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Streszczenie

Identyfikacja parametrow i weryfikacja do§wiadczalna modelu

matematycznego wybranych nieliniowych uktadéw mechanicznych

W pracy rozwazono dwa uklady mechaniczne: ruch ptaski pojedynczego waha-
dta fizycznego w stanie nieustalonym oraz ruch przestrzenny wahadta z ruchomym
punktem zawieszenia w stanie ustalonym. Model oporu powietrza dla obu zagad-
niefi obejmowal trzy sktadowe sity ttumienia: liniowy (proporcjonalny do predko-
sci), kwadratowy (proporcjonalny do kwadratu predkosci) i zalezny od przyspiesze-
nia (proporcjonalny do przyspieszenia). Ruch rzeczywistych uktadow zarejestrowano
podczas doswiadczen laboratoryjnych.

Glownym celem pracy jest identyfikacja wspotczynnikoéw ttumienia, gdy znany
jest ruch uktadu w pewnych chwilach czasowych na podstawie eksperymentu, a takze
weryfikacja doswiadczalna zastosowanych modeli oporu osrodka. Wspotezynniki thu-
mienia sg szacowane za pomocg kilku metod obliczeniowych. Zastosowano metode
bisekcji i jej rozszerzona wersje, metode gradientowa, oraz metode najmniejszych
kwadratow. Jak wskazuja wyniki, najwieksza efektywnoscia odznacza sie metoda
gradientowa, zwlaszcza dla ukladow realizowanych w stanie nieustalonym oraz me-
toda najmniejszych kwadratow dla uktadéow w stanie ustalonym.

Zgodnie z potempirycznym réwnaniem Morisona, czlon kwadratowy i sktadnik
uogo6lnione;j sity ttumienia zalezny od przyspieszenia reprezentuja catkowity site wy-
wierang na cialto, tj. sile oporu i site bezwtadnosci, z uwzglednieniem koncepcji
masy dodanej. W modelu sity oporu sktadnik zwiazany z masa dodang wydaje sie¢
niezbedny do pomyS$lnego przyblizenia rzeczywistego ruchu wahadta.

W pracy zaprezentowano wyniki identyfikacji wspotczynnikow ttumienia dla obu
rozwazanych uktadéw mechanicznych oraz przedstawiono oszacowanie tych parame-
trow z zastosowaniem metod statystycznych. Dodatkowo zagadnienie ruchu plaskie-

go wahadta rozwiazano analitycznie za pomoca metody wielu w dziedzinie czasu.



Abstract

Identification of parameters and experimental verification of the

mathematical model of selected nonlinear mechanical systems

Two mechanical systems were considered in this disserattion: the planar mo-
tion of a single physical pendulum in the unsteady state and the spatial motion of
a pendulum with a movable suspension point in the steady state. The air resistance
model for both problems included three components of the dissipative force: linear
(proportional to velocity), quadratic (velocity squared), and acceleration-dependent
(proportional to acceleration). The motion of the real systems was recorded during
laboratory experiments.

The main aim of this disserattion is to identify the damping coefficients based
on the motion measurements at certain time instants from the experiment, and
to experimentally verify the applied models of air resistance. Damping coefficients
are estimated using several computational methods. The bisection method and its
extended version, the gradient method, and the least squares method were used.
Based on results obtained, the gradient method is the most effective, especially for
unsteady-state systems, and the least squares method for steady-state systems.

According to the semi-empirical Morison equation, the quadratic term and acce-
leration dependent component represent the total force exerted on the body, i.e. the
drag force and inertia force including the concept of mass added. In the model of
resistive force, the term proportional to acceleration seems to be indispensable for
the successful approximation of the real pendulum motion.

The disserattion presents the results of the identification of damping coefficients
for both considered mechanical systems and the estimation of these parameters using
statistical methods. Additionally, the problem of the motion of a plane pendulum

was solved analytically using the method of multiple scales in time domain.



Wykaz wazniejszych oznaczen

Operatory
(o), % — pochodna pierwszego rzedu wzgledem czasu
|- — dlugos¢ wektora
Vg — gradient funkcji
) —  wartos$¢ Srednia
[] — funkcja sufit
cov(e) —  wektor kowariancji
F7Y(t(-)) — odwrotna dystrybuanta standaryzowanego rozkladu ¢ studenta
O() — symbol Landaua
Symbole literowe
A — tensor drugiego rzedu
a — wektor przyspieszenia
a — sktadowa styczna przyspieszenia
c1 — wymiarowy wspoétczynnik ttumienia proporcjonalny do predkosci
Co —  wymiarowy wspotczynnik ttumienia proporcjonalny do kwadratu
predkosci
Ca — wymiarowy wspoétczynnik ttumienia proporcjonalny do
przyspieszenia
C, — wspoOlezynnik sity oporu inercjalnego
d — odleglosé¢ pomiedzy markerami dla ruchu wahadta z ruchomym

punktem zawieszenia

d® — kierunek w metodzie gradientowej w i-tym kroku
dr — infinitezymalny element wahadta
dsa  — odlegtoéé od punktu zawieszenia do markera umieszczonego na

wahadle i potozonego blizej osi obrotu dla ruchu wahadta z ruchomym punktem

D£"> — centralny schemat r6znicowy dla pochodnej rzedu n
e&  — blad éredni

e™s  — blad sredniokwadratowy

Ciot — btad catkowity

Eqys — energia dyssypacji ukladu

fx(B) — funkcja celu przy optymalizacji wspolczynnika 3
Fp — sila dyssypatywna

F — sila inercjalna

g — przyspieszenie ziemskie
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uogo6lniona sila przypisana wspotrzednej uogoélnionej g;
uogolniona sita spowodowana oporem osrodka

uogolniona sila zwigzana z wymuszeniem

uogolniona sita spowodowana oporem osrodka w stanie ustalonym
promien elementu

wektor wodzacy

wspolczynnik korelacji Pearsona dla wektora X i Y

promien tarczy

prawe strony réwnan ruchu przestrzennego wahadla z ruchomym
punktem zawieszania w stanie ustalonym

macierz obrotu uktadu wspotrzednych o kat «

liczba stopni swobody

€zas wymiarowy

energia kinetyczna

funkcja Heaviside’a

modul predkosci

wektor predkosci

energia potencjalna sit zachowawczych lub potencjat sit potencjalnych
objetos¢ elementu

liczba stopni swobody rozktadu prawdopodobienstwa
parametry kroku w optymalizacyjnej metodzie gradientowej
wspotczynniki wagowe dla metody najmniejszych kwadratow
katowa wspotrzedna uogolniona wahadta z ruchomym punktem
zawieszenia

katowa wspotrzedna uogélniona wahadta z ruchomym punktem

zawieszenia w stanie ustalonym
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bezwymiarowy wspolczynnik ttumienia proporcjonalny do predkosci

w modelu z dwoma wspotczynnikami ttumienia

bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia proporcjonalny do kwadratu

predkosci w modelu z dwoma wspotczynnikami ttumienia
katowa wspotrzedna uogédlniona wahadta z ruchomym punktem
zawieszenia
katowa wspotrzedna uogélniona wahadta z ruchomym punktem

zawieszenia w stanie ustalonym

bezwymiarowy wspolczynnik ttumienia proporcjonalny do predkosci
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bezwymiarowy wspotczynnik ttumienia proporcjonalny do kwadratu

predkosci w modelu z trzema wspotczynnikami ttumienia
bezwymiarowy wspolczynnik ttumienia proporcjonalny do
przyspieszenia w modelu z trzema wspotczynnikami ttumienia
wspotczynniki ttumienia zalezne od ksztaltu i wymiarow
oplywanego ciala

pomocnicza wspotrzedna katowa wahadta z ruchomym punktem
zawieszenia

przedzial ufnosci

dystrybucja Diraca

warto$¢ kroku w optymalizacyjnej metodzie gradientowe;j
odchylenie standardowe

przyspieszenie katowe

wspotezynnik lepkosci dynamicznej

warto$¢ oczekiwana

gesto$¢ ptynu

katowa wspotrzedna uogolniona wahadtla fizycznego

wyniki doswiadczalne ruchu wahadta

wyniki numeryczne ruchu wahadtla

czas bezwymiarowy

predkos¢ katowa

absolutna predkosé¢ katowa

predko$¢ katowa zwigzana z obrotem elementu o kat «
warto$¢ referencyjna przy zamianie wartosci wymiarowych na
bezwymiarowe

czestos¢ wymuszenia harmonicznego






1. Wstep

1.1. Wprowadzenie

Rozwigzywanie probleméw mechaniki w dzisiejszych czasach polega miedzy in-
nymi na tworzeniu modeli matematycznych. Te modele czesto sg tak ztozone, ze nie
da sie ich rozwiazaé¢ analitycznie. Otrzymuje sie zazwyczaj silnie nieliniowe ukta-
dy réwnan rézniczkowych, roézniczkowo-catkowych lub catkowych, ktore stanowia
wyzwanie dla badaczy. Choé¢ wiedza na temat tych roéwnan stale sie rozwija, ich
ztozono$¢ nadal stanowi bariere. Jednym z podstawowych narzedzi rozwigzywania
tego typu roéwnan sa metody numeryczne. Dzieki nim mozliwe jest rozwiazanie tych
probleméw w sposéb efektywny. Niemniej jednak, metody te réwniez maja swoje
wady, takie jak brak stabilnosci lub dlugi czas obliczenn. Mimo to metody nume-
ryczne staja sie coraz bardziej wydajne i coraz czesciej wykorzystywane w praktyce,
otwierajac nowe mozliwosci dla rozwoju nauki i technologii.

Czesto spotykanym problemem sa tzw. zagadnienia odwrotne mechaniki. Pojecie
y,odwrotne” odnosi sie do sytuacji, w ktorych matematyczny opis jest niekomplet-
ny, na przyktad brakuje pelnych informacji na temat warunkéw brzegowych lub
warunkéw poczatkowych, albo tez nieznane sg konkretne wartosci pewnych parame-
trow. Zagadnienia odwrotne zaliczane sa do kategorii probleméw 7le uwarunkowa-
nych i niejednoznacznych, co oznacza, ze skuteczne rozwigzanie jest mozliwe jedynie
wtedy, gdy dysponujemy dodatkowymi informacjami dotyczacymi przebiegu mode-
lowanego procesu.

Doktadne dobranie modelu ttumienia oraz oszacowanie jego parametréw stano-
wi kluczowy aspekt w dziedzinie symulacji dynamicznej i analizy ruchu realnych
uktadéw mechanicznych. W tym zakresie pojawiaja sie liczne wyzwania zwigzane
z r6znorodnoscia mechanizmoéw rozpraszania energii i ich zlozonoscia. Dodatkowa
trudnodcia jest charakter przyblizony, typowy dla modeli ttumienia. Warto zazna-
czy¢, ze ttumienie wlasne, czyli to naturalnie obecne w systemie lub jego otoczeniu,
czesto mozna podzieli¢ na trzy gtéwne kategorie: ttumienie wewnetrzne, ttumienie
strukturalne i tlumienie zewnetrzne. Thimienie wewnetrzne odnosi sie do proce-
sow zachodzacych wewnatrz materiatu. Moze ono obejmowaé rézne formy absorpcji
energii, na przykiad w materiatach elastycznych poddanych deformacji. Ttumie-

nie strukturalne, natomiast, wystepuje w miejscach zlacz, podporach czy na sty-



kach miedzy elementami konstrukcyjnymi. Przykladem moze by¢ ttumienie w 1g-
czeniu dwoch elementow metalowych, gdzie energia jest rozpraszana poprzez tarcie
i mikro-ruchy w powierzchni styku. Tlumienie zewnetrzne to efekty oddzialywan
miedzy systemem mechanicznym a jego otoczeniem, na przykitad przez interakcje
plyn—struktura. Przyktadem moze by¢ ttumienie generowane przez strumien powie-
trza przeptywajacy wokot poruszajacego sie pojazdu. Zrozumienie tych réznic oraz
umiejetno$¢ wlasciwego uwzglednienia ich w modelach symulacyjnych jest kluczowe
dla skutecznej analizy dynamiki mechanicznej systemow [17].

Istnieje kilka podstawowych modeli opisujacych rézne formy rozpraszania ener-
gii mechanicznej, takie jak tlumienie lepkie i modele z histereza, tarcie suche Co-
ulomba oraz model oporu proporcjonalnego do kwadratu predkosci. Chociaz istnieja
bardziej zaawansowane i szczegbélowe fizycznie podejécia do rozpraszania energii,
takie jak teoria lepkosprezystosci czy teoria termosprezystosci dotyczaca tlumie-
nia wewnetrznego, czesto sa one zbyt skomplikowane, aby praktycznie je stosowac,
szczegblnie w dynamice dyskretnych uktadéw mechanicznych. W praktyce oblicze-
niowej zazwyczaj korzysta sie z prostszych modeli. Gléwnym celem tych modeli jest
zblizone oddanie ogdlnego ttumienia w danym systemie oraz uchwycenie jego gtow-
nych efektow, takich jak zmniejszanie sie amplitudy drgan czy osiaggniecie standw
ustalonych w uktadach nieautonomicznych. W tym kontekscie podstawowe mode-
le, zwlaszcza ttumienie wiskotyczne lub jego rownie czesto stosowany odpowiednik,
ttumienie proporcjonalne do kwadratu predkosci, moga pelni¢ role zastepczych albo
"wypadkowych" reprezentacji nie tylko ttumienia wewnetrznego, ale takze thumienia
strukturalnego i zewnetrznego. Dodatkowo, wazne jest zrozumienie, ze mimo pro-
stoty tych modeli, moga one by¢ skuteczne w przewidywaniu zachowania dynamicz-
nego systemoéw mechanicznych w wielu praktycznych zastosowaniach, co sprawia,
ze sa one popularnym narzedziem w inzynierii i naukach przyrodniczych. Jednakze,
w przypadku bardziej skomplikowanych struktur lub sytuacji wymagajacych wy-
sokiej doktadnoéci, moze by¢ konieczne zastosowanie zaawansowanych modeli, bio-
racych pod uwage bardziej subtelne efekty ttumienia i zachowania sie materiatow
[6, 10, 17, 66].

Takie podejscie, ktore skupia sie na ograniczonym zainteresowaniu rzeczywistymi
zrodtami i mechanizmami tlumienia, mozna uzasadni¢ gltownie faktem, ze w wielu
rzeczywistych uktadach ilo$¢ energii rozproszonej jest bardzo niewielka. Dotyczy to
szczegoblnie czesci ciezkich maszyn, konstrukeji wykonanych z konwencjonalnych ma-
terialow, cztonow mechanizmow, elementéw robotéw przemystowych i podobnych

przypadkow. Sity wynikajace z thumienia sg czesto znikomo mate w poréwnaniu
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z sitami bezwladno$ci i sprezystosci, dlatego moga by¢ pomijane. Niemniej jednak,
wplyw sit rozpraszajacych moze staé sie istotny w przypadku konstrukcji o stosun-
kowo niewielkiej masie, ktore wykonuja ruch w szerokim zakresie zmian potozenia
i predkosci. Przyktady takich konstrukcji to elastyczne, smukte systemy, takie jak
tancuchy, przewody, liny oraz bardzo elastyczne belki |6, 51]|. Z uwagi na nature
oscylacji i zwigzane z nimi nieliniowosci geometryczne, uzasadnione jest traktowanie
wahadta jako archetypu takich smuktych uktadow.

Kluczowym elementem tej pracy jest zweryfikowanie w prostych eksperymentach
modelu ttumienia uwzgledniajacego liniowa i proporcjonalng do kwadratu zaleznosc¢
sity od predkosci oraz wptyw masy dodanej wyrazajacy sie sktadnikiem proporcjo-
nalnym do przyspieszenia. Obok weryfikacji eksperymenty, w ktorych rejestruje sie
dwa rodzaje ruchu preta, stuzg do oszacowania wartosci nieznanych wspotczynnikéw
modelu ttumienia. Wydaje sie, ze cialo sztywne przyspieszane w plynie bez tarcia
zyskuje mase. Ruch plywakoéw, todzi podwodnych, sterowcow itp. jest spowalniany
przez efekt "dodatkowej masy", ktory rézni sie od lepkiego oporu i wyporu. Okazuje
sie, ze pecherzyki powietrza w wodzie unosityby sie 400 razy szybciej, gdyby jedyna
sita dzialajaca na nie byta sita wyporu. Okrety podwodne i sterowce zuzywaja wiecej
paliwa, niz mozna by sie spodziewaé, biorac pod uwage tylko efekty lepkosci. Lodzie
podwodne i sterowce wydaja sie mie¢ wicksza bezwtadnosé, gdy sa przyspieszane
w plynie ze wzgledu na tak zwany efekt dodatkowej masy. Dzieje sie tak, poniewaz
aby przyspieszy¢ ciato zanurzone w nieruchomym plynie nalezy réwniez przyspie-
szy¢ czeS¢ otaczajacego go ptynu. Z drugiej strony, gdy cialo porusza sie ze staty
predkoscia w idealnym (niescisliwym, nielepkim i bezwirowym) ptynie to nie jest
wymagana taka dodatkowa sita. Efekt dodanej masy jest zupelnie inny niz lepki
opo6r. Jest to niespowodowane tarciem lepkim zjawisko, w wyniku ktorego powstaje
sita, proporcjonalna do przyspieszenia ciata i majaca zwrot przeciwny do wektora
przyspieszenia, zwiekszajac w ten sposob mase lub bezwladnosé ciata. Ta dodatkowa
bezwladnos$¢ nazywana jest jej masg dodang lub wirtualng. Dodana masa zalezy od
ksztattu ciata, kierunku przyspieszenia wzgledem ciata oraz od gestosci otaczajacego
plynu. Na przyklad dodatkowa masa zwiekszajaca bezwladno$é kuli przy jej ruchu
przyspieszonym w nieruchomym plynie stanowi polowe masy wypartego przez nia
plynu. W przeciwienistwie do momentu bezwladnosci ciala sztywnego, jego masa
dodana nie zalezy od rozktadu masy w ciele. W rzeczywistosci jest niezalezna od
masy ciata, ale rosnie wraz z gestoscia ptynu. Opoér dziatajacy na ciato to przeciwna

sita tarcia zalezna od predkosci ciala wzgledem ptynu: w przypadku wolnego ruchu
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w warunkach przeplywu laminarnego jest ona proporcjonalna do predkosci, ale przy

duzych predkosciach moze by¢ proporcjonalna do kwadratu predkosci [47].

1.2. Przeglad literatury

Od wiekow wahadta roznego typu (normalne/odwrocone, proste/fizyczne, po-
jedyncze /wielokrotne) stanowia stosunkowo prosty, ale interesujacy obiekt badan
[5, 43, 57, 62, 67, 73]. Odgrywaja one istotna role zaré6wno w mechanice teoretycznej,
jak i eksperymentalnej, stuzac do badania i przejrzystej interpretacji wielu koncep-
cji teorii maltych drgan, drgan nieliniowych oraz chaosu deterministycznego. Anali-
za ruchu wahadel wielocztonowych pozwala na glebsze zrozumienie zjawisk takich
jak oscylacje sprzezone czy dynamika ukladow wielocztonowych [8, 71, 89, 90, 92|.
Wahadto stalo sie nie tylko standardowym modelem w fizyce, ale rowniez zrédtem
problemoéw testowych i licznych studiow przypadkéw w wielu innych dziedzinach, ta-
kich jak automatyka, robotyka, technologia kosmiczna, a takze metody i algorytmy
obliczeniowe oraz sztuczna inteligencja.

W kontekscie analizy i symulacji smuklych systemow, wahadta wielokrotne zna-
lazly szerokie zastosowanie w badaniach dynamiki tancuchow [51, 58, 84, 91, 95]. Sa
one réowniez wykorzystywane jako podstawa do tworzenia dyskretnych modeli konti-
nuoéw sprezystych [24, 25, 78], co pozwala na badanie ztozonych interakeji w struktu-
rach elastycznych i ich reakcji na zewnetrzne czynniki. Dzieki ich wszechstronnosci
i mozliwosciom adaptacji do r6znorodnych problemoéw, wahadla wielokrotne pozo-
staja waznym narzedziem w badaniach naukowych i inzynieryjnych.

W kontekscie ttumienia drgan, pojedyncze wahadto moze by¢ takze postrzegane
jako bardzo prosty i wygodny obiekt do badan eksperymentalno—obliczeniowych.
Nelson i Olsson [65] wykorzystali ptaskie wahadto do pomiaru przyspieszenia ziem-
skiego oraz omowili kilka poprawek modelowych zwigzanych z szeroka gama cech
fizycznych wahadta fizycznego, uwzgledniajac miedzy innymi efekty aerodynamicz-
ne. Mohazzabi i Shankar [60] analizowali wptyw oporu na kulke zawieszona na stru-
nie. W swoim modelu uwzglednili rozwiniecie sity ttumienia w szereg Taylora oraz
tlumienie zwigzane z sita Morisona, tj. proporcjonalng do przyspieszenia. Ladino
i Rondon [48] zaproponowali metode wyznaczania wspoétczynnika ttumienia proste-
go wahadta z oscylujacym punktem zawieszenia. W pracy przedstawiono metode
pomiaru wspoétczynnika tlumienia prostego wahadta wykonujacego male drgania
z wykorzystaniem zjawiska rezonansu. Metoda ta wymaga standardowego genera-

tora sygnalu funkcyjnego, prostego wahadla i gltosnika. W pracy [64] autorzy po-
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rownuja wyniki doswiadczalne i analityczne dla pojedynczego wahadta napedzanego
polem magnetycznym, tj. oddzialywaniem cewka-magnes. Przyblizone rozwigzanie
analityczne amplitudy przemieszczen mechanicznych wahadta otrzymano za pomoca
metody réwnowagi harmonicznej. Wyniki zostaty zweryfikowane réwniez za pomoca
symulacji numerycznych, a nastepnie poréwano je z wynikami dos§wiadczalnymi.

Wiele modeli matematycznych opisuje poszczegbélne mechanizmy rozpraszania
energii mechanicznej. Mozna tu wymieni¢ model tarcia suchego Amontona i Co-
ulomba [12], model ttumienia wiskotycznego, wiele modeli tarcia zaleznych od pred-
kosci |31] oraz model histeretyczny ttumienia. Efekty zaréwno tarcia suchego (na
podporze), jak i thumienia lepkiego na amplitude wahadla omawiali Zonetti i inni
[102]. Warto zaznaczy¢, ze wspomniane badania skupiaja sie glownie na przypadku
wahadta prostego oraz zazwyczaj na jednym z dwoch modeli ttumienia: klasycznym
ttumieniu liniowym (proporcjonalnym do predkosci) lub kwadratowym (proporcjo-
nalnym do kwadratu predkosci).

Algorytmy obliczeniowe interakcji ptyn-struktura umozliwiaja zaawansowany opis
interakcji pomiedzy uktadami drganiowymi a ptynem. Model matematyczny wyko-
rzystany w [13] do badania m.in. drgan wspornika powodowanych przez wir zawiera
réwnania Naviera-Stokesa, rownania Naviera dla osrodka sprezystego oraz warunki
zgodnosci na granicy rozdziatlu. To podejscie uwzglednia duze odksztalcenia i prze-
mieszczenia bryly, a takze silne efekty dodatkowej masy, ktore zwiazane jest z row-
naniem Morisona, gdzie uwzglednia sie wspo6tczynnik ttumienia proporcjonalny do
przyspieszenia.

Badania wykorzystujace analize modalna sprawdzaja sie w wielu problemach
inzynierskich. Pierwotnie analize modalng stosowano jedynie do uktadéw niettumio-
nych. Jednak obecnie powszechnie stosowane sag modele ttumienia proporcjonalne-
go, ktore zakladaja, ze macierz tlumienia jest liniowa kombinacja macierzy masy
i sztywnosci [2]. Dzieki temu mozliwe jest bardziej realistyczne uwzglednienie wpty-
wu tlumienia na dynamike systemu, co pozwala na lepsze dopasowanie modelu do
rzeczywistych warunkéw dziatania.

Nieliniowosci w modelach ttumienia dla uktadéw o wielu stopniach swobody za-
zwyczaj sa pomijane, co zostato podkreslone w [55]. Przyczyny tego zjawiska mozna
upatrywa¢ w trudnosciach zwigzanych z wyznaczeniem wartosci parametréw modeli
nieliniowych. W artykule |55] zaproponowano rozszerzenie metody odwrotnej wy-
znaczania wspotczynnikow, ktora pierwotnie stosowana byta do uktadéw liniowych,
na wyznaczanie wspotczynnikow ttumienia stojgcych przy wyrazeniach nieliniowych.

Wiele modeli, zar6wno w obliczeniowej dynamice cieczy, jak i w algorytmach obli-
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czeniowych interakcji ptyn—struktura, uwzglednia efekt dodanej masy. Przyktadowo,
w pracy [39] uwzgledniono ten efekt w modelu drgan sztywnych i sprezystych sruby
okretowej. Natomiast w [52] pokazano, ze dokladnos¢ obliczeni dotyczacych drgan
skrzydta samolotu moze by¢ istotnie poprawiona poprzez uwzglednienie macierzy
mas dodanych.

Koncepcja masy dodanej znajduje zastosowanie w obliczeniach wspomagaja-
cych projektowanie konstrukeji przeznaczonych do energetyki jadrowej. Na przyktad
w pracy [100] zbadano model z masa dodana dla interakcji ptyn—struktura regatu
do przechowywania wypalonego paliwa jadrowego. Takie regaly umieszczane sa w
basenach wypetnionych woda. W warunkach sejsmicznych, gdy konstrukcja wibruje,
plyn przeptywa miedzy szczelinami, stad moze pojawié sie efekt dodatkowej masy
zwiekszajacej bezwladnosé konstrukeji. Autorzy zauwazaja, ze sktadnik masy doda-
nej jest pomijany w badaniach, a moze on by¢ wielokrotnie wiekszy od masy wlasnej,
szczegblnie w przypadku lekkich elementow o stosunkowo duzych rozmiarach linio-
wych. Autorzy [45] opracowali natomiast model, ktory opisuje rozne wlasciwosci
masy dodanej ptynu i ttumienia dla koncentrycznej cylindrycznej powtoki i rzeczy-
wistych uktadow szesciokatnych rdzeni reaktora z ciektym metalem.

Dynamika konstrukcji wspartych na kolumnach zanurzonych w wodzie, takich
jak fundamenty mostow morskich [75, 99], platformy wiertnicze [59], morskie turbi-
ny wiatrowe [97] itp., wymagaja uwzglednienia interakcji ptyn—struktura, ktora ma
mniejsze znaczenie w przypadku konstrukeji na ladzie. Wiadomo, ze wibracje zanu-
rzonej kolumny poddanej trzesieniom ziemi powoduja ruch pobliskiej wody, wytwa-
rzajac dodatkows site hydrodynamiczng dzialajaca na konstrukcje. Te dodatkowa
site zwykle modeluje sie jako potaczenie hipotetycznej masy wody i przyspieszenia
konstrukeji. W pracach |59, 75, 97| zaproponowano model, w ktorych optywany stup
konstrukeji ma przekroj kotowy. Badania przedstawione w [101]| przedstawiaja row-
niez model masy dodanej kolumny zanurzonej w wodzie, ale o dowolnym przekroju.

W dynamice ukladéw o parametrach skupionych zazwyczaj pomija sie skutki
oddzialywan z otaczajacym plynem. Jednakze istnieja wyjatki, jak w przypadku,
gdy model skupiony uzyskuje sie poprzez dyskretyzacje obiektu ciagtego, jak opisano
w [28]. Autorzy tego badania, zaktadajac ortogonalnosé i niezalezno$¢ postaci drgarn
wlasnych, zaproponowali model drgan topatki turbiny o jednym stopniu swobody,
uwzgledniajac w nim modalng mase dodana. Przeglad metod oceny masy dodanej
ptynu dla turbin hydraulicznych przedstawiono w [18].

Sktadnik z masa dodana moze réwniez by¢ zastosowany w przypadku przeptywu

kawitacyjnego [7]. Dodane wspotczynniki masy zmniejszajg sie wraz ze wzrostem

18



pecherzy kawitacyjnych, co powinno powodowaé¢ wzrost naturalnych czestotliwo-
sci strukturalnych. W modelu pokazano takze dodany operator ttumienia zwiazany
z szybkoscia zmiany gestosci przepltywu. Stwierdzono, ze dodane wspoétezynniki tiu-
mienia sg dodatnie lub ujemne w zaleznosci od szybkosci zmiany gestosci ptynu, co
wskazuje na mozliwos¢ wystapienia niestabilno$ci pomiedzy elastycznymi struktu-
rami i nieustalonymi przeptywami kawitacyjnymi.

Rola, jaka odgrywa oddzialywanie ptyn6w na poruszajace sie ruchem postepo-
wym, obrotowym, czy wahadlowym elementy dyskretnych uktadéw o kilku stop-
niach swobody jest coraz czesciej dostrzegana i uwzgledniana w modelach matema-
tycznych. Pomimo to, nawet w przypadku tak zaawansowanych uktadéw, ttumienie
czesto jest przedstawiane w ramach modelu thumienia wiskotycznego, co zostato
omo6wione w pracach [1, 3, 83, 87]. W tych badaniach zastosowano metode wieloska-
lowa (MSM) w dziedzinie czasu.

W pracy [41] omowiono drgania oscylatora Duffinga z ttumieniem przedstawio-
nym w modelu proporcjonalnym do n-tej potegi predkosci. Jednak, omawiane tam
wyniki nie uwzgledniajg przypadku dla n = 2. Model tlumienia zewnetrznego, wy-
wolanego oporem powietrza, jako potaczenie ttumienia wiskotycznego i proporcjo-
nalnego do kwadratu predkosci, zostal pozytywnie zweryfikowany w [38] w badaniu
drgan cienkiej ptyty. Analizujac drgania cienkiej belki, autorzy dochodza do wniosku,
ze w tym przypadku wystarczajacy jest model proporcjonalny do predkosci. Chang
[14| badal natomiast charakterystyke drgai swobodnych, drgan deterministycznych
i drgan losowych poprzecznie izotropowych ptyt prostokatnych magnetoelektroela-
stycznych stykajacych sie z plynem. W swojej analizie wprowadzil matematyczne
sformutowanie dotyczgce wyznaczania masy dodanej dla stykajacych sie z woda ptyt
prostokatnych o jednakowej grubosci.

Model masy dodanej moze byé¢ zastosowany réwniez w wielu innych zagadnie-
niach. Na przyktad autorzy w pracy [37]| rozwazaja dodatkowa warstwe masy powie-
trza wokol drgajacej membrany, a w [81] badacze sprawdzaja wptyw masy dodanej
na dynamike wibrujacych pretéw. Innym problemem, w ktérym mozna zastosowac
sktadnik masy wirtualnej sa amortyzatory [96], ktore stosowane sa jako niezbedne
tozyska w wielu maszynach wirujacych w celu ttumienia drgan bocznych i zwicksza-
nia stabilnosci uktadu.

W pracy [80] przeanalizowano trzy modele ttumienia, ktore przyblizaja catkowity
opér powietrza w ptaskim ruchu wahadta fizycznego. Najprostszym z nich jest model
ttumienia wiskotycznego. Drugi model to polaczenie ttumienia wiskotycznego i kwa-

dratowego, a trzeci uwzglednia takze mase dodang. Wspotezynniki dla wszystkich
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modeli zostaly wyznaczone przy uzyciu réznych technik optymalizacyjnych, a dane
zostaly zebrane poprzez rejestracje ruchu za pomoca kamery o wysokiej czestotliwo-
Sci.

Podsumowujac przeglad literatury mozna stwierdzi¢, ze model tlumienia i war-
tosci jego wspoOtczynnikow odgrywaja znaczaca role w poprawnym odwzorowaniu
ruchu. Autorzy prac czesto ograniczaja sie wytacznie do liniowego modelu ttumie-
nia, tj. z wspotczynnikiem proporcjonalnym do predkosci, a ich wyniki otrzymane
metodami analitycznymi lub numerycznymi bardzo rzadko sg weryfikowane przez
poréwnanie ich z wynikami doswiadczalnymi. Model thtumienia z masg dodang poja-
wia sie w wielu pracach, w ktorych obiekt znajduje sie w cieczy. W przypadku obiektu
w znajdujacego sie powietrzu — sktadnik ten nie jest brany pod uwage. W przypadku
uktadow poruszajacych sie z duza predkoscia wicksze znaczenie odgrywa parametr
proporcjonalny do kwadratu predkosci, co rowniez w pracach jest czesto pomijane.
Nalezy rowniez podkresli¢, ze artykuty, w ktorych zaprezentowano rozwigzania nie-
liniowych zagadnien trojwymiarowych z bardziej zaawansowanym niz wiskotyczny

modelem thimienia s w zdecydowanej mniejszosci.

1.3. Cel i zakres pracy

Tematyka niniejszej rozprawy dotyczy weryfikacji kilku zaproponowanych modeli
matematycznych sity oporu powietrza wystepujacej w ruchu uktadéw mechanicz-
nych polaczonej z estymacja wartosci wspotezynnikow tych modeli. Celem pracy
jest opracowanie metod przeznaczonych do wyznaczania warto$ci wspolczynnikow
modelu i walidacji tego modelu dla konkretnego uktadu mechanicznego w warunkach
odpowiadajacych naturalnym warunkom jego pracy. Metody te naleza do zagadnient
odwrotnych dynamiki, ktorych sformutowanie nie jest w peini okreslone i wyma-
ga w zwigzku z tym dodatkowych informacji otrzymanych eksperymentalnie z za-
stosowaniem zaawansowanych narzedzi pomiarowych takich jak kamery szybkiego
obrazowania i systemu do analizy ruchu na przyktad BTS SMART. Metody beda-
ce przedmiotem pracy zostaly przetestowane w odniesieniu do dwoch stosunkowo
prostych uktadéw mechanicznych. Pierwszy z tych ukladow to jednorodny, prosto-
liniowy preta zawieszony w nieruchomym punkcie i wykonujacy swobodne drgania
wokot stabilnego polozenia réwnowagi w plaszczyznie pionowej. Drugim uktadem
jest rowniez pret, ale zawieszony za pomoca przegubu na poziomej tarczy kolowej

poruszajacej sie zadanym ruchem. Pret ma mozliwo$¢ obrotu wzgledem dwoch osi.
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Rownania ruchu dla obu ukladéw zostaly wyprowadzone z rownan Lagrange’a 11
rodzaju.

Zgodnie z powyzszym, jednym z najistotniejszych zadan wchodzacych w zakres
pracy jest zaprojektowanie i wykonanie stanowisk pomiarowych stuzacych do reali-
zacji ruchu uktadéw mechanicznych oraz jego rejestracji. Zarejestrowane dane ekspe-
rymentalne zostaly przetworzone z zastosowaniem autorskich algorytmow. Kolejny,
cho¢ przebiegajacy rownolegle z wykonywaniem eksperymentéw, etap pracy polegat
na dokonaniu pewnych uproszczen modelowych i wyprowadzeniu réwnan ruchu obu
uktadéw z uwzglednieniem weryfikowanych modeli sity oporu osrodka. W kolejnym
kroku nalezy, po pierwsze, wykona¢ identyfikacje wspotczynnikéw ttumienia poprzez
metody optymalizacyjne, takie jak metoda gradientowa lub metoda najmniejszych
kwadratow. Po drugie, ze wzgledu na nieliniowo$¢ proponowanego modelu, niezwy-
kle wazna jest weryfikacja modelu poprzez poréwnanie wynikow uzyskanych nu-
merycznie i doswiadczalnie. Ostatnim zadaniem jest rozwiazanie analityczne lub
potanalityczne réwnan ruchu bazujacych na zweryfikowanych modelach ttumienia
przy zastosowaniu metody wielu skal w dziedzinie czasu.

Na tle istniejacego stanu literatury do elementéw nowych zawartych w pracy au-
tor zalicza opracowanie metodyki estymacji parametrow trojparametrowego modelu
sity oporu o$rodka, w ktorym porusza sie uktad mechaniczny. Metodyka ta w swojej
czesci teoretycznej sktada sie z klasycznych i opisanych w literaturze modeli, me-
tod i algorytmow, ktore w sposob autorski zostaly potaczone w jedno kompleksowe
narzedzie stuzace jednemu okres§lonemu celowi. Wartymi odnotowania elementami

tego postepowania sa:

e Wyprowadzone z formalizmu Lagrange’a rownania ruchu obu uktadéw z sitami
uog6lnionymi opisujacymi oddziatywanie osrodka i wyrazonymi przez analitycz-
nie obliczone catki oraz warunki poczatkowe dla ukladu z wiezami niestacjonar-
nymi, sformulowane na podstawie rachunku impulséw,

e Analiza porownawcza przydatnosci aproksymacyjnych i interpolacyjnych sche-
matow roznicowych do przetwarzania danych pomiarowych,

e Statystyczna ocena wartosci estymowanych parametréow przeprowadzona przy
zastosowaniu metody najmniejszych kwadratow do minimalizacji btedu speknie-

nia rownan ruchu.

Oryginalnym elementem pracy jest takze zaproponowanie uproszczonego modelu
sity oporu osrodka ze skladnikami opisujacymi dyssypacje energii mechanicznej

oraz sktadnikiem proporcjonalnym do przyspieszenia, przedstawiajacym efekt masy
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dodanej, do modelowania ruchu uktadéw mechanicznych w powietrzu. Dodatkowo
autor rozwiazal za pomoca metody wielu skal w dziedzinie czasu dwuwymiarowe
zagadnienie ruchu wahadta fizycznego, ktore jest jednym z uktadéw badanych eks-
perymentalnie, uwzgledniajac zarowno op6r proporcjonalny do predkosci i jej kwa-
dratu, jak i wplyw dodanej masy. Masa dodana, cho¢ wplywa zauwazalnie na ruch
wahadta, nie powoduje zadnych komplikacji obliczeniowych. Natomiast zawierajacy
warto$¢ bezwzgledna nieznanej funkcji sktadnik modelu proporcjonalny do kwadratu
predkosci jest przyczyna trudnosci natury obliczeniowej w metodzie asymptotyczne;j.

Na podstawie powyzszych, teza pracy brzmi nastepujaco: Proponowane metody
eksperymentalnego wyznaczania parametréow modelu sity oporu o$rodka daja pod-
stawy do szerokiej analizy zachowania uktadu mechanicznego opartej o realistyczne
dane.

Praca sktada sie z dziesieciu rozdziatow. W rozdziale drugim przedstawiono pod-
stawowe modele oporu osrodka, ktoére sa stosowane w dalszej czesci pracy. Wypro-
wadzono wzor okreslajacy sile oporu osrodka, w ktorym ta sila jest sumg trzech
sktadnikow: proporcjonalnego do predkosci, proporcjonalnego do kwadratu predko-
Sci oraz proporcjonalnego do przyspieszenia. Ostatni z nich opisuje pojawienie sie
efektu masy dodane;j.

Rozdzial trzeci zawiera krotki opis zagadnienn odwrotnych, do grupy ktorych za-
licza sie identyfikacja parametrow modelu sity oporu przedstawiona w dalszej czesci
pracy. W rozdziale skupiono sie na przedstawieniu probleméw, ktére mozna napotkac
w trakcie rozwigzywania tygo typu problemow.

W rozdziale czwartym opisano podstawowe zalozenia modelowe oraz przedsta-
wiono wyprowadzenie réwnan ruchu wahadta fizycznego w ruchu ptaskim i w ru-
chu przestrzennym z ruchomym punktem zawieszenia. Zapisujac energie kinetycz-
ng i potencjalng uktadu oraz model ttumienia osrodka, ktory zostat przedstawiony
w rozdziale drugim, a nastepnie stosujac rownania Lagrange’a drugiego rodzaju, wy-
prowadzono roéwnania ruchu dla obu uktadow. Czesci rozdziatu poswiecone kazdemu
z uktadow zakoniczone sy sformutowaniem zagadnien poczatkowych. Zagadnienia te
zostaly sformutowane takze w postaci bezwymiarowe;j.

Rozdzial piaty po$wiecony jest opisowi stanowisk pomiarowych i wykonanych
eksperymentow. Ruch ptaski pojedynczego wahadla fizycznego rejestrowano przy
pomocy szybkiej kamery Photron, a ruch przestrzenny pojedynczego wahadta fi-
zycznego z ruchomym punktem zawieszenia rejestrowany byl za pomoca systemu
BTS SMART.

W kolejnym rozdziale przedstawiono wyniki identyfikacji parametrow modeli si-
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ty oporu w ruchu ptaskim wahadla. Zastosowano metode bisekcji, metode bisekcji
uzupelniona o ekstrapolacje tendencji spadku oraz optymalizacyjna metode gradien-
towa. Identyfikacje te wykonano dla modelu z ttumieniem wiskotycznym, nastepnie
z wiskotycznym i z proporcjonalnym do kwadratu predkosci oraz ostatecznie dla
modelu uwzgledniajacego dodatkowo sktadnik zwiazany efektem masy dodanej. Dla
kazdego przypadku obliczono normy zdefiniowane jako odlegto$é pomiedzy rozwia-
zaniem numerycznym réwnan modelu i i warto$ciami zmierzonymi. Kazdy z pod-
rozdziatow konczy sie przedstawieniem wynikow identyfikacji w formie tabeli.

W rozdziale siodmym przedstawiono wyniki estymacji wartosci wspotczynnikoéw
modelu sity oporu z trzema skladnikami (proporcjonalnym do predkosci, kwadratu
predkosci oraz do przyspieszenia). Identyfikacja ta polega na takim doborze wspol-
czynnikow modelu silty oporu, aby minimalizowany metoda najmniejszych kwadra-
tow btad spelienia réwnan ruchu byl najmniejszy. Po zastosowaniu aproksyma-
cyjnych schematow réznicowych (pozwalajacych wyznaczy¢ predkos$é i przyspiesze-
nie katowe) dokonano oszacowania otrzymanych parametréw. Na koricu rozdziatu
umieszczono tabele, w ktorej przedstawionio wyniki identyfikacji.

Rozdzial 6smy dotyczy identyfikacji parametrow ttumienia oraz ich analizy sta-
tystycznej dla modelu ruchu przestrzennego wahadta z ruchomym punktem zawie-
szenia. W rozwazaniach skupiono sie na modelu uwzgledniajacym trzy parametry —
tak jak w zagadnieniu ruchu wahadta ptaskiego.

W rozdziale dziewiagtym otrzymano rozwigzanie zagadnienia poczatkowego dla
ruchu wahadta ptaskiego metoda wielu skal w dziedzinie czasu. Wyniki te stanowia
kolejne porownanie dla rezultatow otrzymanych metodami numerycznymi i dogwiad-
czalnymi.

Ostatni rozdzial stanowi podsumowanie rozprawy. Wskazano tez potencjalne kie-
runki dalszych prac opartych na dotychczasowych rezultatach.

Prace koniczy wykaz literatury oraz trzy dodatki. W dodatku A przedstawiono
analityczne obliczenia momentow bezwladnodci preta dla zagadnienia ruchu plaskie-
go i dla zagadnienia z ruchomym punktem zawieszenia. Dodatek B opisuje szczego-
towo optymalizacyjna metode gradientowa stosowana do identyfikacji parametrow
w rozdziale szostym. W dodatku C zamieszczono analityczne obliczenia dla catek
z funkcji niewymiernych, ktore dotyczg modelu oporu osrodka dla zagadnienia ruchu

przestrzennego wahadta z ruchomym punktem zawieszenia.






2. Wybrane modele oporu osrodka

Fakt, ze rzeczywiste ciala poruszaja sie zazwyczaj nie w prézni, lecz w otaczaja-
cym je ptynie, ma wpltyw na ich ruch. Natura oddzialywan pomiedzy plynem i po-
ruszajacym sie w nim cialem jest bardzo ztozona, nawet gdy cialo traktuje sie jako
sztywne. W miare dokltadny opis oddzialywan daja rownania Naviera-Stokesa. Ich
implementacja pociaga za soba duza komplikacje modelu matematycznego i wymaga
stosowania zaawanasowanych metod numerycznych w celu znalezienia rozwiazania
konkretnego problemu. Z tego powodu w zagadnieniach inzynierskich nierzadko po-
mija sie wplyw otaczajacego o$rodka na ruch ciat, co moze prowadzi¢ do wnioskoéw
niezgodnych z doswiadczeniem.

Alternatywg sa uproszczone modele oddziatywan oparte na przestankach wynika-
jacych z rozwigzan analitycznych rownan Naviera-Stokesa stusznych w szczego6lnych
warunkach oraz z doswiadczenia. Przyktadem takiego podejscia sa modele oparte na
wrzorze Stokesa. Wzor Stokesa, stuszny dla oplywoéw z niewielky liczba Reynoldsa,
okredla site oporu dzialajaca na kule o promieniu r opadajaca powoli w niescisliwym

plynie o lepkosci p. Sita ta wyraza sie wzorem
F = —6mrud, (2.1)

gdzie ¥ jest predkoscia kuli [20, 70, 98].
W przypadku cial o ksztaltach innych niz kulisty i poruszajacych si¢ z niewiel-
ka predkoscia sita oddzialywania o$rodka moze by¢ przyblizona wzorem bedacym

uogoblnieniem wzoru Stokesa, zgodnie z ktorym:
F = —pAv, (2.2)

gdzie A jest symetrycznym tensorem drugiego rzedu [20, 85]. Ze wzoru (2.2) wynika,
ze kierunek sity, z jaka osrodek dziala na cialo, w ogélnym przypadku nie pokrywa
sie z kierunkiem predkosci ciala.

Landau i Lifszyc [49], rozwazajac ruch pewnych cial (kuli, tarczy, ptaszczyzny)
wykonujacych postepowy ruch drgajacy w lepkim i nieécisliwym ptynie, wyznaczyli
w sposOb analityczny site oddzialtywania ptynu na te ciata. Charakterystyczne jest
to, ze sita ta w kazdym z rozwazanych przypadkéw zawiera sktadnik proporcjonalny
do predkosci i sktadnik proporcjonalny do przyspieszenia, co mozna zapisa¢ naste-
pujaco:

~ A

F = —B,7— Ba, (2.3)



gdzie B i /32 sq wspoOtczynnikami zaleznymi od ksztattu i wymiaréw optywanego ciata
oraz od wlasciwosci fizycznych ptynu, takich jak gestosé i lepkosé. Sktadnik sity F
proporcjonalny do predkosci jest zwigzany z dyssypacja energii mechanicznej ciata
i z tego powodu nazywany jest silg dyssypatywna. Drugi sktadnik, proporcjonalny
do przyspieszenia, nie ma wplywu na proces rozpraszania energii mechanicznej. Ta
czesé sity oporu osrodka nazywana jest sitg inercjalna.

Model sity dyssypatywnej proporcjonalnej do predkosci ruchu ciata sprawdza
sie w przypadku oplywu z mala predkoscia majacego charakter laminarny. Gdy
predkosc¢ ruchu jest duza, to optyw staje sie turbulentny, a liniowy model sity dyssy-
patywnej przestaje by¢ adekwatny. W takich warunkach duza zgodnosé¢ z wynikami
do$wiadczalnymi daja modele sity dyssypatywnej zawierajace wyraz proporcjonal-
ny do kwadratu predkosci i ewentualnie wyrazy proporcjonalne do wyzszych poteg

wartosci wektora predkosci. Sile dyssypatywnag w takich modelach mozna zapisaé

nastepujaco:
. U
FD:—(C0+C1U+C2U2+...) ;7 (24)
gdzie v = |U], {¢;}52, sa dodatnimi wspolezynnikami niezaleznymi od wartosci v

wektora predkosci.

Naturalnie zaktadamy, ze wspotczynnik ¢y jest rowny zero, poniewaz na zanu-
rzone cialo nieruchome nie dziala sita oporu. Modelujac interakcje miedzy cialem
a powietrzem, wezmiemy pod uwage tylko dwa skladniki rozwiniecia (2.4). Wobec
tego site dyssypatywna Fr dziatajaca na uktad mozna zapisa¢ w postaci

—

Fp=— (clv + C2U2) %, (2.5)

gdzie ¢, oraz ¢y sa dodatnimi, wymiarowymi wspotczynnikami ttumienia odpowia-
dajacymi dwém rozwazanym sktadowym sity dyssypatywnej: proporcjonalnej do
predkosci — ¢y i proporcjonalnej do kwadratu predkosci — ¢o, a znak minus oznacza,
ze sita dziata w kierunku przeciwnym do kierunku predkosci [50].

Model z thumieniem wiskotycznym, tzn. uwzgledniajacy tylko sktadnik sity dys-
sypatywnej proporcjonalnej do predkosci, jest najprostszy i czesto jest stosowany
w analizie drgan, gdyz nie prowadzi do nieliniowosci i trudnosci obliczeniowych. Mo-
del ten jest czesto uzywany do przyblizenia bardziej ztozonych rodzajow ttumienia
wewnetrznego i zewnetrznego [6, 10, 27]. Rowniez w wiekszosci podrecznikow me-
chaniki klasycznej [33, 89, 90| omawiane sa jedynie przypadki zawierajace ttumienie
wiskotyczne.

Oddzialywania miedzy drgajacymi cialami a powietrzem obejmuja, oprocz sity

zaleznej od predkosci i powodujacej czysty efekt rozproszenia energii, rowniez site
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proporcjonalna do przyspieszenia [50, 72|. Ta ostatnia, zwana sila inercjalna qu,
jest zwiazana z koncepcja masy dodanej stosowana w hydromechanice [82]. Sita

inercjalna moze by¢ przedstawiona w nastepujacej postaci:
Fr = —C,Vpi, (2.6)

gdzie C, oznacza wspoOlczynnik sity oporu inercjalnego, p jest gestoscig pltynu oraz
V to objetoscia ciala, @ jest natomiast przyspieszeniem, a = v.
Zgodnie z réwnaniem Morisona sktadnik zwigzany z elementarna sita bezwtad-

nosci mozna przedstawic jako [49]
Fr = —¢,a, (2.7)

gdzie ¢, = Can jest stalym i wymiarowym wspotczynnikiem ttumienia odpowia-
dajacym sktadowej sitly oporu proporcjonalnej do przyspieszenia. Ostatni sktadnik
ttumienia czesto pojawia sie w zagadnieniach hydrodynamiki i w analizie dyna-
micznej konstrukeji morskich, gdzie catkowita sila fali dzialajaca na zanurzone ciato
obejmuje zaréwno sity oporu jak i sity bezwladnosci.

Ostatecznie bioragc pod uwage (2.5) oraz (2.7), otrzymujemy nastepujacy wzor

na site oporu osrodka:
. o T 3
F=— (clv + Cov ) -+ c,d (2.8)
v

uwzgledniajacy trzy parametry thumienia ci, ¢ 1 ¢,. Model zapisany w tej postaci
bedzie zastosowany do okreslenia sit oddzialujacych na elementy uktadéw mecha-

nicznych rozwazanych w dalszej czesci pracy.






3. Zagadnienia identyfikacji

Dla zagadniet mechaniki i innych probleméw inzynierskich tworzy sie modele
matematyczne, ktoére w uproszczony sposob opisujg zjawiska wystepujace w rze-
czywistosci. Modele te z reguty majg charakter roéwnan rézniczkowych, catkowych
lub rézniczkowo-catkowych. Dodatkowym istotnym elementem przy tworzeniu mo-
delu jest okreslenie ksztaltu i wymiaréw rozpatrywanego obszaru zagadnienia oraz
zdefiniowanie warunkoéw brzegowych, ktore opisuja to, co dzieje sie w kazdej chwili
czasowej na brzegach obszaru, i warunkow poczatkowych, ktore opisuja poczatkowy
stan modelowanego obiektu. Innym waznym elementem modelu matematycznego
jest okreslenie wtasnosci fizycznych materii wypelniajacej obszar, a takze sformu-
towanie wewnetrznych i zewnetrznych Zrédet wplywajacych na proces rozwazany
w modelowanym problemie. W przypadku gdy wszystkie informacje dotyczace ma-
tematycznego modelu sg znane, mamy do czynienia z zagadnieniem bezposrednim
(prostym). Taki problem jest zagadnieniem dobrze postawionym w sensie Hadamar-
da, tzn. jego rozwiazanie istnieje, jest jednoznaczne oraz stabilne [34].

Obok probleméw prostych rozwaza sie¢ zagadnienia odwrotne. Pod okresleniem
"odwrotne” rozumie si¢ zadania, w ktérych opis matematyczny jest niekompletny,
np. nieznany jest obszar, w ktéorym zachodzi badane zjawisko, brakuje petnej in-
formacji o warunkach brzegowych, warunkach poczatkowych lub tez nieznane sa
wartodci liczbowe pewnych parametrow opisujacych na przyktad wtasciwosci fizycz-
ne materii. Zadania odwrotne naleza do tak zwanych Zle postawionych problemoéw,
co powoduje, ze uzyskanie efektywnych rozwigzan jest mozliwe pod warunkiem, iz
dysponujemy dodatkowymi informacjami zwiazanymi z przebiegiem modelowanego
procesu, np. znamy rozwigzanie w pewnych punktach rozpatrywanego obszaru lub
znamy rozwigzanie w pewnych chwilach czasowych. Czesto jednak takie problemy sa
nierozwigzywalne lub moga mie¢ wiecej niz jedno rozwiazanie. Istnienie rozwiazania
jest pierwszym warunkiem Hadamarda, aby problem byl dobrze postawiony.

Drugim istotnym warunkiem jest jednoznacznosé rozwigzania. Jezeli posiadane
dane nie gwarantuja, ze istnieje jedno rozwiagzanie, to mozna ponownie wykonaé
eksperyment i uzyska¢ nowe dane, ktére mozna poréwnaé z danymi poprzednimi.
Innym sposobem jest otrzymanie dodatkowych danych rozszerzajacych informacje

o procesie lub ograniczenie zakresu stosowalnosci rozwigzania.



Najbardziej delikatnym i najtrudniejszym do spelnienia i wykazania jest warunek
stabilnosci. W wyniku eksperymentu uzyskuje sie wyniki, ktére zostaty zmierzone
z pewna doktadnoscia. Dodatkowo czesto stosuje sie operacje wygladzania danych.
Wszystkie te czynnosci powoduja, ze poczatkowy blad zaokraglen podczas pomiarow
zostaje silnie wzmocniony i rozwiagzanie moze znaczaco odbiegaé od rozwiazania
doktadnego.

Zagadnienia odwrotne rozwigzuje si¢ miedzy innymi za pomoca metod optyma-
lizacji, w ktorych poszukuje sie minimum lub maksimum pewnej funkcji celu. Dobor
metody optymalizacji moze rzutowaé na wyznaczone rozwigzanie w tym sensie, ze
nie ma gwarancji, ze jest to rozwigzanie optymalne.

Problemy istnienia, jednoznaczno$ci i stabilno$ci rozwigzania uwidaczniaja sie
jeszcze bardziej, gdy w zagadnieniu odwrotnym brakuje wiecej niz jednej informacji.
W przypadku poszukiwania adekwatnego modelu ttumienia dla uktadu mechanicz-
nego moze wystepowac kilka wspotczynnikow, ktérych wartosci nie znamy. Przykta-
dem moze by¢ sita oporu opisana rownaniem (2.8), w ktorej wystepuja trzy nieznane
wspotczynniki: ¢q, ¢y oraz c,. Taki problem odwrotny powoduje, ze rozwigzanie po-
szukiwane jest w przestrzeni trojwymiarowej. W szczeg6lnych przypadkach, w kto-
rych uwzglednia sie wiecej sktadnikow rozwiniecia w szereg potegowy (2.4), mozna
otrzymac zagadnienie n-wymiarowe. Takie problemy odwrotne nalezg do grupy za-
gadnien identyfikacji wlasciwosci materialow (zagadnienia wspotezynnikowe).

W literaturze, oprocz zagadnienia identyfikacji wtasnosci materiatowych, rozpa-
truje sie réwniez zagadnienia: okreslania ksztaltu obszaru, identyfikacji warunkow
brzegowych lub poczatkowych oraz identyfikacji zrodel, sil i wymuszeni kinematycz-
nych [21].



4. Model matematyczny ruchu wahadta

fizycznego

4.1. Model ruchu wahadla w ruchu plaskim

Symboliczny jezyk matematyki jest podstawowym narzedziem do przedstawie-
nia réznych zagadnienn inzynierskich. Dazy sie, aby kazdy rozwazany problem byt
jak najlepiej przyblizony za pomoca jezyka matematyki. Taki proces nazywa sie
modelowaniem matematycznym.

W zagadnieniach mechaniki niezbednymi elementami w modelowaniu matema-
tycznym sa roOwnania ruchu opisujace zachowanie uktadu w dowolnej chwili czaso-
wej, rownania przedstawiajace sity dziatajace na uklad oraz warunki poczatkowe.
Do wyprowadzenia réwnan ruchu ukladu mechanicznego! mogg postuzyé réwnania
Lagrange’a drugiego rodzaju postaci

d (0L oL .
E <8q2) —8—%—qu, 2—1,2,...,8, (4].)

gdzie L jest funkcjg Lagrange’a , ¢; oznacza wspolrzedne uogolnione, ¢; sa predkoscia-
mi uogdlnionymi, ), oznacza uogdlniong site przypisana wspotrzednej uogélnionej
q;, ktorej zrodtem sa sity niepotencjalne, a s jest liczba stopni swobody uktadu.

Funkcja Lagrange’a £ jest wyrazona w nastepujacy sposob:
L=T-V, (4.2)

gdzie T' jest energig kinetyczng uktadu wzgledem nieruchomego uktadu odniesienia,
a V oznacza energie potencjalng sit zachowawczych lub potencjat sit potencjalnych.

Rozwazmy wahadlo fizyczne przedstawione na Rys. 4.1. Sklada sie ono z preta
o dtugosci L oraz masie m, zawieszonego na przegubie walcowym oznaczonym przez
O i bedacym elementem nieruchomej podpory. Wahadlo ma jeden stopien swobody,
tj.: s = 1, a jego polozenie mozna jednoznacznie opisa¢ za pomoca kata ¢ mierzonego
przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara od pionowej osi y. Zatem uktad ma jedna
wspohrzedna uogoélniona ¢ = ¢(t), a predkos¢ uogodlniona wyrazona jest przez ¢ =
o).

! Pod pojeciem uktadu mechanicznego rozumiemy w tej pracy uktad ztozony z bryt sztywnych

i punktéw materialnych



L,m

Rysunek 4.1. Wahadto fizyczne

Energia kinetyczna wahadta fizycznego w ruchu obrotowym wzgledem nierucho-

mego uktadu odniesienia Oxy jest nastepujacej postaci:

1
T = SIhg?, (4.3)

gdzie Ip jest momentem bezwtadnosci preta wzgledem osi prostopadtej do ptaszczy-
zny ruchu i przechodzacej przez punkt O. Energia potencjalna sil grawitacji moze
by¢ zapisana jako

V= —%mgL oS , (4.4)

gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim. Podstawiajac (4.3) oraz (4.4) do (4.2), otrzy-
mamy

1
Top + omgLsing = Qy, (4.5)

gdzie @, jest sila uogolniong przypisang wspotrzednej . Sklada si¢ ona z dwoch
sktadnikow

Qu =Qp =QW +QY, (4.6)

gdzie QS) jest sita spowodowang oporem osrodka, a Qg) jest sita zwigzang z wymu-
szeniem.

WprowadZzmy zmienng lokalna r mierzong wzdtuz osi preta od punktu zawie-
szenia wahadta O, jak pokazano na Rys. 4.2. Wektor wodzacy 7, predkos¢ v oraz
przyspieszenie a infinitezymalnego elementu dr wahadta mozna przedstawi¢ w na-

stepujacy sposob:

7 = r(cos @i + sin @j), (4.7)
dr - -
U= d—; = r¢(cos pj — sin i), (4.8)
— dU N .2 - . .92 . -
Q== (—r@sing —r°cos )i+ (r$cos — re”sine)j, (4.9)
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Rysunek 4.2. Infinitezymalny element wahadta

gdzie ioraz j sa wersorami globalnego uktadu wspotrzednych Ozxy.
Uogélniona sita spowodowana oporem powietrza dziatajaca na nieskonczenie ma-

ta czes¢ wahadta jest przedstawiona wzorem

- dr
dQW = dF - é. (4.10)

Zgodnie z (2.8), elementarna sita oporu powietrza jest réwna
dF = — ((clv + 621)2) Y + cad;) dr, (4.11)
v

gdzie dr jest dtugoscig infinitezymalnego elementu preta, natomiast a; oznacza skta-

dowg styczna przyspieszenia, ktéra przyjmuje postaé
@ = r@(cos ) — sin @i). (4.12)

Obliczajac pochodng wektora wodzacego wzgledem wspotrzednej uogédlnionej, otrzy-
mamy
dF - . A

Qo r(cos @) — sin ¢i). (4.13)
Niech é; bedzie wektorem jednostkowym prostopadlym do osi preta zorientowanym
zgodnie ze wzrostem kata . Zaréwno predkosé, jak i skladowa styczna przyspie-
szenia punktow wahadla zmieniajg sie liniowo wzdluz osi preta i mozna je zapisac
w nastepujacy sposob:

U = wréj, (4.14)

C_l:t = 57’6;57 (415)

gdzie predko$é¢ katowa w i przyspieszenie katowe € sg rowne w = ¢, € = ¢. Wartosé
wektora predkodci jest rowna
v =|w|r = ||r. (4.16)
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Podstawiajac (4.8) i (4.12) do (4.11), otrzymamy

—

dF = — ((01 + ¢ov) 1p(Cos @] — sin i) + car@(cos pj — sin gpz)) dr. (4.17)

Wstawiajac wyrazenia (4.13) i (4.17) do (4.10) dostaniemy wzoér na elementarna

uogo6lniony sile wywolang przez site dF w nastepujacej postaci:
dQS) = — ((e1 + ea|p|r) or + cqpr) rdr. (4.18)

W celu okreslenia catkowitej uogdlnionej sity pochodzacej od sity oddziatywania

z oSrodkiem, nalezy scatkowaé lokalng site dQS) na calej dtugosci preta. Wobec tego

L
Qc(pl) = —/ ((e1 + ca|@lr) ¢r® + capr?) dr. (4.19)
0

W ten sposob otrzymujemy nastepujacy wzér na uog6lniong site przedstawiajaca

op6r powietrza dziatajacy na wahadto:

L Lt L
QS) == (01?SD + CQZW’@ + Ca?‘ﬂ) : (4.20)

W celu uogélnienia modelu matematycznego zakltadamy, ze na wahadlo w plasz-
czyznie ruchu dziala para sil o zwrocie zgodnym z kierunkiem wzrostu wspotrzedne;j

. Warto$¢ momentu tej pary zmienia sie¢ harmonicznie zgodnie z réwnaniem
M (t) = My cos (Qt), (4.21)

gdzie M jest amplituda, a €y czestoscia wymuszenia harmonicznego. Sita uogélniona

spowodowana dziataniem pary sil jest zatem réwna
Qg) = My cos (Qot). (4.22)

Wstawiajac (4.20) i (4.22) do roéwnania (4.5) otrzymamy réwnanie ruchu wahadta

fizycznego w nastepujacej postaci:

L3 L3 4 1
(L, + ca?) b+ 01?9'9 + czng lo] + §mgL sin ¢ = My cos (Q0t). (4.23)

Jest to rownanie rozniczkowe zwyczajne drugiego rzedu nieliniowe i niejednorodne
o stalych wspoltezynnikach. Rownanie (4.23) nalezy uzupeié¢ warunkami poczatko-

wymi w postaci danej jako

©(0) = ¢o, ¢(0) = wo, (4.24)

gdzie g jest poczatkowym wychyleniem wahadla, wy jest jego poczatkowa predko-
Scia katowa.
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Wprowadzmy jako nowa zmienng czas bezwymiarowy
T = Wt, (4.25)

gdzie indeks dolny ¢ oznacza, ze warto$é¢ referencyjna w; zostanie przedstawiona

w kilku wariantach. Dzielac réwnanie (4.23) przez jednomian 1mgL otrzymamy

61, + 2¢,L° . n 2¢, L% . n coL?
3mgL 7 3mg 7

2M,
gap || +sinp = mgz cos (Qot). (4.26)

2m

Zgodnie z definicja (4.25) i regula tancuchowa, mamy

de(t) _ . dp(7) Cot) . dPp(7)

= T ] - 17 9 427
dt dr a2~ A (4.27)
wiec rownanie ruchu wahadta dla czasu bezwymiarowego przyjmuje postaé
61, + 2c,L? . ,d? 2c1L% . d L?  ,d d
$20,L0 () | 200l d(r) | el de(n) |de)| |
3mgL dr? 3mg dr 2mg dr dr (4.28)
2M0 (Q()T) .
= cos [ — .
mglL W;
Wspoétezynnik referencyjny Wy okreslimy korzystajac z postulatu
61, + 2c,L?
Plot oGl 52y, (4.29)

3mgL

R 3mgL
S L 4.30
LV 6IL + 20,18 (4.30)

Wstawiajac wyrazenie (4.30) do réwnania (4.28), otrzymano pierwszy wariant row-

z ktorego wynika, ze

nania ruchu wahadta fizycznego w nastepujacej postaci bezwymiarowej:

G+ a1+ apl@| + sing = fcos(pi), (4.31)
gdzie ¢ = (1) oraz
2c, L* L3 2 M Q
a = = Wi, ay = = w1, f==, pr=— (4.32)
3mg 2mg mglL W

sa wielko§ciami bezwymiarowymi, a kropka nad symbolem oznacza rézniczkowanie

wzgledem zmiennej 7. Rownanie (4.31) jest uzupelnione o warunki poczatkowe

©(0) = 9o,  $(0) = z—? (4.33)
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Rownanie (4.31) oraz warunki poczatkowe (4.33) tworza wspolnie bezwymiarowe za-
gadnienie poczatkowe dla ruchu wahadta fizycznego uwzgledniajace dwa bezwymia-
rowe wspotczynniki tltumienia oy i s, ktore odpowiadaja sile oporu proporcjonalne;j

do predkosci i do kwadratu predkosci. Zagadnienie to ma postac

P+ a1p + ag@lp| + sing = f cos(pi7),
©(0) = o, (4.34)
P(0) = 2.
Rownanie (4.28) mozna rowniez sprowadzié¢ do postaci bezwymiarowej pozosta-
wiajac wspolczynnik oporu ¢,. Niech teraz

2I
% 2 =1. (4.35)

mglL

R mglL
=14/ . 4.
W9 210 ( 36)

Postepujac analogicznie jak poprzednio otrzymamy drugi wariant zagadnienia po-

Stad dostaniemy, ze

czatkowego bezwymiarowego ruchu wahadta fizycznego uwzgledniajacy trzy wspot-

czynniki ttumienia. Zagadnienie to jest nastepujace:

(14 Ba)@ + P1p + Bald| + sing = f cos(pi7),

©(0) = o, (4.37)
o(0) = 22,
gdzie
Cq c1 . cl? 0 0
2¢,L? 2¢, L? L, oF 0
Ba = , b= Wa, o= Wt f = ;o opr=—. (4.38)
3mg 3mg 2myg mgL w

Bezwymiarowe wspotczynniki ttumienia 5y, S5 i 5, odpowiadaja trzem sktadnikom
sit oporu: liniowemu (proporcjonalnemu do predkosci), kwadratowemu (proporcjo-
nalnemu do kwadratu predkosci) oraz zaleznemu od przyspieszenia (proporcjonal-
nemu do przyspieszenia).

Pomijajac efekty zwiazane z silg inercjalng F;, mozna przyjac, ze 5, = 0. Wtedy
zagadnienie (4.37) przyjmuje postac

@+ P19 + Bap|p| + sinp = f cos(pi7),
©(0) = o, (4.39)
¢(0) = 2.

36



Pomijajac dodatkowo efekty odpowiadajace sile oporu proporcjonalnej do kwadratu
predkosci, mozna przyjacé, ze By = 0. Zagadnienie poczatkowe dla ruchu wahadta

z oporem wiskotycznym przyjmuje najprostsza postac

¢+ B1p+sinp = fcos(pi7),
©(0) = o, (4.40)
p(0) =2

Zagadnienia (4.39) oraz (4.40) wprowadzono w celu poréwnania ich z modelem (4.37)

przy do$wiadczalnej weryfikacji zagadnienia identyfikacji wspotczynnikéw opisujg-

cych opor osrodka zgodnie z rownaniem (2.8).

4.2. Wahadlo w ruchu przestrzennym z ruchomym punktem

zawieszenia

4.2.1. R6ownania ruchu

Przedmiotem niniejszego rozdziatu jest wyprowadzenie réwnan ruchu z uwzgled-
nieniem sit oporu osrodka dla uktadu pokazanego na Rys. 4.3. Uktad sklada sie
z jednorodnego preta o dlugo$ci L i masie m zawieszonego w punkcie A, ktory
porusza sie znanym ruchem po okregu o promieniu R i srodku w poczatku uktadu

wspotrzednych Oxyz.

VX
Y <

»<

Rysunek 4.3. Wahadlo z ruchomym punktem zawieszenia
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Opisany ruch punktu A jest realizowany w taki sposob, ze pret zostal zamocowa-
ny za pomoca przegubu kulistego do punktu A tarczy kotowej obracajacej sie ze stata
predkoscig & wokot osi pokrywajacej sie z osia z uktadu wspotrzednych Oxyz. Uktad
z natozonymi wiezami niestacjonarnymi ma dwa stopnie swobody s = 2, gdy pret
traktujemy jako element jednowymiarowy o nieistotnych wymiarach poprzecznych.

W celu zdefiniowania wspotrzednych okreslajacych w sposob jednoznaczny poto-
zenie preta wprowadzamy ruchomy uktad wspotrzednych Ox'y'z’ o osiach réwnole-
glych do odpowiednich osi uktadu Ozyz. Role tych wspotrzednych, przyjmowanych
dalej jako wspolrzedne uogodlnione, pelniag katy skierowane v i 5. Kat « jest katem

/

miedzy osiag Az ukladu Ax'y'z’ i osig preta. Kat S zawarty jest miedzy dwiema
pionowymi plaszczyznami przecinajacymi sie wzdluz osi A2/, z ktérych pierwsza Iy
przechodzi przez prostg OA, a druga I, zawiera 0§ AB preta.

Na rysunku 4.4 zilustrowoano utozenie ptaszczyzn II; i Il, oraz pokazano kat
obrotu tarczy ¢ = wt, gdzie w jest wspotrzedna predkosci katowej . Miara pomoc-

niczego kata ~ spetnia zwiazek

B =7 —wt. (4.41)

Rysunek 4.4. Plaszczyzny Il; i Ils oraz zawarty miedzy nimi kat g

Rysunek 4.5 przedstawia widok z dotu, czyli z kierunku osi Oz, ukladu przed-

stawionego na Rys. 4.3.
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Rysunek 4.5. Widok z dotu (z kierunku osi Oz) na tarcze i pret

Do wyprowadzenia rownarn ruchu sa pomocne wspohrzedne kartezjanskie (w ukta-
dzie Oxyz) punktu zawieszenia A oraz konca B wahadla. Wspotrzedne punktu A

zaleza jedynie od kata ¢, wiec

xA(t) = Rcos (wt),
ya(t) = Rsin (wt), (4.42)
za(t) =0,

gdzie R jest promieniem tarczy, po obwodzie ktorej porusza si¢ punkt zawieszenia.

Miedzy wspotrzednymi punktu B i wspoétrzednymi uogo6lnionymi zachodza zwigzki

zp(t) = Rcos (wt) + Lsin acos (wt + ),
yp(t) = Rsin (wt) + Lsin asin (wt + ), (4.43)

zp(t) = Lcosa.

Oznaczmy przez C' $rodek masy preta. Jego polozenie w uktadzie Oxyz okreslaja
wspotrzedne pozostajace w nastepujacych zwigzkach ze wspoélrzednymi uogélniony-
mi:
zc(t) = Rcos (wt) + £ sina cos (wt + ),
yo(t) = Rsin (wt) + £ sinasin (wt + f), (4.44)
zo(t) = L cosa.

Kartezjanskie wspotrzedne predkosci punktu C otrzymamy poprzez obliczenie po-

chodnych wspoétrzednych tego punktu wzgledem czasu

Uz (t) = —wRsin (wt) + £ cos a cos (wt + ) — £(w + 3) sin a sin (wt + ),

Ve (1) = WR cos (wt) + Lacos asin (wt + B) + £(w + ) sina cos (wt + ),

V. (t) = —Lasina,

(4.45)
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gdzie &, 8- predko$ci uogdélnione.
Zgodnie z twierdzeniem Koeniga, energia kinetyczna preta wzgledem nierucho-

mego uktadu odniesienia Oxyz jest okreslona nastepujaco:

1 1 .
T = St g + 6 CEN (4.46)
gdzie
I 0 0
Ie=]0 I, 0 (4.47)
0 0 I

jest centralnym tensorem bezwladnosci preta wzgledem gtéwnych osi bezwladnosci
Croyeze, Iy jest natomiast centralnym momentem bezwtadnosci wzgledem poprzecz-
nej osi gtownej preta, I, jest momentem bezwladnosci wzgledem osi preta, a wektor
Wg jest absolutna predkoscia katowa wzgledem nieruchomego ukladu wspolrzed-
nych Oxyz, wyrazong w tym samym uktadzie C'x.y.z., w jakim zdefiniowano tensor
bezwtadnosci (4.47). Wartosé I, jest o kilka rzedow wielkosci mniejsza od Iy, stad

w dalszych rozwazaniach zostanie pominieta, tzn.:
I,=0. (4.48)

Osie centralnego gtownego uktadu bezwladnosci pokazano na Rys. 4.3. Predkosc¢

katowa ¢y mozna przedstawi¢ jako sume dwoch predkosci katowych
Wy = Wa + Wy. (4.49)

Predkos¢ katowa &, zwigzana jest z obrotem preta o kat a wokol osi prostopadte;j
do plaszczyzny II,. Wektor &, przedstawia predkos¢ katowa obrotu o kat v wokot
osi AZ'. 7 uwagi na niezalezno$¢ wspolrzednych uogélnionych predkosci katowe &,
1 &y s niezalezne.

W uktadzie Ozyz (albo Ax'y'z") wektory d, 1 &, sa okreslone nastepujaco:
o = [—dsiny, & cos, 0], (4.50)
&, = [0,0,4]. (4.51)
Wektor predkosci katowej &, w uktadzie Oxyz, zgodnie z (4.49), ma wspotrzedne
Wy = [—dsiny, & cosv, ] (4.52)

W zwigzku z koniecznodcig przedstawienia predkosci katowej &, w uktadzie gltow-

nych osi bezwladnosci preta, przeprowadzono transformacje jego wspolrzednych
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z uktadu Ozyz do uktadu Cz.y.z.. Zwiazki transformacyjne mozna zapisaé naste-

pujaco:

—ysin« —asiny
Q = Ry(a) - Ri(y) | cvcosy |, (4.53)
Y cos a o

gdzie R;(7y) jest macierza obrotu uktadu wspolrzednych wokot osi Az' o kat ~,
a Ry () jest macierza obrotu uktadu wspolrzednych wokot osi prostopadlej do plasz-

czyzny Il o kat a. Macierze te maja postac

[ cosy siny 0

Ri(y)=| —siny cosy 0 |, (4.54)
0 0 1
| cosa 0 —sina

Ry(ar) = 0 1 0 . (4.55)
sina 0 cosa

Po podstawieniu (4.47) oraz (4.53) do (4.46), energia kinetyczna preta przyjmuje

postac
1 1
T = §mvé +3 (Iod? + Ioy* sin® @) . (4.56)

Stosujac podstawienie 7 = [ + wt, dostaniemy

1 1 .
T = -mv3 + = (Iod2 + Io(B + w)? sin? a) , (4.57)
2 2
gdzie
1
Ve = 3 (uﬂ(—L2 cos(2a) + L* + 8LRsin a cos B + 8R?)

(4.58)
+2L <Ld2 +sina - B(L sin 04(6 + 2w) 4+ 4Rw cos ﬁ) + 4 Rwd cos a:sin B)) )

Energia potencjalna sit ciezkosci wahadta wzgledem poziomu odniesienia na

plaszczyznie Ozy jest rowna
1
V= —§mgL CoS (v, (4.59)

gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie.
W celu wyznaczenia uogoblnionej sity spowodowanej oporem osrodka wprowadz-
my lokalna wspoélrzedna r mierzong wzdluz osi preta od punktu zawieszenia A.

Jak pokazano na Rys. 4.6 wspolrzedna ta wskazuje potozenie dowolnego punktu
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P € [A, B]. Polozenie punktu P na tle calego ukltadu pokazano na Rys. 4.5. Wspot-
rzedne w uktadzie Oxyz wektora wodzacego © punktu P preta mozna przedstawic
w nastepujacy sposob:

r.(r,t) = Rcos (wt) + rsin a cos (wt + ),

ry(r,t) = Rsin (wt) + rsinasin (wt + F), (4.60)

r,(r,t) = rcosa.

1 r \

P é

| — } I
A .dr: B

Rysunek 4.6. Lokalna wspoétrzedna r dowolnego punktu P preta

Obliczajac pochodng wektora r wzgledem czasu po czasie wekora 7, otrzyma-
my kartezjanskie wspotrzedne predkosci U(r,t) punktu P preta oddalonego o r od
punktu A. Maja one postaé

Uy (r,t) = —Rwsin (wt) + 7 (¢ cos a cos (wt + B) — (w + 3) sin avsin (wt + 3)),
vy (r,t) = Rw cos (wt) + r(c cos asin (wt + B) + (w + ) sin acos (wt + ),
v,(r,t) = —rdasina.
(4.61)
Wspolrzedne przyspieszenia d(r,t) otrzymamy obliczajac pochodna pierwszego rze-

du predkosci U(r, t) wzgledem czasu
(

a,(r,t) = —Rw? cos (wt) + 7 ( — a2 sin a cos (wt + B) — 2¢(w + () cos asin (wt + )
—(w + B)?sina cos (wt + B) + @ cos acos (wt + B) — Bsinasin (wt + B)),

a,(r,t) = —Rw?sin (wt) — r (a2 sin asin (wt + B) — 2¢(w + B) cos arcos (wi + B)
+(w + B)?sinasin (wt + ) — ¢ cos asin (wt + B) — Fsinacos (wt + 8)),

a,(r,t) = —r(&*cos a + asin a).

\

(4.62)
Zgodnie z Rys. 4.6, wprowadZzmy wersor wektora AB
ﬁ AB o
€ap = B = [sin acos (wt + B), sin asin (wt + [3), cos a. (4.63)

Sktadowa wektora predkosci ¥(r, t) w kierunku prostopadtym do osi AB preta okre-

Slona jest nastepujacym wzorem
T (rt) = d(r,t) — (17(7“, t) - gAB)gAB- (4.64)
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Wspohrzedne wektora o+ (r,t) w ukladzie Oxyz sa nastepujace:

(

vi(r,t) = —Rwsin (wt) — Rwsin® asin B cos (wt + ) + rd cos a cos (wt + )
—r(w + ) sin asin (wt + ),

q vy (r,t) = £2(3cos (wt) + cos (wt + 20)) + £ cos (2a) sin [ sin (wt + )

+7é cos asin (wt + ) 4 r(w + ) cos (wt + B) sina,

vF(r,t) = —sina(Rw cos asin f + 7).

\

(4.65)

Modut |7 (7, t)| wektora predkosci 0 (r, t) jest rowny
1
[T (r )] = (4 (r,t) - T (1)) ?

1
— (ZWQ (2r* 4+ 3R* + (R* — 2r%) cos (2a0) + 2R sin av(4r cos 3 + R cos (28) sina))

N

+r(2Rcéw cos asin B + ré + Bsin a(2Rw cos B + (2w + () sin @)
(4.66)
Niech @*(r,t) oznacza wektor przyspieszenia w kierunku prostopadltym do osi AB

preta. Wspotrzedne wektora at(r,t) w uktadzie Oxyz sa rowne

at(r,t) = —w?(Rcos (wt) + cos (wt + B) sina(r cos? a) — Rcos Bsin )
—2ra(w + B) cos asin (wt + ) — rfsin asin (wt + 3)
+r cos acos (wt + 3)(— Beosasina(2w + () + i),

at(r,t) = w*( — Rsin (wt) + sina(—rcos? a + Rcos fsina)sin (wt + 3))
+2ré(w + £) cos acos (wt + B) + 7f3 cos (wt + B) sin
+r cos asin (wt + ) ( — B@2w+ B) cosasina + @),

az(r,t) = sina(w? cos (R cos 4 rsina) + (2w + ) cos asin a — rév).

(4.67)

Sity uogolnione, ktorych zrodlem jest opdr powietrza, dziatajace na infinitezy-

\

malny element preta AB sa zdefiniowane nastepujaco:
dr

doW) = JF . == 4.68
Qa da’ ( )
dQV = dF - dar (4.69)
B dp’ )
gdzie elementarna sita oporu osrodka F jest przedstawiona wzorem
dF = — ()T (r,t) + ol T (r, ) [T (1, 1) + ca@(r,t)) dr-. (4.70)

Obliczajac pochodna wektora wodzacego infinitezymalnego elementu preta wzgle-
dem obu wspotrzednych uogélnionych, otrzymamy
dF
d_r = [rcos acos (wt + ), r cosasin (wt + B), —rsin o], (4.71)
«
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d—}

é = [—rsinasin (wt + f), r cos (wt + f) sina, 0]. (4.72)
Podstawiajac (4.65)-(4.67) do (4.70), a nastepnie mnozac skalarnie uzyskane wyra-
zenie przez (4.71) i (4.72) odpowiednio, dostaniemy

dQ\V = —(¢1 + co|t (1, 1)|)(Rw cos asin § + ra)r (473)
+cqr (w? cos a(R cos B+ rsina) + rwfsin (2a) + r3% cos asin a — rév)dr, '

dQ/(Bl) = —(c1 + eo|TH (1)) (Rw cos B + rwsin a + 7 sin a)r sin a (4.74)
—corsina(Rw?sin f + 2ré(w + 3) cos a + 3 sin a)dr,

gdzie ¢y, ¢y i ¢, sa wspotezynnikami ttumienia, a modut |7 (r, )] jest okreslony wzo-

rem (4.66). W celu okreslenia catkowitych sit uogélnionych Qg}) i Qg) pochodzacych

od sily oddzialywania z osrodkiem, nalezy scatkowaé lokalne sity dQS) oraz ng)

na calej dlugosci preta AB

QY = /AAB QY (4.75)
QY = /&ngg). (4.76)

Wspotrzedne uogoélnione «, 5 i ich pochodne przy obliczaniu catek (4.75)-(4.76)
nalezy traktowa¢ jako parametry.
Stosujac rownania Lagrange’a drugiego rodzaju (4.1), otrzymamy réwnania ru-

chu dla wahadta z ruchomym punktem zawieszenia postaci

1

g( — 4mw?RL cos accos B + dmgL sina — (41 + mL?*)w?sin (20) (7
4.77

(4l +mL?) (A(2w + B) sin (2a) - 26) ) = QU

1 . .
2 sin &<2mw2RL sin 8 + (41o + mL?)(2&(w + f3) cos a + B sin oz)) = Q/(gl), (4.78)

gdzie QWi Q(ﬂl) wyrazone odpowiednio sa przez (4.75) i (4.76). Jest to uktad dwoch

rownan roézniczkowych nieliniowych drugiego rzedu.

4.2.2. Warunki poczatkowe

Roéwnania ruchu uktadu, wyprowadzone w rozdziale 4.2.1, obowiazuja dla kazdej
chwili £ > 0. Kinematyczne wymuszenie, jakiemu poddawany jest pret, wymaga
opisu przejscia tarczy, na ktorej znajduje sie punkt A, ze stanu spoczynku do ruchu
obrotowego z predkoscia katowa w. Wplyw tego procesu na ruch uktadu zostanie

uwzgledniony w warunkach poczatkowych zagadnienia.
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Ruch tarczy od chwili startu do dowolnej chwili ¢ > 0 opisuje funkcja
o(t) = wtl(t), (4.79)

gdzie U(-) jest funkcja Heaviside’a. Funkcja ¢ dla ¢ = 0 jest ciggla, ale nie jest
gladka, gdyz
O(t) = wl (t) + wtdp(t), (4.80)

gdzie 0p(+) jest dystrybucja Diraca. Biorac pod uwage, ze iloczyn dystrybucji Diraca
i dowolnej funkcji A € C™ jest rowny A(0)dp(t), otrzymamy

H(t) = wld(t). (4.81)

Wspoéhrzedne kartezjanskie punktu A w uktadzie Oxyz, ktore, uwzgledniajac wzor

(4.81), mozna zapisa¢ nastepujaco:

x4 = Rcos (wtlU(t)),
ya = Rsin (wtl(t)), (4.82)

ZA:07

sa ciagte dla t = 0. Pochodne wzgledem czasu wspotrzednych x4 1 y4 sg réwne

{ ta = —Rsin (wtld(t)) (WU (t) + wtdp(t)] = —Rwsin (wtld (t))U(t), (4.83)

Ya = Rcos (Wt (t)) [wl (t) + wtdp(t)] = Rw cos (wtld (t))U(t)

Pochodna 14 dla t = 0 jest nieciagta, co pokazano na Rys. 4.7b. Nieciggtos¢ ¢ oraz
ya dla t = 0 jest przyczyna tego, ze predkosci uogélnione moge byé takze nieciaggte
dla t = 0. Z kolei ciaglos¢ funkcji ¢(t), za(t), ya(t) dla t = 0 zapewnia ciaglos¢

wspo6trzednych uogdlnionych w tej chwili.

a) b)

x4 [m]

Rysunek 4.7. Wykres a) x4(t), b) ya(t) dlaw =10rad/si R =1 m.
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Rozwazmy ruch ukladu w przedziale [0, 7), gdzie 7 — 0. Réwnania ruchu mozna

wyprowadzi¢ z rownan Lagrange’a II rodzaju

d (0L oL
a(a—c) o _q (4.84)
d (0L oL
a(5) -5 - (4.85)

gdzie t € [0,7) i L(a,ﬁ,o’z,ﬂ, @, ). Catkujac kazde z rownan (4.84)—(4.85) w prze-

dziale [0, 7) napiszemy

/d(gﬁﬁ—o-—ﬁ /cg (4.86)

or
/Od(aﬂ>dt— 0 —dt @ﬁ (4.87)

Stosujac wzor Newtona-Leibniza, otrzymamy

% - —dt / QWat, (4.88)
Oc 0

0
oc| / / O
0Ll _ [TOL , _ QVdt. 4.89
o3| " 5 (4.89)

; 1 1
Funkcje g—ﬁ, g—g, ( ), Qg)

t = 0 mogg by¢ takze nieciggte, ale jest to nieciggltos¢ pierwszego rodzaju, sa wiec

z uwagi na nieciaglos¢ niektorych z ich argumentow dla

ograniczone, co zapewnia istnienie catek. W celu sformutowania warunkéw poczat-
kowych dokonujemy przejscia granicznego 7 — 0 po obu stronach kazdego z rownan
(4.88)—(4.89), otrzymujac

oL oL
Eh ~ o =0, (4.90)
t=0+ t=0
oLl oL (4.91)
op t=0+ 85 t=0
gdyz
T a[: T 8£ T T
. i - . i o . (1) _ . (1) _
llir(l) i 8adt 0, lli]% i (‘3ﬁdt 0, ll_I)I(l) i Q.dt =0, llir(l)/o Qp dt = 0.
(4.92)

Dla funkeji Lagrange’a, ktora zostala okreslona w rozdziale 4.2.1, réwnania (4.90)
i (4.91) przyjmuja postaé

hdm+y—hdm)—inﬂzﬂm—%%%@LRwo%(a@»st%m)+4L%KUU)20

(4.93)
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Iosin® (a(0)) (1o + 5(0)) = Tosin? (a(0))3(0) — JmL?sin? (a(0))5(0)

7 (4Lwsin (a(0)) (2R cos (3(0)) + Lsin (a(0))) + 4L?sin?(a(0)) 3(0%) ) = 0
(4.94)

Wspoétrzedne o i 3 sg ciagle, wiec warunki poczatkowe dla wspotrzednych uogolnio-

{ a(0) = a, (4.95)
5(0) = 507

gdzie oy jest wartoscig kata a w chwili poczatkowej, a 5y — poczatkowa wartoscia kata

B. Wielkosci &(0) i 5(0), ktore opisuja stan kinematyczny wahadla w chwili startu

nych maja postac

sa znane i oznaczymy je odpowiednio symbolami w{ oraz wg . Rozwiazujac uktad

rownan (4.93)—(4.94) ze wzgledu na &(07) i 5(07), otrzymamy posta¢ warunkow

poczatkowych zagadnienia

2m L Rw cos o sin Sy
4[0 -+ mL2 ’

a(0%) = wg (4.96)

. 2m L Rw cos Bycosecay
BOM) =wf —w— i+ mi? : (4.97)

Funkcja kosekans, wystepujaca w warunku (4.97) jest odwrotnoscia sinusa. W zwiaz-
ku z tym dla ay = 0 rozwazany uktad jest osobliwy. Rownania (4.77) i (4.78) oraz
warunki poczatkowe (4.95)—(4.97) tworza zagadnienie poczatkowe ruchu wahadta

z ruchomym punktem zawieszenia.

4.2.3. Réwnania ruchu w stanie ustalonym

Wahadlo z poruszajacym sie zadanym ruchem punktem zawieszenia i poddane
sile oporu powietrza moze osiagnac¢ stan ustalony. W tym stanie praca niestacjo-
narnych wiezow jest rOwna pracy sil oporu, wiec energia mechaniczna pozostaje
stata. Z rownan (4.57)—(4.59) wynika, ze energia mechaniczna wahadta rowna T+ V'
jest stalta, gdy predkosci uogolnione & = 0 i =0 W konsekwencji wspolrzedne
uogoblnione «(t) i B(t) osiagaja w stanie ustalonym state wartosci, ktore oznaczymy
odpowiednio przez a,, i 5, gdzie v, B, € R. Rownania ruchu (4.77) i (4.78) w stanie

ustalonym przyjmuja nastepujaca postac:

1 1 1 1 A
§mgL sin oy, — émwQRL COS v, €o8 3, — (510 + émL2> w?sin (2a,) = Q) (4.98)

1 A
§mw2RL sin a, sin 3, = Q(Blu)7 (4.99)



gdzie QAS”) oraz Qg} oznaczaja catkowite sity uogélnione pochodzace od sity oddzia-
lywania z osrodkiem w stanie ustalonym. W Dodatku C przedstawiono analityczne

wzory okreslajace obie sity uogolnione dla stanu ustalonego.

48



5. Opis wykonanych eksperymentow

5.1. Stanowiska pomiarowe

Rozdziat ten jest poswiecony opisowi elementéw sktadowych stanowisk pomia-
rowych do badania ruchu ptaskiego oraz przestrzennego wahadla fizycznego, a tak-
ze przebiegowi eksperymentow i procesom przetwarzania zarejestrowanych danych.
W pierwszej czesci przedstawiono stanowiska w postaci schematéw blokowych oraz
krotko je scharakteryzowano, skupiajac sie na opisie elementéw wykonawczych, prze-
gubach, sposobie realizacji wymuszenia kinematycznego oraz sterowaniu (w przy-
padku ruchu wahadta z ruchomym puntkem zawieszenia). Dodatkowo opisano, jak
zrealizowano zawieszenie wahadla oraz w jaki sposob rejestrowano drgania. W dal-
szej czesci zaprezentowano, w jaki sposob uzyskano wyniki z eksperymentow oraz
przedstawiono surowe wyniki do$wiadczalne. Ponadto omoéwiono sposob przetworze-
nia danych do obliczenn numerycznych.

W pierwszym doswiadczeniu wahadlo fizyczne zostato wychylone o pewna war-
tos¢ poczatkowa i wprawione w ruch bez predkosci poczatkowej. Ruch wahadta nie
jest wymuszony i porusza si¢ ono w ustalonej plaszczyznie. Ruch ptaski uktadu
jest rejestrowany przez kamere o wysokiej czestotliwosci, potaczona z komputerem

generujacym pliki video (Rys. 5.1).

ptaszczyzna ruchu

komputer

*

Rysunek 5.1. Schemat stanowiska pomiarowego przeznaczonego do rejestracji ruchu pta-

skiego wahadta fizycznego

Doswiadczenia dla kazdego z ukladéw przeprowadzono z wahadlami o réznej
dlugosci: L € {100, 150, 200,300} mm. W kazdym przypadku pret ma srednice d = 4



mm i jest wykonany ze stopu aluminiowo-magnezowego (AIM g3). Gestosé materiatu
wynosi p = 2640 kg/m?,

Przy obliczaniu masy i momentu bezwtadnosci ukltadu wzgledem punktu za-
wieszania wahadta uwzgledniono stosunkowo ztozona geometrie tacznika wahadta.
Szczegodtowe obliczenia przedstawiono w Dodatku A. Parametry dla wszystkich wa-

riantow dtugosci wahadta podano w Tab. 5.1.

Tabela 5.1. Momenty bezwladnodci i masa wahadel o ré6znej dtugosci dla uktadu ptaskiego

L [mm] m x 1072 [kg] Iy x 107° [kg m?]

100 0.115 33.215
150 6.773 81.862
200 8.432 163.2
300 11.75 457.13

Znajac te parametry, poczatkowa warto$¢ wychylenia wahadta, jego potozenie w da-
nej chwili czasowej oraz réwnania ruchu mozemy identyfikowaé¢ wspoétczynniki ttu-
mienia dla uktadu mechanicznego poruszajacego sie ruchem ptaskim.

Koiice pretow sa gwintowane w celu zamocowania tulei stozkowych za pomoca

nakretek taczacych (Rys. 5.2).

Rysunek 5.2. Fotografia wahadta z dwoma stozkowymi tulejami i nakretkami

Glownym przeznaczeniem tulei jest zaci$niecie syntetycznego sznurka pelniacego
role tacznika miedzy pretem a punktem zaczepienia (Rys. 5.3). Nakretki sa ponadto
wygodnym miejscem do umieszczania znacznikow $ledzenia (Rys. 5.4). Jak pokazano
na zdjeciach, wahadto jest przymocowane do ramy za pomoca polaczenia sznurko-
wego, bedacego przegubem kulistym, miedzy tuleja koncowki i tuleja przymocowa-
ng do wspornika pomocniczego. W celu odpowiedniego doswietlenia nagrywanego

przez kamere znacznika uzyto lamp halogenowych. Zarejestrowane obrazy zosta-
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Rysunek 5.3. Fotografia dwoéch stozkowych tulei potaczonych sznurkiem

ly przetworzone w sposob opisany w nastepnych rozdziatach celem wygenerowania

wspotrzednych wybranych znacznikow wahadta.

Rysunek 5.4. Wahadlo z dwoma znacznikami na nakretkach

Oczywiscie, do wykonania wahadla mozna uzy¢ innego materiatu niz stop alu-
minium, ale dla przedmiotéw wykonanych z stosunkowo lekkich materialow opor
powietrza odgrywa wieksza role i tatwiej dostrzec jego dziatanie. Najwiekszym pro-
blemem przy doswiadczeniu byto utrzymanie ruchu w ptaszczyznie prostopadlej do
kierunku rejestracji kamery. W celu weryfikacji uzyskanych wynikéw, zamiast prze-
gubu kulistego, zastosowano przegub walcowy. Wyniki konicowe uzyskane dla dwoch
sposobéw mocowania preta nie r6znity sie istotnie.

W drugim do$wiadczeniu pret zostal przymocowany do tarczy za pomoca przegu-
bu kulistego (zostalo zastosowane takie samo rozwiazanie konstrukcyjne jak w wyzej
opisanym przypadku). Punkt zawieszenia wahadla porusza sie po okregu, przy czym

ruch obrotowy tarczy, na ktorej znajduje sie przegub, realizuje silnik krokowy ste-
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rowany za pomocg ARDUINO!. Warto doda¢, Ze sterowanie silnikiem krokowym
odbywa sie za pomoca dodatkowej naktadki (CNC Shield?). Naktadka ta wspot-
pracuje z kolejnym sterownikiem — A4988%, ktory powoduje, ze napisanie programu
staje sie duzo tatwiejsze oraz ogranicza liczbe elementéw w uktadzie elektrycznym
sterowania. Sterujacy silnikiem program komputerowy reguluje predkosé¢ obrotows
tarczy, w taki sposob, aby tarcza osiagneta ustalona predkosé katowa w okreslonym
czasie. Ustalony ruch tarczy skutkuje osiagnieciem po pewnym czasie ustalonej po-
staci ruchu wahadta, w ktorej wartosci wspotrzednych uogolnionych o i 3 staja sie
praktycznie stale. Wydtuzony czas rozbiegu uktadu z tagodnie rosnaca predkoscia
katowa tarczy zmniejsza czas trwania procesu przejsciowego drgan wahadta.

Ruch uktadu mechanicznego jest rejestrowany przez system analizy ruchu BTS
SMART o maksymalnej czestotliwosci probkowania 500 Hz i rozdzielczosci 2048 x
2048 pikseli. Doktadnos¢ identyfikacji potozenia markeréw przy zastosowaniu mak-
symalnej rozdzielczosci i czestotliwoéci probkowania wynosi ponizej 0.1 mm. BTS
SMART to zespoét szesciu kamer rejestrujacy wspotrzedne pasywnych markeréw od-
bijajacych promieniowanie podczerwone. W wyniku takiej rejestracji otrzymujemy
wspotrzedne potozenia markeréow w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych wygene-
rowanym uprzednio przez system BTS SMART.

Caty uktad mechaniczny zamontowany jest na ramie, ktéora moze drga¢ pod-
czas eksperymentu. Aby nie bra¢ pod uwage pomiaréw zaktéconych w sposob przy-
padkowy drganiami otoczenia, umieszczono na ramie dodatkowy marker kontrolny.
W przypadku, gdy wspotrzedne markera ulegaja zmianie, dana rejestracja ruchu nie
jest brana pod uwage.

Rysunek 5.5 przedstawia schemat blokowy stanowiska pomiarowego do rejestro-
wania ruchu wahadla z ruchomym punktem zawieszenia. Czerwone punkty na sche-
macie to markery $ledzone przez kamery systemu BTS SMART.

Metoda rejestracji ruchu przestrzennego jest inna niz w przypadku ruchu pta-
skiego. W zwigzku z tym zmieniono konstrukcje wahadla, wprowadzajac pasywne

markery, ktore sa niezbednym elementem rejestracji ruchu 3D za pomoca systemu

! ARDUINO to platforma, ktéra umozliwia tworzenie interaktywnych urzadzeri elektronicz-

nych poprzez programowanie mikrokontrolera i wykorzystanie réznych czujnikéow i aktywatorow.
2 CONC Shield to modut rozszerzeni, ktéry umozliwia sterowanie maszyng wieloosiows za pomo-

cg platformy ARDUINO. Umozliwia podlaczenie silnikow krokowych, sterownikow silnikow kroko-

wych i innych elementéw niezbednych do budowy i kontroli maszyny wieloosiowe;.
3 A4988 to sterownik silnikéw krokowych, ktory oferuje zaawansowane funkcje sterowania sil-

nikiem krokowym, takie jak ograniczenie pradu i zabezpieczenia termiczne. Obstuguje rézne tryby

mikrokrotnego kroku, co oznacza, ze mozna osiagnaé precyzyjne i ptynne ruchy silnika krokowego.

52



CNC Shield ze
sterownikiem A4988

== Arduino

Komputer

I:I Silnik krokowy

z tarcza

Marker rejestrujgcy
drgania

Wahadto
z markerami

System
BTS SMART

Rysunek 5.5. Schemat stanowiska pomiarowego do rejestracji ruchu wahadta z ruchomym

punktem zawieszenia

BTS SMART. Momenty bezwladno$ci wahadla przestrzennego wzgledem punktu
zawieszenia przedstawiono w Tabeli 5.2. Szczegdtowe obliczenia przedstawiono w Do-
datku A.

Tabela 5.2. Momenty bezwtadnodci i masa wahadet o r6znej dtugosci dla uktadu z rucho-

mym punktem zawieszenia

L [mm] m x 1072 [kg] Ip x 107° [kg m?]

100 8.627 55.447
150 10.286 127.366
200 11.945 240.759
300 15.262 625.139

Zastosowane w doswiadczeniu markery maja fabrycznie ksztalt potkuli, wiec
w celu umocowania ich na precie wykonano w markerach otwory, ktére nastepnie
nagwintowano. Efekt realizacji tego procesu przedstawiono na Rys. 5.6. Po lewe]j
stronie fotografii widoczne sa markery z nagwintowanym otworem, natomiast po
prawej — fabrycznie nowe.

Dodatkowym elementem poprawiajacym jakos¢ rejestracji potozenia wahadta

jest zwiekszenie dhugosci gwintu, aby na precie mozliwe byto umieszczenie dwoch
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Rysunek 5.6. Fotografia markeréw przed (prawa strona) i po (lewa strona) wierceniu i gwin-

towaniu otworéw

marker6ow, ktore po ztozeniu ze soba tworza kule. Podczas rejestracji system BTS
SMART traktuje zlaczone markery jako jeden, a zwiekszenie powierzchni odbija-
jacej promieniowanie sprzyja zwiekszeniu dokladnosci lokalizacji. Na rysunku 5.7

przedstawiono fotografie markeréw przed i po osadzeniu ich na precie.

Rysunek 5.7. Fotografie preta i markeréw przed (lewa strona) i po (prawa strona) pota-

czeniu

W celu zachowania podobnej struktury wahadta, jak w doswiadczeniu z ruchem
plaskim, pozostawiono nakretke oraz tulejke stozkowa. Dhugosé gwintu zwickszono
w taki sposob, aby dlugos¢ wahadta po dotaczeniu markeréw sferycznych nie ulegta
zmianie. Miato to wpltyw jedynie na warto$¢ momentu bezwladnodci.

Kolejnym elementem stanowiska pomiarowego niezbednym do realizacji okreslo-
nego ruchu punktu zawieszenia wahadta jest tarcza, ktora jest tgcznikiem pomiedzy
silnikiem krokowym, a przegubem wahadla (Rys. 5.8).

Centralny otwor zostal wyszlifowany, poniewaz wszelkie niedoktadnosci jego wy-
konania zaklécaly zatozony ruch punktu zawieszenia w plaszczyznie poziomej. Po-
zostale otwory o mniejszej Srednicy stuzg jako punkty mocowania preta na tarczy.

Sa one nagwintowane, a ich wymiar jest zgodny z wymiarem koncowki stozkowe;j.
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Rysunek 5.8. Fotografia tarczy

Calos¢ potaczenia przedstawiono na Rys. 5.9. W gornej czesci fotografii mozna
zauwazy¢ zastosowany silnik krokowy, a ponizej jego polaczenie z tarcza, na ktorej

zawieszono wahadlo.

Rysunek 5.9. Fotografia przedstawiajaca sposob zawieszenia preta na tarczy

Na przeciwlegtym koncu preta zamocowano drugi marker o identycznej budowie.
Podczas pomiarow rejestrowano potozenie czterech markeréw: dwoch na precie, jed-
nego na tarczy i jednego na ramie. Marker, ktory rejestrowat drgania ramy, umiesz-
czono na koncu pionowego preta o dtugosci 300 mm przymocowanego prostopadle

do goérnego poziomego boku ramy, tak jak pokazano na Rys. 5.5.
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5.2. WielkoS$ci mierzone

Ruch ptaski wahadla rejestrowano za pomoca kamery o duzej szybkosci Photron
1024 PCI. Maksymalna liczba klatek na sekunde wynosi 10 000 fps, a maksymalna
rozdzielczos¢ 1024 x 1024 pikseli. Wiekszo$¢ pomiaréw przeprowadzono z czesto-
tliwoscia 250 klatek na sekunde i rozdzielczoscig 1024 x 512 pikseli, co pozwolito
na rejestracje ruchu trwajacego okoto 12 s. Ruch wahadel o wiekszych dhugosciach,
tj. 200 i 300 mm, przy wychyleniu poczatkowym przekraczajacym 90° musial by¢
rejestrowany w rozdzielczosci 1024 x 1024 pikseli, co skrocito czas nagrania do okoto
6 s. Sterowanie ustawieniami kamery oraz procesem akwizycji danych odbywato sie
za pomoca komputera ze specjalistycznym oprogramowaniem. Analize ruchu, po-
legajaca na identyfikacji i §ledzeniu znacznika umieszczonego na koricu preta oraz
okresleniu jego potozenia na poszczeg6lnych klatkach, przeprowadzono za pomoca
aplikacji Photron Motion Tools. Kat wychylenia wahadla wyznaczano na podstawie
wspotrzednych kartezjanskich znacznika i punktu obrotu.

Celem eksperymentow jest rejestracja ruchu wahadta w szerokim zakresie kata
wychylenia. Skupiono sie na czterech poczatkowych konfiguracjach uktadu:

e pozycja osi wahadla w pierwszej ¢éwiartce uktadu wspotrzednych (o okoto
60°),

e pozycja osi preta prawie pozioma (¢g okoto 90°),

e pozycja osi w drugiej ¢wiartce uktadu wspotrzednych (o okoto 135°),

e pozycja osi prawie pionowa (g okoto 180°).

Ruch wahadta byt inicjowany recznie, wiec podane wyzej wartosci katow wy-
chylenia poczatkowego sa jedynie orientacyjne, a ich dokladne wartosci obliczone
na podstawie zmierzonych polozen znacznika na poczatku ruchu podano w Tab.
5.3. Tutaj i w dalszych etapach procesu przetwarzania danych wymienione wyzej

konfiguracje poczatkowe sa numerowane za pomoca zmiennej k.

Tabela 5.3. Wartos¢ poczatkowa wychylenia ¢g w radianach i w stopniach

L =100 mm L =150 mm L =200 mm L = 300 mm

@o [rad] o [deg] o [rad] o [deg] o [rad] o [deg] o [rad] o [deg]

0.87438 50.1 1.00364 57.5 1.07763 61.7 1.10298 63.2
1.49241 85.5 1.54040 88.3 1.51515 86.8 1.48393 85.0
2.39901  137.5  2.34030  134.1  2.43620 139.6  2.32991  133.5
289977  166.2 293902 1684 293776  168.3  2.85811  163.8

= W DN =

Po zapisaniu nagran na komputerze nalezy wyodrebni¢ z nich wektory polozenia,
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czyli wspolrzedne kartezjanskie (z,y) charakterystycznego punktu wahadta. W tym
celu zastosowano oprogramowanie Photron Motion Tools. Po wczytaniu otrzyma-
nego nagrania do programu nalezy wykona¢ kalibracje. W wyniku przeprowadzonej
kalibracji wymiar obrazu w pikselach przeliczany jest na wymiar rzeczywisty obiektu
i wyniki pomiaréw (potozenie sledzonego punktu) okreslone sa w wybranej realnej
jednostce miary dlugosci. Jako wzorzec do kalibracji stuzy pret, ktérego dtugosé jest
znana.

Kolejny krok przetwarzania obrazu polega na zaznaczeniu charakterystycznych
punktow. Sa to dwie nakretki oraz punkt zaczepienia wahadta. Na rysunku 5.10
przedstawiono jedna dowolnie wybrana klatke nagrania, na ktorej zaznaczono reje-

strowane punkty.

Rysunek 5.10. Charakterystyczne punkty na wybranej klatce nagrania

Za pomoca myszy komputerowej i techniki przeciagania nalezy zaznaczy¢ na
obrazie prostokatny obszar, ktérego srodek ma by¢ $ledzony. Na rysunku 5.10 przed-
stawiono dwa takie obszary oznaczone kolorem czerwonym i zielonym. Kazdy obszar
powinien objac¢ caly znacznik wraz z niewielkim fragmentem jego otoczenia. Pozwa-
la to programowi jednoznacznie odrézni¢ wskazany obszar na kazdej klatce filmu
i §ledzi¢ ruch jego srodka.

Program automatycznie zapisuje wspotrzedne srodka zaznaczonego obszaru i czas
liczony od poczatku rejestracji w sekundach dla kazdej klatki nagrania. Rysunek 5.11
przedstawia potozenie nakretki na kolejnych rejestrowanych klatkach.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze z6tty znacznik jest stosunkowo duzy i moze si¢ zdarzy¢,
ze $ledzenie bedzie dotyczyé¢ punktu na krawedzi nakretki, a nie, jak to jest wyma-

gane, w jej srodku. W takiej sytuacji niezbedne jest reczne skorygowanie lokalizacji
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Rysunek 5.11. Polozenie charakterystycznego punktu w kolejnych chwilach czasowych

znacznika od chwili, w ktérej nastapil btad. Problem ten wynika z r6znego potozenia
nakretki, tzn. w pewnej chwili znacznik przyjmuje pozycje pozioma, w innej ukosna,
a jeszcze w innej pionowa. Dodatkowym czynnikiem powodujacym pojawienie sie
tego problemu jest bliskie polozenie wahadta oraz jego cienia. Punkt zawieszenia
wahadla zarejestrowano tylko na jednej klatce filmu, gdyz jego pozycja jest stala.
Jego wspotrzedne sa potrzebne do wyznaczenia srodka obrotu.

Duzo tatwiejszym procesem jest okre$lenie wspotrzednych kartezjanskich marke-
row w przypadku ruchu rejestrowanego przez system analizy ruchu BTS SMART.
System ten automatycznie generuje te wspotrzedne przez odczytywanie polozenia
markeréw. Po uruchomieniu uktadu i osiagnieciu stanu ustalonego ruchu wahadta
nalezato wlaczy¢ proces rejestracji ruchu przez system BTS, a nastepnie, po uptywie
okreslonego czasu, przerwaé proces rejestracji. System umozliwia nagrywanie dtuzej
trwajacych fragmentéw ruchu niz kamera zastosowana w wyzej opisanym ekspery-
mencie. Ze wzgledu na to, ze badany uktad porusza sie ruchem ustalonym, posta-
nowiono ustawi¢ czestotliwosé rejestracji na 250 Hz i koniczy¢ nagrywanie po okoto
30 sekundach. Uzytkownik otrzymuje po krotkiej chwili pliki tekstowe z danymi,
w ktorych zapisane sa wspolrzedne polozenia pasywnych markeréw umieszczonych
w wybranych punktach uktadu.

W przypadku wahadta z ruchomym punktem zawieszenia, wykonujacy ekspe-
ryment ustala predkosé silnika krokowego, tj. wartos¢ w (patrz wzory (4.77-4.78)).
W Tab. 5.4 przedstawiono wartosci tych predkosci dla poszcezegolnych diugoscei wa-
hadta.
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Tabela 5.4. Predkosci silnika krokowego (w) dla poszczegolnych dtugosci wahadta

L=100mm L=150mm L =200mm L =300 mm

w [obr/s] w obr/s] w |obr/s] w [obr/s]
1 3.530 3.530 3.091 2475
2 2.475 2.475 2.475 1.981
3 1.981 1.981 1.981 1.652
4 1.652 1.652 1.652 1.416

Wartosci predkosci przedstawione w Tab. 5.4 wybierano na podstawie maksy-
malnych mozliwosci zastosowanego napedu, to znaczy dla dlugosci 200 i 300 mm
silnik krokowy nie byt w stanie ruszy¢ z predkoscia 3.530 obr/s. Spowodowane byto
to zbyt duzym obcigzeniem silnika. W celu otrzymania najwickszych odchyleii od
stanu réwnowagi i, co za tym idzie, znaczacych wspolczynnikow ttumienia, posta-
nowiono wybraé¢ mozliwie duze wartosci predkosci silnika krokowego. Podobnie jak
w przypadku wahadta w ruchu ptaskim, uwzgledniono cztery konfiguracje k rozwa-
zanego ukladu, tym razem zwigzane z réznymi wartosciami predkosci katowej tarczy,

na ktorej znajduje sie punkt zawieszenia wahadta.

5.3. Wstepne przetworzenie danych

Niezbednym elementem w realizacji podstawowego zadania wyznaczania wartosci
wspoOtczynnikow thumienia jest wstepne przetworzenie danych eksperymentalnych.
W niniejszym rozdziale oraz w rozdziale 7.2 opisano, w jaki sposob, dysponujac
wspoOtrzednymi potozenia markeréw, wyznacza sie polozenie katowe wahadla oraz
jego predkosc i przyspieszenie katowe czyli wielkosci, ktore wystepuja w réwnaniach
ruchu wahadta i ktore sa niezbedne do identyfikacji modelu ttumienia.

Jednym z podstawowych zagadnien omawianych w tym rozdziale jest wyzna-
czanie wartosci katow okreslajacych polozenie wahadla w dwuwymiarowym (dla
wahadta ptaskiego) oraz trojwymiarowym (dla wahadta przestrzennego) uktadzie
wspotrzednych. W doswiadczeniu z wahadlem ptaskim na podstawie obrazow zare-
jestrowanych kamera wygenerowano dwa jednowymiarowe wektory z(¢;) oraz y(t;)
okreslajace wspotrzedne potozenia markera na kolejnych klatkach filmu. Na rysun-
kach 5.12 1 5.13 przedstawiono oba wektory jako dyskretne funkcje czasu dla wahadta
o dtugosci 100 mm i poczatkowym wychyleniu 60°.

Nalezy zwrocié uwage, ze wartosci wspolrzednych wektorow z(t;) i g(¢;) sa mie-
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Rysunek 5.12. Wykres #(¢) w funkcji czasu dla wahadta o dtugosci 100 mm i poczatkowym
wychyleniu 60°

$ [mm]

130
120/
110}

100}

Rysunek 5.13. Wykres ¢(t) w funkeji czasu dla wahadta o dtugosci 100 mm i poczatkowym
wychyleniu 60°

rzone w milimetrach i sa przesuniete wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.
Pierwszym etapem przygotowania danych do dalszej analizy jest translacja catego
procesu do punktu (0, 0) i przeskalowanie do podstawowej jednostki dtugosci uktadu

ST za pomoca nastepujacych wzorow:
T = (i‘ - IO>1O_37 Yy = (g - y0)10_37 (51)

gdzie (zo,yo) oznacza wspolrzedne punktu zawieszenia wahadla. Na rysunku 5.14
przedstawiono zaleznosé y(x) dla przeskalowanych wartosci wspotrzednych, zgodnie
z wzorami (5.1), dla wahadla o dlugosci 100 mm i poczatkowym wychyleniu 60°
(kolor niebieski) oraz okrag, po ktorym porusza sie marker wahadta (kolor czerwony).

Srodek (x0,yo) oraz promien r,, okregu najlepiej dopasowanego do obserwowanego
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toru markera wyznaczono, minimalizujac funkcje postaci

Ny

f(®0,y0,m) = Y <\/(f(k)'—(ﬁo)Q‘F(@(k)'—'yO)z'—7ﬁn>27 (5-2)

k=1

gdzie Ny oznacza liczbe klatek filmu.

y [m]

‘ ‘ o
~0.1 ~0.05 X [m]

0.02-

0.04-

0.06

0.08+

0.1-

Rysunek 5.14. Wspétrzedne markera (kolor niebieski) i najlepiej dopasowany okrag o §rod-
ku w punkcie (zp,yo) (kolor czerwony) dla wahadta o dlugosci 100 mm i poczatkowym

wychyleniu 60°

Oznaczmy przez ¢ wartos¢ kata skierowanego pomiedzy osig vy, a osia preta
wahadta (patrz Rys. 4.1). Wartos¢ tego kata dla katow mniejszych niz 90° moze by¢

obliczona przy zastosowaniu zaleznosci

; = arctg <I—) (5.3)

Yi
dla y; # 0, gdzie x; oraz y; sa wspotrzednymi charakterystycznego punktu markera
w i-tej chwili czasowej. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage, ze funkcja arctg przyjmuje
wartosci z przedzialu [—7/2,7/2] i z uwagi na ten zakres miara kata w wiekszym
przedziale nie jest wyznaczona jednoznacznie. W celu poprawnego okreslenia war-
todci kata ¢ w przedziale [—m, 7|, zgodnie z Rys. 5.15, zastosowano zaleznos¢

Pi Z;
¢ <—) _ , 5.4

gdzie L = \/x? + y2. Wobec tego, warto$¢ kata ¢ w dowolnej chwili czasowej obli-

CzZ0ono ze wzoru

2arctg (Hﬁ) dla y; # 0,

i = z dlay;=01iz; >0,
dlay;, =01 x; <O0.

(5.5)

IR
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Xi
Rysunek 5.15. Interpretacja geometryczna zaleznosci (5.5)
Na rysunku 5.16 przedstawiono wykres kata ¢ wychylenia wahadla w zaleznosci

od czasu dla wahadta o dtugosci 100 mm i poczatkowym wychyleniu 60° otrzymany

z wzoru (5.5).

Rysunek 5.16. Wykres kata wychylenia wahadta w zalezno$ci od czasu dla wahadta o
dtugosci 100 mm i poczatkowym wychyleniu 60°

Dysponujgc danymi o wymiarach tarczy, po ktorej porusza sie punkt zawieszenia
wahadta, dtugosci wahadla j = {100, 150, 200, 300} mm i przypisanej do kazdego wa-
hadla predkosci obrotowej silnika krokowego wjj, gdzie k = {1,2, 3,4} (patrz Tab.
5.4), mozna opisa¢ ruch przestrzenny uktadu mechanicznego wahadla z ruchomym
punktem zawieszenia. Wiedzac, ze silnik obraca si¢ ze stala predkoscig wjy 1 odle-

glosé¢ érodka otworu, do ktorego zostalo przymocowane wahadlo, od $rodka tarczy*

4 Wartosé¢ R jest stala dla wszystkich dtugosci wahadla j.
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wynosi R, obliczono wspoétrzedne punktu zawieszenia w dowolnej chwili czasowej t;

7€ WZOrow

S
{ mék) (ti) = Rcos (o + wjit;) (5.6)

S .
y](‘,k;) (t;) = Rsin (¢o + wjiti)
gdzie g |rad| oznacza poczatkowa wartosé polozenia punktu mocowania wahadta

wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, ktoéra obliczamy nastepujaco:

2arctg <y”—(0)> , dla yj(Sk)(O) #0,

R+a'5) (0)

¥o (5-7)

gdzie xﬁ)(()) oraz yj(.i)(O) sg wspoOlrzednymi poczatkowego potozenia punktu zawie-

szenia wahadla odczytanymi z pomiaréw dla wahadta o dtugosci j i przypisanej mu
predkosci silnika k. Rejestracja ruchu zostata wlaczona, gdy uktad byt w stanie usta-
lonym, wiec wartos¢ y moze by¢ dowolna i zalezy od momentu wtaczenia systemu
BTS SMART.

Na wahadle umieszczono dwa markery, ktorych potozenia byty rejestrowane za
pomoca systemu BTS. Niech Py = [:U;llz, 3/](*,1137 z](l,g} oznaczaja wspotrzedne markera

potoznego na wahadle blizej osi obrotu, a Pg = [x?,z,yj(zk), z]@k)] sa wspoOtrzednymi

markera umieszczonego przy koricu wahadla wyznaczonymi z pomiarow.

Na Rysunku 5.17 przedstawiono wspolrzedne marker6w umieszczonych na wa-
hadle o dtugosci 7 = 150 mm zawieszonego na tarczy poruszajacej si¢ z predkoscia
k =2 (w = 2.475 obr/s; patrz Tab. 5.4) w rzucie ortogonalnym z gory na plaszczy-
zne XY. Rzuty obu punktéw leza na okregach o srodkach na osi Z uktadu, co jest
potwierdzeniem, ze ruch wahadta jest ustalony. Fluktuacje rozmieszczenia punktéw
wzgledem okregu o mniejszym promieniu spowodowane sg bledami rejestracji sys-
temu BTS. W obszarze, w ktorym fluktuacje te wystepuja, marker byt przestaniany
wzgledem czesci kamer przez rame stanowiska, wobec czego wyniki podane przez
system sa obarczone wiekszym bledem. Promienie obu okregow ™) i ) mozna

obliczy¢, stosujac metode najmniejszych kwadratéw do minimalizacji funkcji postaci

J(r® = (i W (221)) + (yé-fizm)f) - <r<p>)2> (5.8)

dla p = 1,2, gdzie N jest liczba klatek pomiaru.
Niech

2 1 2 2 1 2 2 1 2
pix(ti) = \/(175',13(2) - l‘ﬁ,é(ti)) + (yg(',k?(ti) - y](',k)(ti)) + <z§7,3(t,») - Zj(k) (ti)> :
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Rysunek 5.17. Wspoétrzedne markeréw umieszczonych na wahadle o diugosci 150 mm

i predkosci silnika k = 2 (widok z goéry w rzucie ortogonalnym na plaszczyzne XY)

oznacza odleglos¢ pomiedzy markerami umiejscowionymi na wahadle na podstawie
rejestracji w i-tej chwili czasowej. Odleglosé pomiedzy markerami w calym procesie

rejestracji obliczono na podstawie wzoru

N
1
=1

Wartoscé $rednia wspotrzednej uogolnionej v, czyli kata odchylenia wahadta od pionu

wyznaczono na podstawie formuly

P (5.11)

1 & \/ (
Ay = — Z 2arctg
i=1
Podczas ruchu tego uktadu nie zaobserwowano w zadnej konfiguracji, aby miara kata
o, przekroczyta wartos¢ 90° w stanie ustalonym. Dlatego nie rozwazano przypadkow
szczegblnych wzoru (5.11) dla wiekszych katow.
Potozenie srodka uktadu mechanicznego Ry = [0, Yo, 20], czyli punktu O (patrz
Rys. 4.3) dla kazdej dtugosci wahadta j oraz predkosci silnika k przyjeto w poczatku
ukladu wspotrzednych. Odlegtosé od punktu zawieszenia do markera umieszczonego

na wahadle i potozonego blizej osi obrotu réwniez w kazdej konfiguracji jest stata,
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a jej zmierzona suwmiarka warto$¢ wynosi dg4. Pomiary wykonane w rzeczywistosci
moga sie rézni¢ od pomiaréw uzyskanych przez system BTS. Wobec tego kazdy

z podanych wczesniej parametrow powiekszono o pewna poprawke, tzn.
X =X + AX, (5.12)

gdzie

X = [x07y072079007w7a7n76m7d7 dSAwR} (513)

jest wektorem usrednionych parametréw, a
AX = [Axg, Ayo, Azg, Apo, Aw, Aty,, AP, Ad, Adsa, AR)] (5.14)

jest wektorem poprawek dla usrednionych parametrow. Wartoéé¢ drugiej wspotrzed-
nej uogoélnionej uktadu f,, w stanie ustalonym nie jest znana. W obliczeniach na
podstawie obserwacji przyjeto, ze jej sSrednia warto$¢ jest bliska zero.

Wspoélrzedne potozenia markera umieszczonego na wahadle lezacego blizej osi
obrotu M 4 i markera lezacego przy koncu wahadla Mp mozna zapisa¢ za pomoca

nastepujacych wyrazen:

My = Ro—l—(R+AR)wos—|—(dSA—|—AdSA)wSA, (515)
Mp = Ry + (R + AR)wos + (d + Ad)wsA, (516)
gdzie
cos (po + Ago + (1 + Aw)wt)
wos = | sin(pg + Apg + (1 + Aw)wt) |, (5.17)
0

o8 (B + ABm + o + Apo + (1 + Aw)wt) sin (ay,, + Acwy,)
woa = | sin(Bn + ABm + o + Ay + (1 + Aw)wt) sin (au, + Acyy,) |- (5.18)
cos (a, + Aav,)

Funkcja btedu dla jednej chwili przyjmuje postaé
1(M) = (M = Pa) - (MP = Pa) + (M = Pg) - (M - Pp), (5.19)

gdzie M1(4T) i M ](ST) oznaczaja rozwiniecia w szereg Taylora odpowiednio wyrazen
M 5 i Mp wzgledem parametrow AX i pominieciu cztonéw dwuliniowych oraz nieli-
niowych, P4 = [xg.llz, yj(.lk) , zj(lk) } oznacza wspolrzedne markera poloznego na wahadle

blizej osi obrotu, a Pg = [xﬁz, y](.?,g, z]@k) } jest wspotrzednymi markera umieszczonego

przy koncu wahadla wyznaczonymi z pomiaréw.
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W celu zminimalizowania funkcji btedu I (M) nalezy tak dobrac¢ parametry AX,
aby spelniony byl warunek konieczny istnienia ekstremum, t;j.

OI(M)
IAX]i]

=0, (5.20)

dla i = 1,2,...,10, gdzie AX[i] oznacza i-ta skltadowa wektora (5.14). Rozwiaza-
niem tego uktadu réownan jest wektor poprawek AX. Ostateczne wyniki dla wspot-
rzednych uogoélnionych o, = ay, + Ay, 1 fu = P + ABy (W stanie ustalonym)

przedstawiono w Tab. 5.5.

Tabela 5.5. Wartosci «,, i 8, dla wahadla z ruchomym punktem zawieszenia. Wyniki otrzy-

mane 7 wynikow doéwiadczalnych

L =100 mm L =150 mm

ay [rad]  «a, |[deg| B, [rad] B, [deg] ay [rad] «, [deg|] B, [rad] B, [deg]

1 1.4360 82.28  —0.0154 —-0.879 1.4601 83.66  —0.0079 —0.455
2 1.2837 73.55  —0.0098 —0.559 1.3355 76.52  —0.0407 —2.333
3 1.1096 63.58  —0.0069 —0.394 1.1956 68.51  —0.0218 —1.248
4 0.9012 01.63  —0.0224 —1.282 1.0313 29.09  —0.0518 —2.967
L =200 mm L =300 mm

ay [rad] a, |deg| B, [rad] B, |deg] ay |rad] a, [deg| B, [rad] B, [deg]
1 1.4509 83.13  —0.0599 —3.430 1.4285 81.85  —0.1222 —-7.002
2 1.3776 78.93  —0.0662 —3.793 1.3458 77.11  —0.1135 —6.501
3 1.2666 72.57  —0.0422 —2.417 1.2404 71.07  —0.1011 —5.794
4 1.1226 64.32  —0.0838 —4.800 1.1170 64.00 —0.1180 —6.763

Przedstawione wartosci kata «,, w stanie ustalonym wahadta z ruchomym punk-

tem zawieszenia maleja wraz z obnizaniem wartosci predkosci obrotowej silnika kro-
kowego. Warto$¢ kata (3, ro$nie natomiast wraz ze wzrostem dtugosci wahadta, jed-

nak trudno scharakteryzowac jej zaleznos¢ od predkosci katowej tarczy.



6. Identyfikacja parametré6w modeléw sity

oporu w ruchu ptaskim wahadla

6.1. Wprowadzenie

W dwoch poprzednich rozdziatach szczegétowo oméwiono przeprowadzony eks-
peryment dotyczacy wahadla fizycznego oraz wyprowadzono réwnania ruchu, sta-
nowigce matematyczng podstawe opisu zachowania badanego ukladu. W niniejszym
rozdziale skoncentrujemy sie na dalszej analizie zebranych danych, a w szczegblnosci
na identyfikacji wspotczynnikéw wystepujacych w modelach sity oporu za pomoca
metod optymalizacji.

Zagadnienie optymalizacji definiujemy nastepujaco. Niech

B = [B1, Ba; ..., Bk] (6.1)

bedzie wektorem K nieznanych parametréw modelu sity oporu wystepujacych w row-
naniach rézniczkowych opisujacych ruch wahadta fizycznego oraz niech funkcja celu
frx(B) bedzie norma w przestrzeni l, w postaci $redniej kwadratowej bledu zdefinio-

wanej nastepujaco:

Ny

£:B) =\ 3 2 (erm(8) - ), (62

gdzie N oznacza liczbe klatek nagrania w k-tej konfiguracji poczatkowej, of)’

oznacza wartosci kata wychylenia wahadta ¢ zarejestrowane podczas eksperymentu
w i-tej klatce nagrania dla k-tej konfiguracji poczatkowej, natomiast ¢73™(3) jest
wartoscia funkcji ¢(t) (kata wychylenia wahadla), w chwili odpowiadajacej i-tej klat-
ce nagrania dla k-tej konfiguracji poczatkowej otrzymana w wyniku numerycznego
rozwigzania zagadnienia poczatkowego (4.37), (4.39) lub (4.40), w ktorym przyjeto,
ze wspolezynniki thumienia sg odpowiednio wektorami postaci: 3 = [51], 8 = [51, B2]
lub B = [B1, B2, Ba]. Warunki poczatkowe dla poszczegdlnych konfiguracji okreslono
w Tab. 5.3. Rozwiazanie numeryczne zagadnienia (4.37), (4.39) i (4.40) otrzymano
stosujac procedure N DSolve programu Mathematica, ktora realizowata algorytm
Adamsa-Bashfortha.



Obok funkeji (6.2), bedacej miara rozbieznosci miedzy rozwiazaniem numerycz-
nym i danymi eksperymentalnymi obliczana dla danej konfiguracji poczatkowej,
wprowadzono miare okreslajaca te rozbieznos$¢ tacznie dla wszystkich konfiguracji

poczatkowych wahadta o danej dtugosci, zgodnie z nastepujacym wzorem:

wB) = 1 16 (6.3

Dodatkowo, oprocz miar (6.2) i (6.3), obliczono wspoltezynnik korelacji Pearsona.
Wspolezynnik ten pozwala na statystyczng ocene liniowej zalezno$ci miedzy dwie-
ma zmiennymi. Przyjmuje wartoséci od —1 do 1, gdzie —1 oznacza doskonalg ujemna
korelacje, 1 doskonalg dodatnia korelacje, a 0 brak korelacji. Analiza tego wspotczyn-
nika pozwala zrozumie¢, czy zmiany jednej zmiennej sa skorelowane z réwnoczesnymi
zmianami drugiej, co moze wskazywac¢ na istnienie pewnych wzorcow czy zwigzkoéw
pomiedzy badanymi zmiennymi. Wspotezynnik korelacji Pearsona dla rozwiazania
numerycznego i danych eksperymentalnych dla k-tej konfiguracji poczatkowej poto-

zenia jest opisany nastepujacym wzorem [22, 46]:
S (o1m @) — (@) (sof’z’ o)
2 )
\/ S (enm(8) - e 8) \/ S (e - o)

gdzie o1 (B) i ¢, oznaczaja wartosci srednie odpowiednio dla rozwiazania nume-

k
/rgonum exp

(6.4)

rycznego i danych doswiadczalnych.

Pierwsza zastosowana metoda optymalizacyjna jest metoda bisekcji. Metoda bi-
sekcji jest jedng z podstawowych i szeroko stosowanych metod poszukiwania przy-
blizonej wartosci pierwiastka rownania nieliniowego w ustalonym przedziale oparta
na intuicyjnym podejsciu interpolacyjnym [15, 23, 44, 74]. Metoda ta moze znalez¢
zastosowanie jako metoda optymalizacyjna. W tym rozdziale przedstawimy zasto-
sowanie metody bisekcji do rozwiazania zagadnienia odwrotnego polegajacego na
wyznaczeniu optymalnej wartosci wspolezynnika ttumienia dla zagadnienia (4.40)
oraz optymalnych wartosci wspotezynnikow £y i 5y dla zagadnienia (4.39). Metoda
bisekcji polega na iteracyjnym zawezaniu okreslonego z gory przedziatu wartosci
wspotezynnika 3 (dla zagadnienia (4.40)) albo dwuwymiarowego obszaru wartosci
wspolezynnikow 51 1 By (dla zagadnienia (4.39)). Zawezanie oparte jest na wnio-
skowaniu wynikajacym z poréwnania rozwiazan numerycznych danego zagadnienia
7z wynikami otrzymanymi doswiadczalnie.

Kolejng zastosowana metoda jest optymalizacyjna metoda gradientowa |9, 32,

69]. Metoda ta jest kluczowym konceptem w dziedzinie optymalizacji matematycz-
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nej, ktory znajduje zastosowanie w rozwigzywaniu szerokiego zakresu problemow.
Bez wzgledu na to, czy chodzi o dostosowywanie parametréow modeli maszynowych,
minimalizacje funkcji kosztu w analizie finansowej czy projektowanie systemow in-
zynierskich, metoda gradientowa stanowi warte rozwazenia narzedzie do znalezienia
optymalnych rozwiazan.

W swojej istocie metoda gradientowa opiera si¢ na wykorzystaniu pojecia gra-
dientu funkcji, czyli wektora wskazujacego kierunek najszybszego wzrostu funkcji
w danym punkcie. Podstawowa cecha metody gradientowej jest poszukiwanie eks-
tremum funkcji celu poprzez iteracyjne dostosowywanie parametréow sterujacych
procesem przeszukiwania obszaru w taki sposéb, aby przemieszczaé¢ sie¢ w kierun-
ku, w ktorym wartosci funkcji sie zmniejszaja badz zwickszaja, w zaleznosci od
charakteru ekstremum. Proces ten pozwala skutecznie zblizy¢ sie do optymalnego

rozwigzania problemu. Opis optymalizacyjnej metody gradientowej przedstawiono
w Dodatku B.

6.2. Identyfikacja dla modelu z jednym parametrem

W celu identyfikacji wspotczynnika ttumienia $; w zagadnieniu (4.40) zastoso-
wano metode bisekcji oraz metode gradientowa. W zagadnieniu jednowymiarowym,
to znaczy z jednym wspoélczynnikiem ttumienia, wektor 8 ma tylko jeden element,
czyli

B =[8]. (6.5)

Niech Q = [51, Br], gdzie B < Bgr, bedzie przedzialem, w ktorym znajduje sie
poszukiwana wartos¢ wspoltczynnika thumienia 3, optymalna z uwagi na funkcje celu
(6.2) dla zagadnienia (4.40). Zasadne jest ograniczenie si¢ do przedzialu Q = [0, 1],
poniewaz wsp6tczynnik ttumienia powinien przyjmowaé stosunkowo mate wartosci
nieujemne. W pierwszym kroku przedzial €2 jest dzielony na pot, to znaczy, obliczamy
punkt srodkowy By + B

Bu = 5 (6.6)

Otrzymano tym samym dwa przedziaty Qp = (8L, fu] oraz Qr = [Bur, Br], w kto-
rych znajduja sie odpowiednio punkty srodkowe [3; tych przedziatéw postaci

Br —; 5M7 Bry = B + BR_ (6.7)

Bar = y

Dla kazdej z tych wartosci wspotczynnika tlumienia rozwigzujemy zagadnienie po-

czatkowe (4.40) w sposob numeryczny. Po obliczeniu wartosci funkcji celu (6.2) dla
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b1 = Prm i B1 = Bra, wybieramy ten podprzedzial, w ktorych wartosé funkeji celu
(6.2) jest mniejsza. Warto doda¢, ze poszukiwana funkcja celu jest unimodalna, co
oznacza, ze wartos¢ funkcji celu nie moze by¢ rowna w obu podprzedziatach.

W kolejnym kroku uzyskany przedzial redefiniujemy jako €2 przy jednoczesnym
zastapieniu lewego albo prawego konca tego przedzialu wartoscia Sy, wyznaczong
wedlug wzoru (6.6). Proces jest powtarzany az do uzyskania zadowalajacego wyniku,
przez ktory rozumiemy sytuacje, gdy wartos¢ funkcji (6.2) spadnie ponizej pewnej,
ustalonej a priori wartosci lub warto$é¢ bezwzgledna roéznicy miedzy obliczonymi
warto$ciami funkcji celu (6.2) w dwoch kolejnych iteracjach bedzie wystarczajaco
mala, przy czym warto$¢ progowa dla tego warunku przyjmuje sie arbitralnie.

W przypadku zagadnienia, w ktorym identyfikowany jest jeden wspotczynnik thu-
mienia wystepuje ekstremum, ktore jest okreslane w sposob jednoznaczny. Wartosci
wspolezynnika 1, a takze wartosci funkeji celu (6.2) oraz wspotezynnika korelacji

(6.4) otrzymane dla wahadel o réznych dlugosciach przedstawiono w tabeli 6.1.

Tabela 6.1. Wartodci wspolezynnika 1 i odpowiadajace mu wartosci funkeji celu i wspot-
czynnika korelacji dla réznych dtugosdci wahadta i poczatkowych potozen katowych. Wyniki

uzyskane metoda bisekcji.

k‘ L =100 mm L =150 mm
b fi(B1) [rad] TZ(ﬁl) b fi(B1) [rad] 72(51)
1 3.099 %103 0.217 0.9415 6.085 x 1073 0.152 0.9796
2 1.016 x 1072 0.177 0.9783 1.211 x 1072 0.096 0.9961
3 1.604 x 1072 0.143 0.9923 1.747 x 1072 0.136 0.9987
4 1.789 x 1072 0.292 0.9907 2.185 x 1072 0.270 0.9948

Erot - 0.207 - 0.164

i L =200 mm L = 300 mm
b fe(B1) [rad] 7"52(51) b fe(B1) [rad] 7"52(51)

1 1.088x1072 0093 09910 1263x10"2  0.101  0.9672
2 1565x 1072  0.055 09917  1.741x 1072  0.089  0.9827
3 2231x1072 0037 09997  2794x10°2 0035  0.9961
4 2472x1072 0130 0.9997  2983x 102  0.059  0.9992

erms - 0.079 - 0.071

Warto zauwazy¢, ze przy danej dtugosci wahadta wspotezynnik ) przyjmuje dla
roznych konfiguracji poczatkowych rézne wartosci. Norma (6.2) z kolei przyjmuje

dosé duze wartosci, zwlaszeza w przypadku wahadet krotkich (L = 100 mm i L = 150

70



mm). Na przyktad dla L = 100 mm i k& = 3 srednia kwadratowa btedu (w przelicze-
niu na miare kata w stopniach) wynosi fx(51) ~ 8.1°, co daje btad wzgledny 12%
w stosunku do wartodci skutecznej kata @& z danych doswiadczalnych, wyliczonej

wedtug
V2
kE _ exp
Psk = Nk ;:1 }902,]6‘ . (68)

Rysunek 6.1 przedstawia poréwnanie eksperymentalnych i numerycznych prze-
biegow czasowych kata wychylenia ¢(f) wahadta o dtugosci L = 100 mm dla wy-
branej konfiguracji poczatkowej k& = 3. To pordéwnanie $wiadczy o duzym stop-
niu dopasowania rozwigzania numerycznego odpowiadajacego optymalnej wartosci
wspolczynnika 5; do danych eksperymentalnych. Mozna zauwazy¢, ze najwieksze
roznice miedzy oboma przebiegami wystepuja w poblizu granicznych polozen wa-
hadla (lewego i prawego), a roznica faz staje si¢ coraz bardziej zauwazalna wraz
ze wzrostem czasu. W celu lepszego zobrazowania rozbieznosci przejawiajacych sie
W postepujacej z czasem roznicy faz, przedstawiono wykresy dla dwoch pierwszych
i dwoch ostatnich sekund ruchu dla wahadta o dtugosci 100 mm i konfiguracji po-
czatkowej k = 3 (Rys. 6.2a) oraz dla wahadta o dtugosci L = 100 mm i k =4 (Rys.
6.2b).

: i q] [\[\Am’mu
IV

Rysunek 6.1. Rozwiazanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki doswiadczalne (kolor czer-
wony) dla wahadta L = 100 mm i & = 3. Wyniki uzyskane metoda bisekcji dla zagadnienia
(4.40). Wyniki przeksztatcone do wspotrzednych wymiarowych.

W metodzie gradientowej zastosowane] w przypadku jednowymiarowym to zna-

czy 7 jednym wspotczynnikiem ttumienia 5, poszukujemy optymalnej wartosci tego
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¢ [rad]

Rysunek 6.2. Rozwigzanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki dogwiadczalne (kolor czer-
wony) dla wahadla L = 100 mm w dwoch pierwszych i ostatnich chwilach ruchu dla
a) k = 3 oraz b) k = 4. Wyniki uzyskane metoda bisekcji. Wyniki przeksztatcone do

wspélrzednych wymiarowych.

parametru, przemieszczajac sie wzdtuz linii prostej (na osi zmiennej 3;) o odlegtosé
Aﬁfp) w kierunku d®, ktory przyjmuje wartosci 1 lub —1, gdzie p oznacza numer
iteracji. Minimalizujemy funkcje celu postaci (6.3), gdzie uwzgledniono jednoczesnie
wszystkie badane konfiguracje k poczatkowe danego uktadu, a fi(f;) jest wyrazone
wzorem (6.2).

Wryniki optymalizacji przeprowadzonej zgodnie z algorytmem opisanym w Do-
datku B, w ktorej otrzymano optymalne wartosci wspotczynnika 3, przedstawiono
w Tab. 6.4. Oproécz optymalnych wartoéci wspoétczynnika 1, zamieszczono tam Sred-
nia kwadratowa bledu dla poszczegolnych konfiguracji poczatkowych, ktora zostata
zdefiniowana przez wzor (6.2) oraz wspolezynnik korelacji Pearsona opisany wzorem
(6.4).

Jezeli rozwigzania zagadnienia optymalizacyjnego przedstawione w Tab. 6.2 po-
traktujemy odrebnie dla poszczegdlnych konfiguracji k, to rozwigzania nie sg opty-
malne, tzn. metoda bisekcji prowadzi do mniejszych funkcji celi (6.2). Zwlaszcza
czwarta konfiguracja poczatkowa generuje znacznie wieksze wartoSci miary (6.2)
niz pozostate. Na rysunku 6.3 przedstawiono poréwnanie rozwigzania numeryczne-
go z wynikami eksperymentalnymi dla wahadla o dlugodci 200 mm i konfiguracji
poczatkowej k = 3 1 k = 4. Z tego poréwnania wynika, ze zaobserwowane znaczace
roznice wartosci funkeji celu (6.2) dla konfiguracji poczatkowej k = 4 manifestuja
sa glownie postepujaca z czasem rozbieznoscia fazy przebiegu eksperymentalnego
i rozwigzania numerycznego wyznaczonego dla wartosci wspotczynnika [, optymal-

nej w sensie funkcji (6.3).
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Tabela 6.2. Wartosci wspolczynnika 1 i odpowiadajace mu wartosci funkeji celu (6.2)
i wspoétczynniki korelacji Pearsona dla r6znych dlugosci wahadta i poczatkowych potozen

katowych. Wyniki uzyskane metoda gradientows.

L =100 mm L =150 mm L =200 mm L = 300 mm
[f1(61) [rad] 575(B1)]
1 [0.390 ;0.5478] [0.376 ;0.7090] [0.270 ;0.8675] [0.262 ;0.8818]
2 [0.618 ;0.5766] [0.456 ;0.8023] [0.276 ;0.9246] [0.276 ;0.9231]
3 [0.265 ;0.9650] [0.150 ;0.9903] [0.286 ;0.9770] [0.336 ;0.9661]
4 [0.483 ;0.9136] [1.017 ;0.7717] [0.797 ;0.8619] [0.718 ;0.8846]
b1 1.684-1072 1.719-1072 1.987 - 1072 2.324 - 1072
ot 0.439 0.500 0.407 0.398
b)

¢ [rad]
3

e
;UUVVVVZ

Rysunek 6.3. Rozwiazanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki doswiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadta o dtugosci L = 200 mm: a) k = 3, b) k = 4. Wyniki uzyskane metoda
gradientowa dla zagadnienia (4.40). Wyniki przeksztatcone do wspoélrzednych wymiaro-
wych.

Glowna zaleta tego podejscia jest znalezienie jednej (efektywnej) wartosci wspot-
czynnika ttumienia (; dla réznych konfiguracji poczatkowych wahadta o ustalone;j

dhugosci. Taki sposob postepowania bedzie kontynuowany w dalszych rozwazaniach.

6.3. Identyfikacja dla modelu z dwoma parametrami

W zagadnieniu (4.39), w ktorym poszukiwane sa dwa wspotezynniki ttumienia,

wiec wektor zmiennych przyjmuje postac

B = [b1, B, (6.9)
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zastosowano w pierwszej kolejnosci metode bisekcji. Optymalizacja przeprowadzona
metoda bisekcji w dwuwymiarowym obszarze 2 = [0,1] x [0,1] i polegajaca na
poszukiwaniu minimum funkeji (6.2) dla wektora B dawala dla kazdej konfiguracji
poczatkowej i dla kazdej dtugosci wahadta rozwigzania z zerows wartoscia wspot-
czynnika 1. Wartosci funkcji (6.2) dla tych rozwiazan byty znacznie wigksze (réznica
dwoch rzedow) niz wartosci przytoczone w tabeli 6.1. Jednoczesnie przy poréwnaniu
przebiegéw czasowych otrzymanych eksperymentalnie i wyznaczonych numerycznie
zaobserwowano znaczaca i postepujaca z czasem niezgodnosé wartosci amplitudy.
W poszukiwaniu przyczyn nieskutecznego w tym przypadku zastosowania metody
bisekcji, zbadano zmienno$¢ funkeji celu fi(B1, 52) dla wszystkich wahadet i dla

poszczegolnych konfiguracji poczatkowych.

a) b)

1.5x 1076}

1.x1078
60 &
40
flrad
[rad] 20 5.x 107
0.000000 1.5x107°
0,‘ N\ \ i
0.000000 5.x10® 0.000010 0.000015
0.000015 ¥ B

Rysunek 6.4. Graficzne przedstawienie funkcji celu (6.2): a) wykres powierzchniowy, b)

wykres konturowy. Wyniki otrzymane dla L = 100 mm i k = 2

We wszystkich badanych przypadkach ciagta reprezentacja dyskretyzowanej po-
wierzchni fj( Y), Béj)) wykonana z zastosowaniem algorytmow srodowiska graficz-
nego programu Mathematica wykazuje podtuzng ,doline”, w ktorej, jak mozna przy-
puszczad, istnieje nieskonczenie wiele miniméw. Stad pojawita sie niejednoznacznosé
przy wyznaczeniu optymalnych wartosci wspotczynnikéw ttumienia, gdyz warun-
kiem stosowalnosci metod optymalizacyjnych takich jak metoda bisekcji i metoda
gradientowa jest unimodalnos¢ funkceji celu w rozwazanym obszarze zmiennych decy-
zyjnych. Na rysunku 6.4 przedstawiono wykres powierzchniowy i konturowy funkcji
celu dla wahadta o dtugosci 100 mm i k = 2.

Mozna zaobserwowac, ze dla kazdego z wahadel kierunek ,doliny” zmienia sie

wraz z katem o wychylenia poczatkowego. Z tego powodu dla kazdej funkeji celu

74



fr(B1, P2) odpowiadajacej k-tej konfiguracji poczatkowej wyznaczono prosta o row-
naniu By = Apf; + By, ktorej kierunek okreéla ,dno doliny”, a wiec miejsce, na
ktorym lezy minimum funkgcji celu (6.2). Proste te dla wahadla o dlugosci L = 100
mm przedstawiono na Rys. 6.5. Mozna zauwazy¢, ze miejsca przeciecia prostych leza
w niewielkim obszarze na plaszczyznie (1, 85. Obserwacja ta stala sie podstawa do
wyprowadzenia wniosku, ze mozna znalez¢ wspdlng dla wszystkich przebadanych
konfiguracji poczatkowych danego wahadta pare optymalnych wartosci obu wspot-
czynnikéw tlumienia. Spoérod szesciu punktoéw przeciecia prostych jako rozwigza-
nie optymalne wybrano ten, dla ktorego funkcja celu (6.2) przyjmuje najmniejsza
wartos¢é. Po wyznaczeniu wartosci wspotezynnikow A i B okazalo sie, ze miejsca
przeciecia poszczegolnych prostych leza po ujemnej stronie osi uktadu odpowiada-
jacej wspolezynnikowi ;. Wyniki otrzymane opisana wyzej metoda przedstawiono
w Tab. 6.3, ktora zawiera wartosci funkcji celu dla poszczegdlnych konfiguracji po-
czatkowych k potozenia wahadta. Dane odnoszace si¢ do wahadta o dtugosci L = 100
mm pokazuja, ze najwieksze roznice pomiedzy rozwigzaniami numerycznymi a wy-
nikami doswiadczalnymi otrzymano dla k£ = 2, a najmniejsze dla k£ = 4. Na rysunku
6.6 przedstawiono poréwnanie rozwigzania numerycznego z wynikami eksperymen-
talnymi dla obu skrajnych przypadkéow, z ktérego wynika, ze brak zgodnosci obu
przebiegow przejawia sie postepujacym z czasem niedopasowaniem ich amplitud.

B
3.% 10-65

2.x107°F

5.x107

—0.000020 —0.000015 —0.000010 -5.x107° O.OOOOC(gl

Rysunek 6.5. Przeciecia prostych 8y = A1 + By dla wahadla o dlugosci 100 mm dla
k =1 (kolor niebieski), k = 2 (kolor czerwony), k = 3 (kolor czarny), k = 4 (kolor z6tty)

Wspoélezynnik 8 w kazdym przypadku przyjmuje ujemng wartos$é, wiec nie ma
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on fizycznej interpretacji i wskazuje, ze model ttumienia z dwoma wspotczynnikami

ttumienia jest niewtasciwy. Fakt ten wynika z koniecznosci ekstrapolacji obszaru €2

do obszaru Q = [—1,1] x [0,1], w ktorym znajduje sie wartosé¢ optymalna.

Tabela 6.3. Wartosci wspotezynnikow ttumienia oraz funkeji celu (6.2). Wyniki uzyskane

metoda bisekcji uzupetniona o ekstrapolacje tendencji spadku do obszaru Q.

a)

L [mm]: 100 150 200 300

By ~7.149-1073 —6.265-1073 —4.764-103 —8.754-1073

Bs 1.795-10"2  2.245-10"2  1.994-10"2  2.436-10°2
k=1 0.241 0.241 0.108 0.133
k=2 f 0.243 0.401 0.103 0.172
k=3 [rad| 0.189 0.879 0.108 0.217
k=4 0.228 0.789 0.067 0.260

b)

@ [rad]

15

I
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¢ [rad]
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Rysunek 6.6. Rozwigzanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki dogwiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadla o dtugosci L = 100 mm: a) k = 2, b) k = 4. Wyniki uzyskane metoda

bisekcji uzupelniong o ekstrapolacje tendencji spadku do obszaru Q dla zagadnienia (4.39).

Wyniki przeksztatcone do wspétrzednych wymiarowych.

Zaleta wyzej opisanej metody jest mozliwosé otrzymania wspolnej wartosci wspot-

czynnikéw ttumienia dla wahadta o ustalonej dtugosci. Wada jest jednak duza wraz-

liwos¢é wspotczynnika kierunkowego prostej wyznaczajacej ,dno doliny" na btedy

pomiarowe. Zaobserwowano, ze gdy dane pomiarowe pochodzace z rejestracji ruchu

dla k-tej konfiguracji sg zbyt mocno zaburzone, to odpowiadajaca im prosta moze

przecia¢ sie z innymi prostymi daleko poza oczekiwanym obszarem. Tak si¢ stato

w przypadku wahadla o dlugosci L = 150 mm, dla ktorego jeden punkt przeciecia

znajdowal sie w znacznej odlegloéci od pozostalych ekstreméw. Stad w tabeli 6.3

dla L = 150 mm wartosci funkeji celu sa wieksze niz dla pozostalych wahadet.
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Dlatego podjeto probe znalezienia wspotczynnikéw S oraz B w zagadnieniu po-
czatkowym (4.39) metoda gradientowa. Algorytm stosowania tej metody jest iden-
tyczny jak w przypadku jednowymiarowym, jednakze ruch w kierunku minimum
ma miejsce na plaszczyznie. Wyniki optymalizacji, przeprowadzonej zgodnie z algo-
rytmem opisanym w Dodatku B, przedstawiono w Tab. 6.4. Oprocz optymalnych
wartosci wspotezynnikéw 5y i fs, przedstawiono tam Srednia kwadratowa btedu dla
poszczegolnych konfiguracji poczatkowych, ktora zostala zdefiniowana przez wzor
(6.2) oraz wspolczynnik korelacji Pearsona zdefiniowany wzorem (6.4).

Tabela 6.4. Wartosci wspotczynnikéw 51 oraz B2 i odpowiadajace im wartosci funkeji celu
i wspotczynnikéw korelacji Pearsona dla réznych dtugosci wahadta i poczatkowych potozen

katowych. Wyniki uzyskane metoda gradientows.

L =100 mm L =150 mm L =200 mm L =300 mm
[fk(ﬁhBQ) [rad] ;7{2(51752)}
1 [0.230 ;0.9210] [0.166 ;0.9702] [0.108 ;0.9874] [0.116 ;0.9868]
2 [0.238 ;0.9596] [0.148 ;0.9875] [0.087 ;0.9957] [0.123 ;0.9892]
3 [0.183;0.9865] [0.117 ;0.9949] [0.079 ;0.9982] [0.064 ;0.9991]
4 [0.146 ;0.9936] [0.216 ;0.9895] [0.092 ;0.9983] [0.035 ;0.9998]
51 —8.760 - 1073 —8.165- 1073 —2.416-1073 —6.423 - 1073
Ba 1.897-1072 1.976 - 1072 1.803 - 1072 2.452 - 1072
ot 0.199 0.162 0.091 0.084

Przedstawione w Tab. 6.4 wartosci funkcji celu f; oraz wspoélczynniki korelacji
Pearsona pokazuja, ze model (4.39) osiaga zbieznosé¢ z wynikami eksperymentalnymi
w wiekszym stopniu niz model (4.40). Jednakze metoda gradientowa zastosowana
do znalezienia minimum funkcji (6.2) dla zagadnienia (4.39) réowniez daje wyniki
z ujemnymi wartosciami wspotczynnika ;. Ujemna wartosé wspotczynnika 1 nie ma
uzasadnienia fizycznego, co wskazuje, ze model sit oporu z dwoma wspotezynnikami
jest niewlasciwy.

Poréwnujac eksperymentalne przebiegi czasowe dla poszczegélnych konfiguracji
poczatkowych wahadetl z wynikami otrzymanymi przez numeryczne rozwiazanie za-
gadnienia (4.39) z optymalnymi wspolezynnikami modelu, w tym z ujemnym wspot-
czynnikiem (3, zauwazono, ze problem niedopasowania wartosci ekstremalnych wy-
chylen wahadta praktycznie nie wystepuje. Jako przyktad zaprezentowano na Rys.
6.7 poréwnanie przebiegdw otrzymanych w spos6b numeryczny i do§wiadczalny dla
wahadla o dtugosci 200 mm i konfiguracji poczatkowych £ = 31 k = 4. To spo-

strzezenie wskazuje, ze wyznaczone metoda bisekcji rozwigzania (z 1 = 0) nie sa
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rozwigzaniami optymalnymi, a zerowa wartos¢ wspotczynnika ; jest konsekwencja
przyjecia obszaru 2 = [0,1] x [0, 1]. Zauwazono takze, ze efekt niezgodnosci prze-
biegdw wyrazajacy sie przesunieciem fazy jest wyraznie mniejszy niz w przypadku

z jednym wspotczynnikiem.

a)

¢ [rad]

YR
VAR A

Rysunek 6.7. Rozwiazanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki doswiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadta o dtugosci L = 200 mm: a) k = 3, b) k = 4. Wyniki uzyskane metoda
gradientowa dla zagadnienia (4.39). Wyniki przeksztalcone do wspolrzednych wymiaro-
wych.

Rozwigzania z ujemnymi warto$ciami wspoélczynnika [, prowadza do modelu
z pozornym ujemnym ttumieniem, nie majacym uzasadnienia w ruchu analizowanego
uktadu. Z tego powodu postanowiono rozszerzy¢ model o ttumienie proporcjonalne
do przyspieszenia zwigzane z koncepcja masy dodanej, zachowujac sktadnik propor-
cjonalny do kwadratu predkosci ze wzgledu na jego pozytywny wplyw na poprawe

zgodnosci fazy przebiegow eksperymentalnych i numerycznych.

6.4. Identyfikacja dla modelu z trzema parametrami

Przedstawione w poprzednich rozdziatach wyniki optymalizacji wskazuja, ze mo-
del liniowy tlumienia (4.40) oraz model dwuwymiarowy (4.39) sa nieadekwatne do
opisu wplywu oporu osrodka na drgania wahadta w szerokim zakresie zmiennosci
kata wychylenia. Jedna z koncepcji modyfikacji modelu polegata na dodaniu nastep-
nego skladnika sity oporu zgodnie z rozwinieciem w szereg potegowy (2.4). Jednak,
ze wzgledu na analize wynikow dla modeli (4.39) i (4.40), w ktorych najwieksze btedy
pojawialy sie przy nawrocie wahadta, postanowiono doda¢ wspo6tczynnik ttumienia
proporcjonalny do przyspieszenia stycznego i zwiazany z koncepcja masy dodanej

(sktadnik bezwladnosciowy). Zagadnienie opisane jest przez (4.37).
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W przypadku tréjwymiarowego zagadnienia optymalizacji, to znaczy z trzema
wspolczynnikami ttumienia 5y, §y oraz 3, algorytm metody gradientowej jest iden-
tyczny jak w przypadku jednowymiarowym i dwuwymiarowym. Poszukiwanie mini-
mum funkeji celu (6.3) odbywa sie jednak w tréjwymiarowej przestrzeni. Ponownie
uwzgledniono w funkcji celu jednoczesnie wszystkie badane konfiguracje poczatkowe
k uktadu.

Wyniki optymalizacji przeprowadzonej zgodnie z algorytmem opisanym w Do-
datku B, w ktorej otrzymano optymalne wartosci wspotczynnikow [y, (5o oraz [,
przedstawiono w Tab. 6.5. Oprocz optymalnych warto$ci wspotczynnikow [y, Bs oraz
Ba, przedstawiono srednia kwadratowa btedu dla poszczegolnych konfiguracji poczat-
kowych oraz, analogicznie jak w poprzednich przypadkach, obliczono wspotczynnik
korelacji Pearsona (6.4).

Tabela 6.5. Wartosci wspotczynnikoéw B, fo oraz B, i odpowiadajgce im wartodci funkeji
celu i wspoétczynnikéw korelacji Pearsona dla réznych dlugoéci wahadta i poczatkowych

polozent katowych. Wyniki uzyskane metoda gradientows.

L =100 mm L =150 mm L =200 mm L =300 mm

k [f Blvﬁ%ﬁa) [rad] ,710 ﬁhﬂmﬁa ]

1 [0.055 ;0.9964] [0.071 ;0.9983] [0.104 ;0.9989] [0.090 ;0.9984]
2 [0.061 ;0.9938] [0.161 ;0.9996] [0.095 ;0.9998] [0.148 ;0.9978]
3 [0.387;0.9978] [0.357 ;0.9991] [0.156 ;0.9987] [0.123 ;0.9991]
4 [0.161 ;0.9949] [0.293 ;0.9970] [0.172 ;0.9991] [0.225 ;0.9997]
51 6.530 - 1073 5.454 - 1073 7.647 -1073 7.619-1073
5o 1.019-1072 1.171-1072 1.275-1072 1.755- 1072
Ba 3.416 - 102 2.660 - 1072 1.897 - 1072 2.389-1072
Ciot 0.161 0.22 0.132 0.146

Uzyskane wartosci funkcji celu §wiadeza o tym, ze model (4.37) nie prowadzi do
sprzecznych wynikow i stanowi najlepsze z przebadanych dopasowanie dla zagadnie-
nia odwrotnego polegajacego na identyfikacji modelu sity oporu w ruchu wahadta
fizycznego. Najwieksze wartosci btedu mozna zobserwowaé¢ dla wahadta o dtugosci
150 mm i konfiguracji poczatkowych & = 3 i & = 4. Na rysunku 6.8 przedstawio-
no poréwnanie rozwigzania numerycznego z wynikami eksperymentalnymi dla tych
przypadkéw. Pomimo wiekszej, w poréwnaniu z pozostatlymi eksperymentami, war-
tosci funkgeji celu (6.3) przebegi czasowe kata wychylenia (t), ktorych 7rodtem sa
pomiary i wyniki symulacji numerycznych, nie r6znig sie znaczaco ani pod wzgledem

wartoéci amplitud ani zgodnosci fazy.
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Rysunek 6.8. Rozwigzanie numeryczne (kolor czarny) i wyniki dogwiadczalne (kolor czer-

wony) dla wahadta o dtugoéci L = 150 mm: a) k = 3, b) k = 4. Wyniki uzyskane metoda
gradientowa dla zagadnienia (4.37). Wyniki przeksztalcone do wspolrzednych wymiaro-
wych.

Wartosci wspotczynnikoéw korelacji Pearsona jednoznacznie swiadcza o tym, ze
model (4.37) w najlepszym stopniu przybliza zagadnienie ruchu wahadta fizycznego
w o$rodku stawiajacym opoér. Pomijajac w dyskusji model tltumienia z dwoma sktad-
nikami, ktory okazal sie niepoprawny z fizycznego punktu widzenia, mozna stwier-
dzi¢, ze omawiane wcze$niej zagadnienie jednowymiarowe jest niekompletne, gdyz
wspotezynnik korelacji Pearsona osiaga warto$¢ ponizej 0.9, co jednoznacznie wska-
zuje na brak liniowej zaleznosci miedzy rozwigzaniem numerycznym, a wynikami
do$wiadczalnymi. Co prawda dla metody bisekcji w modelu (4.40) uzyskano wyniki
wspolezynnikow korelacji Peasona zblizone do modelu (4.37), ale nalezy pamietac, ze
optymalizacje przeprowadzono osobno dla kazdej konfiguracji poczatkowej. W przy-
padku metody gradientowej uzyskano wspotczynniki ttumienia dla kazdej dtugosci

wahadta z uwzglednieniem wszystkich konfiguracji poczatkowych.



7. Identyfikacja 1 ocena statystyczna jej
wynikéw dla modelu sily oporu z trzema

parametrami w ruchu plaskim wahadla

7.1. Wprowadzenie

W rozdziale szostym przedstawiono wyniki identyfikacji parametréow trzech mo-
deli sity oporu osrodka w ruchu plaskim wahadta, polegajacej na zastosowaniu
kilku metod optymalizacyjnych do wyznaczenia minimalnej wartosci funkcji celu
zdefiniowanej jako $rednia kwadratowa btedu miedzy wynikami eksperymentalnymi
i rozwigzaniami numerycznymi odpowiednich zagadnienn poczatkowych, w ktoérych
przyjmuje sie¢ wartosci wspotezynnikoéw modelu z biezacej iteracji. Wyniki pomiaréw,
stanowiace punkt odniesienia, do ktorego zmierza proces optymalizacyjny, nie sa jed-
nak dokladne, a btad, ktérymi sa obarczone, jest ignorowany w tak sformutowanym
zagadnieniu.

W niniejszym rozdziale przedstawione zostana wyniki identyfikacji tréjparame-
trowego modelu sity oporu osrodka w ruchu plaskim wahadta polegajacej na zasto-
sowaniu metody najmniejszych kwadratéw do minimalizacji btedu spelnienia row-
nan rozniczkowych modelu matematycznego zagadnienia ruchu. Takie sformutowa-
nie problemu optymalizacyjnego daje podstawy do przeprowadzenia statystycznej
oceny uzyskanych wynikow.

W tym podejéciu do zagadnienia identyfikacji niezbedna jest znajomo$¢ potozen
katowych, predkosci katowych oraz przyspieszen katowych preta. W obu ekspery-
mentach na podstawie zmierzonych wspotrzednych charakterystycznych punktéow
wylicza sie wartosci katoéw okreslajacych potozenie preta w kolejnych chwilach ruchu.
Predkosci katowe i przyspieszenia katowe nie podlegaja bezpo$redniemu pomiaro-
wi, lecz wyznaczane sg w sposodb numeryczny za pomoca schematow roznicowych.
Schematy réznicowe sa szeroko stosowane w analizie numerycznej do przyblizania
wartosci pochodnych funkcji. W tym rozdziale przedstawione zostang dwie metody
generowania schematéw roznicowych: interpolacja za pomoca metody wspoétczyn-
nikéw nieoznaczonych oraz aproksymacja za pomocg metody najmniejszych kwa-

dratéw. Oba podejscia maja na celu estymacje wartosci pochodnych w okreslonych



punktach, jednak bazuja na odmiennych koncepcjach, co prowadzi do roznych re-
zultatow koncowych.

Interpolacja metoda wspotczynnikéw nieoznaczonych to technika obliczeniowa,
ktora polega na konstruowaniu nowych danych punktowych na podstawie znanych
warto$ci. W przypadku schematow réznicowych, interpolacja polega na estymacji
wartosci pochodnej w konkretnym punkcie, wykorzystujac wartosci funkcji w kilku
sasiadujacych punktach. Metoda ta opiera sie na wyznaczeniu wielomianu, ktory
przechodzi przez punkty sasiadujace [11, 15, 16, 29, 86].

Z drugiej strony, aproksymacja metoda najmniejszych kwadratéw to technika
obliczeniowa polegajaca na znalezieniu funkcjil, ktoéra najlepiej odpowiada zestawowi
danych wartosci funkcji. W przypadku schematow roznicowych, aproksymacja ta
polega na znalezieniu funkcji aproksymujacej, ktéra minimalizuje pewng funkcje,
ktora czesto przyjmuje sie jako sume kwadratow roznic miedzy warto$ciami funkcji
znanymi, na przyktad z pomiaru, a wartosciami funkcji aproksymujacej. Wynikiem
tej metody jest schemat roznicowy, ktory jest najlepszym przyblizeniem pochodne;j
na podstawie dostepnych danych [11, 35, 76, 86, 93|.

Zastosowanie schematéw réznicowych w niniejszej pracy ma na celu okresle-
nie przyblizonych wartosci predkosci katowej i przyspieszenia katowego za pomoca
wartosci przyblizonych za pomoca wzoréw interpolujacych albo aproksymujacych
pochodne pierwszego i drugiego rzedu, gdy znane sa wartosci funkcji w wybranych
punktach jej dziedziny. Wspotrzedne punktéw wyznaczonych w eksperymencie nie sg
wyznaczone dokltadnie, wobec tego nalezy stosowa¢ schematy o duzej doktadnosci,
gdyz szczegolnie wartos$é przyspieszenia katowego (jako pochodna drugiego rzedu)
jest bardzo wrazliwa na btedy pomiarow.

W niniejszym rozdziale poréwnamy obie metody pod wzgledem doktadnosci
w kontekscie zastosowania do wyznaczenia predkosci i przyspieszeni katowych preta.
Przedstawimy przyktady schematéw réznicowych uzyskanych za pomoca interpolacji
metoda wspoteczynnikéw nieoznaczonych oraz aproksymacji metoda najmniejszych

kwadratow, a nastepnie poréwnamy ich wyniki dla wybranej funkcji.

7.2. Interpolacyjne i aproksymacyjne schematy réznicowe

Niech funkcja f jednej zmiennej ¢ (czasu) reprezentuje dowolna z funkcji ¢(t),

a(t), B(t) okreslonych w rozdziatach 4.1 i 4.2. W celu zobrazowania metody ge-

! Dokladniej zadanie polega na znalezieniu parametréw definiujacych jednoznacznie funkcje o

zadanej postaci ogblnej, na przyktad wielomianu, funkcji wyktadniczej itp.
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nerowania schematow réznicowych za pomoca interpolacji metoda wspotczynnikow
nieoznaczonych wyprowadzono centralny schemat réznicowy dla pochodnej drugie-
go rzedu dla trzech wezlow t;, t;4q oraz t;_;. Wzor Taylora? w otoczeniu punktu ¢;
przyjmuje postac

£t) = flt) + L=t

1!

(t—t;)?
2!

N (t—t;)

ft) + - '
J (7.1)

f(tz) +
ot (t;—‘ti)pf@)(ti) + R,(t, 1),

gdzie fU) oznacza pochodna j-tego rzedu wzgledem t dla j = 1,2, ..., p, natomiast

reszta R,(t,t;) spelnia warunek

lim R,(t,t;) = 0. (7.2)

t—t;

Ograniczajac sie do kilku poczatkowych wyrazéw sumy po prawej stronie réwnania

(7.1), otrzymamy

Fltivn) = f(t:) + %t,)h + @fﬂ +O(h), (7.3)
Fltin) = flt) — 2L (lt!")h W ;t!")if + O, (7.4)

gdzie O(+) jest symbolem Landaua®, a h = t;,1 — t; jest stalym krokiem czasowym
dla i = 1,2, .... Schemat roznicowy centralny D?(¢;) drugiego rzedu postulujemy w
postaci

DP(t:) = ay f(t:) + aof (tiy1) + asf(tiv), (7.5)
gdzie a1, ay i az sa nieznanymi wspotezynnikami. Podstawiajac rownania (7.3)-(7.4),
w ktorych pominigto wyrazy rzedu O(h?), do wzoru (7.5), otrzymamy

DP(t;) = f(t:)(a1 + az + a3) + f(t:)(azh — azh) + f(t;) (”;2 + “32h2) . (7.6)

W celu wyznaczenia wspolczynnikow schematu réznicowego drugiego rzedu nalezy

wspoOlczynnik przy f (t;) przyrownaé do jednosci, natomiast pozostate wspotezynniki

po prawej stronie wzoru (7.6) do zera. Wobec tego, dostaniemy uktad rownan postaci

a; +as +ag =0,

agh — Clgh = 0, (77)
e et =1,

2 Zakladamy, ze funkcja f o wartosciach rzeczywistych ma ciagla pochodng f®) w przedziale
[t,t +t;] dlat; > 0 (lub [t — t;,t] dla t; < 0) oraz skoriczona pochodng fP1) wewnatrz tego

przedziatu.
3 Symbol O(+) oznacza tzw. asymptotyczne zachowanie si¢ wzrostu funkcji wraz ze wzrostem

jej argumentu. Moéwimy, ze funkcja f jest rzedu g, jezeli istnieja takie liczby Ny > 0 oraz ¢ > 0, ze

dla kazdego n > Ny mamy f(n) < ¢ g(n), co zapisujemy nastepujaco: f(n) € O(g(n)).
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Rozwiazaniem ukladu rownan (7.7) sa wspotezynniki a; = —hZ—Q, ay = h% oraz az =
h%, co prowadzi do wzoru

; J(ir) = 2f () + f(li-

ity = ) 22200 | o) (7.8)

Gdy w rownaniu (7.6) przyréwnamy wspolezynnik stojacy przy pochodnej f(tz)
do jednosci, a pozostale do zera, to otrzymamy trzypunktowy schemat réznicowy
pierwszego rzedu.

W celu wyprowadzenia centralnego schematu réznicowego D (t;) rzedu n dla
liczby weztow 2N + 1 mozna zastosowaé analogiczng procedure jak w przypadku
wyzej opisanym. Niech

2N

DM (t) =Y ag-mf (ti+ (k= N)h), (7.9)

gdzie N oznacza liczbe wezléw lezacych po jednej stronie punktu t;. Zgodnie ze

wzorem Taylora (7.1), wartos¢ funkeji f (t; + (kK — N)h) przyblizamy w nastepujacy

sposob:
it = 3m) = (8 + 28—y T8 - vy
fito U S . e
4.+ j!’ ((k— N)h) + ... + W((k — N)R)*N + O(h*N*?)

dlak =0,1,2,...,2N, a nastepnie pomijajac wyrazy rzedu O(h?"2) oraz wstawiajac
przyblizenie (7.10) do rownania (7.9) i porzadkujac wzgledem wszystkich pochod-

nych, dostajemy uktad rownan, ktory zapisujemy w postaci rownania macierzowego
Fa=b, (7.11)

gdzie a = [a_n,a1_N,...,a_1,a9,a1,an_1,ay] jest wektorem kolumnowym niezna-
nych wspotczynnikow, F jest macierza kwadratowa postaci

. . kE— N) .

F = |:f]ki| = {#hj} , (7.12)

J: jk

gdzie 7 =0,1,2,....,2N, k=10,1,2,...,2N, a l;jest wektorem kolumnowym sktada-
jacych sie z samych zer i jednej jedynki. Miejsce wystapienia jedynki jest uzalez-
nione od rzedu pochodnej, ktora nalezy wyznaczy¢. Przyktadowo, przy przyblizaniu
pochodnej pierwszego rzedu nalezy przyjaé wektor postaci b = [0,1,0,...,0]. Dla

b=[1,0,0,...,0] otrzymamy rozwiazanie rowne danym wejsciowym, co oznacza, ze
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interpolacyjna procedura nie zmienia wartosci wejSciowych, nie daje wiec efektu
wygtadzania danych z pomiaru. W tabelach 7.1 i 7.2 przedstawiono wartosci wspo6t-
czynnikow uzyskanych interpolacyjna metoda wspolczynnikow nieoznaczonych (po
rozwigzaniu uktadu réwnan (7.11)) dla odpowiednio pochodnej pierwszego i drugiego
rzedu. Mozna zauwazy¢, ze wtasnoScia schematow centralnych uzyskanych metoda

interpolacyjna jest antysymetria wspotczynnikéw schematu réznicowego.

Tabela 7.1. Wartosci wspotczynnikéw dla pochodnej pierwszego rzedu schematu central-

nego (7.9). Wspolczynniki zostaly pomnozone przez h.

N | ticy ticg tico tisn Ui tisn tise tigs iy
1 1
1 5 0 3
1 2 2 1
2 iz 3 0 3 -3
1 3 3 3 3 1
3 60 20 i 0 3 20 60
4 | L 4 1 _4 0 4 -1 4 _ 1
280 105 5 5 5 5 105 280

Tabela 7.2. Wartosci wspoétczynnikéw dla pochodnej drugiego rzedu schematu centralnego

(7.9). Wspotezynniki zostaty pomnozone przez h2.

N | tica tics tio ticn  ti tign tivo tigs  liga
1 1 —2
9 14 s o4 1
12 3 2 3 12
3 1 _3 3 _4 3 _3 1
90 20 2 18 2 20 90
4 | =L & _1 8 _ 205 8 _1 8 __1
560 315 5 5 25 5 315 560

W przypadku poczatkowych i koncowych chwil czasowych mozna wprowadzi¢
tzw. ekstrapolowane punkty pozorne wykraczajgce poza rozpatrywany obszar. Dla
probkowania z czestotliwoécig 100 Hz, krok czasowy wynosi h = 1072 s, a h? = 1074
s2. Schematy niesymetryczne sg o jeden rzad wielkosci mniej doktadne niz schematy
centralne. Dlatego, aby uzyskaé¢ takg sama dokladnosé¢ schematu niesymetrycznego
jak w 5-punktowym schemacie centralnym, nalezaloby zastosowaé 500 weztow [40,
44, 54, 77].

Jak wspomniano wczesniej, schematy réznicowe otrzymane metoda wspolczynni-
koéw nieoznaczonych zachowuja w niezmienionej postaci wartodci funkeji f (pochod-

ng zerowego rzedu). Dlatego w celu wygladzenia danych bezposrednio mierzonych
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nalezy dodatkowo zastosowa¢ procedure wygltadzania, na przyktad metode usred-
niania biezacego |61, 94| postaci

i+n—1

f) =+ 30 1), (7.13)

gdzie f(t;) jest elementem ugrednionego ciagu, f(t;) elementem pierwotnego ciagu
zmierzonych wartosci, a n jest liczbg elementéw usrednianych.

W przypadku aproksymacyjnych schematéw roznicowych otrzymuje sie jedno-
czes$nie funkcje, ktore najlepiej, w sensie najmniejszych kwadratow, estymuja wyni-
ki pomiaréw (funkcja f), predkosci katowe (pochodna pierwszego rzedu funkcji f)
i przyspieszenia katowe (pochodna drugiego rzedu funkeji f). Wyniki eksperymental-
ne obarczone s btedami pomiaréw, wiec wektor przyspieszenia moze by¢ szczegdlnie
wrazliwy na mate zaklocenia. Wobec tego nalezy stosowaé¢ dokladne wielopunkto-
we schematy réznicowe. Rozwazmy jednorodna siatke, tj. sekwencje rownomiernie
rozmieszczonych punktow czasowych (chwil pomiaru). Centralne aproksymacyjne
schematy roznicowe sa oparte na 2n + 1 weztach tworzacych nastepujacy ciag aryt-
metyczny:

tifnv ti*nJrlu ) ti*lu tia ti+17 EE) tiJrn*l? tiJrn? (714)

o roznicy h =t;y; —tiv;—1 (dla j = —n, —n+1, ..., n). Zalézmy, ze znane sa wartosci

funkeji f w wszystkich weztach (7.14) i oznaczmy te wartosci nastepujaco:

ficn = [(ticn), -, fic1 = f(tic1), fi = f(ti), s fivn = [(tign). (7.15)

Celem jest znalezienie funkcji klasy C? aproksymujacej funkcje f metoda najmniej-
szych kwadratow [35].

Wzor Taylora (7.1) mozna roéwnowaznie zapisa¢ w nastepujacej postaci:
() = f(t:)Po(t,t:) + f(t:)Pu(t,t) + f(t)@a(t, 1) + O(R®),  (7.16)

gdzie
(t — ) _(t=n)?
TR Dy(t,t;) = BT

sa funkcjami bazowymi. W metodzie najmniejszych kwadratéw zaktada sie, ze funk-

Do(t,t) =1, Byt t;) = (7.17)

cje [ w przedziale [t;_,,t;1,] przyblizamy funkcja f,,, zalezna od pewnej liczby nie-

znanych parametrow. W rozwazanym przypadku przyjmujemy trzy nieznane para-

metry P(()i), pgi), pg), a funkcje f, postulujemy jako wielomian postaci

2
faltts) =YV, (t, 1), (7.18)
j=0
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przy czym funkcje bazowe ®;(t,t;) sa okreslone wzgledem punktu pomiarowego t;
bedacego $rodkiem przedziatu [t;_,, t;1,]. Wprowadzmy funkcje btedu jako roznice

pomiedzy wartosciami funkcji f, a wartosciami wielomianu aproksymacyjnego f,
2 .
R(f(£)) = f(£) =Y p®;(t, 1), (7.19)
j=0

Dazy sie do zminimalizowania funkcji

I=itn I=i+n 2 2
I=> [R(fW)’= Y (f(m)—Zp;‘)@j(tl,ti)) . (7.20)

l=i—n l=i—n

W tym celu musimy tak dobra¢ parametry p(()i), pgi)7p§), aby spetniony byl warunek

konieczny istnienia ekstremum funkcji f(p(()),pgz),pé)) tj.
ol
op,,

dla k = 0,1,2. Rozniczkujac wyrazenie (7.20) wzgledem zmiennej p,(f), otrzymamy

—2 in< Zp“@ (t,t )) O (ty,t;) =0, (7.22)

l=i—n

dla k = 0,1, 2. Po elementarnych przeksztalceniach otrzymamy uktad trzech réwnan

postaci
i+n +n
ZPJ Z Dy (11, )P, (1, Z Jt)Px(ts, i), (7.23)
l=i—n l=i—n

dla k = 0,1, 2. Rozwiazaniem tego uktadu sa poszukiwane parametry p(()), pgl), i pg).

Rozwiazania ukladu rownan (7.23) mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa po-

stacl
n

P =3Bt + ), (7.24)
l=—n
dla j = 0,1,2, gdzie symbolem p!

aproksymujacego pochodna j-tego rzedu. Wspolczynniki te w kazdym przedziale

oznaczono wspotczynniki centralnego schematu

[ti—n,titn] sa takie same.

W tabelach 7.4 1 7.5 przedstawiono wartosci wspotczynnikow @ﬁi) oraz ﬁg) pomno-
zonych przez odpowiednio h i h? i uzyskanych aproksymacyjna metoda najmniej-
szych kwadratow dla pochodnych pierwszego i drugiego rzedu. Dodatkowo, z uktadu
rownan (7.23) mozna otrzymac wspolczynniki ﬁéi) wygtadzajace dane wejsciowe. Ich

wartoéci przedstawiono w Tab. 7.3.
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Tabela 7.3. Wartosci wspétczynnikéw

Tabela 7.4. Wartosci wspo6tczynnikow ﬁgi) pomnozonych przez h uzyskanych metoda aprok-

Tabela 7.5. Wartodci wspotczynnikéow ﬁg) pomnozonych przez h? uzyskanych metoda

~(4)

Dy~ uzyskanych metoda aproksymacji
n|tig tig tig i i iy tigz tig3z liga
1 0 1 0
9 3 12 1T 12 3
35 35 35 35 35
3 2 1 2 1 2 1 _2
21 7 7 3 7 7 21
4| =L 13 8 59 18 3 2 _1
11 77 77231 T 77 33 1

symacji dla pochodnej pierwszego rzedu

n|tia tig tig tio1 b tipr G2 tiys tiga
1 1
1 s 0 3
1 1 1 1
2 5 "1 0 % 3
3 1 1 1 1 3
3 28 14 55 U 55 14 os
gl 1 1 1oy 1 1 o1 o1
15 20 30 60 60 30 20 15

aproksymacji dla pochodnej drugiego rzedu

n|ti—g tig ti—a  ti t; tivi tigo  liyz tipa
1 -2 1
2 1 2 1 2
2 7 7 7 7 7
5 1 2 1 5
3 42 0 T 14 T21 T 14 0 42
4 2 1 4 _1r _ 10 _ 17 _ 4 1 2
33 66 231 162 231 162 231 66 33
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Tabela 7.6. Bledy wzgledne dla schematéw réznicowych wygenerowanych metodami inter-

polacji oraz aproksymacji

n rY 5 rl rh r? 4

5 | 0.00149 0.00068 | 0.17411 0.01367 | 53.49973 1.02947
10 | 0.00149 0.00049 | 0.20353 0.00554 | 58.7789  0.18962
20 | 0.00149 0.00035 | 0.22103 0.00461 | 60.36986 0.03741

W celu poréwnania doktadnos$ci obliczania pochodnej pierwszego i drugiego rze-
du za pomoca schematow réznicowych wyprowadzonych metoda interpolacyjng oraz
aproksymacyjng wygenerowano zaburzone wartosci funkeji f(¢) = sin¢ w 1000 punk-
tach rozmieszczonych rownomiernie z krokiem h = 0.01 w przedziale [0, 10]. Zaburze-
nia funkcji uzyskano za pomoca proby losowej o rozktadzie normalnym z wartoscia
oczekiwang rowna wartosci funkeji f(¢;), gdzie i = 0, 1,2, ...,1000 oraz odchyleniu
standardowym o = 0.001. Wartos¢ odchylenia standardowego o jest zblizona do do-
ktadnosci urzadzen pomiarowych zastosowanych do wykonania doswiadczeri opisa-
nych w poprzednich rozdziatach. Pochodne obliczono przy zastosowaniu schematow
roznicowych dla n = {5, 10, 20}.

W tabeli 7.6 zestawiono wartosci btedu wzglednego dla wygtadzonej funkcji (tyl-
ko w przypadku schematow aproksymacyjnych) oraz dla pochodnej pierwszego i dru-
giego rzedu przy zastosowaniu schematoéw réznicowych wygenerowanych metodami
interpolacji oraz aproksymacji dla ustalonej liczby weztoéw. Bledy wzgledne dla po-
dejscia interpolacyjnego r; oraz aproksymacyjnego r 4 obliczane sg za pomocg normy

I2, zgodnie z ponizszymi wzorami

k k
(k) _ H€1 HP (k) _ ||€A ||l2
ry’ = rYy = 7.25
T IS PR S T ZCTTA T (7.25)
gdzie k = 0, 1,2 oznacza rzad pochodnej, a
() = ) — 1), W) = ) - r®,), (7.26)

gdzie fl(k) i fﬁl’“) oznaczaja przyblizone wartosci pochodnej rzedu £ uzyskane odpo-
wiednio metodami interpolacji i aproksymacji.

Na rysunkach 7.1a oraz 7.2a przedstawiono przyblizenie pochodnych drugiego
rzedu dla zaburzonej funkcji f(t) = sint otrzymanych odpowiednio metoda aprok-
symacyjnych i interpolacyjnych schematoéw réznicowych. Rysunki 7.1b oraz 7.2b
ilustruja réznice pomiedzy wartosciami pochodnej drugiego rzedu doktadna, a przy-
blizona uzyskana metoda aproksymacyjna dla n = 20. Ze wzgledu na duza rézni-

ce wartoéci pomiedzy funkcjami w metodzie interpolacyjnej przedstawiono losowy
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przedzial czasowy t € [0.3;0.5]. Wykres pochodnej drugiego rzedu f”(t) = —sint
przyjmuje wartosci z przedziatu [—1, 1], co znaczaco odbiega od uzyskanych wynikow
metoda interpolacyjna, gdzie rezultaty osiggaja nawet wartosci stukrotnie wieksze

niz oczekiwane (patrz Rys. 7.2b).

a) b)
f(t 2
(®) : (1)
1.0 —r
— ) 0.06
05 0.04
/ 0.02
0.0 t {
2 4 6 8 10 0.00 T
-0.02
~05
~0.04
~1.0 -0.06

Rysunek 7.1. Wykres: a) pochodnej drugiego rzedu i jej przyblizenie metoda aproksyma-
cyjna dla n = 20, b) réznicy pomiedzy warto§ciami pochodnej drugiego rzedu doktadna,

a wartosciami przyblizonymi uzyskanymi metoda aproksymacyjna dla n = 20

a) b)

£(t) e
—f"(t)

— 2

100

P
[~
| —
—

=50

~100 -100

Rysunek 7.2. Wykres: a) pochodnej drugiego rzedu i jej przyblizenie metoda interpola-
cyjna dla n = 20, b) réznicy pomiedzy wartogciami pochodnej drugiego rzedu doktadna,

a wartosciami przyblizonymi uzyskanymi metoda interpolacyjng dla n = 20

W dalszej czesci pracy, ze wzgledu na zdecydowana przewage schematéow roz-
nicowych wygenerowanych metoda aproksymacyjng nad schematami otrzymanymi

drogg interpolacyjna, ograniczono sie do zastosowania metody aproksymacyjnej.
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7.3. Wyznaczanie predkosci katowych i przyspieszen
katowych wahadta

W celu oszacowania wspotczynnikéw ttumienia, tj. wyznaczenia zakresu wartosci,
w ktorych znajduja sie optymalne wartosci 51, 52 1 8., postanowiono przeprowadzié¢
identyfikacje oraz estymacje nieznanych wspolczynnikéw za pomocg metod anali-
zy statystycznej, przyjmujac jako kryterium spelnienie rézniczkowych réwnan ru-
chu. Przedzial, w ktorym moga znajdowac sie wspotczynniki ttumienia wyznaczono
jedynie dla wynikéw uzyskanych metoda gradientowa, uwzgledniajac jednocze$nie
wszystkie mozliwe konfiguracje poczatkowe k dla zagadnienia poczatkowego (4.37).

W pierwszym kroku nalezy obliczy¢ wektory predkosci i przyspieszen katowych.
Oznaczmy przez Lpg wektor danych pomiarowych, gdzie ¢« = 0,1,2,..., N, oznacza
i-ta chwile czasowa pomiaru, a j = {100, 150, 200,300} mm, jest dtugoscia wahadta.
Poprzez obliczenie wartosci pochodnych wektora gog wzgledem bezwymiarowego cza-
su 7, z zastosowaniem aproksymacyjnych centralnych schematow roznicowych (jakie
wyprowadzono w rozdziale 7.2), otrzymano poszukiwane wektory w"z oraz e'-:f . W celu
doktadnego obliczenia pochodnych zastosowano schematy 17, 19, 21 i 31-punktowe
dla odpowiednio wahadetl o dtugosci 100, 150, 200 i 300 mm. Zréznicowanie dtugosci
przedziatu schematow aproksymacyjnych wynika z przeprowadzonej analizy bledu
pomiedzy przyblizeniem numerycznym a wynikami do§wiadczalnymi. Dla wahadet
o wiekszej dlugosci konieczne bylto stosowanie szerszych schematow ze wzgledu na

mniej precyzyjne pomiary w eksperymencie. Wahadlo o dlugosci 300 mm bytlo re-

jestrowane za pomocg szybkiej kamery z wiekszej odlegtosci niz wahadta krotsze.
Zatem przyjeto n = {8,9,10, 15} we wzorze (7.14).

Rysunek 7.3. Wykres a) predkosci katowej, b) przyspieszenia katowego w zaleznosci od

bezwymiarowego czasu dla wahadta o dtugosci 100 mm przy poczatkowym wychyleniu 60°
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Na rysunku 7.3 przedstawiono wykresy predkosci i przyspieszen katowych dla
wahadta o dtugosci L = 100 mm i poczatkowym wychyleniu 60° wyznaczonych za
pomocyg centralnych aproksymacyjnych schematow roznicowych. Wykresy 7.3a oraz
7.3b przedstawiaja odpowiednio pochodng pierwszego i drugiego rzedu obliczong
z danych pomiarowych zilustrowanych na Rys. 5.16. Ze wzgledu na zastosowanie
centralnych schematéw réznicowych nalezato usunaé¢ n pierwszych i n ostatnich chwil
czasowych, co jest w szczegdlnosci widoczne na Rys. 7.3b, gdzie przesunieto poczatek

fazy rejestracji.

7.4. Identyfikacja wspolczynnikéw trojparametrowego
modelu sity oporu o$rodka poprzez minimalizacje bledu

spelnienia réwnan ruchu

W rozdziale 6 pracy zaprezentowano wyniki identyfikacji parametréw dla roznych
modeli sit oporu. Ze wzgledu na najwieksza zbieznos¢ modelu (4.37), tj. z trzema
wspotczynnikami thumienia, tylko to zagadnienie poddano kolejnej analizie za pomo-
ca metody minimalizacji btedu spetnienia réwnan, przy pomocy ktorej otrzymano
oszacowanie badanych parametréow. Metoda ta pozwala na doktadniejsze dopasowa-
nie modelu do danych empirycznych oraz zrozumienie, w jaki sposéb poszczegolne
parametry wplywaja na jego dzialanie.

Sformutujmy na podstawie rownania (4.37) rownania dyskretne postaci
(1+ Ba) €] + rw] + Bl |w] +sin (¢]) =0, (7.27)

gdziei = 0,1,2,..., N, oznacza i-ta chwile czasowa pomiaru, a j = {100, 150, 200, 300}
mm, jest dlugoscia wahadta. W rownaniu (7.27) uwzgledniono trzy bezwymiarowe
wspotczynniki ttumienia 5y, (B i B4, a pochodne pierwszego i drugiego rzedu zasta-
piono odpowiadajacymi im wektorami predkodci i przyspieszenia katowego. Oznacz-
my przez
R} = — (fiw] + feolw]|w] + fue]) (7.28)
wartos¢ sity oporu powietrza dziatajacej na wahadlo w i-tej chwili. Oznaczajac sym-
bolem
L] = ¢e] +sin () (7.29)
warto$¢ pozostatych sktadnikow réwnania (7.27) w i-tej chwili, rownanie (7.27) za-
piszemy nastepujaco
L’ = R.. (7.30)
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Metoda minimalizacji bledu spetnienia rownan oparta jest na metodzie najmniej-
szych kwadratow, w ktorej dazy sie do minimializacji funkcji nastepujacej postaci:

N

(61,82, 8) = > (L] — RI)”. (7.31)

i=1
W tym celu nalezy tak dobra¢ parametry £, B2 i 8., aby spelniony byl warunek

konieczny isnienia ekstremum funkcjonatu (5, B2, £a), tj-
ol
9B,

gdzie p = 1,2, a. Rozniczkujac wyrazenie (7.31) wzgledem zmiennych 3, otrzymano

0, (7.32)

nastepujacy ukltad trzech réwnan liniowych postaci

! -+ Pl -] + Bl -
—|—Basg . wg }w”-" —_— wf ‘wﬂ , (7.33)

Blw{ . sg +52|wg]w{ . ef + Bl el =L - €

% 7 7 7

frw! - wl |wl| + falw! |w] - w! |w!

ktorego rozwiazaniem sg poszukiwane wspotczynniki ttumienia 3y, By oraz 3, dla
dowolnej dlugosci wahadta j. Obliczone wartoséci wspotezynnikow 3y, [ i B, przed-
stawiono w Tab. 7.7.

Tabela 7.7. Wartodci wspotczynnikow Gy, B2 i B, otrzymane metoda minimalizacji btedu

spelnienia rownan.

L [mm] 51 B Ba
100 6.090 - 1073 1.113-1072 3.520 - 1072
150 6.110 - 1073 1.113-1072 2.725- 1072
200 8.302-1073 1.196 - 1072 2.021 - 1072
300 8.329-1073 1.629 - 102 2.411 - 1072

Na rysunku 7.4 przedstawiono poréwnanie wartosci wektora R{ obliczonych
2z wzoru (7.28) (kolor czerwony) oraz wartosci wektora L z wzoru (7.29) (kolor
czarny). Nalezy zwroci¢ uwage, ze oba wykresy maja malejaca amplitude oraz wyka-
zuja zgodnosé fazy. Niedoktadnosci wynikaja z obliczenia pochodnej rzedu drugiego,
ktora generuje najwieksze bledy (tak jak pokazano w Rozdziale 7.2 dla funkcji sint).

W tabeli 7.8 przedstawiono warto$ci normy w przestrzeni [? kazdego ze sktadni-

kow wzoru (7.28) obliczonej wedtug nastepujacej formuty:

(7.34)
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Rysunek 7.4. Wykres wektora Rg obliczonego z wzoru (7.28) (kolor czerwony) oraz Rg
z wzoru (7.29) (kolor czarny) dla k = 1.

dla wahadta o kazdej dtugosci. Wartosci wspolczynnikoéw przyjeto na podstawie
wynikéw otrzymanych metoda minimalizacji bledu spetnienia réwnan, tj. zamiesz-

czonych w Tab. 7.7.

Tabela 7.8. Wartosci norm poszczegélnych sktadnikéw sit oporu powietrza

L [mm] [1B1]]] 182w} ] 18]l
100 3.862-107°  7.518-107  1.900-10"*
150 4377-107° 8.744-107°  1.682-10°*
200 6.951-107  1.079-10*  1.458.10~*
300 7.035-10°  1483-107*  1.754-10*

Mozna zauwazy¢, ze najmniejsze wartosci normy otrzymano dla sktadnika pro-
porcjonalnego do predkosci. Wobec tego oszacowany przedzial dla wartosci wspot-
czynnika (1 bedzie najszerszy. W celu oszacowania przedziatow dla wspoétezynnikdw

B1, P 1 Ba wyznaczono wartosci btedoéw z nastepujacego wzoru [19]:

AB = \/Z:L:l(Ri(/@) — L))

cov(B)F~(t(po, 00, 0),9), (7.35)

n—72

dla 8 = [B1, Ba, Ba] | AB = [ABy1, ABs, AB,], gdzie wartosci wektora RJ(B) sa wyra-
zone przez wzor (7.28) z parametrami przedstawionymi w Tab. 7.7, wartosci wektora
L7 sy wyznaczone zgodnie z wzorem (7.29), cou(3) jest wektorem kowariancji po-

wstalym z uktadu rownan (7.33), natomiast F~'(¢(p, 0, 0), d) oznacza odwrotna dys-
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trybuante standaryzowanego rozktadu t Studenta® o wartoéci oczekiwanej o = 0,
odchyleniu standardowym o = 1, liczbie stopni swobody © = 3 (ze wzgledu na
liczbe estymowanych parametrow) i przedziale ufnosci 6 = 0.95. Wektor kowariancji
cov(B) jest przekatna macierzy odwrotnej do macierzy charakterystycznej uktadu
rownan (7.33). Wartos¢ elementow tego wektora zaleza od dtugosci wahadta, wspol-
czynnikéw 3 oraz od zastosowanego schematu aproksymacyjnego.

Wartosci wektora A3 dla poszczegdlnych dlugosci wahadta przedstawiono w Tab.
7.9. Na podstawie wartosci wspotczynnikow 5y, B i 3, otrzymanych za pomoca me-
tody minimalizacji btedu spetnienia rownan ruchu oraz odpowiadajacych im oszaco-
wan ABy, Afy i AB, uzyskano minimalne i maksymalne wartosci bezwymiarowych

wspotczynnikoéw thumienia, ktore zaprezentowano w Tab. 7.10.

Tabela 7.9. Wartosci oszacowan ASy, AfBy i AP, otrzymane za pomoca wzoru (7.35)

L |mm] ABy Aps Ap,
100 4.236 - 1073 3.931-1073 1.744 - 1073
150 4.498 - 1073 4.050 - 1073 1.811-1073
200 3.671-1073 3.199 - 1073 1.486 - 1073
300 2.765- 1073 2.459-1073 1.105- 1073

Nalezy zwroci¢ uwage, ze najwicksze oszacowania wystepuja dla wspoétczynnika
B1. Zwigzane jest to z tym, ze warto$¢ normy sktadnika sity oporu proporcjonalnego
do predkosci osigga najmniejsza wartosé¢, wiec wpltyw bledéw pomiarowych, bte-
dow aproksymacji i uproszczenn modelowych jest w przypadku tego wspotczynnika
najbardziej znaczacy.

Nalezy dodaé, ze przedzialy ufnosci dla wspotezynnika [ sa szerokie, to znaczy
blad wzgledny oszacowan wynosi miedzy 20%, a 40%. Przedziaty dla wspolezynni-
kow (s 1 B, sa natomiast zdecydowanie mniejsze i ich btad wzgledny w przyblizeniu
wynosi do 5%. Bledy te wynikaja z rézniczkowania numerycznego, ktore generuje
znaczacy btad, zwlaszcza przy obliczaniu pochodnej drugiego rzedu. Dodatkowym
aspektem generujacym tak duzy przedzial jest wziecie pod uwage wszystkich konfi-
guracji poczatkowych £ w jednym badaniu statystycznym. Niemniej jednak, wartosci
wszystkich wspotczynnikow trojparametrowego modelu sity oporu powietrza wyzna-

czone metoda gradientowa nalezg do odpowiednich przedzialow wyspecyfikowanych

4 Wartoé¢ oczekiwana i odchylenie standardowe w standaryzowanym rozkladzie t Studenta

przyjmuja zawsze warto$ci odpowiednio 01 1.



Tabela 7.10. Minimalne i maksymalne wartosci wspo6tczynnikéw ttumienia 81 B2 oraz (.

L =100 mm L =150 mm
6min Bmaw Bmin Bmax
51 1.930-10=% 1.040- 1072 1.612-107% 1.061-1072
52 7.207-107% 1.507-1073 7.278-107% 1.538-1072
o 3.335-107%2 3.694- 1072 2.543-1072 2.906 - 10~2
L =200 mm L =300 mm
6mm ﬂmaz Bmzn 6mam
01 4.631-107% 1.197-1072 5.564-107% 1.109-1072
B 8.760- 1073 1.516- 1072 1.383-1072 1.875-1072
Ba 1.872-1072 2.170 - 1072 2.300-107%2 2.521-1072

w Tab. 7.10 i wyznaczonych metoda minimalizacji btedu spetnienia rézniczkowych

réwnan ruchu wahadta.
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8. Identyfikacja parametréw dla modelu
sily oporu z trzema parametrami w ruchu
przestrzennym z ruchomym punktem

zawleszenia

8.1. Wprowadzenie

W rozdziale czwartym wyprowadzono réwnania ruchu, ktére stanowia mate-
matyczng podstawe opisu zachowania wahadta z ruchomym punktem zawieszenia.
Przedstawiono zaréwno réwnania dla ruchu nieustalonego, jak i ustalonego. W ruchu
ustalonym wahadta wspotrzedne uogélnione o i 3 pozostaja state w czasie, a row-
nania ruchu (4.77)—(4.78) upraszczaja si¢ do réwnan algebraicznych (4.98)—(4.99).
W rozdziale piatym omoéwiono przeprowadzony eksperyment, w ktorym rejestrowano
ruch ustalony wahadta, wyznaczajac wartosci katow «y, i 8, w zaleznosci od dtugosci
wahadta oraz od parametrow wymuszenia kinematycznego (patrz Tab. 5.5).

Biorac pod uwage spostrzezenia wynikajace z weryfikacji rozpatrywanych trzech
modeli sity oporu w do$wiadczeniach z wahadtem w ruchu ptaskim, w niniejszym
rozdziale skupimy sie na identyfikacji wspotczynnikow tylko dla tréojparametrowego
modelu sity oporu. Identyfikacja zostata przeprowadzona na podstawie pomiardéw
wspotrzednych uogélnionych i parametréw wymuszenia kinematycznego dla stanu
ustalonego. Jako metode optymalizacji zastosowano metode najmniejszych kwadra-
tow.

Ze wzgledu na duzg czulosé¢ zagadnienia identyfikacji na btedy pomiarowe, kto-
rych z uwagi na pewne ograniczenia nie mozna byto wyeliminowa¢, uzyskane wyniki
okazaly sie niewiarygodne. Z tego powodu przeprowadzono numeryczng symula-
cje eksperymentu. Przyjmujgc wartosci wspotezynnikow trojparametrowego modelu
z doswiadczen wykonanych dla wahadta w ruchu ptaskim, rozwigzano zagadnienie
ruchu wahadta (4.77)—(4.78) z warunkami poczatkowymi (4.96)-(4.97). Na skutek
dyssypacji energii ruch uktadu po pewnym czasie osigga stan ustalony. Zaburzone
w sposob losowy wartosci wspotrzednych punktow odpowiadajacych lokalizacji mar-

keréw na precie zostaly przyjete jako dane w procesie identyfikacji wspotczynnikoéw



modelu sity oporu powietrza. Przeprowadzenie takiej symulacji pozwolito przetesto-

waé proponowana metode.

8.2. Sformulowanie zagadnienia optymalizacji

W celu identyfikacji wspotczynnikow tlumienia ¢y, co oraz ¢, dla rownan ru-
chu (4.98)—(4.99) w stanie ustalonym w ruchu przestrzennym wahadla z ruchomym
punktem zawieszenia zastosowano metode najmniejszych kwadratow. Metode te za-
prezentowano juz w rozdziale 7.4. Zaproponowana we wcze$niejszych rozdziatach
metoda gradientowa nie moze zosta¢ zastosowana, poniewaz réwnania ruchu w sta-
nie ustalonym nie zawieraja pochodnych. Réwniez metoda bisekcji nie znajduje dla
tego uktadu zastosowania ze wzgledu na brak unimodalnosci rozwigzania przy za-
gadnieniu, w ktorym identyfikowane sa trzy parametry.

Oznaczmy przez L; i Ry oraz przez L, i Ry odpowiednio lewa i prawa strone
rownan (4.98) i (4.99), tzn.

1 1 1 1
Lik’L} = §mgL Sin v, — §mWQRL COS (, COS 3y, — (510 + gmL2) w?sin (2ay,), (8.1)

1
Lék’L} = §mw2RL sin ay, sin B, (8.2)
R 1 1
Rik’L} = Q((llu) = acasz2 cos oy (3Rcos B, + 2Lsinay,) — 501 L2WR cos oy, sin S,

+wauc27

(8.3)
R 1 1

Rik”L} — qu) = —§caL2w2R sin vy, sin 3, — éclLQ sin v, (3wR cos B, + 2Lw sin f3,)

+wﬂu027

(8.4)

gdzie w, 1 wg oznaczaja wartosci calek wystepujacych odpowiednio w réwnaniach
(C.9) i (C.10) (patrz Dodatek C — ze wzgledu na rozbudowana forme wzoréw po-
stanowiono ich nie prezentowa¢ w pracy), natomiast k = {1,2,3,4} oznacza przy-
pisana do dtugosci wahadta predkos¢ katowa w silnika krokowego. Nalezy zwro-
ci¢ uwage, ze wszystkie wielkosci wystepujace w réwnaniach (8.1)—(8.2) sa znane.
Identyfikacje parametrow ttumienia przeprowadzono dla czterech dtugosci wahadta
L = {100, 150, 200,300} mm. Wartos¢ masy m i momentu bezwtadnosci [y w zalez-
nosci od dlugosci wahadta L przedstawiono w Tab. 5.2 (wyznaczone na podstawie
obliczen opisanych w Dodatku A), wartosci predkosci katowej w tarczy zaprezento-

wano w Tab. 5.4, a wartosci wspotrzednych uogélnionych «v i 8 przedstawiono w Tab.
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5.5. Przyspieszenie ziemskie jest rowne g = 9.81 m/s?, a promien tarczy, po ktore;

porusza sie punkt zawieszenia, jest rowny R = 37 mm. W zwiazku z powyzszym

warto$ci wyrazen Lik’L} i L;k’L} dla kazdej pary (k, L) przyjmuja stala wartosé.
Identyfikacje parametrow cq, co oraz ¢, przeprowadzono dla kazdej dtugosci waha-

dta L uwzgledniajac wyniki uzyskane dla czterech predkosci katowych k. Ze wzgledu

na znaczaca réznice warto$ci wyrazen Lik’L} i L;k’L} wprowadzono do funkcji celu
, " {k,L} . {kL} 1., . o
wspolczynniki wagowe w, iwy 7, ktore okreslone sa nastepujaco:

k,L k,L
ieny _ maxe{[ L L5
k) _

L) ’ (&)
(L} man,LﬂLik’L}L L) 86
Wy - |L§k’L}‘ : ( : )
Funkcje celu dla wahadta o dtugosci L zdefiniowano nastepujaco:
4 2 2
o= 30 [l (L = B0 afe ) (2 - REOY]L s)

k=1

W metodzie najmniejszych kwadratéw dazy sie do minimalizacji funkeji (8.7). W tym
celu nalezy dobraé¢ tak parametry ci, co i ¢4, aby spelniony byt warunek konieczny
istnienia ekstremum funkcji f, tj.

% -0 % -0 ofr
Ocy " Ocy " Oc,

= 0. (8.8)

Rownania (8.8) tworza uklad trzech rownan algebraicznych z trzema niewiadomymi.

Jego rozwiazaniem sg poszukiwane parametry trojparametrowego modelu sity oporu.

8.3. Wyniki identyfikacji na podstawie danych

eksperymentalnych

Wyniki optymalizacji przeprowadzonej zgodnie z algorytmem opisanym w roz-
dziale 8.2, w ktorej otrzymano warto$ci wspotczynnikéow ¢y, ¢y oraz c,, przedstawio-
no w Tab. 8.1. Oprécz wartosci wspotezynnikdéw thumienia, przedstawiono wartosé
funkcji celu f7, na podstawie kazdej dhugosci wahadta L.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze podane w Tab. 8.1 wartoéci funkeji celu sg zblizo-
ne do zera, co moze Swiadczy¢ o poprawnym przebiegu procedury optymalizacji.
Wspotczynnik ¢, dla wahadta o kazdej dtugosci przyjmuje wartosci ujemne, co jest
nieuzasadnione z fizycznego punktu widzenia i $wiadczy o tym, ze pomiary obar-

czone byly zbyt duzym bledem, ktorego nie udato sie wyeliminowaé, powtarzajac
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Tabela 8.1. Wartosci wspolczynnikéw ci, co oraz c, i odpowiadajace im wartosci funkcji

celu (8.7). Wyniki uzyskane metoda najmniejszych kwadratow dla danych doswiadczalnych.

L =100 mm L =150 mm L =200 mm L = 300 mm

i [X£] —1.261-107° 2.526 - 1073 3.896 - 10~* 3.455-107°
c; [X8] 12801073 —5.769 - 10~ 1.000 - 1073 9.243 - 1074
o [¥8] —5.966-10"2  —3.217-1072  —4.402-1072  —3.808- 1072

fr 5.394 - 108 4.559 - 108 1.517-1077 1.792-10°7

eksperyment. W sytuacji, gdy jeden z identyfikowanych wspotczynnikéw modelu nie
spetnia oczekiwanych warunkow, wartosci pozostatych wspoétczynnikow nalezy takze
uznac¢ za niewiarygodne.

W celu weryfikacji otrzymanych wynikéw, postanowiono poddaé¢ optymalizacji
te same dane pomiarowe i te sama funkcje celu przy uzyciu funkcji FindMinumum
programu Mathematica, ale z warunkami, ze wszystkie identyfikowane parametry
sa dodatnie. Wartos$ci parametru ¢, w kazdym badanym przypadku bytly bliskie
zero, a wartos¢ funkcji celu byta o trzy rzedy wielkosci wieksza niz w wynikach

przedstawionych w Tab. 8.1.

8.4. Wyniki identyfikacji wspélczynnikéw tlumienia na

podstawie numerycznej symulacji eksperymentu

Wyniki identyfikacji na podstawie danych doswiadczalnych przyniosty wiele wat-
pliwosci co do metody optymalizacji lub poprawnosci danych uzyskanych z pomiaru.
W zwiazku z tym postanowiono rozwigza¢ zagadnienie poczatkowe wahadta z ru-
chomym punktem zawieszenia, a nastepnie wygenerowa¢ numerycznie wspotrzedne
punktow markeréow — tych samych jakie uzyskano w eksperymencie.

Zagadnienie ruchu wahadta z ruchomym punktem zawieszenia w stanie nieusta-
lonym jest zbudowane z rownan ruchu (4.77)—(4.78) oraz z warunkoéw poczatkowych
(4.95)-(4.97). W zagadnieniu poczatkowych prostym (zwanym réowniez jako zagad-
nieniem bezposrednim) celem jest znalezienie rozwigzania réwnania rozniczkowego,
czyli wspotrzednych uogolnionych o i f w czasie, gdy znane sg wszystkie warun-
ki poczatkowe oraz parametry rownania. W réwnaniach ruchu w stanie nieustalo-
nym nieznane sg jedynie wspolczynniki ttumienia ¢y, ¢y oraz ¢,. W zwiazku z tym
postanowiono przyjac¢ te parametry na podstawie wynikoéw uzyskanych dla opty-

malizacji gradientowej wahadta w ruchu plaskim (patrz Tab. 6.5). Bezwymiarowe
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wspolezynniki 8y, (2 i B, przeliczono za pomoca formut (4.38) na odpowiadajace im

wspolczynniki wymiarowe i ich wartosci zaprezentowano w Tab. 8.2.

Tabela 8.2. Zastosowane wartosci wspotczynnikéw ¢y, co i ¢q do rozwiazania uktadu réwnan
rozniczkowych (4.77)-(4.78) z warunkami poczatkowymi (4.95)-(4.97).

L =100 mm L =150 mm L =200 mm L = 300 mm
c1 [%] 9.489 - 1073 4.760 - 1073 4.817-1073 3.172-1073
Co [% 2.260 - 1072 1.118-1072 7.674-1073 5.418 - 1073
Ca [kf] 4.337 -1071 1.789-107¢ 8.336 - 102 5.961 - 1072

Warunki poczatkowe dla réownan ruchu w stanie nieustalonym przyjeto zero-
we, tzn. wahadlo w chwili poczatkowej znajdowato sie¢ w spoczynku. Jedyna nie-
zbedng modyfikacja w warunkach poczatkowych byto zastapienie predkosci w chwili
t = 0 impulsem (patrz Rozdzial 4.2.2) ze wzgledu na osobliwo$¢ przy rozwiazy-
waniu zagadnienia w tej chwili. Zagadnienie poczatkowe rozwigzano numerycznie
za pomocy funkcji NDSolve programu Mathematica, ktora realizowala algorytm
Adamsa-Bashfortha. Przykladowe rozwiazanie dla L = 100 mm, w = 3.53 obr/s
i wspolczynnikéw tlumienia zaprezentowanych w Tab. 8.2 przedstawiono na Rys.
8.1.

a)

a [rad]
2.5}

2.0

100 150 200

50 100 150

Rysunek 8.1. Rozwiazanie numeryczne uktadu przestrzennego z ruchomym punktem za-
wieszenia dla wahadta o dlugosci L = 100 mm i k = 1: a) wspolrzedna uogolniona a(t),

b) wspohrzedna uogdlniona [(t). Rozwiazanie uzyskane w przedziale ¢t € [0, 200] s.

Wykresy a(t) i f(t) przedstawione na Rys. 8.1 charakteryzuja sie uzyskaniem
stanu ustalonego. Ich wartosci w chwili ¢ = 200 s dla r6znych predkosci obrotowe;j
punktu zawieszenia k zaprezentowano w Tab. 8.3.

Poréwnujac wyniki z wynikami uzyskanymi z pomiaréw (patrz Tab. 5.5) mozna

zauwazy¢ spadek kata o i wzrost kata § wraz ze zmniejszaniem predkosci katowe;j
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Tabela 8.3. Wartosci « i 8 dla wahadta z ruchomym punktem zawieszenia. Wyniki otrzy-

mane z wynikéw numerycznych

f L =100 mm L =150 mm

a[rad] a[deg] S [rad] [§[deg] o [rad] o [deg] f[rad] S [deg]
1 15539 89.03 —0.0289 —1.657 1.5450  88.52  —0.0479 —2.747
2 1.5363 88.02 —0.0303 —1.737 1.5181 86.98 —0.0497 —2.850
3 1.5169 86.91 —0.0315 —1.803 1.4884 85.277 —0.0511 —2.930
4 14932 85.55 —0.0326 —1.867 1.4520 83.195 —0.0524 —-3.003
. L =200 mm L = 300 mm

a[rad] o [deg] S [rad] S [deg] o frad] a[deg] f[rad] f [deg]
1 15248 87.364 —0.0845 —4.839 1.5081 86.41 —0.1329 -7.613
2 1.4989 85.881 —0.0869 —4.981 1.4728  84.39 —0.1360 —7.792
3 1.4584 83.560 —0.0898 —5.145 1.4295 81.91 —0.1386 —7.940
4 1.4088 80.716 —0.0922 —5.283 1.3782 78.96 —0.1403 —8.041

tarczy w. Dla wynikow otrzymanych z do§wiadczenia nie znaleziono zadnej tendencji
w zachowaniu sie wspolrzednej uogolnionej 5. Wartosci kata [ sa do siebie zblizone
w obu badanych przypadkach, natomiast dla kata a otrzymano mniejsza roznice dla
wynikéw uzyskanych numerycznie niz w przypadku eksperymentalnym w zaleznosci
od predkosci w. Moze by¢ to spowodowane nieprawidlowym doborem wspotczynni-
kéw ttumienia, ktore przyjeto z wynikéw uzyskanych dla wahadta w ruchu ptaskim.
Wspoétczynniki te dla wahadta z ruchomym punktem zawieszenia moga w rzeczywi-
stoSci przyjmowa¢ inne wartosci.

W dalszym kroku wspoétrzedne potozenia markeréw A i B wygenerowano w za-

burzony spos6b losowy. Niech

Pa(t) = {za(t),ya(t),za()},  Pp(t) = {zp(t),ys(t),z5(1)}  (8.9)

beda wspotrzednymi odpowiednio markera A i B otrzymanymi z rozwigzania nume-
rycznego zagadnienia poczatkowego w stanie nieustalonym dla wahadta z ruchomym
punktem zawieszenia. W celu otrzymania wspolrzednych dyskretnych o czestotliwo-

§ci zgodnej z systemem BTS, przyjeto
t = {0.004(: — 1)} (8.10)

dlat=1,2,..., N, gdzie N = 50000 oznacza koncowa klatke dla rozwigzania nume-
rycznego odpowiadajaca t = 200 s. Wspotrzedne markeréw A i B bedace wektorem
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losowym o rozkladzie normalnym mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

~ ~

PA(t) ~ N(:ufh 00)7 PB(t) ~ N(IMB’ 00)7 (8'11)

gdzie pa 1 pp sa wektorami wartodci oczekiwanych i wynosza odpowiednio P 4(t)
oraz Pg(t), a 0 jest odchyleniem standardowym. Nastepnie zaburzone losowe wek-
tory markeréw A i B skrocono do stanu ustalonego, czyli do ostatnich 50 sekund
rozwigzania numerycznego (patrz Rys. 8.1), tzn. ¢ = 37501,37502, ..., N dla wzoru
(8.10). Na rysunku 8.2 por6wnano polozenia wspolrzednych markerow P 4(t) i Pp(t)
otrzymanych z rozwigzania numerycznego zagadnienia poczatkowego wahadta z ru-
chomym punktem zawieszenia z losowymi wspolrzednymi markerow P alt) i P 5(t)
(dla ostatnich 50 sekund rozwiazania numerycznego) dla wahadta o dtugosci L = 200
mm i £ = 1. Wartos$¢ odchylenia standardowego przyjeto na podstawie doktadnosci

pomiaru przez system BTS (oo = 0.001).

a) b)
ylm] ylm]
- LY
[ - * M 14
0.2+ . ) et 0.2 *.
. £l
» .
0.1 Y 0.1
,,,,,,,, . .@p.-h»b\“ .
v
. L - . NIRRT A R | D o x[m
. 02 -0.1 % | ool 02 - [ ]: -0.2 -0.1 ) 0.1 02 X[m]
....... . #/ .
I - -
-0.1¢ N " -0.1 .
L - +
Q. ‘l
L] »
| ) . .
0.2+ o ‘. -0.2 N
I . -
LI . » ™

Rysunek 8.2. Potozenie markera A (blizej osi obrotu) i markera B (dalej od osi obrotu) dla
wahadta o dtugosci L = 200 mm i k& = 1: a) dla rozwiazania numerycznego, b) zaburzonego

losowego rozwiazania numerycznego. Rozwiazanie uzyskane w przedziale ¢ € [150, 200] s.

Nalezy zwroci¢é uwage, ze punkty A i B na Rys. 8.2a ukladaja sie na okregu
w rownych odstepach czasowych. Przyjecie takich danych do identyfikacji parame-
trow ttumienia spowoduje, ze rozwiazanie zagadnienia odwrotnego moze by¢ bardzo
bliskie do przyjetych wspotczynnikow ttumienia przy rozwigzywaniu numerycznym

zagadnienia poczatkowego wahadla z ruchomym punktem zawieszenia. W celu przy-
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blizenia procesu z doswiadczenia przyjeto do analizy odwrotnej losowe (zaburzone)
dane z rozwiazania numerycznego.

Do wyznaczenia wspotczynnikow ttumienia ¢, ¢o i ¢, zastosowano metode naj-
mniejszych kwadratow z funkcja celu opisana wzorem (8.7). Wyniki identyfikacji

przedstawiono w Tab. 8.4.

Tabela 8.4. Wartosci wspétczynnikdow ci, co oraz ¢, i odpowiadajace im wartosci funkcji
celu. Wyniki uzyskane metoda najmniejszych kwadratéw dla zaburzonych w sposob losowy

danych z rozwigzania numerycznego

L =100 mm L =150 mm L =200 mm L = 300 mm

i [X£] 2120107 7.097-1073 5.235-1073 2.570 - 1073
¢ [X8]  7.373.1072 2.579 - 1072 1.210 - 102 4.197 - 1073
co [X8]  7.848- 1071 2.400 - 107" 7.582-1072 7.175 - 1072
fo 941910710 1.429 - 1077 1.668 - 10~° 4.100 - 10~°

Wyniki przedstawione w Tab. 8.4 $wiadcza o tym, ze proces identyfikacji jest bar-
dzo czuly na zaburzenia. Poréwnujac wyniki identyfikacji z wspotczynnikami zato-
zonymi w procesie rozwigzywania zagadnienia poczatkowego mozna zauwazyc¢, ze w
niektorych przypadkach blad wzgledny wynosi powyzej 100% (patrz co dla L = 100
mm). Dla wahadta o wiekszych dlugosciach btad wzgledny jest zblizony do 20%.
Moze to swiadczy¢, ze zaburzenia pomiaru na matej odlegtosci powoduja wieksza
niedoktadno$¢ rozwigzania. Pozycjonowanie markeréw przez system BTS jest na po-
ziomie doktadnosci do 1 mm. Wliczajac dodatkowo: stosunkowo duza predkosé ruchu
uktadu, mate odlegtosci pomiedzy markerami, minimalne drgania ramy do ktorej za-
wieszony byt uktad, stosunkowo mate pomieszczenie, w ktorym przeprowadzone byto
do$wiadczenie 1 wysokie umiejscowienie kamer wzgledem badanego uktadu (kamery
nie zawsze rejestrowaly marker w wyniku przestoniecia przez rame uktadu, przez
co niektore wspohrzedne nalezalo interpolowac) uktad mogt by¢ narazony na jeszcze
wieksze roznice dokladnosci w rejestracji. By¢ moze identyfikacja wspotczynnikow
ttumienia w stanie ustalonym nie jest rowniez najlepszym wyborem. Przeprowadza-
jac procedure wyznaczania parametrow na podstawie danych pochodzacych z reje-
stracji ruchu nieustalonego mamy wiecej danych tworzacych przestrzen, ktora mozna
przeszukiwac¢ na przyktad metodami gradientowymi. Niemniej, wyniki uzyskane dla
danych otrzymanych poprzez numeryczne rozwiazanie zagadnienia poczatkowego
wahadla z ruchomym punktem zawieszenia $wiadcza o poprawnosci zastosowane]

metody optymalizacyjnej.



9. Zastosowanie wynikoéw estymacji w

metodzie wielu skal w dziedzinie czasu

9.1. Aproksymacja nieliniowo$ci

W tym rozdziale przedstawiono zastosowanie jednej z metod asymptotycznych do
rozwigzywania rownan rozniczkowych nieliniowych. Idea metody wielu skal zostanie
tutaj opisana w zwiazku z jej zastosowaniem do przyblizonego rozwigzania réwnania
rozniczkowego ruchu wahadta fizycznego, ktérego réwnanie zostato wyprowadzone
rozdziale 4.1. Przyktady zastosowan metody wielu skal mozna znalezé¢ w [4, 26, 79,
80, 87, 88|.

Metoda wielu skal wymaga przyblizenia wszystkich nieliniowosci o charakterze
trygonometrycznym postacia wielomianowa. Najczesciej wykorzystuje sie do tego ce-
lu rozwiniecie funkcji w szereg potegowy. W rozwazanym réwnaniu wystepuje funk-
cja sinus, wiec przyjmujac, zgodnie z rozwinieciem w szereg Taylora wokol punktu
© =0, ze

P

Singp%cp—g (9.1)

otrzymamy nastepujaca przyblizona posta¢ rownania (4.34)

d*o(r) | de(T)
dr? te dr

= fcos (p17). (9.2)

Z pewnych wzgledow celowe jest przedstawienie funkcji cosinus w postaci wyktad-

niczej. Stosujac wzoér Eulera dla cosinusa [53], tzn.

i —ip
coswzﬁ (9.3)
2
otrzymamy
d*o(T) do(T) do(T) | de(T) ©*(7) 1T  emPIT
— = — . (94
dr? T dr T dr dr +¢(7) 6 / 2 (9-4)

9.2. Zdefiniowanie pochodnych dla nowych zmiennych

W metodzie wielu skal ewolucje ukladu dynamicznego w czasie opisuje sie za

pomocy kilku zmiennych o charakterze czasowym 7; = e'r, i = 0, 1, 2, ..., gdzie € jest



malym parametrem 0 < ¢ < 1. Automatycznie wszystkie funkcje zalezne od czasu
staja sie funkcjami nowych zmiennych czasowych, a pochodne wzgledem pierwotnego
czasu T s zastepowane nastepujacymi operatorami rozniczkowania czastkowego [68]

(na mocy reguty tancuchowej)

dp  Op 0ty  Opdr  Op 0my  Op O3 _ Op Oy Op 5 0Op 4
dr  Orp Ot Om Or  Omn Or Omor  On + 87_15-9- (377'28 + 37'3g (+)
9.5
oraz
d*p d [do d [ Oy d [ Oy d (¢ ,
woma () =a o) o o) i (5) ¢ 00
Poszczegolne sktadniki wyrazenia (9.6) maja postaé
d (0p\ 0% P,
dr (8_70) o + 8718705 * 8720706 T (9.7)

i 8_908 _ 0%p a1 82@82 % 3
dr \or, )  0ron ott 0107,

d (0o , Po o Pp 5 Py,

— [ == = 9.9
dr (87'28 ) 5’7’0(97'2€ + 87187'25 + 87228 * (9:9)

Wstawiajac zaleznosci (9.7)—(9.9) rownania do (9.6) otrzymamy

dQQO 82(,0 8230 82(,0 ) 82(,0 8% ) 8% 3
dr? or¢ + 87’18705 + 87’287'05 Tt 87’087'15 + 87’125 + 87’287'15 te

0? 0> 0?
TR i A R
01907 01107 ot

(9.10)
Grupujac skladniki wystepujace po lewej stronie réwnania wzgledem &, gdzie

1 =20,1,2,... dostaniemy

e 3290+€( Py Py )+€2( Py 82s0+ P )
(9.11)

P - 8_7'02 87'187'0 + 87'087'1 87'287'0 + 87'12 37’0(972

0% ot Rt oAt
3
te (67'387'0 + 87'287'1 + 87'187'2 * @7’087’3) + o

co po uwzglednieniu twierdzenia Schwarza o pochodnych mieszanych klasy funkcji
C? daje

o Py Po L, Dp Py 5, 0% P
= 2 2 — 2 2
dr? 018 + 887'187'0 te ( 071207 * 87’%) te < 071307 + 87’2871) +

(9.12)
W ogoélnosci wzory (9.5) oraz (9.12) mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:
n—1
d .0
— = ! 9.13
dr ;6 oT; ( )
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2 d[d d (&2 .0
- ) = = E v .14
dr? dr (dT) dr (i:O ¢ 3%) ’ (9-14)

gdzie n jest liczbg zmiennych 7y, 79,...,7,_1, nazywana dalej takze liczba skal w dzie-
dzinie czasu. Rozwiagzanie problemu poczatkowego jest poszukiwane w postaci sze-

regu potegowego matego parametru
= eFen(ro, 11,7, ) + O™, (9.15)
k=1

Przyjmujac liczbe skal w dziedzinie czasu réwng n = 3 otrzymamy z (9.15)

nastepujace przyblizenie dla funkcji ¢:
p R edr + gy + 7, (9.16)

dla pochodnej (korzystajac z (9.5) oraz (9.16))

dp  Op X d¢ 9 (€¢1 +52¢2) —i—ai (€¢1 +e ¢2)

dr ~om  om on on (0.17)
:€%+€28¢2 +€28(Z51 g 5¢2 '
079 o4n on on
oraz dla pochodnej drugiego rzedu (stosujac (9.12) oraz (9.16))
By 8 8% 92 , o2 )
7 = ort P EGnan o Bt 0] T kg (co+ ) 9.18)
Ppr 0 ¢2 s ¢ 5 079, '
pu— 2 2 .
o2 T o T anon T anom

Zaktadajac, ze nieliniowosci w rownaniu ruchu sa tak zwanego stabego typu, para-

metry aq, as i f przedstawimy nastepujaco:
aq :EQ'dl, O./Q:E'dg, f:ES'f. (919)
Wstawiajac (9.16)-(9.19) do (9.4) oraz ucinajac wyrazy wieksze niz € otrzymamy

0*¢: ¢y

82¢1 262¢2 a ¢3 2 3 3 82¢1 3a2¢1
2e 2 2
88702 +€ 72 +e 72 + o707 + 2¢e om0 + 2¢ Dradre + ¢ b2
~ a¢1 a a¢1 1 ~ eiPITO _|_6*ip17'0
+e’a 8T0+5 o 8 + ety + 2Py + 303 65gb1 € f< 5 ,

(9.20)

gdzie ¢1 = 61(10,71, ), o = ba(70, 71, ) and ¢3 = @3(10, 71, 7o) Oraz @y, da 1 f sa

wielko$ciami rzedu pierwszego.
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9.3. Roéwnanie pierwszego przyblizenia

Uporzadkowanie rownan ruchu zgodnie z rzedem matego parametru prowadzi
do rownan kolejnych przyblizen. Rownanie pierwszego przyblizenia to rownanie dla
parametru rownego . Zauwazmy, ze jezeli w rownaniu (9.20) pozostawimy jedynie
elementy stojace przy € otrzymamy réwnanie postaci:

0*¢:
—— +¢1 =0. 9.21
oz T (9.21)
Rownanie (9.21) jest jednorodnym réwnaniem rozniczkowym drugiego rzedu o sta-
tych wspoétezynnikach. W celu rozwigzania tego rownania podstawimy ¢; = €™ =
%¢ 2

g;f; =7 = Z5 =r?. " Po podstawieniu pochodnych do réwnania (9.21)
70

mamy

7€ 4" = (. (9.22)

Rownanie (9.21) jest rozwiazywalne, gdy spetnione jest rGwnanie kwadratowe postaci
r?+1=0, (9.23)

ktore ma dwa pierwiastki urojone: r; = ¢ oraz ro = —i. OtrzymaliSmy zatem dwie

rozne postaci postulowanego rozwigzania
ot =i Pt = gmin (9.24)

ktore tworza uktad liniowo niezalezny, wiec rozwigzanie ogélne réwnania jednorod-

nego (9.21) mozna przedstawié¢ jako kombinacje liniowa
¢1(70,71) = B(11)e’™ + B(ry)e ™™™, (9.25)

gdzie B i B sa nieznanymi funkcjami zespolonymi sprzezonymi. W rozwigzaniu
(9.25) mamy do czynienia z funkcja dwoch zmiennych, wiec w kombinacji liniowej

wystepuja funkcje B i B tylko zmiennej 71 [30].

9.4. Roéwnanie drugiego przyblizenia

Rownania przyblizenia drugiego rzedu zawierajace wyrazy stojace przy 2 maja
postac
0? 0?
—¢f Fy =200
87'0 87'187'0

(9.26)
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Wsrod sktadnikow rownania (9.26) znajduje sie pochodna rozwiazania przyblizenia

pierwszego rzedu. Obliczajac pochodna ¢;, otrzymujemy
) _
0° ¢y 0B . 0B

= j—e'™ —j——e ', 9.27
(97'187'0 ZaTle ZaTle ( )
Po podstawieniu pochodnej do réwnania (9.26) mamy
¢ 0B . 0B _,
7z = —2——¢'T0 4 Q0 9.28
oré o Z@Tle + z8716 ( )

Warto zauwazy¢, ze w rownaniu (9.28) wystepuja czlony sekularne powodujace, ze
rozwiagzanie dazy do nieskoriczonosci wzgledem czasu, co jest niezgodne z wynikami

eksperymentalnymi. Te czlony sg nastepujace:

OB OB _,
—2i—e'™, 2i—e "0, 9.29
87’1 87'1 ( )
Czlony sekularne eliminuje sie przez przyrownanie do zera wspolczynnikéw przy ™
i e, co daje nastepujace rownania:
—2;98 — ),
i (9.30)
228— =0.
T1
Rownania (9.30), zwane warunkami rozwigzywalnosci, daja mozliwos¢ obliczenia
nieznanych funkcji B i B. Z réwnan (9.30) wynika, ze
oB
9B _
o )
{ o5 0 (9.31)
8_7'1 — .

Rownanie (9.28) bez cztonéw sekularnych
—5 +¢p2=0 (9.32)

jest jednorodnym réwnaniem rozniczkowym drugiego rzedu o stalych wspotezynni-
kach. Nalezy zauwazy¢, ze rozwigzanie ¢, jest identyczne z rozwigzaniem ¢;. Otrzy-

mujemy zatem rozwigzanie rownania drugiego przyblizenia w postaci

$2(70, 1, T2) = 0. (9.33)

9.5. Roéwnanie trzeciego przyblizenia

Wspotezynniki stojace przy €® tworza réwnania przyblizenia trzeciego rzedu
0% 1 0? o? 0? 0 0¢y |0
b gl o O P Pa 6 06|06
oty 6 01107 0101y OTf 07y 0ty | 019
~ [ e'P170 + e~ 170
Hf ().

(9.34)
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Obliczajac pochodna ¢;, otrzymujemy

0Py 0B 0B _. .
= —i—e 9.35
87’287’0 87’26 ZaTge ’ ( )
¢ O*B . O*B
— 1T —UT( 9'36
ot ot ot ot# c (9.36)
o ) .
—ad;; = iBe'™ — iBe ™. (9.37)
Podstawiajac pochodne (9.35-9.37) do réwnania (9.34) i biorac ¢o = 0, otrzymujemy
(92¢3 1 : = 3 0B 8§ ;
Z (Bt Be im0 -9 T0 __ ;2 _—iT0
82+¢3 6( '™ 4+ Be™'™) <87_2€ 5e >
0’B 0’°B , _
_ ’LTo —ZT() s B 1T B —170 938
<871 + = (971 ) a1 (z e 1be ) ( )
. — . . 170 —tP17T0
—ly (iBe”O — iBe_”O) |iBe”° —1 ”0‘ + f (—6 +26 > )

Grupujac skladniki rownania (9.38) wzgledem €™ i e™"™ powyzsze rownanie przyj-

muje nastepujaca postac:

0?3 P G 0B 9°B = —in
o7 + 3 = '™ §B B—2@a—7_2 — 8712 alzB—ang|zBe ™ — jBe 0|
(1 — OB 0°B = i D 1
+e 70 <§BB2 + 228—7_2 — 87‘12 +a1iB + apiB ‘iB@m —iBe ”0’) + 6B3 e
1—3 _, . [ P10 | =170
—B —3iTo )
+6 e +f (—2 >
(9.39)
Kolejne warunki rozwigzywalnosci sa nastepujace:
iB?B —2i 35 — 58 — @iB — diBiBe™ — iBe ™| =0, (9.40)
\BB" + 2% - 08 + @B + d@iB|iBe™ — iBe ™| = 0.
Laczac (9.31) z (9.40) otrzymujemy wszystkie warunki rozwigzywalnosci
B _
o = 0
9B
9B _
o (9.41)
gf = —liBzB — —ole — —ong ’zBe”O —iBe~ ”0| ,
gf —ZBB — % B — 50@3 ‘zBe”O —iBe~ ”0‘ .
Roéwnanie (9.39) bez czltonow sekularnych przybiera postac
%P3 1 , 1—3 _.. 1., 1.
— _B3 3470 B —3i1o ~ £,ip170 Z femtimo 9.49
o2 + 03 g 5e +6 e —|—2fe —|—2fe (9.42)
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Rownanie jednorodne to

(9.43)

z rozwigzaniem ogolnym (9.25). Szczegolne rozwigzanie rownania (9.42) ma postac
gbép} = A1 (7'1, 7'2)63”0 + AQ(Tl, 72)6_3”0 + A3(7'1, 7-2)€ip170 + A4(7'1, Tg)e_iplm (944)

Wobec tego, mamy

otV N . . .
—gj = 3ZA1 (7’1, 7'2)65”0 — BiAz(Tl, TQ)G_BWO +ip1A3(T1, TQ)@ZPITO — ip1A4(T1, 7_2)6—21017'0
0
(9.45)
2t A . A A
8732 = —9A, (11, 7)e*™ —9 Ay (11, 7o) e ™0 — pl A (11, 7o)€ — p2 Ay (11, T2 )e P,
0

(9.46)
Aby gbép ; bylto rozwiazaniem réwnania rézniczkowego, musimy znalezé¢ wartosci dla

Al; AQ, Ag i A4 takie, ze
_9A163z7'o _ 9A26—3170 . p%Ag@ZplTO _ p%A46_Zp1TO + A163rrg + A26—3z7'0 + Agezplm

} 1o g o 1, 1. .
+AeT T — 6B3€3ZT0 + 6B3€—3m—o + §fezp1m + 5fe—zpm-o7

(9.47)
gdzie Al = A1(717T2>, A2 = AQ(Tl,TQ) s Ag = Ag(Tl,TQ) 1 A4 = A4(7'1,7'2). PI‘ZYI’OW—

nujac wyrazy podobne, mamy

Al == —ﬁBS,
3

Ay = 1B,

P (9.48)
2(1*771) ’
N
\ As= 2(1—p?)f

Rozwiazanie ogdlne jest postaci
) — ) 1 ) 1 — )
#3(70, 71, 72) = B(11,72)e™ + B(my, m)e "™ — — B33 —_B’esim
48 48
+——— [P ——— fe T,

2(1 = p}) 2(1 = p})

Warto zauwazy¢, ze ogdlne rozwigzanie rownania jednorodnego jest identyczne jak
rozwigzanie dla ¢;. Otrzymujemy zatem rozwiazanie r6wnania przyblizenia trzeciego
rzedu w nastepujacej postaci:

1 1 =3

¢3(10,71,72) = ——=B’e¥ — —Be” ¥ 4

feipl‘l'o T
48 48 21— p2)

fefipﬂ'o
3 .

2(1 - p1)
(9.50)

Powyzszy wynik powinien by¢ poprawka do rozwigzania réwnania aproksymacyjnego

pierwszego rzedu.
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9.6. Roéwnania modulacji

W rozwiazaniach wystepuje nieznana funkcja B(1, 7o) i jej sprzezenie zespolone
B(71,7) (9.25) i (9.50). Warunki rozwiazywalnosci (9.41) sa ograniczeniami niezna-
nych funkcji B(7y,7) i B(7, 7). Warunki rozwigzywalnoéci (9.41) mozna uwazaé
za zbior czterech réwnan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu wzgledem
funkcji By(71,72) i jej sprzezen zespolonych. W warunkach (9.31) mozna zauwa-
zy¢, ze nieznane funkcje nie zaleza od zmiennej 71. Nieznane funkcje przedstawiamy

w postaci wyktadniczej

B(r:) = 3b(r)e’*™, (9.51)
B %b T2

B(m) = fh(m)e ),
gdzie funkcje b(7) i ¥(72) sa wartoSciami rzeczywistymi i oznaczaja odpowiednio
amplitude i faze oscylacji. Obliczajac pochodne

dry — 2dm 2

dB _ 1db —ip _ 1;pdé —it)
dTQ — 2dT26 27/de2€

dB _ 1.db i | 1:pdd i
{ o = sa e+ gibge, ©9.52)

Y

gdzie b = b(2) 1 ¥ = ¥(72). Wstawiajac zaleznosci (9.51) i (9.52) do rownan roz-
niczkowych (9.41), otrzymamy

%j—geiw + %ibj—ieiw = —B%ib:)’ew — }Ldlbew — }Ldeew ‘%ibeiwe”‘) — %ibe*“"e*iﬂ )
%Cz‘l—ge_w — %ib%e_w = g5ibde ™™ — Tdibe™™ — Ltahbe ‘%ibewem — %ibe_we_m’ ,
(9.53)
ktore sg rowne
e (% +ib9e + 1ib® 4 $ib + Fab® [sin (¢ + To)|> =0, (954
o (j—b — b2 — 1P 4 b+ Lainh? [sin (¢ + ro)|> —0.
Powyzsze rownania sa spelnione, gdy wyrazenia w nawiasach sg réwne zero
. d . ~ ~ .
j—g + zb% + £=ib® + La1b + 3asb? [sin (¢ + 70)| = 0, (9.55)
B —ip e — ib® + 3dib + 3aisb? [sin (¥ + 70)| = 0.
Dodajac oba rownania otrzymujemy
db 1 1
— = ——d1b — =dxb® [sin (¢ + 7 9.56
. 5 b — 5 aab” [sin (¥ + )| (9.56)
i odejmujac
d 1
w1 (9.57)
dT2 16
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Celem jest wyprowadzenie rownan modulacji w odniesieniu do oryginalnych zmien-
nych. Korzystajac z powyzszych rozwiazan tworzymy operator rézniczkowy bedacy

odpowiednikiem pochodnej pierwszego rzedu po bezwymiarowym czasie 7. Mamy

1 _ db(r1)
{ or) =" (9.58)

dip(T
dlr) = 57

Z (9.5), otrzymamy

; ) ob ob 2 ob 3
{ br)=2 4+ 2eqp 224 B3y (9.5

i _ oY oY oY 2, OY _3
lﬁ(T)—a—m—f‘a—né—f—a—mE +8_7—36 + ...
Funkcje b i ¢ sa funkcjami zmiennej 75, zatem
b(t) = Lg2,
{ .( ) =i (9.60)

(1) = g5e>.

T dm

Biorac pod uwage réwnania (9.56) i (9.57), otrzymujemy

b(T) = —%0218219 — %Ozggsz ’Sin (1/1 + 7'0)| , (9 61)
U(r) = — L2 '
Wracajac do oryginalnych oznaczen
G = 04_21’ Gy = %, f= is =T, TI=¢T, Ty=¢cT, b(T)= _a(7’)> (9.62)
€ 5 £ £
otrzymamy
{ a(r) = —Lara(r) — Lasa?(7) |sin (¥ (1) + 1), 9.63
() =~ a¥(r)
Rownania modulacji (9.63) sa uzupetnione warunkami poczatkowymi
CL(O) = Qo, ¢(O) == wo, (964)

gdzie znane wartosci ag i ¢y sa zwigzane odpowiednio z warto$ciami poczatkowymi

©o 1 wo. Numeryczne rozwiazanie zagadnienia poczatkowego (9.63)—(9.64) dla

ap =02, Yy=0, ap=0005 ay=0001, f=0002 p =152, 7 =2000,
(9.65)

gdzie 7 oznacza czas konicowy, ma posta¢ pokazana na Rys. 9.1.
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a(7)

0.20
v
0.15"
~0.1
0.10" —02"
—03"
0.05"
s
0 500 1000 1500 2000705

Rysunek 9.1. Przykladowe numeryczne rozwiazanie rownan modulacji dla a) amplitudy
a(7), b) fazy ¢(7)

9.7. Przyblizone rozwiazanie analityczne

Rozwiazania rownan modulacji sa rozwiazaniami numerycznymi. Stad tez funkcje
B(7) i B(1y) przyjmuja postaé¢ rozwigzania numerycznego. Podstawiajac wyrazenia

(9.25, 9.33, 9.50) dla ¢, @2 i ¢3 do przyblizenia rozwigzania (9.16), otrzymujemy

B . 1 . 1 ;
0 gy + 2y + 33 = B(m)e'™ + B(r)e ™ — —B3(rp)e? — @B (ro)e "

48
1 ~ . ~ .
b feo 4~ femimT0,
2(1 —pi) 2(1 —p?)

(9.66)

Korzystajac z rownan (9.51), (9.62) i wzoru Eulera, mamy

o(1) = a(r) cos (T + (1)) — éa‘o’(ﬂ cos (3(1T + (1)) +

fcos (pi7), (9.67)

1—p?

gdzie a(7) 1 1(7) reprezentuja krzywe pokazane na Rys. 9.1. Ostateczne rozwiazanie
(9.65) pokazano na Rys. 9.2.

Nalezy zauwazy¢, ze rozwigzanie przedstawione na Rys. 9.2 charakteryzuje sie
malejaca w czasie amplituda drgan, co spowodowane jest rozpraszaniem energii me-

chanicznej w uktadzie.

9.8. Ocena dokltadnosci

Blad rozwiazania przyblizonego ¢(7) szacuje si¢ za pomoca nastepujacej miary:

1

Te — Ts

5— /0 " |Glgalr))|dr (9.68)
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@(7)
0.2f

i
it

-0.2

Rysunek 9.2. Przykladowe rozwiazanie zagadnienia (4.34) metoda wielu skal w dziedzinie

Cczasu

gdzie G oznacza operator rozniczkowy rownania (4.34), a ¢.(7) jest przyblizonym
rozwigzaniem rozwazanego zagadnienia poczatkowego otrzymanego metoda wielu
skal w dziedzinie czasu, 75, 7. to wybrane momenty z przedzialu symulacji, gdzie
Te > Ts.

Pochodne funkcji ¢(7) obliczono z wyrazenia (9.67) i sa rowne

(1) = a(r) cos (1 + (7)) — a(r) sin (7 + (7)) (1 + (7))

—6i4a2(7) cos (3(1 +¢(71)))a(r) + 6—14&3(7) sin (3(7 + (7)) (L + (7)) (9.69)
— I sin (py7)
1—p}

oraz

(1) = il7) cos (1 +¢(7)) — 2a(7) sin (7 + (7)) (L + (7))

—alr) cos (7 + $(m) (1L + $(r))? — a(r)sin ( + 6(r)(7)
~550(7) €08 (B(r + B(PNE(E) + goa(r)sin (B + SO+ ) g 10

?2 32
—57 @ (7) cos (3(r + ¥(7)))a(7) + 634@3(7) cos (3(r + (7)) (1 + (7))
L 3 : 7 It
+@a (1) sin (3(7 4+ ¢ (7)))¢(r) — T cos (p17).

Amplitude a(7) i faze drgan ¢(7) otrzymamy z numerycznych rozwigzan réwnan
modulacji. Rozniczkujac pierwsze i drugie rownanie (9.63) otrzymamy odpowiednio
pochodng drugiego rzedu dla amplitudy postaci

1

i(7) = —ga(r) = aza(7) [sin ((7) +7)| a(7)
) (9.71)

—02a*(r) [sin () + 1) cos (¥ (1) +7)(1 +1)(7))
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oraz pochodng drugiego rzedu dla fazy drgan

J(r) = ~alr)i(r) (9.72)

Pochodna wartosci bezwzglednej w wyrazeniu (9.71) ma nastepujaca postac:

[N]

i (W(7) £ 7 = 3 [cos(r + U (7~ 2hm 2@k =7 =)

—cos (T + ¢(T))L{((T — 2k + 7)(2kmw — 7'))} ,

gdzie U(-) oznacza funkcje skoku Heaviside’a, [-] oznacza funkcje sufitu, a N = Z&.
Laczac roéwnania (9.63), (9.67), (9.69)—(9.73) i podstawiajac do rownania (9.68)
otrzymano wartosci btedow dla rozwigzan uzyskanych w przyblizony sposéb anali-
tyczny (rozwiazanie MSM) i numeryczny. Wartosci btedow dla réznych przedzialow

[75, Te] zestawiono w Tab. 9.1.

Tabela 9.1. Poréwnanie bledéow dla metody wielu skal w dziedzinie czasu i rozwigzania

numerycznego

Przedzial |75, 7.] rozwigzanie MSM rozwigzanie numeryczne

[0, 200] §=1.20137-10"% & =6.29813- 10"
1800, 2000 §=7.38892-10"7 & =19.81676-108
[0, 2000] §=7.94076-10"6 § =3.1405- 10"

a)

Smsm(T)

0.00004 I

0.00002 }

oo

\
~0.00002

\
—~0.00004

Rysunek 9.3. Bledy rozwiazania uzyskanego a) metoda wielu skal w dziedzinie czasu, b)

numerycznie

Warto zauwazy¢, ze blad obciecia wynikajacy z aproksymacji (9.1) i zastoso-
wania trzech skal w dziedzinie czasu dodatkowo zmniejsza dokladnos$¢ rozwigzan
uzyskanych za pomoca metody wielu skal w dziedzinie czasu. Natomiast rozwigza-

nie numeryczne jest niezalezne od tego przyblizenia, stad mniejsze wartosci btedow.



Wykresy bledu rozwigzania przyblizonego uzyskanego za pomoca metody wielu skal
w dziedzinie czasu i btedu rozwiazania obliczonego numerycznie przedstawiono na

Rys. 9.3.
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10. Wnioski

Praca dotyczy modelowania matematycznego sity oporu wystepujacej podczas
ruchu elementéw uktadéw mechanicznych w srodowisku pltynnym oraz identyfikacji
wartosci nieznanych parametrow modelu. Zagadnienia estymacji parametréw nale-
zg do klasy zagadnien odwrotnych, dla ktorych matematyczny opis danego proce-
su, w tym przypadku ruchu dyskretnego uktadu mechanicznego, jest nieckompletny.
Wartosci parametréw, niezbedne do jednoznacznego sformutowania modelu mate-
matycznego, wyznaczane sa na podstawie zmierzonej eksperymentalnie odpowiedzi
uktadu, przy zastosowaniu metod optymalizacyjnych. Tematyka rozprawy wpisuje
sie w zakres badan podstawowych w dziedzinie inzynierii mechaniczne;j.

Eksperymentalnie badano ruch dwoch uktadéw: jednorodnego, prostoliniowego
preta zawieszonego w nieruchomym punkcie i wykonujacego drgania wokot dolnego
potozenia réwnowagi w plaszczyznie pionowej oraz takiego samego preta zawieszone-
go za pomocy przegubu na tarczy obracajacej sie znanym ruchem wokoét pionowej osi.
Pret, ktorego archetypem jest w tym przypadku fizyczne wahadto przestrzenne, na
skutek ttumienia osigga stan ruchu ustalonego, ktory rejestrowano. Oddzialywanie
preta, traktowanego jako ciato sztywne, z otaczajacym plynem w obu wariantach
opisano uproszczonym trojparametrowym modelem zawierajacym sktadnik propor-
cjonalny do predkosci, sktadnik proporcjonalny do kwadratu predkosci oraz sktadnik
proporcjonalny do przyspieszenia. Dwa pierwsze elementy tego modelu maja charak-
ter dyssypatywny, a ostatni opisuje tak zwany efekt masy dodanej. Rownania ruchu
obu uktadéw wyprowadzono, stosujac formalizm Lagrange’a, a sity oddzialywania
z ptynem wprowadzono jako sity uogoélnione. Nieznane wspotczynniki trojsktadni-
kowego modelu sity oporu wyznaczano metodami optymalizacyjnymi. Definiowane
funkcje celu mialy charakter odleglto$ci miedzy zmierzonymi wielkosciami opisujg-
cymi zachowanie uktadu a ich odpowiednikami otrzymanymi w wyniku rozwiazania
numerycznego rownan ruchu, w ktorych wartosci identyfikowanych wspotczynnikdw
przyjmowane byly zgodnie z algorytmem metody optymalizacyjnej.

Na podstawie przeprowadzonych badan i otrzymanych wynikéw mozna sformu-

towa¢ nastepujace wnioski:

e Zaproponowany sposob postepowania, oparty na stosunkowo tatwym do przepro-
wadzenia eksperymencie, umozliwia skuteczne wyznaczenie wartosci nieznanych

wspotczynnikow modelu sity oporu osrodka.
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Przetestowany doswiadczalnie trojparametrowy model sity oporu z dwoma sktad-
nikami opisujacymi efekty dyssypacji energii oraz ze sktadnikiem opisujacym
efekt masy dodanej w poréwnaniu z modelami zredukowanymi do jednego czy
dwoch sktadnikéw daje najmniejsze wartosci funkceji celu w procesie optymaliza-
cji.

Rozwiazania rownan ruchu otrzymane na bazie modelu trojparametrowego w po-
rOwnaniu z rozwigzaniami opartymi na modelach zredukowanych opisuja ruch
uktadu w spos6b najbardziej doktadny, z uwzglednieniem dopasowania czestosci
i amplitudy drgan oraz zgodnosci ich fazy.

Model trojparametrowy sity oporu oraz przedstawiona metodyka estymacji, przy
niewielkiej modyfikacji zaprojektowanych stanowisk pomiarowych, moga by¢ sto-
sowane do badania innych uktadéw mechanicznych.

Poprzednie wnioski wskazujg na szeroki potencjal aplikacyjny modelu trojpara-
metrowego w zagadnieniach dynamiki uktadéw dyskretnych.

Uzasadnione w rozwazanym zagadnieniu zalozenie o sztywnosci pretow prowa-
dzi do dyskretnego modelu matematycznego ruchu ze zwyczajnymi réwnaniami
rézniczkowymi.

Sformutowanie warunkéw poczatkowych, uzupelniajacych réwnania ruchu wa-
hadla przestrzennego, ktore jest poddanie dzialaniu wiezéw niestacjonarnych,
wymaga przeprowadzenia rozwazan na gruncie rachunku impulsow.
Aproksymacyjne schematy roéznicowe w poréwnaniu z klasycznymi schematami
interpolacyjnymi zapewniaja znaczaco wiekszg doktadnosé przyblizenia wartosci
pochodnych na podstawie zmierzonych wartosci funkcji. Przy zastosowaniu tych
samych funkcji bazowych schematy aproksymacyjne sa o kilka rzedow doktad-
niejsze.

Metoda gradientowa oraz metoda najmniejszych kwadratow sg efektywnymi na-
rzedziami do rozwigzywania zagadnien estymacji parametréow modelu sity oporu
o$rodka w trojwymiarowej przestrzeni zmiennych decyzyjnych. Ich zastosowanie,
w przeciwienstwie do intuicyjnej metody bisekcji o znacznie prostszym algoryt-
mie, nie ogranicza sie do poszukiwania ekstremum funkcji unimodalnych, co jest
silnym ograniczeniem, ktore w tym przypadku nie jest spetnione.

Zastosowanie metody najmniejszych kwadratow do minimalizacji btedu spelnie-
nia rOwnan ruchu umozliwito statystyczna ocene wartosci estymowanych para-
metrow.

Analiza przeprowadzona na podstawie numerycznej symulacji eksperymentu dla

wahadta z poruszajgcym sie zadanym ruchem punktem zawieszenia pokazala, ze



estymacja parametréw modelu oparta na wynikach zaburzonych losowo, nawet
w stosunkowo niewielkim stopniu, jest mato wiarygodna, co jest potwierdzeniem
duzej czulosci metod odwrotnych na bledy pomiarowe.

e Stan ustalony ruchu nie jest dobrym wyborem do przeprowadzenia estymacji
parametrow modelu sity oporu. Realizujac procedure wyznaczania parametrow
na podstawie danych pochodzacych z rejestracji ruchu nieustalonego, otrzymu-
je sie znacznie wiecej danych, co umozliwia zastosowanie gradientowych metod
optymalizacyjnych.

e Przeprowadzenie estymacji na podstawie danych z ruchu ustalonego eliminuje
mozliwos¢ wnioskowania na podstawie cech rozwigzania numerycznego, takich
jak zgodnos¢ amplitud, faz czy czestosci drgan.

e Trojparametrowy model sity oporu ze sktadnikiem proporcjonalnym do kwadratu
predkosci pozwala wyznacza¢ rozwiazania zagadnien ruchu nie tylko metodami
numerycznymi, ale takze przyblizone rozwigzania analityczne metodami asymp-

totycznymi, na przyklad metodg wielu skal w dziedzinie czasu.

Do mozliwych kierunkéw dalszych prac nalezy identyfikacja parametréw ruchu
przestrzennego wahadta z ruchomym punktem zawieszenia w stanie nieustalonym.
Takie podejécie umozliwitoby szersza weryfikacje modelu matematycznego oraz osza-
cowanie otrzymanych wspotczynnikow ttumienia.

Celowe wydaje sie rowniez rozwigzanie zagadnienia ruchu wahadta przestrzen-
nego z ruchomym punktem zawieszenia za pomoca metody wielu skal w dziedzinie
czasu, gdyz zdecydowana wiekszo$¢ opisanych w literaturze rozwiazan dotyczy ukta-

dow w ruchu ptaskim.






Dodatek A

Rozwazmy wahadlo przedstawione na Rys. 10.1. Wahadlo sktada sie z trzech

roznych elementow:

e preta o dhugosci L i Srednicy d,

e tulejki o dlugosci b, srednicy wewnetrznej d i $rednicy zewnetrznej D,

e koncowki sktadajacej sie z czesci walcowej o dltugosci b, i Srednicy d i czesci stoz-
kowej o dtugosci by o $rednicy wiekszej podstawy d i Srednicy mniejszej podstawy

dy; przez caly koncowke przechodzi otwor o Srednicy dp.

do
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Rysunek 10.1. Rysunek sktadowych czeéci wahadta dla ruchu ptaskiego

Momenty bezwtadnosci podstawowych bryl geometrycznych mozna wyszukac

w literaturze [36, 42, 50, 56, 63|. Czesé¢ stozkows koncowki mozna potraktowaé jako

Sciety stozek (Rys. 10.2).

[}
N
— —~ %

— X
- S =
W T S
—_— —=T — — —_ — — — — . — L
B h bs _

Rysunek 10.2. Czes¢ stozkowa koncéwki z wymiarami



Z podobienstwa trojkatéow wynika, ze

bsdy
h = . Al
T—d (A.1)
Objetosc¢ stozka Scietego jest rowna
1 & 1 1

Oznaczmy przez 7(z) funkcje okreslajaca promien przekroju stozka w odlegtosci «

od punktu W, ktéry moze by¢ przedstawiony w nastepujacej postaci

d—d
7(z) = % (A.3)
Moment statyczny stozka Scietego wzgledem punktu W jest rowny
bath V2(d3 + dyd* + d3d + d3)mp
M, = 72 dr = =2 L L A4
Odlegtos¢ srodka masy stozka Scietego r., od punktu W wynosi
3 2 72 3
o M, 3by(d’ 4 dyd® + did + dl). (A.5)

Ve A(d® — d3)

Wobec tego odleglos¢ srodka masy stozka $cietego od wiekszej podstawy jest rowna
Teyw =bs +h —1¢. (A.6)

Moment bezwladnosci stozka Scietego wzgledem osi prostopadtej do osi stozka prze-

chodzacej przez punkt W wynosi

L. = /h””" (W#(x)p (@ + $2)) dz -

_ mpbs (1667 + (d — dv)?) (d* + did® + did® + did + dy)
320(d — d;)?

Centralny moment bezwtadnosci stozka $cietego wzgledem osi prostopadtlej do osi

stozka przechodzacej przez érodek masy jest rowny

Is - ]SW - vargl
b2 (d* + 4dyd® + 10d3d? + 4d3d + d%))

d? + did + d3

bs
- 7;%0 (d4 +did® + P+ dd+ d+

(A.8)
W Tabeli 10.1 przedstawiono masy i momenty bezwtadnosci poszczegolnych ele-

mentow wahadla wzgledem $rodka masy wahadta, gdzie

a 7 D? wd?
mi* = — = 4 br (A.9)
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sa odpowiednio masa petnej tulejki i masg otworu tej tulejki, a

a wd? b wd?
ng b= wapv é = Tobwp (A.10)

sa odpowiednio masa pelnej czesci walcowej koncowki i masa otworu tej czesci wal-

cowej koricowki oraz
fa _ g
jest masa otworu czesci stozkowej konicowki. Dodatkowo zachodza nastepujace zwiaz-
ki:
mo = mga} - méb}, ms = mga} — mi{,)b}. (A.12)

Tabela 10.1. Momenty bezwladnoéci poszczegédlnych czesci wahadla wzgledem srodka masy

k  Czesé Masa my Moment bezwladno$ci [,
T 2 2 2
1 Pret %Lp (% + ‘11—6 my
. (D% —d> v2 | D? {a} b2 42 {0} 2

2 Tulejka m(D=d") 1 )bp (ﬁ + E) my ~ — (ﬁ + E) my + (%) mo

T 2_ g2 a 2
3 Czes¢ walcowa %bwp (% + %) mg{), b (% + f—g) mgb} + (&£+ %)ng

koncowki

4 Czes¢ stozkowa Vip— 7TTffgbsp I, — (’1’_2 + Cll_cg) ;{La} + (% + by, + 7"02) my

koricoHwki

Ze wzgledu na catkowita symetrie wahadta, moment bezwladnosci wahadta wzgle-

dem $rodka masy jest réwny
Io =1 + 21, + 215 + 214, (A.13)
a catkowita masa wahadla wynosi
m = my + 2my + 2ms + 2my. (A.14)

Moment bezwladnosci wzgledem punktu zawieszenia wahadta wynosi

I 2
Iop=1c+ (5 ~+ by + bs> m. (A.15)

Rozwazmy wahadto przedstawione na Rys. 10.2. Wahadlo sktada sie oprocz kom-
ponentéw przedstawionych w poprzednim wariancie rowniez z plastikowych marke-
row o gestosci p,, w ksztalcie kuli o §rednicy D,,. Masa i moment bezwtadnosci
markera wzgledem $rodka masy wahadta sg réwne

1 D2 L b, D\
ms = éwmefl, I5 = (1—6” + <— - = — —) ) ms. (A-16)
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do

Rysunek 10.3. Rysunek sktadowych czesci wahadta dla ruchu przestrzennego

W obliczeniach nalezy réwniez uwzgledni¢ otwor markera, ktory przyjeto jako walec
o dtugosci D,, i $rednicy podstawy d. Wobec tego, otrzymano

Td? D2 2 L b, D,\*
=" D I = | [ =24+ — - x_n . (A1
M6 = =~ FmPm; 6 ((12+16)+(2 2 2)>m6 (A-17)

Moment bezwladnosci wahadla wzgledem srodka masy jest rowny

Io =1 + 21y + 215 + 21, + 215 — 21,

a catkowita masa wahadla wynosi

m = mq + 2me + 2ms + 2my + 2ms — 2me. (A.19)

Moment bezwladnosci wzgledem punktu zawieszenia wahadta réwniez obliczono ze
wzoru (A.15).



Dodatek B

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe, w ktorym roéwnania rézniczkowe sa niekom-

pletne, tzn. nieznane sg wartosci liczhowe pewnych parametréow. Niech

B = [B1, B2, .., BK] (B.1)

bedzie wektorem K nieznanych parametrow wystepujacych w rownaniach roéznicz-

kowych oraz niech f(3) bedzie funkcja celu postaci

N

F8) = | 5 2 (™ (8) = ui™)’, (B2)

=1

gdzie u;"” sa wynikami otrzymanymi w wyniku eksperymentu, u"“™ oznacza rozwia-
zanie numeryczne zagadnienia poczatkowego dla ustalonych parametrow 3 w i-tej
klatce nagrania, gdzie 1 = 1,2, ..., N.

Na poczatku procedury metody gradientowej nalezy ustali¢ poczatkows wartosé

parametrow
B =[5, 8. . 8] (B.3)

gdzie indeks gorny oznacza numer iteracji. Nalezy takze wybra¢ poczatkowy kierunek

wyszukiwania w przestrzeni K-wymiarowej
AR = (a8, A8, .. A5 (B.4)

oraz zdefiniowa¢ poczatkowy kierunek poszukiwania d”. Po okresleniu tych trzech
wielkosci inicjujacych iteracyjny proces optymalizacji, wyliczana jest wartosc¢ 6(1),
zgodnie z wzorem

5(1) _ ,6(0) + d(O)A,@(O). (B.5)

Dla kazdej z wartosci parametru 8% i g0 rozwiazywane sg rozwazane zagadnienia
poczatkowe, a nastepnie obliczane sa wartosci f(ﬁ(o)) i f(ﬁ(l)) funkgji celu (B.2). Dla
punktu (parametru B(l)) obliczana jest wartos¢ pochodnej funkceji celu, co informuje

nas o nachyleniu stycznej w tym punkcie, w nastepujacy sposob:

FBD)—f(B?)
B
F(BD)—f(B©)

vl = & . (B.6)

FBD)—f(B?)
B



Nowy kierunek poszukiwan okreslany jest na podstawie przyblizonej warto$ci gra-

dientu za pomoca wzoru

)
g _ VI (B.7)

v
Na podstawie wartosci gradientu (B.6), kroku (B.4) i kierunku (B.7), dokonano ak-
tualizacji przyrostu parametréw w celu zblizenia sie do ekstremum funkcji . Dtugosé

kolejnego kroku ustala sie zgodnie z formuta
ABY = w AB (1+ wpdd?), (B.8)

gdzie wy i wo sa parametrami z przedziatu (0, 1). Ich rola jest przyspieszenie procesu
iteracji, gdy kolejne kroki najwyrazniej daza do minimum lub zmniejszaja rozmiar
kroku po zmianie kierunku. W dalszych etapach iteracji p rownanie (B.8) przyjmuje
postac

ABPTY — 4y AR (1 4 w2d<p>d<p+1>> _ (B.9)

Proces poszukiwania wartosci minimalnej parametru B zostaje zatrzymany, jesli
zostanie osiggniety zadowalajacy poziom funkcji celu spetniajacej role miary od-
legtodci miedzy wartosciami u wyznaczonymi numerycznie w wyniku rozwiazania
zagadnienia poczatkowego i danymi eksperymentalnymi. Przewidziano takze druga
mozliwos¢ zakonczenia tego procesu, gdy réznica miedzy wartosciami funkeji celu
w dwoch kolejnych iteracjach jest wystarczajaco mata, to znaczy mniejsza od zadane]

a priori wartosci.



Dodatek C

Przedstawione w rozdziale 4.2 catki (4.75)—(4.76), dla ustalonych «, i B, przyj-
muja nastepujaca postac:

L L
QSJ = / CaTw? COS (Rcos By + rsinay,) dr — / c1rwR cos ay, sin B, dr—
" ‘ (C.1)

L
D, / vV Ar? + Br + Cdr,
0

L L
qu) = — / corw? R sin ay, sin B,dr — / crsin oy, (wR cos B, + rwsin B,,) dr—
0 0

L
/ (D2r2 + Dgr) VAr? + Br + Cdr,
0

(C.2)
gdzie
A = 2w? — 2w? cos (2ay,), (C.3)
B = 8w?R cos f3, sin a, (C.4)
C' = w’R? (3 + cos (2a,) + 2 cos (28,) sin® o) (C.5)
1
D, = §CQWR COS v, Sin 3y, (C.6)
1,

D, = Cawsin” oy, (C.7)

1 .
Dy = §CQQ}R cos (3, sin ay, (C.8)

sa stalymi. Calki, ktore zawieraja w funkcji podcatkowej wspotczynniki ¢; oraz ¢,

sa elementarne i s réwne, odpowiednio

~ 1 1
Q((lll? = ECQLQMQ cos a, (3R cos B, + 2Lsinay,) — §clL2wR €OS vy, sin 3, —
L (C.9)
D, / v Ar? + Br + Cdr,
0
A 1 1
QS) = ——c,L*w’Rsina, sin B, — ~¢; L*sin (3wR cos B, + 2Lwsin ) —
C ° (C.10)

L
/ (D2r2 + D3T) vV Ar? + Br + Cdr.
0

Wystepujace pod pierwiastkiem wyrazenie Ar? + Br + C jest zawsze nieujemne,

poniewaz przedstawia ono dtugosé wektora predkosci v+ (r,t) (patrz wzor (4.66)).



Wspotezynnik A i C sa takze nieujemne — na mocy odpowiednio wzoru (C.3) i (C.5).
Nalezy doda¢, ze kat «, nie osiggnie w zadnym przypadku wartosci réwnej zero, stad

A1 C sa dodatnie. Wyrdznik trojmianu kwadratowego jest rowny
A = B? —4AC = —16 R*w"sin” (2a,) sin® 3, (C.11)

Ze wzgledu na parzyste potegi, mamy A < 0.
Catki z funkcji niewymiernych obliczono za pomoca metody wspdtczynnikow

nieoznaczonych Lagrange’a wedtug wzoru

1

dr,
+ Br+C
(C.12)

gdzie W,,(r) jest danym wielomianem stopnia n, Q,,_1 jest wielomianem stopnia n—1

Wn(r)
dr = Qu_1(r)VAr2 + Br +C + /
/\/AT2+BT’+C r = Quar)vidr " o VAr?

o nieznanych wspotczynnikach, a ag jest szukang liczba rzeczywistg.
Nieoznaczone calki z funkcji niewymiernych w réownaniach (C.9)—(C.10) przyj-

muja postac

I Ar3 + Br? + C’rd / Agrt 4 Asr3 + Aor? + Ayr
1 9 =

- : dr, (C.13
\/Ar2+Br+C’r VAr?2 + Br+C " ( )

gdzie A4 = AD27 Ag = BDQ —|—14.D37 A2 = ODQ + B.D37 Al = OD3 StOSUjQC meton

wspotczynnikéw nieoznaczonych Lagrange’a, otrzymamy

I, = (a1r2+a2r—l—a3) VAr2 + Br + C + aols, (C.14)

gdzie
dr

I3 = ;
’ /\/AT2+BT+C

a agp, a1, as, az sa nieznanymi wspotezynnikami. Rozniczkujac obie strony réwnania

(C.15)

(C.14) oraz mnozac przez pierwiastek z mianownika, mamy

Ar34+Bri+Cr = (2a17 + ay) (Ar3 + Br? + OT)+ (a17’2 + agr + CLg) (Ar + g) +agp.
(C.16)

Przyrownujac elementy stojace przy r’, gdzie i = 0, 1,2, 3, otrzymano uktad réwnan
liniowych postaci

3Aa; = A,

gBal + 2Aa, = B,

2Caq + %Bag + Aaz = C,

aop + Cas + 3Baz = 0,

(C.17)
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ktorego rozwiazaniem sa nastepujace wspotczynniki:

1
ay = 3,
B
Ay = ==
1247
& B (C.18)
a3 = 32 — gam
an = B3 _ BC
0 — T6A2 44

Catke nieoznaczona I3 obliczono za pomoca pierwszego podstawienia Eulera (A > 0)

postaci
VA2 + Br+C =t —VAr (C.19)
Podnoszac rownanie (C.19) obustronnie do kwadratu, mamy
- C
r=——, (C.20)
2V At + B
a po zrézniczkowaniu
At* + Bt + VA
2V At + B
Podstawiajac (C.19)-(C.21) do nieoznaczonej calki (C.15), otrzymano
2 1
Iy= | —=——dt= —=In|2VAt + B| +c .22
= [t v (©22)
Ostatecznie, wracajac do zmiennej r — na mocy (C.19), uzyskano
1
]3:—1n‘2\/2\/AT2+Br+C+2Ar—I—B‘+c. (C.23)
VA
Calka I ostatecznie przyjmuje postac
1 B C B?
L=|=rt4+ —=— —_— = — Ar2+ Br+C
! (3T 124" " 34 8A2> VAR B O
(C.24)

( B*  BC
1642/ A 4AVA

Do obliczenia calki I rowniez zastosowano metode wspoétczynnikow nieoznaczo-

>1n‘2\/Z\/Ar2+BT+C+2AT+B‘ +c.

nych Lagrange’a, tzn. calke [, zapisano w nastepujacej postaci:

I = (byr® + bar® + bgr + by) VAr? + Br + C + bols, (C.25)

gdzie I3 jest wyrazona wzorem (C.15), a b;, gdzie i = 0,1, ..., 4, sg nieznanymi wspol-
czynnikami rzeczywistymi. Postepujac analogicznie jak w przypadku obliczania catki

I, otrzymano nastepujace wspotczynniki:

.
_ Ay
bl — 1A
8A-A3—TA4B
by = AT
_ 48A%2A5—40A-A3B+35A4B%-36A4-A4C
b3 - 2 396143 4 4 ) (026)
by — 19243 A1 —105A4B3—16A2(9A2 B+8A35C)+20AB(6 A3 B+11A440)
4= 192A% )
b — 35A4B*—64A3(A1 B+A2C)—40AB?(A3B+3A4C)+48A%(A3 B2+ C(2A3B+A40))
0= 128A% :
\



Calki oznaczone obliczono, stosujac twierdzenie Newtona-Leibniza.
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